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RESUMEN

En el presente trabajo se estudié mediante simulacion computacional los efectos
de la topologia de mundo pequefio en el modelo de Ising. Las redes de mundo
pequefo estudiadas fueron generadas utilizando tres modelos: modelo de Watts y
Strogatz, modelo de Kuperman y Abramsom y modelo de Newman y Watts. Estos
modelos interpolan a una red regular de dimension d con un grafo aleatorio, en
este trabajo se consideraron redes regulares unidimensionales y bidimensionales,
obteniendo un total de seis modelos a analizar.

Para las simulaciones del modelo de Ising se empleé el algoritmo de Metropolis -
Monte Carlo, con una modificacién, en lugar de explorar un espin por iteracion se
exploraron todos los espines al mismo tiempo. Esta metodologia, utilizada en el
modelo de Ising usual (Ref [17]), mejora la eficiencia computacional.

Finalmente, se calcularon las magnitudes fisicas de interés, encontrando
graficamente las temperaturas de transicion de los seis modelos estudiados.
Mediante el método de los cumulantes de Binder y el analisis de escalamiento se
estimaron nuevamente las temperaturas criticas y se calcularon los exponentes
criticos, tales analisis muestran que las transiciones del modelo de Ising sobre las
redes empleadas son de tipo teoria de campo medio.
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CAPITULO 1.
INTRODUCCION.

¢ Quién no ha usado frases como “jQue pequeio que es el mundo!” o “iEste
mundo es un pafuelo!”?. Frases utilizadas cuando dos personas que recién se
conocen, luego de una conversacion, descubren que tienen un amigo en comun.
Aunque en muchos casos, ambas personas no tengan un amigo que los
relacione, tal vez entre los amigos de una de ellas se encuentre un individuo que
tenga un amigo, el cual conoce a alguien que a la final si tiene una amistad con la
otra persona. Hace 43 afios un psicologo social llamado Stanley Milgram se hizo
la pregunta: ;cuantas personas forman parte de esta cadena? y para responderla
se ingenid un experimento [1].

La hipotesis de Satanley fue que se podia llegar a establecer contacto a través de
una red de amigos, realizando s6lo unos pocos pasos, a tal hipotesis se denomind
“‘problema de mundo pequefio” [1]. El experimento consistié en repartir una serie
de cartas a algunos cientos de personas seleccionadas en dos pueblos de
Estados Unidos y las cartas debian llegar a un unico destinatario en otra region
del pais. La unica restriccion que tenian las personas fue que debian entregar la
carta a una persona conocida y que pensaran que de alguna forma estaba mas
cerca del destinatario final.

Lo interesante fue que tanto los pueblos donde se repartieron las cartas y el
pueblo del destinatario final estaban muy alejados tanto geografica como
socialmente. ;Cuantos pasos debieron darse para que las cartas llegaran a su
destino? ;Tal vez cientos o miles?, el resultado promedio fue de tan soélo seis,
sugiriendo que dos personas escogidas al azar se pueden conectar a través de la
red en pocos pasos.

Sin duda este resultado es muy interesante en el ambito de las redes sociales, sin
embargo, ¢es este un resultado general?, ;existen otro tipo de redes en la
naturaleza de similar comportamiento?, la respuesta es si. Estructuras como las
redes neuronales del gusano Caenorhabditis elegans, |la red eléctrica del oeste
de los Estados Unidos, la red de colaboracién de actores en el mismo pais, etc.,
se presentan como Redes de Mundo Pequernio [1,3].

Muchas de las redes del mundo real presentan otro tipo de cualidades. En dichas
redes ocurren procesos complejos de outoorganizacién y se las conoce como
Redes Complejas [1]. Las redes complejas, que en general tienen cualidades de
mundo pequeino, también suelen tener una distribucion de grado que sigue una
ley potencial. Es decir, la probabilidad de que un nodo en la red tenga k
conexiones tiene una probabilidad p(k)~k~Y [1,7,8].



La topologia de la red influye directamente en los procesos que en ella se
desarrollan. Por ejemplo, la trasmision de enfermedades en una poblacion se
propaga mas rapido en sistemas que poseen estructura de mundo pequefio [2].
Siendo natural pensar que los fenbmenos que se dan lugar en un sistema estan
notablemente influenciados por las interacciones de sus componentes, las cuales
pueden ser representadas por una red.

Un modelo fisico sobre una red, una red de espines, es el modelo de Ising, fue
propuesto por Wilhelm Lenz en 1960 para explicar el fenobmeno de
magnetizacion espontanea presente en materiales ferromagnéticos [9,12]. Estos
materiales presentan magnetizaciéon en temperaturas menores a una temperatura
critica, inclusive con campo externo nulo, mostrando una transicion de un estado
ordenado a otro desordenado, donde el parametro de orden es la magnetizacion
[10-13]. El modelo de lIsing bidimensional presenta transicion de fase a una
temperatura distinta de cero, permitiendo comprender varios aspectos de los
fendmenos de transicion. En el modelo unidimensional la situacion es distinta ya
que no existe transicién de fase a una temperatura mayor que cero [11-14].

Las interaccion entre espines afectan el comportamiento colectivo del sistema, por
ejemplo, en un sistema bidimensional de espines que no interactuan entre si, no
existe transicion de un estado ferromagnético a uno paramagnético [9]; sin
embargo, usando el modelo de Ising se encuentra que el sistema presenta
transicion de fase. Este hecho manifiesta la importancia de la presencia de las
interacciones y se espera que la topologia de la red de interacciones influya en la
transicion de fase.

Si las redes de mundo pequefo facilitan la propagacion de informacion, de
energia, de ideas, de rumores, etc. [1] de alguna manera debe influenciar en
procesos de transicion de fase como en modelo de Ising. Se espera que la
transicion de orden a desorden se vea favorecida por la topologia de red de
mundo pequefio, comparada con la transicion de fase del modelo de Ising
bidimensional en una red regular.

Por otro lado, conociendo que el modelo de Ising en una dimension no presenta
transicion de fase ¢qué sucederia si aumentamos conexiones en la red regular
unidimensional? Tal vez se estaria induciendo a una transicion de fase,
dependiendo, estd claro, de cuantas conexiones sean agregadas. De todas
formas ello depende del criterio con el que sean afiadidas. Por ejemplo, se
podrian anadir conexiones de tal forma que se llegue a reproducir una red de
mundo pequefo.

El modelo de Ising es uno de los modelos mas importantes de la mecanica
estadistica y ha sido utilizado para modelar fenbmenos naturales presentes en
campos como las ciencias sociales, la biologia, la computacién y muchos otros [8,
25]. Para estos estudios las redes de mundo pequefio son mas apropiadas que



las redes regulares y para ello se necesitan usar modelos que reproduzcan las
cualidades de mundo pequeno presentes en las redes reales [8,22,25].

Con el propésito de generar redes de mundo pequeno algunos modelos han sido
propuestos. Watts y Strogattz (WS) en 1998 propusieron un método para generar
redes que tengan longitudes de camino promedio pequefas. Dicho modelo
interpola a una red regular con una red aleatoria. Dada una red de dimension
finita (como una red unidimensional) donde cada nodo posee K vecinos
(conexiones), cada nodo es reconectado a otro con una probabilidad p con el
objeto de generar conexiones de larga distancia [3].

En el modelo WS existe la probabilidad de que la red se divida en subredes
puesto que a medida que se crean nuevas conexiones se eliminan otras. Para
evitar esto, el modelo de Newman y Watts (NW) propone conservar las
conexiones de la red regular y afiadir las nuevas [4,5]. Y otro modelo propuesto
por Marcelo Kuperman y Guillermo Aberamson (KA) generaliza los modelos
anteriores imponiendo que cada nodo en la red eliga a un nuevo nodo para ser
conectado de tal manera que la elecciéon no sea equiprobable, sino que sigue una
distribucion dependiente de la distancia p~Il~™ [5]. Este modelo evidentemente
converge al modelo NW cuando m = 0. Los modelos WS, KA y NW producen
redes de mundo pequefio que a la vez conservan una caracteristica muy
importante de las redes reales: los nodos tienden a formar agrupaciones. Es decir,
si dos nodos estan conectados a un tercero muy probablemente estaran
conectados entre si.

Algunos estudios tedricos y simulaciones computacionales han sido efectuados
con el propdésito de describir el modelo de Ising sobre redes de mundo pequefio.
Warrat y Weigt estudiaron tedricamente el modelo de Ising sobre una red WS
generada a partir de una red unidimensional, ellos encontraron que la red WS
presenta transicion de fase tipo campo medio, evidenciando que las re
conexiones inducen una transicion de fase que en la red unidimensional no existe
[8,20]. Trabajos en simulaciones computacionales confirman los resultados de
Warrat y Weigt [21,22] y otras simulaciones han sido hechas utilizando el modelo
WS sobre redes bidimensionales, en ellas se ha encontrado que se produce un
cambio en el caracter de la transicién, donde los nuevos exponentes criticos
coinciden con la teoria de campo medio [22,23]. También se han realizado
simulaciones sobre redes con conexiones dependientes de la distancia en una
dimension (modelo KA), encontrando transiciones de tipo teoria de campo medio
[24].

En el presente trabajo realizaremos simulaciones del modelo de Ising en redes de
mundo pequefio basadas en los modelos WS, NW y KA sobre redes
bidimensionales y unidimensionales. De manera general se han incluido los tres
modelos que en el caso bidimensional no han sido muy explorados, permitiendo



obtener resultados sobre el modelo de Ising en una red bidimensional con
conexiones dependientes de la distancia (modelo KA).

En las simulaciones empleamos un método para optimizar el calculo
computacional, este método consiste en explorar todos los espines al mismo
tiempo aprovechando las cualidades matriciales del lenguaje Matlab. Este método
ha sido probado en el modelo de Ising usual (Ref. [17]), nosotros lo hemos
propuesto para las simulaciones sobre redes de mundo pequeno. Finalmente,
compararemos con los resultados de trabajos previos para verificar la validez del
método.



CAPITULO 2.

ALGUNOS RESULTADOS DE LA MECANICA ESTADiISTICA, MODELO DE
ISING Y TRANSICIONES DE FASE.

En la naturaleza se encuentran diversos sistemas conformados por muchas
particulas. Ejemplo de estas particulas pueden ser los atomos y moléculas que
constituyen la materia. En principio, una descripcibn completa del sistema
necesita describir fisicamente a cada particula que lo conforma. Sin embargo,
muchos sistemas obedecen a las mismas leyes generales, leyes que son
abordadas por la termodinamica. Mediante este enfoque no es necesario describir
el nivel microscépico de los sistemas, sino definir cantidades fisicas apropiadas
que caracterizan sus propiedades macroscoépicas (cantidades de estado). Tales
cantidades se relacionan por las leyes de la termodinamica y por ecuaciones
(ecuaciones de estado) encontradas empiricamente para un sistema en
especifico [10].

A diferencia de la termodinamica, la mecanica estadistica da una conexién entre
lo microscopico y lo macroscopico, permitiendo explicar las ecuaciones de estado
mas alla de lo empirico. Las cantidades de estado son el resultado de tomar
valores medios de cantidades microscépicas y es tarea de la mecanica
estadistica definir métodos que permitan calcular estos valores. Mediante estos
valores es posible calcular la ecuacion de estado para un determinado sistema
[10].

El céalculo de los valores medios se hace posible utilizando la teoria del ensamble,
donde las cantidades macroscopicas son los valores medios de las cantidades
microscopicas. La teoria del ensamble supone un conjunto de sistemas
preparados idénticamente, cada sistema en el ensamble se encuentra en un
microestado posible y en un unico macroestado determinado. Los valores medios
sobre el ensamble caracterizan las propiedades macroscopicas del sistema [9,10].
Distintos ensambles son obtenidos dependiendo del sistema en estudio. Un
sistema puede ser cerrado, abierto o aislado y para cada uno de los caso se
obtendran ensambles distintos.

En un sistema existen varios microestados compatibles con el macroestado en el
que se encuentra. Si el sistema en equilibrio esta cerrado no existe razén alguna
para decir que un cierto microestado tiene mayor probabilidad de ser ocupado,
entonces, se asume que todos los microestados del sistema son igualmente
probables, este es el postulado basico de la mecanica estadistica [9-11]. Sobre
este postulado se construye la mecanica estadistica y en base a él se determinan
las densidades de probabilidad encontradas en cada ensamble.



2.1 ENSAMBLE MICROCANONICO.

Al ensamble constituido por la coleccion de sistemas cerrados con valores de
E,N,y V fijos, se lo conoce como ensamble microcanénico [9-11]. Todos los
microestados que cumplen las condiciones de este macroestado son
equiprobables (de acuerdo al postulado basico de la mecanica estadistica).
Puesto que la variable E es continua, es conveniente consideran un rango de
incertidumbre AE. Entonces, la probabilidad de que el sistema se encuentre en un
determinado microestado en el rango E a E + AE es:

P=10 (2.1)
Donde, Q es el nUmero de microestados accesibles.

Tanto la entropia como temperatura pueden ser encontradas considerando el
numero de microestados accesibles.

2.1.1 ENTROPIA

En Mecanica estadistica la entropia se define como [9-11]:

S = kinQ (2.2)

Donde k es la constante de Boltzman y Q el numero de microestados. La entropia
es una magnitud extensiva, puesto que si se tiene dos sistemas distintos la
entropia total es la suma de cada una de las entropias. De hecho, sean Ay B dos
sistemas, el macroestado de cada sistema esta descrito por E4, Ny ,V, Yy Eg, N5, Vg
respectivamente y cada sistema tiene un numero de microestados: Q(E4, Ny, Vy)
para el sistema Ay Q( Eg, N5 ,V3) para el sistema B. Ay B en su totalidad forman
un solo sistema T con un numero microestados Q, dado por [9-11]:

'QT = 'Q(EAINA ) VA )'Q( EBINB ) VB) (23)

Si se sustituye (2.3) en (2.2) se tiene:



ST = SA + SB (24)
2.1.2 TEMPERATURA Y CONDICION DE EQUILIBRIO.

Supoéngase ahora que los dos sistemas interactuan de tal forma que exista una
pared que permita la interaccidn térmica, pero que ella es rigida e impermeable.
Los dos subsistemas estan en contacto térmico de tal forma que las energias E, y
Ep pueden cambiar pero que la energia total E; = E, + Ez se mantiene constante;
Ny ,Vy,Ng y Vg permanecen también constantes. Si la energia E, esta
determinada, consecuentemente la energia Ez también lo esta, entonces Q. solo
depende de E,, esto es Qr(E,) [10]. Usando el postulado fundamental se llega a
la conclusion que la probabilidad P(E,) de que el sistema A tenga una energia E,4
es simplemente proporcional al numero de estados Q(E,) accesibles del sistema
total T:

P(Ey) = CQr(Es) (2.5)
Donde C~!'=Y.Q(E). La suma es sobre todos los valor que puede tomar la
energia de A.

Porque Ez = E; — E, entonces la relacion (2.3) puede ser escrita de la siguiente
forma:

Qr(Ey) = Qa(Ex)Qp(Er — Ey) (2.6)

De acuerdo a la probabilidad en (2.5):

P(Ey) = CQA(Ex)Qp(Er — E4) (2.7)

La probabilidad P(E,) exhibe un maximo muy pronunciado para algun valor de
energia E, = E, [9,11]. Y maximizar la funcién P es equivalente a maximizar In P,
entonces el objetivo es encontrar E, que cumpla:

olnP 1 0P _
0E, POE,

(2.8)

Considerando que (2.7) puede ser escrito como P(E,) = CQA(E.)Qg(Eg), se
tiene;



oln Qa(E,) 0ln Qp(Eg) 0

2.9
0E, 0Eg (2.9)
En base a la relacion anterior se puede hacer la siguiente definicion:
dln Q
= 2.10
BE) =—— (2.10)

Existe una energia E, y consecuentemente una energia E; donde la relacion (2.9)
se cumple, entonces:

B(Ea) = B(Ea) (2.11)

¢ Qué significado tiene esta funcion? Usando la definicion (2.2) y la (2.10)

_aan 10S

=__ (2.12)
0E koE
Y se obtiene:
1_098 (2.13)
T OE
Donde se ha introducido la definicién:
T = 1 2.14

Siendo T un parametro llamado temperatura y en el caso de que (2.11) se
cumpla:

T, =T, (2.15)



2.2 ENSAMBLE CANONICO.

2.2.1 FUNCION DE PARTICION.

Considére el sistema A cuya temperatura T se mantiene fija al igual que su
volumen y numero de particulas. A diferencia del ensamble microcanénico donde
el sistema estaba aislado, ahora puede intercambiar energia con otro muy grande,
el sistema B, conocido como reservorio de calor [9-11]. El sistema grande no se
ve afectado de manera significativa por el sistema A. Por ejemplo, si en una
habitacion se coloca una taza de café caliente la temperatura del café variara
hasta alcanzar la temperatura del aire de la habitacion; sin embargo, el ambiente
en el cuarto no sera calentado de manera apreciable.

Los sistemas A y B forman otro que esta aislado, con E, N y V fijas. Por tanto, los
estados accesibles al macroestado del sistema compuesto son equiprobables. Se
sabe que la energia total E es la suma de las energias de cada sistema, siendo
Ep la energia del reservorio y E; la energia del sistema pequefio A, entonces se
tiene que E = Ep + E;. Por la diferencia de tamafos entre los dos sistema se tiene
la siguiente relacion E; < Ej.

Si el sistema A se encuentra en un estado definido s, el nUmero de estados
accesibles del sistema combinado es el numero de estados accesibles del
sistema B (el reservorio de calor). Asi, la probabilidad de encontrar al sistema A
en el estado s es proporcional al numero de estados accesibles de B con la
condicion Ez = E — E, [10]. Entonces:

P, = CQy(E — E,) (2.16)

La contante C puede ser determinada por la condicibn de normalizacion

ZPS=1 (2.17)

Por el hecho de que E; < Ez y en general Eg K E, (2.16) puede ser aproximado
por expandir el logaritmo de Qgalrededor del valor Ez = E [9-11].

aanB]

InQg(E — E,) = InQg(E) — [ —
B

E, + - (2.18)

N
E
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Los términos de orden superior de la serie pueden ser despreciados porque
6anB

E; K E. Tomando en cuenta que f = [ oF
B

] la cual es independiente de la
E

energia Eg:

InQg(E — E5) = InQg(E) — BE, (2.19)

Sacando el exponencial a ambos lados.

Qg(E — E;) = Qg(E)e PFs (2.20)

Qg(E) es una constante independiente de s. La probabilidad (2.16) finalmente
queda:

P = %e—m (2.21)

El valor de Z puede ser encontrado a partir de la condicion (2.16)

z= Z e PP (2.22)
S

A la funcién Z se la conoce como funcién de particion.

2.2.2 VALOR MEDIO DE LA ENERGIA.

El sistema A estd en contacto con el reservorio de calor. De A se conoce la
temperatura, el volumen y el numero de particulas. El sistema A puede tener
alguno de los valores energéticos E correspondientes a cada microestado s. Por
eso es conveniente considerar la energia media del sistema, que en este caso
puede ser calculada asi
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_ 1
E= Z PE; = ZZ Eg e~FFs (2.23)

S N
Y se expresa asi:
_ 10
- - —BEs
E 7 0B e (2.24)
S
Y usando la igualdad (2.22).
_ 10Z dlnZ
- - 2.2
E Zop ap (2.25)

2.2.3 CAPACIDAD CALORICA.

La capacidad calérica a volumen constante en términos de E es:

0E dpoE
CV = —= —ﬁ— (226)
oT _ dT ap
Usando (2.24) y teniendo en cuenta que E2 = %Zs EZe~PFEs_ se tiene
Cy = —[F? - F7] (2.27)
V' kT?

Esta relacién liga a la capacidad calorica con las fluctuaciones energéticas del
sistema y es de mucho uso en lo que respecta a simulaciones computacionales
[9, 13, 14].
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2.2.4 CONEXION ENTRE LA TERMODINAMICA Y LA MECANICA
ESTADISTICA

De acuerdo con la termodinamica se introduce la siguiente definicion:

F=E-TS (2.28)

A la funcién F se la conoce como energia libre de Helmholtz.

Esta energia es el potencial termodinamico natural para valores dados de T,V y N
, Y cumple con las siguientes relaciones [9-11]:

S _ (‘;_’;)V‘N (2.29)
p=_ (Z_i)m (2.30)
u= (Z—Z)T’V 2.31)

Sustituyendo E = _a;_r;Z y (2.29) en la definicion (2.28):

dlnZz <6F) (2.32)

~op "\opl,,

Reescribiendo (2.32) asi:

Fip (3—;)N - (‘%F)N -5 (2.33)

Finalmente integrando (2.33) se encuentra:

F = —kTInZ (2.34)
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Donde se ha ligado a la termodinamica con la mecanica estadistica.

2.3 SISTEMAS MAGNETICOS.

La importancia de la mecanica estadistica radica en explicar el estado fisico de un
sistema mediante un tratamiento microscépico. Las magnitudes fisicas que uno
puede medir como experimentador son el resultado del comportamiento de los
componentes del sistema. Por ejemplo, en el caso de un gas, la presiébn que
ejerce el gas sobre las paredes del recipiente que lo contiene es el resultado de
los choque de las moléculas que componen el gas sobre dichas paredes. De la
misma forma, como cada particula tiene una velocidad y momento que afecta al
estado de todo el sistema, propiedades como el espin de las particulas también
influyen sobre el estado macroscopico del sistema. La base del Magnetismo tal
como lo conocemos es el resultado de los espines de las particulas y su
comprension desde el punto de vista estadistico es la clave para entender
muchos fendmenos presentes en la materia.

2.3.1 MOMENTOS MAGNETICOS QUE NO INTERACTUAN.

Considere un sistema de momentos magnéticos que no interactian con espin 72
y que estan en equilibrio con un reservorio de calor a temperatura T. La energia
de interaccion de cada momento magnético u en un campo magnético B esta
dado por:

E=—uB = —u;B (2.35)

Donde u; es la componente del momento magnético en direccién del campo
magnético B, puesto que el espin tiene valor 2 entonces las posibles
orientaciones del momento magnético son dos: u, = Suy S = +1.

Dado que los momentos magnéticos no interactuan entre si, no hay mayor interés
en el estudio del sistema si no existe un campo magnético externo B. En
ausencia de un campo magnético los espines estaran orientados aleatoriamente
sin preferencia en cualquiera de las dos direcciones posibles, de tal forma que la
energia media es cero. Al existir un campo magnético externo B, ya existen
interacciones entre momentos magnéticos con el campo B y la energia del
sistema ya no es cero.

Asumiendo que los espines estan fijamente ubicados en una red (no importa su
topologia), entonces estos espines son distinguibles unos a otros y se los puede



14

diferenciar, de esta manera podemos calcular la funcién de particidbn para un
espin, por ejemplo: Z; y usar la relacion Zy = ZV para determinar la funcion de
particion del sistema de los N espines:

7, = z e PuBS = ¢=PUB 4 oBUB = ) cosh BuB (2.36)
s=+1

Consecuentemente se obtiene:

Zy = ZN = (2 cosh puB)N (2.37)

Con el objeto de obtener la energia del sistema es necesario usar (2.25):

E = —Nuf tanh fuB (2.38)

2.3.2 MAGNITUDES FISICAS DE INTERES.

e Capacidad Calorifica.

Con el conocimiento de la energia se puede calcular la capacidad calérica:

aT ap

C = N(BuB)?*sec?(BuB) (2.39)

o 9
C= (—) — _kp? (— (Nup tanh BMB)>

En este caso la capacidad calorifica toma valores positivos y tiende a cero cuando
T - 0.

e Magnetizacion y susceptibilidad magnética.

-La magnetizacion esta definida como el momento magnético medio

N
i = “z 5 (2.40)
i=1
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Donde la magnetizacion media por espin, la cual es una variable intensiva, esta
dada por:

(2.41)

3|
I
=z| 5

-La susceptibilidad magnética y es una medida del cambio de la magnetizacion
debido al cambio en el campo magnético externo:

x= (Z—]\;)T (2.42)

Se puede expresar y en términos del InZ tomando en cuenta que la energia total
es:

E =E,— MB (2.43)

Donde E, es la energia de interaccion entre ellos los espines y —MB es la
energia de interaccion de los espines con el campo magnético externo; si los
espines no interactuan entre ellos, como en nuestro analisis, entonces E, = 0.
Segun (2.43) se puede escribir Z de la siguiente forma:

7= ortlonsm .4

Donde el indice s corresponde a los microestados posibles.

Con el objeto de expresar a M como funcion de la energia libre F es necesario

9z
hallar —=:
9B

0z

a5 = ), BMs e Flras=st) (2.45)

N
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El valor de i = 23, My e #(Fos—455) y

M=——=kT—— (2.46)
Finalmente, utilizando (2.34) se llega a la magnetizacion en funcién de la energia
libre F:

ii=—2" (2.47)

-La susceptibilidad magnética (relacion con las fluctuaciones de la
magnetizacion)

Utilizando la  definicibn  de  susceptibilidad magnética (2.42) vy
M = %Zs Ms e‘ﬁ(Eo,s_MsB)

o (1
SR ~B(Eo,s—M;sB)
X aza(zZMse ’ )
S
= _.B(E ,s_MsB)__ —_— z —ﬁ(E S—MSB)
ZMSe ' aBZ+ZaB( M e )

Loz p
—B(Eos—MsB) ~_ Z 2 ,—B(Eos—MsB)
ZM e 7208 z( M”70 >

S — 1 —— _

Este resultado es similar al obtenido para la capacidad calorifica en (2.27). Como
se ve la susceptibilidad magnética esta relacionada con las fluctuaciones de la
magnetizacion. Es de mucha utilidad para simulaciones numéricas [9, 13, 14].

Se conoce la funcion de particidon y por tanto la energia libre.

Con (2.47):

oF TaanN
0B oB

Remplazando Z por (2.37)
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M = aF—kTal(Z h uB)N
=~gp "~ K gpn(2coshpu
M = Ny tanh BuB (2.49)

Si el campo B fuera nulo, entonces M seria cero para cualquier temperatura
distinta de cero. Lo que conlleva un comportamiento en que los espines tan solo
se alinean en la direccidbn de un campo externo no nulo. A tal sistema se lo
conoce como paramagnético [9,11].

También, conocida M es posible determinar y usando (2.42).

d
Nutanh fuB

XZO_B

x = Nu?p sech? BuB (2.50)
Para temperaturas altas fuB — 0y por tanto sech fuB — 1, tenemos

Nu?
2p _ 2.51
x=Nup = T ( )

La dependencia de y con T~! se conoce como Ley de Curie y es observada en
materiales magnéticos a temperaturas altas.

El modelo aplicado anteriormente no explica la realidad compleja de muchos
sistemas. El hecho de no tomar en cuenta las interacciones de los espines no
permite explicar cdmo determinados materiales presenten magnetizacion incluso
cuando el campo magnético externo es cero (a tales sistemas se los conoce como
ferromagnéticos), el ferromagnetismo se debe a la interaccion entre los espines.

2.4 INTRODUCCION AL MODELO DE ISING.

Como se mencion6 en el capitulo | un modelo para explicar el fenomeno de
magnetizacion en ciertos materiales es el propuesto por Wilhelm Lenz en 1920. A
dicho modelo se lo conoce como el modelo de Ising en honor a un estudiante de
Lenz llamado Ernst Ising, quién en 1925 encontr6é la solucion exacta para el
modelo en una dimensién [12].
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El modelo de Ising esta definido sobre una coleccidén discreta de espines S;, los

cuales pueden tomar los valores de +1 o0 —1. Los espines interactuan en pares
con una energia que tiene un valor dependiendo de la orientaciéon de cada par de
espines. La energia total del sistema esta dada por:

s; (2.52)

-

E = _Z]ijsisj —H
ij

Donde la suma es sobre cada par de espines tomados en cuenta una sola vez. Se
asume que el campo externo esta en la direccion positiva del eje z.

Para cada par de espines (i, j) se tiene que si

Jij > 0 Lainteraccion es llamada ferromagnética.
Jij = 0 Los espines no interactdan.
Jij <0 Lainteraccion es llamada antiferromagnética.

Se los ha nombrado asi porque una interaccion ferromagnética tiende a alinear
los espines (i,j), mientras que una interaccion antiferromagnética tiende a
desalinearlos.

Los espines pueden ser considerados como objetos fisicos estructurados en una
red, donde cada nodo tiene exactamente un espin y cada arista conecta a
determinados espines (i,j), la interaccion esta dada por J;; # 0 . Por tanto la
energia del sistema (2.52) esta determinada por la red, el campo externo H y los

Jij-

En los materiales sélidos es comun encontrar estructuras ordenadas de cierta
forma. Por ejemplo, los cristales poseen un ordenamiento de sus moléculas
formando redes. En el caso unidimensional esta red es una cadena donde cada
atomo esta ubicado en un nodo. Este modelo tiene solucion exacta para H= 0 a
partir del calculo de la funcion de particién Z.

En el modelo de Ising de dos dimensiones, cuya red es una cuadricula, cada
espin interactua con sus cuatro vecinos préximos (en este caso también existe
solucion exacta para H = 0). Sin embargo la funciéon Z, en el caso general, no
siempre es facil de calcular porque no existe un procedimiento estandar para su
calculo. En los casos donde la solucion analitica de la funcion de particion no es
posible es necesario métodos de aproximacion o métodos numéricos [9,13,14].
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24.1 LA CADENA DE ISING.

Como se ha mencionado, el modelo de Ising en una dimension (cadena de Ising)
si posee solucidn exacta, para tal efecto es necesario calcular la funcién de
particion involucrada. ElI ensamble candnico es precisamente aquel que debe ser
usado para conseguir el objetivo. Como ahora se tiene un sistema en el cual los
espines interactian, ya no es posible usar la relaciéon Z, = Z). En su defecto
ahora es necesario calcular Zy directamente. El objetivo es enumerar todos los
microestados del sistema y sus correspondientes energias. Luego se debe
calcular Zy para un numero finito N de espines y posteriormente tomar el limite
cuando N — oo.

El problema radica en que el sistema posee un numero grande de microestados
(2M) cuando N > 1. Sin embargo, para el modelo de Ising unidimensional es
factible calcular Zy para N pequefio e inmediatamente generalizar para un N
arbitrario.

En una cadena finita de espines es necesario especificar las condiciones de
frontera de los espines extremos. Por ejemplo, una posibilidad es elegir extremos
libres tal que los espines de los extremos tengan una sola interaccion y otra
posibilidad son condiciones de frontera periddicas (ver Fig. 2.1). Esta ultima
implica que el Nth espin esté conectado al primer espin, formando un anillo. La
eleccion de las condiciones de frontera no es relevante en el limite cuando

N — oo,

Fig. 2.1 Cadena de espines: a) condiciones de frontera periddicas, b) condiciones de
frontera libres.

En la ausencia de campo magnético externo, H = 0, con condiciones de frontera
de extremos libres, la energia de un sistema de dos espines es:
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N—-1
E=~]) S5 (2.53)
i=0

Por simplicidad la constante de interaccion J es la misma para todos los espines.

Para este sistema es facil calcular la funcién de particion, el sistema tiene cuatro
microestados: dos espines orientados en la misma direccién (en esta situacion
existen dos estados) y dos espines desalineados (de la misma forma con dos
estados posibles), se tiene que la funcion de particiéon Z, es:

Z, = 2eP) + 2e7P) = 4 cosh B] (2.54)

Si se consideran tres espines:

Zy=2eP) +4+2e7B) = (2cosh B] )7, (2.55)

La relacion entre Z, y Z; sugiere una relacion general entre Zy y Zy_, de la
forma:

Zy = (2cosh B)Zy_1 = 2(2cosh )N -1 (2.56)

Demostracion.

Este resultado puede ser demostrado directamente por escribir Z, de la siguiente
manera:

N-1c o
Iy = Z z eﬁ12i=1 SiSi+1 (257)
S S,=+1

1=%1

Para el caso de N = 3 la expresion (2.57) queda:



Z3 = eBJS1S2+B]S2S3 (2.58)
Slzil Szzil ngil
Desarrollando la sumatoria sobre el indice S;:
7, = Z Z eBISiS2 (e=BIS 4 ¢=hIS)
S1=E1 52 =4 (2.59)
=2 2 Z ePI5152 cosh B]
Slzil Szzil

La sumatoria sobre los indices s,y s, es precisamente Z,, entonces:

Z3 = (2coshp] )Z,
Que es la expresion (2.55).

Analogamente para el caso general es posible hacer lo mismo, quedando:

Zy=2 ) . ) ePIESSi coshpy (2.60)
Slzil 52=i1

Que se expresa asi:
Zn = (2 cosh B))Zn—1 = 2(2 cosh BJ)N-1
Con la funcién Z, se calcula la energia libre de Helmholtz

F=—kTInZy = —kT[In2 + (N — 1) In(2 cosh §])] (2.61)
Para N muy grande el término In 2 es despreciable, entonces (2.61) queda:

F = —kTN In(2 cosh 5)]) (2.62)

21
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2.4.2 FUNCION DE CORRELACION

Es necesario definir la siguiente funcién G(r) que provee informaciéon relevante
dentro de las propiedades del modelo de Ising [9]:

G(r) = SkSk+r — SkSker (2.63)

Debido a que el promedio s, es independiente del lugar que ocupe en la red,
entonces el segundo término de la funcién G(r) es igual a m?. La expresion de
G(r) queda:

G(r) = SSker — M (2.64)

El promedio se efectua sobre todas las configuraciones de los espines. Todos
los sitios de la red son equivalentes, G(r) es independiente de la eleccidon de k y
s6lo depende de la separacion r (en unidades de red) de los espines. Hay que
tomar en cuenta que el andlisis es para una temperatura T y campo externo H
dados. Si r =0 el caso se reduce a G(r) = 5,5 — m? = m? — m? valor que es
proporcional a la susceptibilidad magnética y.

Esta funcion ofrece informacién sobre nuestro sistema, pero 4 cual es? Pues bien,
la magnetizacion espontanea en ausencia del campo a una temperatura critica es
un fendmeno colectivo que requiere que los espines del sistema se “comuniquen”
es decir estén correlacionados [9], esta funcion da el grado en el cual dos espines
lo estan. Si dos espines no estan correlacionados, entonces G(r) = 0.

A temperaturas altas y H = 0 las interacciones entre los espines dejan de ser
importantes porque ellos tienden a orientarse aleatoriamente, por lo que al limite
cuando kT > ] se tiene que G(r) — 0, para un r fijo. Por otro lado, si cierto espin
esta orientado, por ejemplo “hacia arriba”, es mas probable que un espin proximo
tenga también la misma orientacion, pero si se elige un espin mas distante
respecto al primero se espera que la probabilidad de tener la misma orientacion
sea menor que el cercano, paraun H y T fijos, G(r) - 0 como r — oo,
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2.43 FUNCION DE CORRELACION PARA LA CADENA DE ISING.

La funcién de correlacion G(r) para el caso de la cadena de Ising con
condiciones de frontera nulas y H = 0 puede ser calculado exactamente. Es
conveniente generalizar el modelo de Ising asumiendo que la magnitud de
interaccion J entre dos espines proximos sea arbitraria y la energia total E es:

N-1
E=- Z JiSiSi+1 (2.65)
i=1

Donde J; es la energia de interaccion entre el espin i y el espin i + 1. Puesto que
m = 0 paraT > 0 (se lo demostrara luego) se puede escribir G(r) = 5, Sk,

Usando la expresion de la energia (2.65) se obtiene 55,5,

N-1

1
SkSk+r = Z Z Z SkSk+r€Xp (Z ﬁ]i5i5i+1> (2.66)
s i=1

i=t1 Sy=+1

Siendo Zy = 2[[¥;' 2 cosh ]

El lado derecho de (2.66) es el valor del producto de dos espines separados por
una distancia r en wuna configuracion particular, con sus respectivas
probabilidades.

Usando un artificio, si se toma la derivada del exponencial con respecto a J, se
tiene implicitamente el factor s;s;,1 y se calcula la funcién de correlacion G(1) =

SkSk+1-

N-1
1
G(1) = SkSky1 = Zn Z Z Sk Sk+1€XD (z ﬁ]i5i5i+1>
i=1

Si=+1 Sy

=%,%667k Z z exp (Zﬁ]isism) (2.67)

Si=t1 Sy=+1



24

Regresando al caso particular, J; = ] para todoi = {1, ..., N}

_sinhfJ
~ coshBJ

G(1) = tanh 3] (2.68)

Para obtener G(2) = SxSx42 tOmese en cuenta que s?,, = 1, de tal forma que es
posible escribir 5,55 = SkSk+1Sk+1Sk+2- CON €sa consideracion se obtiene:

1 ity 11 62(]1' ""]N—l)
G(2) = SkSke2 = Z_Z SkSk+1Sk+1Sk+26XP Z BJlisiSis1 | = A AT
N & pr N kJk+1

G(2) = (tanh BJ)? (2.69)

Para encontrar G(r) es necesario generalizar el analisis anterior, obteniendo:

6 110 0 d
r) =———
Zn B OJi kv Oksar—

Zy (2.70)

Remplazando la funcién de particion

G(r) = tanh ] tilnh Blk+1 - tanh Bliiriq
= l_[tanhﬁ]k+r+1 @71)

k=1

En una interaccion uniforme J; = J, y la funcion de correlacion (Ver Fig. 2.2) es:

G(r) = (tanh B])" (2.72)
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G(n)

1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 s00 BE00 0o

Fig. 2.2 Funcion de correlacion del modelo de Ising unidimensional. Se ha considerado el
valor B8] = 3. Se puede observar como G (r) decrece con la distancia entre los espines.

2.44 LONGITUD DE CORRELACION.

La longitud de correlacién, notada como ¢, se define al escribir G(r) en la forma:

Gy =e ¢ (2.73)

Por ejemplo, para el modelo de Ising unidimensional

1

§=- In(tanh S))

(2.74)

A bajas temperaturas tanh 8] ~ 1 — 2e~2#/ y el In(tanh B]) ~ —2e~2F/

Obteniendo:

&= %ezﬁ/(ﬁ] > 1) (2.75)
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De (2.75) vemos que para temperaturas bajas (8] > 1) la longitud de correlacion
se hace muy grande.

La longitud de correlaciéon da la escala de longitud para el decaimiento de
las correlaciones entre los espines.

2.45 MATRIZ DE TRANSFERENCIA Y SOLUCION DEL MODELO DE ISING
UNIDIMENSIONAL.

La matriz de transferencia es un método que posibilita una resolucion mas general
del modelo de Ising. Hasta el momento s6lo se ha considerado la interaccion de
los espines entre si, sin tomar en cuenta un campo magnético externo distinto de
cero. La matriz de transferencia permite encontrar soluciones al modelo
unidimensional con H # 0, con este método también es posible encontrar la
solucion exacta al modelo bidimensional con H = 0.

Para dilucidar en qué consiste el método se lo va a emplear en la resolucién del
modelo unidimensional. Considére una cadena de N espines con condiciones de
borde periddicas, es decir sy,; = s;. La energia de este sistema en presencia de
un campo magnético externo H es

N N
1
E= —]Z Si Si41~ EHZ(SL' +Si+1) (2.76)
' i=1

=1

Y se define la matriz de transferencia como:

— ,Jss’'+Hssr
Tss) = €

7= (eb’(mﬂ e—BJ ) (2.77)
e_B] e.B(]_H)

Con esta definicion es posible expresar la funcion de particion del sistema en
términos de T

70 (T, H) = Z Z Z Tors, To,s o Tos, (2.78)
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Es facil darse cuenta que:

(T2)5153 = z T5152T5253 (2.79)
S2

Extendiendo esta idea al producto de N matrices:

(TN)S1SN+1 = 2 z 2 TS152T5253 T5N51 (280)
S22 S3 SN

Donde se ha usado las condiciones de frontera periédicas. El lado derecho de
(2.80) es la traza de la matriz TV:

Zy = Traza(T") (2.81)

La representacidn de una matriz no afecta a su traza. Por eso es posible
diagonalizar a la matriz y obtener el mismo resultado. Y diagonalizar la matriz TV
implica encontrar los valores propios de T y elevarlos ala N

_|eBU+E _ ) e BJ |
det(M =" g " _pu-m _,
= (eﬁ(]+H) — ,1)(65(]—1‘1) — ,1) —e 2Bl =9 (2.82)
Y los valores propios son:
1
Ay = ePl cosh B] £ [e 2P + ¢2P) sinh? BH|? (2.83)

El segundo término de (2.83) es un valor positivo, entonces 1, > A_ paratodo H y

B.

Como Zy =AY + AV

1 AN
—InZy(T,H) =InA, +In|1+ <—> (2.84)
N Ay
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Obteniendo el limite termodinamico (N — ):

1
I\IIEI;IONIHZN(T'H) =InA, (2.85)
Pero

1 1
~InZy(T,H) = - F (T, H)

1
= —kTIn|eP’ cosh B] + (e?F/ sinh? BH + e~ 2h))?2

(2.86)
Que permite encontrar la magnetizacion:
_ O0F sinh BH
M=-og=N (2.87)

1
(sinh2 BH + e~*F))2

La magnetizacion toma el valor de cero cuando H = 0, esto quiere decir que para
campo externo nulo el sistema no experimenta magnetizacion a temperatura
distinta de cero.

2.5 TRANSICIONES DE FASE Y EL MODELO DE ISING BIDIMENSIONAL.

Hasta el momento se han estudiado dos sistemas paramagnéticos: el sistema de
espines que no interaccionan entre si y el anillo de espines. Ambos sistemas no
presentan magnetizacion espontanea a temperatura distinta de cero en un campo
externo nulo. Sin embargo, en la naturaleza existen materiales que cambian de
una fase paramagnética a una fase ferromagnética en una temperatura distinta de
cero (conocida como temperatura de Curie). Esto es un ejemplo de cambio de
fase, similar al que se produce en el agua que cambia de fase sélida a liquida a
0°C . De manera general, el estado fisico de un sistema esta caracterizado por el
valor de una cantidad fisica conocida como parametro de Orden que se anula en
una de las fases y es distinta de cero en la otra [13,14]. En el caso de sistemas
Magnéticos el parametro de orden es la Magnetizacion m, distinguiéndose la dos
fases: la una donde m = 0 y la otra con m # 0.
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Las transiciones de fase han sido clasificadas de acuerdo al comportamiento de la
energia libre con respecto a alguno de los parametros termodinamicos relevantes
(por ejemplo la temperatura). Si la n-ésima derivada de la energia respecto del
parametro considerado es discontinua; entonces, la transicién se conoce como
transicion de n-ésimo orden. Esta clasificacion es errbnea ya que muchas
transiciones continuas (aquellas transiciones donde la primera derivada es
continua) no presentan una discontinuidad en una de sus derivadas segundas,
mas bien, presentan una divergencia [9,13,14], este error se debe a que en el
tiempo donde fue propuesta esta clasificacion (principios del siglo XX) no se tenia
conocimiento de aquello. Sin embargo, hasta nuestros tiempos la clasificaciéon
conserva los nombres de: transiciones de primer orden y transiciones de
segundo orden, aunque en muchos textos se mencionan como transiciones
continuas y transiciones discontinuas.

Uno de los modelos fisicos que presenta transicion de fase, una transicion de fase
continua, es el modelo de Ising en dos dimensiones con campo externo nulo. El
modelo de Ising bidimensional es abordado a continuacién junto con sus
resultados mas importantes.

2.51 MODELO DE ISING EN DOS DIMENSIONES, RESULTADOS DE LA
SOLUCION DE ONSAGER

El modelo de Ising en dos dimensiones consiste en un reticulo bidimensional
donde cada espin esta ubicado en un nodo (Véase Fig. 2.3). Los espines
interactuan con sus cuatro vecinos mas cercanos (por simplicidad del modelo). De
la misma manera que en el caso unidimensional, se considera que el campo
externo es nulo. En tal caso la energia del sistema es

E=-] ZStSj (2.88)
5

La notacion (i, j) indica interacciones con primeros vecinos.
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En cada O se encuentra un espin

Fig. 2.3 Reticulo de espines, encada nodo se encuentra un espin, en este caso
interactuando con sus vecinos mas cercanos

Es necesario encontrar una forma analitica para la funcién de particiéon y en base
de ella calcular las magnitudes fisicas. La solucion a este problema no es tan
simple como el modelo de Ising unidimensional. Sin embargo, tal solucion existe y
fue encontrada por Lars Onsager en 1944. Por largo tiempo esta solucion fue la
unica que planteaba un tratamiento matematico riguroso y cuyo resultado exhibe
una transicion de fase. Antes de esta solucidén se pensé que la formulacion de la
Mecanica estadistica no explicaria las transiciones de fase [12].

El tratamiento matematico que hizo Onsanger para resolver el problema fue
particular para el modelo de Ising y no se ha podido generalizar para otros
problemas. Por ello muy pocos textos muestran tal desarrollo completamente. En
este estudio es importante mencionar los resultados que fueron hallados y no es
de importancia describir la metodologia a detalle. Onsager demostré que la
funcion de particion Z(H = 0,T) en el limite termodindmico N — o es igual a

27T

1 1
— — _ _ — h2 cin2
InZ(H = 0,T) = In(2 cosh 2)) +—— d®1n2(1+ 1 —h%sin Q) (2.89)

0

Donde h esta definida como
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h = 2sinh 28H / cosh? 23]

De los calculos sobre la funcion (2.89) Onsager encontro que:

inh o 1 2.90
sin KT, (2.90)
Obteniendo:
kT,
7 = 2.269185 (2.91)
La energia del sistema es:
sinh? 28] — 1

E = —2NJtanh2B] — NJ E K, (h) — 1] (2.92)

(sinh 28])(cosh 2)])

Donde:

/2
K, (h) = f i (2.93)
0

1—h2sin?2 0@

A esta integral se la conoce como integral eliptica de primera especie. La energia
E(T) es continuaen T =T, y en todo el rango de las demas temperaturas, ver
Fig. 2.4.

En base a (2.92) se calcula la capacidad calorifica en funcion de la temperatura
4
C(T) = Nk— (] coth 2B))%[K1(h) — Ex(W)] —

(1 - tanh? 28)) (g + (2tanh? B — 1)K; () (2.94)

Siendo,



/2

E,(h) = f doy/1 — k2 sin? @ (2.95)

0

Conocida como integral eliptica de segunda especie.

Alrededor de T, = 2.269185%, la capacidad cal6rica es aproximadamente:

(2.96)
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Resultado importante que muestra que la capacidad caldrica diverge

logaritmicamente (ver Fig. 2.5) en temperaturas cercanas a T,

-0.4 T T

06

0.8+

1k

-1.2

E/Mm

.4k

1.6 -

18-

-2

1
O 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 L

2 1 1 1 1

Temperatura (KT

Fig. 2.4 Energia en funcién de la temperatura. Solucion exacta del modelo de Ising

bidimensional
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3.5 .

2581 .

C/HJ

1.59F

1
a 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

I:l L 1 1

Temperatura (kT J)

Fig. 2.5 Calor especifico en funcion de la temperatura. Solucion exacta del modelo de
Ising bidimensional, el calor especifico diverge en la temperatura critica.

C(T)~—1n (le]) (2.97)

En ella se ha definido la temperatura reducida

(2.98)

Es necesario comprobar si la divergencia de C en T, se debe a una transicion de
fase, para ello se debe verificar si existe magnetizacion espontanea. Para calcular
la magnetizacion se deriva la energia libre con H # 0 y posteriormente se
remplaza H=0. ElI problema fue resuelto por Onsager quien no lo publico,
tiempo después N. C. Yang lo hizo en 1955 [9,12]. El resultado es el siguiente:

m(T) = {(01 — (sinh 2B))™HYE, T < T, (2.99)

, T>T,
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Se observa que la magnetizaciéon no presenta discontinuidad en la transicion de
fase (Fig. 2.6) y por tanto de acuerdo a (2.47) la derivada de la energia libre es
continua, esto es, el sistema experimenta una transicion de segundo orden.

0.9 - .

0.5 - .

0.5 F -

0.4 - .

Magnetizacion

0.3 - .

0.2+ .

1 1
] 0.5 1 1.5 2 25 3 a5 4
Temperatura (KT )

Fig. 2.6 Magnetizacion por espin. Grafica de la solucibn de Onsager, existe
magnetizacion espontanea para T < T, donde T, = 2.269185%

Yang encontré que para T < T, la magnetizacion se acerca siguiendo la ley:

m~eP (2.100)

Y encontr6 que el valor de g es 1/8.

Cerca a la temperatura critica se encontré que la susceptibilidad se comporta
segun:

x~lel™Y (2.101)

Siendo y = 7/4.

De la misma manera el comportamiento de la capacidad calorifica puede ser
expresado en términos de una ley potencial:

I (2.102)
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Por el comportamiento de C, segun (2,97), se determina que el exponente
critico a es igual a cero.

Cerca a T, la longitud de correlacion también sigue una ley potencial:

§~lel™ (2.103)

Donde v = 1.

Estos comportamientos no son exclusivos del modelo de Ising en dos
dimensiones. Muchos experimentos sobre sistemas magnéticos y muchas mas
simulaciones muestran que las propiedades termodinamicas pueden ser descritas
por un conjunto de leyes potenciales en la vecindad de T, [9, 13,14].

Adicionalmente se puede definir otro exponente critico, el cual muestra la
dependencia de la magnetizacion m con un campo magnético uniforme H a lo
largo de la isoterma critica T =T

m~H1/% (2.104)

Para el modelo de Ising bidimensional § = 15.
Ademas, para r — o la funcién de correlacién G (r) tiene la forma Ornstein-
Zernike

G(r) o r=d+2-me=1/¢ (2.105)

d es la dimensidén espacial y n es otro exponente critico. En T = T, la expresion
(2.105) decae potencialmente.

G(r)~r~@=2+m (2.106)

En el modelo de Ising bidimensional d =2y n = 1/4
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2.5.2 TEORIA DE CAMPO MEDIO DE WEISS.

Un método para resolver aproximadamente el modelo de Ising en una dimension
arbitraria es el propuesto por Pierre Weiss y es conocido como teoria de campo
medio. La teoria de campo medio asume que cada espin interactua con el mismo
campo efectivo. El campo efectivo se debe al campo magnético externo mas el
campo interno generado por los espines vecinos

q
Hef =]Zsi+H (2.107)
i=1

En la teoria de campo medio no se considera las fluctuaciones de H,, alrededor
de su media H,. En lugar de usar H, se utiliza el valor H,,

Hor = J(kym + H (2.108)

Donde (k) es el numero promedio de vecinos de cada espin (en negrita para
evitar la confusion con la constante de Boltzman), quedando la siguiente funcién
de particidon por espin:

7 = Z eSHer /KT — 2 cosh [J{k)Ym + H)/KT] (2.109)

s=+1

La energia por espin es:

f = —kT In(2 cosh[(J{k)ym + H) /kT] ) (2.110)

. of
y la magnetizacion m = o

m = tanh[(J(k)m + H)/kT] (2.111)
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En el caso donde H = 0 se tiene m = tanh (J(k)m/kT) que es una ecuacion de la
forma m = g(m). La funcién g tiene algunas propiedades. En primer lugar O es
punto fijo, esto es 0 = g(0), lo que significa que m = 0 es solucién. Ademas,
g — 1 cuando M — oo, y finalmente g es creciente y convexa.

Para resolver esta ecuacion se puede usar el método grafico mostrado en la Fig.
2.7. La solucion se encuentra en la interseccion de las curvas y = x y y = g(x).

1.5 T T

T=Tc
= T=Tc

0.5 =
T=Tc

Fig. 2.7 Solucién grafica de m = tanh (J(k)m/kT), se muestra que existe solucién distinta
de cero por debajo de una cierta temperatura T.,.

Para temperaturas T > T, la ecuacidén no tiene solucién distinta a M = 0, donde

kT, = J(k) (2.112)

Soluciones distintas a M = 0 existen para T < T,, mostrando un comportamiento
criticoen T,.

Para estimar los exponentes criticos se puede expandir la tanh(Jqm/kT) de forma

3
que tanh(x) = x — x?
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3
tanh <] ‘I’(‘;m) Adom 2 </_<l’(‘;m) o (2.113)

La solucién de la ecuacién es:

(](_k>_1) T<T. (2.114)

Tomando la expresion correspondiente a T < T, de (2.114) y usando (2.113):

N

T\ /T —Tc T
= 31/2(_— — 31/2 () |e|1/2 (2.115)
Imi =3 (TC) <| Te ) 3 <TC> el
De lo anterior se ve que cerca a T,:
m~|e|*/? (2.116)

Entonces el valor critico de g es V.

Derivando (2.111) con respecto a H se encuentra la susceptibilidad magnética y
sacando el limite H — 0 se encuentra la susceptibilidad a campo cero

i om 1 — tanh?(J(k)ym/kT)
X = WO OH ~ kT — J(k)(1 — tanh?((kym/kT))
1 —m?
~ kT — J{k)(1 — m2) (2.117)

Muy cercade T, cuando T > T, m es nuloy (2.117) queda

1 1
" kT —J(k) k(T —Tc)

X (2.118)
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Esta relacidén es conocida como la ley de Curie-Weiss

Muy cerca de T, cuando T > T, la susceptibilidad es expresada usando el hecho
de que m? =~ 3(T, - T)/T.y 1 —m? = (3T — 2T,)/T,

1

~ R (2.119)

X

Los dos resultados (2.118) y (2.119) muestran la divergencia de la susceptibilidad
cerca a T., donde el exponente critico y encontrado por la teoria de campo
medioesy = 1.

La magnetizacién en la isoterma critica en funcidbn de H puede ser calculada
expandiendola respecto a H:

H 1
_ _ = 34 ... 2.120
m=m -+ 3(m+H/ch) + ( )
Para H/kT, mucho menor que m:
m = (3H/kT,)'/3 o« H'/3 (2.121)

Que muestra el valor de 3 para el exponente critico §.

La energia por espin en la teoria de campo medio es:

% _ —%](k)mz (2.122)

Como m? = 0 para T > T,, por encima de la temperatura critica la energia también
es cero y por tanto el calor especifico. Para T < T. y muy cercanas a T, m? ~
3(T, — T)/T. y consecuentemente el calor especifico a volumen constante es:
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¢, =% (2.123)

Presentando una discontinuidad en T..

La teoria de campo medio da resultados cuantitativamente correctos; sin
embargo, cualitativamente estan lejos de la realidad. Lo que respecta al valor de
la T,, los mejores resultados corresponden a valores de (k) altos (Ver tabla 2.1)

9.

Tabla 2.1 Relacién entre la temperatura critica predicha por la teoria de campo medio y la
mejor estimacidén que se conoce de T, para las distintas redes regulares.

Red d <k> Tem/T.
Cuadrada 2 4 1.763
Hexagonal 2 6 1.648
Diamante 3 4 1.479
Cubica simple 3 6 1.330
bcc 3 8 1.260
fcc 2 12 1.225

2.5.3 TEORIA DE LANDAU.

Los resultados de la teoria de campo medio pueden ser obtenidos considerando
una expresion fenomenolégica de la energia libre. Landau L.D. buscé obtener una
expresion unificada de todos los sistemas cerca del punto critico. Fue
precisamente Landau quien sugirid6 que la transicion de fase puede ser
caracterizada por un parametro de orden. La Teoria de Landau asume que la
energia libre del sistema puede ser expandida en serie de potencias en términos
del parametro de orden, recordando que en el caso de los sistemas
ferromagnéticos el parametro de orden es la magnetizacidn m y que la simetria
m — —m excluye los términos impares de m, la energia libre se expresa

F =c+am?+bm*+0(m®) + - (2.124)

Asumiendo que los términos de orden 6 o mayores son despreciables vy
minimizando la energia libre:

9F _o (2.125)

om
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Lleva a:

2am = —4bm*=>m=00m? = —— (2.126)

La transicion acurre cuando a cambia de signo, entonces a depende de la
temperatura asi:

a=a,€ (2.127)
Donde a, es una constante.
De acuerdo a (2.126) y (2.127)
, Qo€
m” = (2.128)

Obteniendo el exponente critico g = 1/2

En medio de un campo externo H la simetria se rompe

F = Hm + am? + bm* (2.129)

Y en el punto critico T,, € = 0, tenemos

— 4
F=Hm+ bm (2.130)

Minimizando F
— 3
H = 4bm (2.131)

Se encuentra que § = 3.

Minimizando (2.129) y luego derivando para H, se tiene

— _ 2
0=-1+42ay+ 12bm~y (2.132)
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! >0
Y~ 2ae’ €
- 1
<0 (2.133)
4ale|

Entonces y = 1.

2.54 TEORIAS DE ESCALA.

Hasta ahora se ha visto que el modelo de Ising presenta divergencias en forma de
leyes de potencia caracterizadas por exponentes criticos. En general las
transiciones de fase se caracterizan por exponentes criticos. Los sistemas criticos
pueden agruparse en categorias, donde los sistemas que pertenecen a una
misma categoria tienen los mismos exponentes criticos. A este fendmeno se lo
conoce como universalidad y a las distintas categorias como clases de
universalidad [9,13,14].

Los exponentes criticos no son independientes entre si y obedecen a las
siguientes relaciones conocidas como leyes de escala:

Igualdad de Rushbrooke: a + 28 +y =2
Igualdad de Griffitsh: a + (1 + 6) = 2
Igualdad de Fisher: 2 —n)v =y

Igualdad de Josephson (hiperescala): dv =2 — «a

Existen un conjunto de hipétesis llamadas teorias de escala que explican las leyes
de escala. Las teorias de escala se basan en la divergencia de la longitud de
correlacion en el punto critico, donde la longitud de correlacion es la unica escala
relevante del problema [9]. Desde este punto de vista, cuando ¢ > 1, los detalles
a escalas pequefias (escalas « ¢ ) se vuelven irrelevantes. Un cambio en los
parametros termodinamicos implica un cambio en ¢ y también implica un cambio
de escala. Se espera que el cambio de escala no modifique la fisica del problema,
es decir, que la energia libre sea invariante de escala.

Las funciones homogéneas son invariantes de escala. Una funcion de una
variable homogénea se define como aquella que cumple:

f(Ax) = APf(x), V Areal (2.134)
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Las funciones que cumplen esta relacion son funciones de potencia, entonces f
tiene la forma:

f(x) = CxP, C una constante (2.135)

Una funcién homogénea generalizada para dos variable se define como:

(A%, APy) = Af (x, ), V Areal (2.136)

Donde a,, a, son numeros reales.

Tomando un 1 que cumpla A%x = 1, entonces A = x% y
Y\ o1y
£ (L) = f (9 (2.137)
Definiendo f(z) = f(1,z), entonces
fy) =2 f (=) (2.138)
Y= yb/a :

Retomemos las teorias de escala para los ferromagnetos. Una de las teorias de
escala considera a la energia libre como una funcidén que en las proximidades del
punto critico puede ser expresada asi

F(T,B) = E.(T,H) + F,(t, H) (2.139)

Donde E. es la parte analitica de la funcién y es considerada constante en las
T

proximidades del punto critico. Mientras tanto F; es la parte singular de la funcién

y es una funcién homogénea generalizada

F,(A%, A’ H) = AE.(t, H) (2.140)
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A estas suposiciones se las conoce como hipétesis de Widom en honor a quien
las formulo [9].

Mediante las apropiadas derivas de la funcion libre es posible encontrar los
exponentes criticos del ferromagneto en funcién de a y b, y mediante célculos
simples obtener las leyes de escala. F, es homogénea generalizada y cumple con
(2.138):

_/ B
— ~1/b
F(t,B) = €'/ F(Eb/a

) = 2%F(Beb) (2.141)
Siendo A= %(2 —a+vy).Ay % =2 —a se obtienen de las relaciones de los
exponentes criticos con a y b.

Finalmente, se debe mencionar que la igualdad de Josephson no se cumple para
el modelo de Ising en d > 4. En esos casos los exponentes criticos obedecen a la
teoria de campo medio [9,13,14].
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CAPITULO 111

REDES Y COMPLEJIDAD.

El ferromagnetismo es un fendmeno colectivo, resultado de la interaccion de los
espines, muchos sistemas reales se comportan de una forma similar, donde
existe una sincronia de sus componentes [1,2]. La pregunta en definitiva es
¢,como las particulas, en el caso de la fisica, o los distintos elementos que pueden
formar un sistema econdémico, social, ecoldgico, etc. presentan comportamientos
tan complejos cuando interaccionan?, o como lo menciona Duncan J. Watts en su
libro [1] ¢ de qué modo se asocian los comportamientos individuales para dar lugar
a un comportamiento colectivo?

Los sistemas colectivos han sido abordados mediante el reduccionismo: el mundo
puede ser comprendido en términos de la simplicidad de las propiedades de sus
componentes [2]. Mediante esta filosofia los fisicos han explicado
satisfactoriamente el comportamiento de sistemas compuestos de muchas
particulas (dtomos, moléculas o electrones). Por ejemplo, se ha explicado el
comportamiento de cristales, del gas ideal, el gas de fermi, el condensado de
Bose Einstein etc.

El éxito principal de este tratamiento se basa fundamentalmente en la simplicidad
de las interacciones de los elementos, no existe ambigledad de cual particula
interacciona con cual y la intensidad de las interacciones esta sujeto a la distancia
fisica que separa a las particulas [7]. ¢Pero qué ocurre cuando se necesita
describir sistemas donde la distancia fisica es irrelevante o existe ambigiiedad en
el hecho de que si dos particulas interactian o no? En esto casos el estudio de
sistema va mas alla del entendimiento de sus componentes individuales.

Un estudio completo debe tratar al colectivo como un todo, donde su estructura es
de mucha importancia. EI mundo real esta formado por sistemas complejos cuyos
elementos forman estructuras que determinan su funcionamiento. Los elementos
del sistema se conectan de manera que pueden transportar energia, intercambiar
informacion, propagar rumores, etc., formando una red tanto en sentido
estructural como dinamico. Las redes naturales presentan topologias no triviales y
en ellas se producen fenébmenos con propiedades complejas, de ahi su nombre
de redes complejas [1].

Las redes desde un punto de vista matematico han sido estudiadas como objetos
llamados grafos desde 1736, siendo el pionero Leonhard Euler [1,8,15]. Desde
1950 las redes de larga escala han sido consideradas como grafos aleatorios
donde no existe un principio de disefio, estas han sido propuestas como la mas
simple realizacion de redes complejas. Los grafos aleatorios fueron estudiados en
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sus inicios por Paul Erdos y Alfréd Rényi. De acuerdo a su modelo se parte con N
nodos y se conecta a cada par de nodos con una probabilidad p, teniendo como
resultado aproximadamente un namero total de conexiones igual a pN(N —1)/2
distribuidas aleatoriamente.

Durante mucho tiempo las redes aleatorias fueron propuestas como el modelo de
muchos sistemas reales, sin embargo los cientificos han profundizado sobre el
estudio de las mismas, dando la pauta de que las redes complejas deben
contener algun tipo de organizacion, la cual debe estar de alguna forma codificada
en la topologia de las mismas [7]. Para este propdsito se ha necesitado recurrir a
herramientas que hagan posible cuantificar estos principios de organizacion.

En los ultimos anos se ha logrado avances significativos en esta direccion, gracias
al acceso a las grandes bases de datos ha sido posible el estudio de la topologia
de muchas redes. De la misma forma, el aumento de la potencia de calculo de los
computadores ha contribuido notablemente para el estudio de las redes con
millones de nodos. Con estos trabajos se ha encontrado propiedades de caracter
universal, concluyendo que redes complejas de distinta naturaleza poseen
caracteristicas similares [1].

3.1 CONCEPTOS Y DEFINICIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORiA DE
GRAFOS

Para el presente trabajo es necesario mencionar algunos resultados de la teoria
de grafos. Definiciones y conceptos basicos son expuestos a continuacion.

3.1.1 DEFINICIONES FUNDAMENTALES.

Grafo.

Un grafo G es un par (V,E) donde tanto V como E son conjuntos. V es un
conjunto de nodos y E es un subconjunto de VxV  (conjunto de aristas).
Graficamente un grafo es representado por puntos (nodos) unido por lineas
(aristas) ver Fig. 3.1.

Un grafo se llama finito si su numero de vértices es finito.

Las aristas son las conexiones (graficamente las lineas) que ligan a los nodos.
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Sea una arista que une a dos nodos a y b, si ella carece de direccion se la denota
por {a, b} o por {b,a} indistintamente. A los nodos a y b se los llama extremos de
la arista {a, b}

Grafos no dirigidos.

Un grafo no dirigido es un grafo G,,4(V,E) donde: E € {x:x € P(V)}, siendo P(V)
el conjunto de pares no ordenados de elementos de V, de manera que:

Seana,b € Vy{a,b},{b,a} €E, entonces {a,b} = {b,a}

Grafos dirigidos.

Un grafo dirigido es un grafo G,;(V,E) donde: E < {(a,b) € V XV}, es un conjunto
de pares ordenados de V , de manera que:

Sea {a,b} € E, a es sunodo inicial y b su nodo final, mostrando una direccion de
aab.

vl\v

Fig. 3.1 Representacion grafica de un grafo

Orden de un grafo

El numero de nodos existentes en el grafo se conoce como orden del grafo.
Grado de un nodo.

Se llama grado de un nodo al numero de aristas de los que es extremo
Vértices Adyacentes.

Dos nodos a y b son adyacentes si existe una arista {a, b} € E que los une.

Camino.
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Sean x,y €V, se dice que existe un camino en G de x a y si existe una sucesion
finita no vacia de aristas: ({x, V;}, {Vy, Vo }, {V,, V5}, ... {Vy, ¥ D).

En tal caso se tiene que:

1 Los extremos del camino son x e y.
2 Al numero de aristas se lo llama longitud de camino.

Distancia entre nodos (Longitud de camino mas corta)

Se define la distancia entre dos nodos como el camino mas corto que los separa.
La distancia entre un nodo i y nodo j se la nota como [;;. Si dos nodos estan en

dos partes desconectadas del grafo, se define [;; = .

La cantidad [;; para grafos no dirigidos es simeétrica [;; =1;. Lo que
necesariamente no sucede para grafos dirigidos.

Diametro de un grafo.

En base a la distancia entre nodos es posible definir el diametro de un grafo G
como:

dG = méxi'j lU (31)
3.1.2 LONGITUD DE CAMINO PROMEDIO Y COEFICIENTE DE
AGRUPAMIENTO.
Longitud de camino promedio

La longitud de camino promedio se define como el valor promedio de los [;; de

todos los posibles N(N — 1) pares que se pueden forman con los N nodos de la
red. Entonces

1
() = mlz]: lij (3.2)

Nota: d es cota superior de (I).
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Coeficiente de Agrupamiento.

Es importante conocer la estructura de la vecindad local de un nodo. Muchas
redes naturales exhiben una tendencia de formar agrupaciones entre nodos de la
red. El agrupamiento radica en que dos nodos conectados a un tercero por lo
general estan conectados entre si. En forma general, la medida del agrupamiento
consiste en obtener el grado en que dado un nodo, los nodos que estan
conectados a este también lo estan entre si.

Para cuantificar el agrupamiento se define el coeficiente de agrupamiento C(i) de
un nodo i con grado k; , como la relacion entre el numero de conexiones
existentes E; con el numero de conexiones posibles k;(k; — 1)/2. Entonces

N 2E; 3.3
C(l)—m (3.3)

El coeficiente de agrupamiento de toda la red es el promedio sobre el numero
total de nodos.

3.1.3 EJEMPLOS DE GRAFOS.

Grafos Regulares

Grafo regular es el grafo cuyos nodos tienen un mismo grado k. Al grafo se lo
denomina k_regular.

Grafos Completos.

Un grafo completo es aquel cuyos nodos estan todos conectados entre si. Todo
grafo completo es regular.

Grafos aleatorios.

Son grafos cuyas conexiones han sido efectuadas a través de un procedimiento
aleatorio.
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N
Fig. 3.2 Ejemplos de grafos. a), b) Grafos regulares y c¢) Grafo aleatorio

3.1.4 MATRIZ DE ADYACENCIA DE UN GRAFO.

e Definicion Matriz de Adyacencia

Sea un grafo G de orden n, se llama matriz de adyacencia del grafo a la matriz
A = (a;;) tal que a;; = 1si{i,j} € E y a;; = 0 en otro caso.

Esta matriz es simétrica para el caso de los grafos no dirigidos.

Ejemplo:

0 01 1 0 1
/0 0 01 1 0\
{1 0 0 0 0 O
A= 11 0 0 1 1| (34)
01010 0/
1 0 01 0O

e Teorema.

Sea G un grafo de n nodos conn > 1y sea A su matriz de adyacencia. Se cumple
que el valor del coeficiente a{‘j de la matriz A* es igual al nimero de caminos de k
longitud con extremos iy j.

Demostracion
Demostracion por induccion:

- Seak =1, por demostrar que a,-lj de A! es igual al nimero de caminos
de longitud 1 con extremos iy j.
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Lo anterior queda demostrado simplemente al notar que A = A y por definicion la
matriz de adyacencia indica si existe camino de longitud 1 entre i y j.

- Supodngase que es cierto para k, por demostrar que es cierto para
k+ 1.

Notese que A¥*! = A*4, de esto se sabe que el termino afi*'es el resultado de

multiplicar la fila i de A* con la columna k de A.

Por otro lado, el numero de caminos de i aj que pasan por el nodo 1 antes de

conectarse con j es 0 si no existe arista entre 1y j, caso contrario coincidira con

el numero de caminos de longitud k entre i y 1.

Noétese que el numero de caminos con longitud k entre i y 1 es el primer elemento

de la fila i de A*, y el primer elemento de la columna j de A vale 0 o 1

dependiendo de si hay arista entre 1 y j. Se tiene que el nUmero de caminos de

. . . ’ . Ve . k
longitud k + 1 entre i y j que por ultimo lugar pasan por 1 sera siempre a;;a; ;.
De forma anéloga, el numero de caminos entre i y j que por ultimo pasen por el
Lk

nodo 2 sera a;;a,;

Y sucesivamente para todas las posibilidades, que da como resultado que el
’ . . . k k k

numero de caminos entre el nodo i y el nodo j sea a;;a;; + a;;az; + - + a;,ay;.

Es decir el término (i, j) de la matriz A**1.
3.1.5 DISTRIBUCION DE GRADO.

La distribucién de grado en un grafo no dirigido se define como la probabilidad
P(k ) de que un nodo escogido al azar tenga grado k . La distribucién de grado de
un grafo se obtiene construyendo el histograma normalizado del grado de los
nodos de la red [8]. En el caso de los nodos dirigidos se encuentran dos
distribuciones de grado, una de entrada P,,(k;) y otra de salida P, (k,). Las
distribuciones anteriores representan la probabilidad de que un nodo escogido al
azar tenga grado k; de entrada y grado k, de salida.

El grado promedio (k) de un grafo es definido como el promedio del valor de los
grado de todos los nodos en la red

N N
1
(k) = NZO ki = ZO PGk (35)

e Distribucion de grado de grafos aleatorios.
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El modelo de Erdds y Rényi produce una distribuciéon de grado binomial [7,8,14].

P(k) = Cp*(1 —p)" 7k (3.6)

Donde C representa el numero de posibilidades en que se pueden seleccionar los
k nodos para formar las conexiones.

El valor esperado de n es E(n) = pN(N — 1) lo que conlleva a que (k) sea igual a:

(k) = Zﬁn =p(N —1) = pN (3.7)

El siguiente programa de Matlab crea una red aleatoria utilizando el modelo
de Erdds y Rényi. Ver histograma Figura 3.3.

1 function [A,k]=redaleat (M,pn]
2 — h==sparse([]]:

3 - for i=1:N-1

4 — for J=i+1:M

5 — if rand-<p

6 — Afi,j1=1:
7 - Al(j,1i1=1:
8 — end

9 - encl

io0 — =nd

11 — k==wm (4] ;

12 — ® =[1:2*p*N] :

13 —  hist (k,x):
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Fig. 3.3. Distribucion de grado de la simulacién en Matlab de un grafo aleatorio. Se ha
generado un grafo aleatorio con N = 10000 nodos y p = 0.002.

3.2 REDES COMPLEJAS DEL MUNDO REAL

El mundo en el que vivimos no es un mundo simple y “aburrido”. Nuestro entorno
no esta conformado solamente por gases simples que pueden ser aproximados a
un gas ideal o por materiales de estructuras cristalinas. Por ejemplo la superficie
de la tierra es un conglomerado de montafias, océanos, islas, rios, volcanes,
glaciales y fallas geograficas, los paisajes que nos rodean varian de lugar a lugar
y de era a era, entonces es conveniente definir a los sistemas con variabilidad
grande como complejos

Aunque los sistemas fisicos estan regidos por leyes relativamente simples, ellos
presentan comportamientos complejos. Si se observa la naturaleza se encuentra
un conjunto de elementos que conforman un todo con propiedades muy diversas.
Tales propiedades no son necesariamente manifestaciones de los elementos de
los sistemas. Lo interesante son las interacciones de los componente, ellas
determinan su comportamiento colectivo.

Como se menciona en [2], un comportamiento complejo refleja la tendencia de
sistemas grandes con muchos componentes a atravesar estados criticos y
pequefias perturbaciones pueden llevar a resultados catastréficos en todo el
sistema. Pues bien, los componentes de los sistemas complejos pueden ser
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vistos como elementos que interactuan entre si formando redes. Estas redes que
se encuentran en la naturaleza presentan topologias no triviales.

El estudio de las redes naturales busca aclarar por qué ellas poseen propiedades
universales a pesar de ser de distinta naturaleza y de cdmo estas propiedades
afectan a la dinamica de los procesos.

3.2.1 REDES DE MUNDO PEQUENO.

La longitud de camino promedio permite obtener una idea de lo “lejos” que estan
entre si los nodos de una red. Por ejemplo si en una red sus nodos intercambian
informacion, es de mucha importancia considerar que tan facil es enviar un dato
desde un nodo a cualquier otro. Inmediatamente se espera que, en una red donde
la longitud de camino promedio sea pequefia, el envio de informacién se vea
favorecido.

La cuestidén es ;la redes reales poseen (l) pequefios? efectivamente, un primer
indicio de esta cualidad fue encontrado en redes sociales. El fenémeno llamado
de mundo pequefio descubierto por el psicélogo social Stanley Milgram plantea
que en una red de amigos la distancia entre dos personas cualquiera es corta [1].
Muchos analisis de otro tipo de redes reales también presentan cualidad de
mundo pequeno, ello sugiere que el modelamiento de las redes reales debe tomar
en cuenta esta propiedad.

Ya se ha dicho que las redes aleatorias han sido consideradas como un modelo
para las redes reales. Por ello es importante determinar si en ella se presenta el
fendmeno de mundo pequeio; es decir, medir la longitud de camino promedio.

Para ello se necesita retomar el modelo de Erdés y Rényi. La distribucion de
grado de las redes formadas por este modelo es binomial y esta dada por (3.6).
En el limite N — oo tal distribucion puede ser aproximada a la distribucion de
poisson.

k
P(k) = e‘“‘)% (3.8)

Donde (k) = Np. A menudo el andlisis de las redes reales consiste en determinar
directamente (k) mas no p. Considerando esto, p puede ser encontrado asi:
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p = (k) (3.9)

Para cualquier nodo, la probabilidad de que dos nodos cualesquiera conectados
al primero estén conectados entre si es p. Inmediatamente se tiene que el
coeficiente de agrupamiento es:

(C):p:gl;_) (3.10)

Que muestra que para valores fijos de (k), el coeficiente de agrupamiento de la
red (C) decrece con el tamafio de la misma. Que es de esperar ya que el
coeficiente de agrupamiento evidencia el grado de orden de la red. El caracter
aleatorio del modelo de Erdés y Rényi por definicién no presenta ningun orden.

Por otra parte, el numero de vecinos a distancia 1 de un nodo cualquiera es (k).
Considerando la naturaleza aleatoria del grafo, se puede estimar el numero de
vecinos a una distancia d de la siguiente forma (k)*. Esta cantidad crece

. - ! ’
exponencialmente con el valor de d. Definiendo d’ tal que (k)¢ ~ N, la mayoria
de nodos estaran a una distancia d’ de un nodo i, entonces se puede aproximar la
longitud de camino promedio con d':

InN

(l)zm

(3.11)

Esto muestra un crecimiento logaritmico con el valor de N y es el comportamiento
encontrado en redes de mundo pequeno.

Nota: Para el caso del grafo cuya distribucion de grado se muestra en la figura
3.3, se ha encontrado mediante un calculo en matlab, que el coeficiente de
agrupamiento de la red es 0.002, el cual coincide con el valor de p.

Regresando al problema de mundo pequefio, aunque los grafos aleatorios
presenten esta cualidad no modelan otras propiedades importantes de las redes
reales. Asi como los seres humanos tienden a formar grupos de amistad de
acuerdo a su afinidad, en muchas de las redes reales complejas también se
presentan agrupaciones de sus nodos. Dicho de otra forma el coeficiente de
agrupamiento es alto.
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Muchas de las redes reales, si no todas, presentan un coeficiente de
agrupamiento mucho mayor que su equivalente red aleatoria (red con el mismo
numero de nodos y mismo promedio de grado) [7]. Entonces, es fundamental
considerar que las redes aleatorias obvian propiedades importantes que estan
presentes en el mundo real.

3.2.2 REDES SIN ESCALA.

Lasl6 Barabasi, un fisico de origen Hungaro de la Universidad de Notre Dame, y
su alumno Réka Albert se centraron en el estudio de las distribuciones de grado
de las redes reales. Para ello estudiaron datos disponibles de redes complejas. Lo
que ellos demostraron fue que muchas de las redes del mundo real tienen
distribuciones de grado completamente diferentes a la de Poisson. Las redes
reales a menudo presentan distribuciones de grado que siguen una ley potencial.

La ley potencial difiere mucho de una distribucién de Poisson, ella no exhibe un
pico en su valor medio y los valores que toma la variable aleatoria tienen un peso
cercano al valor medio de forma similar a la distribucién normal. Por ejemplo en la
distribucion de estatura de las personas el valor medio tiene un pico y todos los
valores posibles estan cercanos a este valor medio. En el caso de la ley potencial
esto no ocurre y la cola de la distribucion se aleja del valor medio. Ver Fig. 3.4

A las redes cuya distribucion de grado sigue una ley potencial se las conoce como
redes sin escala. Esto se debe a que la distribucién de ley potencial se extiende
sin producir un corte, a diferencia de una distribucién normal donde si existe. Las
redes sin escala tienen la caracteristica de que muchos nodos estan
“‘pobremente” conectados, mientras que muy pocos nodos en la red presentan un
alto grado de conexiones.

La ley potencial depende de un exponente a:

p(k)~k=@ (3.12)

El origen de la distribucion de poisson se debe a que cada nodo tiene igual
probabilidad de formar una nueva conexidon independientemente de cuantos
posea al momento. Sin embargo, segun Barabasi y Albert, en la vida real esto no
se produce ya que los nodos que poseen mas conexiones tienen mayor
probabilidad de formar nuevas conexiones [1,7].
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P(K

Fig. 3.4. Distribucion de ley potencial. No existe un pico en el valor medio de la
distribucion.

Muchas redes de mundo real son sistemas abiertos que crecen porque
continuamente se afaden nuevos nodos. Al principio en el sistema existen un
numero pequeno de nodos, el numero de nodos va incrementando con el tiempo.
Por ejemplo, la World Wide Web crece en el tiempo porque continuamente se
adicionan nuevas paginas web al sistema. Muchas redes de mundo real también
presentan enlaces preferenciales, tal que un nodo nuevo tiene mas probabilidad
de conectarse a nodos con alto grado de conectividad. Por ejemplo,
preferentemente un nuevo link aparecera en alguna pagina web con mayor
conectividad por ser mas conocida y facil de encontrar.

Estas dos consideraciones, crecimiento y enlace preferencial dieron origen al
modelo creado por Barabasi y Albert. El algoritmo del modelo Barabasi—Albert
para crear redes sin escala es el siguiente:

1. Crecimiento. Se parte con un numero pequeio m, de nodos, en cada
iteracion se afade un nuevo nodo con m aristas (m <my), que lo
conectan a m diferentes nodos ya existentes en la red.

2. Enlace preferencial. ya que la eleccion de los nodos a los cuales el
nuevo nodo se conectara depende del grado de los mismos, se asume
que la probabilidad IT que un nuevo nodo sea conectado a un nodo i
depende del grado k; del nodo i, donde:
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ki

Luego de t pasos se tendra N = m, + t nodos. La simulacién numérica indica que
la red obtenida a partir de este algoritmo es una red de libre escala cuyo
exponente depende del valor m.

El siguiente programa de Matlab aplica el algoritmo del modelo Barabasi-
Albert para obtener redes sin escala. La fig 3.5 muestra una distribuciéon de
grado obtenida a partir de una simulacion numérica.

1 zsfuncidn gue crea una red de libre escala segiun el modelo de
2 tBarabasi-ALlbert

3 function [A,k]=bharsbhalbert (wo,m, T)

4 - k=ones (1,mo) :

5= L=smharse([]]):

6 — for t=1:T

= i=mo+t;

g8 - for w=1l:m %En esta parte sSe escojen m nodos

9 - w=[1:mo+t—-1] ;

10 - u=rand;

11 - F=0;

1z — n=0:

13 — J=0;

14 — p=kfsuwm (k) ;s 3probabilidad de ser escojido depende de su grado
15 — while j==0

1a — if u<P

17 — J=win):

15 — else

13 — n=n+1:
20 — P=F+pin) :
=1 - end
22 — =nd
23 - k{(j)=0; % se hace cero para no escojerlo de nuewvo
=1 - L{i,a1=1:
=5 - Lij,di1=1:
26 — =rncl
27 % El grado de los nodos ss5 actualizado cadas vez gque ingress un nuewo
=25 % nodo al sistema
29 — k=sum (L) :
30 - end;
a3l
32 - kf=(full (max (k)1 /2
33 - w=[1:kf]:
34 — hist (k,=x):

El modelo Barabasi-Albert reproduce exitosamente la distribucion de libre escala
que siguen muchas redes reales; ademas, las redes creadas por este modelo
presentan que la longitud de camino promedio se incrementa aproximadamente
con el logaritmo de N. El mejor ajuste sigue un algoritmo generalizado de la
siguiente forma:

= Aln(N - B) +C (3.14)
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El coeficiente de agrupamiento del modelo Barabasi-Albert decrece con el
tamafo de la red que aproximadamente sigue una ley potencial.

C~(l)N =075 (3.15)

Aunque este comportamiento indica un decremento mas lento del coeficiente que
en el caso de los grafos aleatorios, ver (3.10), no describe la realidad. Pues las
redes reales poseen un coeficiente de agrupamiento alto.
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Fig. 3.5 Distribucion de ley potencial obtenida con el modelo Barabasi-Albert. Simulaciéon
de la evolucion de lared con N = my + t=30003 y my = m = 3.

3.2.3 ALGUNAS REDES DEL MUNDO REAL.

La ayuda de la computacion ha permitido la manipulacién de grandes cantidades
de datos de muchas redes de gran tamafo [7,8]. Estos analisis han servido para
encontrar informacién sobre las estructuras de las redes y las propiedades
funcionales. Dentro de las redes que se encuentran en el mundo real se
encuentran las redes bioldgicas, sociales, ecosistemas, el internet, el World Wide
Web (www), las redes eléctricas de los grandes paises, etc.

Todas estas redes presentan caracteristicas estructurales muy importantes pero
en ellas también se producen procesos dinamicos. Por ejemplo en el caso de las
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redes eléctricas se propaga energia, en una red social se puede propagar
rumores, en el internet informacion, etc. Las estructuras de las redes influyen en
la dinamica de ellas y en los fendmenos criticos que se pueden dar.

Es importante mencionar algunos ejemplos de redes y algunas propiedades que
ellas poseen al describirlas como grafos.

Internet

La red del internet esta caracterizada por los links fisicos que conectan las
computadoras, los routers y otros dispositivos. Esta es una red dificil de analizar
por su rapido crecimiento y las diversas tecnologias que conllevan conectividades
no homogéneas [8], pero en afos recientes muchos investigadores han
empezado a crear estructura y tecnologia para poder estudiarlas.

Dicho estudio se lo ha hecho considerando dos niveles. El nivel de routers, donde
cada router es considerado como un nodo y los vértices son las conexiones
fisicas entre ellos. El segundo nivel consiste en el grafo del sistema autébnomo del
internet, el cual consiste en los dominios administrativos automatas que en
principio corresponden a los proveedores de internet y a las organizaciones [7,8].
Faloutsos et al. (1999) ha estudiado los dos niveles encontrando que en ambos
casos la distribucion de grado sigue una ley de potencia [7].

El internet también exhibe agrupamiento y longitud de camino promedio pequena.
Yook et al. (2001a) y Pastor-Satorras et al (2001) estudiaron al internet con
respecto al segundo nivel y encontraron que el coeficiente de agrupamiento esta
entre 0.18 y 0.3 comparado con 0.001 de un grafo aleatorio de la misma escala.
La longitud de camino promedio encontrada por ellos en el mismo nivel fue de 3.7
y en el nivel de routers la longitud de de camino promedio fue de 9, lo que indica
una naturaleza de mundo pequeiio [7].

World Wide Web

La World Wide Web es una red virtual que existe en el internet. Esta red es quiza
la red mas grande para la cual la informacion sobre su topologia es accesible. Los
nodos de la red son las paginas web y las aristas son los hipervinculos que ligan
un documento a otro. Esta red al igual que el internet tiene un gran crecimiento,
ya para 1999 tenia cerca de mil millones de nodos (Lawrence and Giles, 1998,
1999). Esta red también presenta una distribucion de grado que sigue una ley de
potencia (Albert, Jeong, and Barabasi, 1999; Kumar et al., 1999).

La World Wide Web es un grafo direccionado entonces la red esta caracterizada
por dos distribuciones de grado. P,,, (k) representa la probabilidad de que un nodo
tenga k hipervinculos que direccionen hacia ese nodo y P, (k) consiste en la
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probabilidad de que este nodo tenga k hipervinculos apuntando a sus respectivos
nodos.

Ambas P,,,(k) , Psq (k) siguen una ley de potencia.
Pen(k)~k_yen Y Psai(k)~ k~¥sal

Los parametros y,, Y Ysu han sido estudiados por Albert, Jeong, y Barabasi
(1999). Ellos analizaron un subconjunto de la red World Wide Web que contiene
325729 nodos, encontrando y,, = 2.1y Y4 = 2.45. Kumar et al.

(1999) estudidé 40 millones de documentos de rastreo por Alexa Inc., obteniendo
Yen = 2.1 Y Y51 = 2.38. Otro estudio hecho por Broder et al. (2000) utiliza dos
rastreos de Altavista (1999) conteniendo 200 millones de documentos, obteniendo

Yen = 2.1y Vs = 2.72.

Mas alla de que esta red tenga una cantidad enorme de nodos ella presenta
propiedades de mundo pequefio. Como lo muestran Albert, Jeong, y Barabasi
(1999). La longitud de camino promedio para una cantidad de 325729 modos es
de 11.2 vy predijeron usando escalamiento finito que para la red completa la
longitud de camino promedia seria de 19 [7,8].

El coeficiente de agrupamiento no puede ser determinado directamente por la
definicién (3.3) ya que el grafo es dirigido. Sin embargo para el calculo es posible
hacer que cada vértice sea bidireccional haciéndolo no dirigido. Adamic (1999)
realizd este trabajo para 153127 nodos encontrando un coeficiente de
agrupamiento € = 0.1078, un orden de magnitud mas alta que un grafo aleatorio
de las mismas dimensiones y promedio de grado que tiene C,;; = 0.00023.

Redes sociales.

Las redes sociales han sido objeto de estudio de socidlogos, matematicos, fisicos,
etc. que han contribuido para el entendimiento de las interacciones de las
personas. Las redes sociales son otras de las redes comprendidas dentro de la
complejidad. Las relaciones de amigos, las redes de relaciones sexuales, las
relaciones econdmicas entre las personas, etc. poseen propiedades interesantes
en su topologia (fig. 3.6).

En las redes de amigos es comun formar grupos, por lo general los amigos de
alguien son amigos entre si. Otra cuestion interesante es que la mayoria de
personas conoce a una cantidad similar de amigos. Sin embargo, muy pocas
personas poseen la fama y la popularidad para tener cientos de amigos, esto se
debe a que la red de amigo posee una distribucidon de grado distinta a la de
poisson.
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El experimento del psicologo Stanley Milgram muestra a la red de amigos, como
una red de mundo pequefio. Muchas redes sociales también presentan esta
caracteristica [1], facilitando, por ejemplo, la propagacién de rumores o noticias
falsas [1,3]; y en el caso de una red de relaciones sexuales la cercania entre las
personas determina un mayor riesgo a contraer enfermedades como el SIDA.

El acceso masivo de la humanidad a las tecnologias de la informacién ha
permitido realizar estudios sobre muchas interacciones de caracter electronico. Se
han realizado analisis del intercambio de emails en grandes corporaciones e
instituciones académicas (Ebel, Mielsch and Bornholdt, 2002; Newman, Forrest
and Balthrop, 2002) [8].

Una red social que se ha estudiado cualitativamente es el que respecta a la
colaboracion de actores. Esta red consiste en definir un lazo entre dos actores si
ellos han trabajado juntos en alguna pelicula. La red de colaboracion de actores
también presenta cualidades de mundo pequefio [3].

Fig. 3.6 Reprentacion grafica de las redes sociales

Redes neuronales

Otro tipo de redes son las neuronales cuyos nodos son neuronas y los vértices
representan a la sinapsis entre las células. Watts y Strogatz (1998) estudiaron la
red neuronal del gusano Caenorhabditis elegans , esta red esta compuesta de
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pocos nodos (N = 282) [7]. Encontraron que esta red neuronal se muestra como
una de mundo pequefo [3,7].

La cualidad de mundo pequefio es una de las muchas propiedades que se
pueden estudiar en la estructura de las redes neuronales. El estudio de estas
estructuras ha llevado a querer reproducirlas de forma artificial con el objeto de
crear redes neuronales artificiales [4]. Es asi que el desarrollo de herramientas en
el ambito de las redes complejas ha servido para aplicarlas en el campo de la
neurociencia [7,8].

Las redes neuronales son de principal interés porque ellas se producen
fendmenos extraordinarios como la percepciéon, la memoria, el lenguaje, etc.
Desde este punto de vista es de mucha importancia investigar sobre la relacion de
tales fendmenos con las estructuras de las redes.

3.3 MODELOS DE REDES DE MUNDO PEQUENO.

Tanto los grafos aleatorios como el modelo de Barabasi-Albert son modelos de
redes que tienen propiedades de mundo pequefio. Pero como se menciond, las
redes reales presentan otra caracteristica, sus coeficientes de agrupamiento son
grandes [1,3-8]. Tanto las redes aleatorias como las obtenidas por Barabasi-Albert
poseen coeficientes de agrupamiento que decaen con el tamario de la red. Ambos
modelos no describen un coeficiente de agrupamiento grande que es la cualidad
de las redes reales.

Por otro lado, el coeficiente de agrupamiento de las redes reales no depende del
tamafo de la red, esta propiedad también es una caracteristica de las redes
ordenadas. Por ejemplo, el caso de red unidimensional con condiciones de
frontera periddicas (anillo de nodos), en donde cada nodo esta conectado a los K
nodos mas cercanos (Ver fig. 3.7). Para tal red el coeficiente de agrupamiento es

_3(K-2)

C_MK—D

(3.16)

3 .
El cual converge a , Para valores altos de k. Sin embargo, estas redes no

presentan propiedades de mundo pequefio. La distancia promedio entre los nodos
crece proporcionalmente con N lo cual difiere del crecimiento logaritmico presente
en los grafos aleatorios.
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3.3.1 MODELO WATTS-STROGATZ (WS)

Watts y Strogatz (1998) desarrollaron un modelo que interpola entre una red
regular de dimension finita y un grafo aleatorio (Fig. 3.6). El objetivo es obtener
redes que posean cualidades de mundo pequefio y un alto coeficiente de
agrupamiento.

REGULAR MUNDO PEQUENO ALEATORIA

p=0

Crecimiento de la aleatoriedad

Fig. 3.7 Representacion grafica de la construccion de una red de mundo pequefio segun
el modelo Watts-Strogatz. Este modelo interpola entre una red regular y una red aleatoria.

Modelo para el caso unidimensional:

1. Partir con orden: partir con un anillo de N nodos, donde cada nodo esta
conectado a sus K vecinos mas cercanos (K/2 nodos a cada lado). Para
construir una red dispersa pero conectada es importante considerar
N > K > InN > 1.

2. Aleaoriedad: Aleatoriamente reconectar con probabilidad p a cada arista
de la red (manteniendo fijo un extremo de cada arista en direccion de
izquierda a derecha), considerando que las conexiones duplicadas y auto
conexiones sean excluidas.
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Modelo para el caso bidimensional:

1. Partir con orden: partir con una red regular de lado L (N = LxL nodos),
donde cada nodo estd conectado a sus K vecinos mas cercanos (K/2
nodos en cada direccion).

2. Aleaoriedad: Aleatoriamente reconectar con probabilidad p a cada arista
de la red (manteniendo fijo un extremo de cada arista en direcciones de
izquierda a derecha y arriba a abajo), considerando que las conexiones
duplicadas y auto conexiones sean excluidas.

3.3.1.1 LONGITUD DE CAMINO PROMEDIO Y COEFICIENTE DE
AGRUPAMIENTO.

El modelo Watts-Strogatz permite analizar el proceso de transicion entre una red
regular y una red aleatoria dependiendo del parametro p. Y se puede examinar las
propiedades heredadas tanto del grafo regular como del aleatorio. Se espera que
para ciertos valores de p haya una coexistencia de longitud de camino pequefia 'y
un agrupamiento de los nodos [3-8]. Watts y Strogatz estudiaron el
comportamiento del coeficiente de agrupamiento y la longitud de camino promedio
en funcién del parametro p.

Para un anillo, [(0) = % > 1y C(0) = 3/4, obteniendo valores de [ y C altos. En el

otro extremo, el pardmetro p toma valores cercanos a 1, la red converge a un
grafo aleatorio y por tanto [(1)~InN/InK y C(1)~K/N. Estos dos resultados
muestran que en los limites los valores altos de [ van de la mano con valores altos
de C y valores pequefios de [ con valores pequefios de C. Sin embargo, Watts y
Strogatz también encontaron que existe una regién muy amplia de valores de p en
donde [(p) esta muy cercano a [(1) pero C(p) es mucho mayor que C(1) (Ver fig.
3.8). En esta region [(p) cae rapidamente pero C(p) lo hace lentamente, lo que
produce que la red obtenida tenga un coeficiente de agrupamiento alto y al mismo
tiempo una longitud de camino promedio pequefia [4,6]. Esto es consistente con
las propiedades de las redes de mundo pequefio reales.

La Longitud de camino promedio [ de la red Watts-Strogatz se comporta de
distinta manera segun el valor de p. Para valores de p pequefios, [ crece
linealmente con el tamafo de la red; mientras que para valores de p grandes,
[ crece logaritmicamente. Como se dijo antes, en una region de p, [ cae
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rapidamente, esto se debe a que en esta region el aparecimiento de un numero
pequeno de caminos cortos afecta a toda la red, provocando la caida drastica de
la longitud de camino promedio.

1 @ O O = ST T = O

O
- =
0.8 C(p)/C(0)
|
0.6
0.4 -
L(p)/L(O)
0.2 @
- - . -
. - - 1
0.0001 0.001 0.01 0.1 1

P
Fig. 3.8 Grafica semilogaritmica del coeficiente de agrupamiento vs la longitud de
camino promedio (Watts-Strogatz, 1998). Se muestra una regién grande de valores de p
donde [ decrece rapidamente y C se mantiene casi constante.

El comportamiento del coeficiente de agrupamiento en funcién de p puede ser
encontrado partiendo de una definicidn distinta a C pero equivalente. Esta
definicion fue introducida por Barrat y Weigt (2000) y consiste en definir el
coeficiente de agrupamiento C'(p), como la relacién entre el nimero promedio de
aristas existentes entre los vecinos de un nodo y el numero medio de posibles
aristas entre estos vecinos.

Newman, Watts y Strogatz (2001) proponen una visualizacibn mas grafica de la
definicion anterior. Siendo C' lo siguiente.

3(Numero de triangulos)

c’ (3.17)

~ Numero de triples conectados

Los triangulos consisten en tres nodos donde cada nodo esta conectado a los
otros dos (por eso el nombre de triangulo). Los triples son tres nodos donde al
menos un nodo esta conectado a los otros dos. El factor 3 se refiere a que cada
triangulo colabora con al menos tres triples. Esta definicidon proviene de la
socilogia “fraccion de triples transitivos” [7].
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En el modelo Watts-Strogatz se puede calcular C'(p) partiendo de C(0). Los
vecinos de un cierto nodo i que estaban conectados entre si y al nodo i cuando
p = 0, lo siguen estando cuando p > 0 con una probabilidad (1 — p)3. Por esto, el
coeficiente de agrupamiento C’'(p) esta relacionado a C(0) de la siguiente forma:

C'(p) » (1 - p)*C(0) (3.18)

Barrat y Weigt mostraron que C'(p) y C(p) no difieren mucho cuando N es
suficientemente grande [7].

3.3.1.2 DISTRIBUCION DE GRADO

La distribucion de grado del modelo Watts-Strogatz unidimensional depende del
parametro p. Para p = 0, el grafo es regular y todos los nodos tienen el mismo
grado k, en este caso se tiene una distribucion de Dirac. Para valores de p >0y
puesto que solo un extremo de las aristas es reconectado, todos los nodos tienen
al menos K/2 conexiones. El grado de un nodo i puede ser expresado como la
suma de dos términos:

a; es el resultado de las reconexiones realizadas, la cual se puede dividir en dos
términos:

a; = a} + af (3.20)

a; < K/2 consiste en la posibilidad de que K/2 aristas pertenecientes al nodo i
no hayan sido reconectadas, esto se da con probabilidad 1 —p cada una. El
valor a? = a; — a] corresponde a las aristas que han sido reconectadas hacia el

nodo i, cada una con probabilidad - Las distribuciones que siguen a} y a? son
las siguientes:
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2 1 K_ 4
Pi(a}) = €y, (1 = p)atpz @ (3.21)

: Nt T (pk/2)d
Py (a?) = C" (—) (1——) o PRI k2 (3.22)

PNk/2 N a?!

Con estos dos resultados se puede expresar la distribucion de grado del modelo:

min(k—%,%) . (pK/z)k—g—n
n no>—n - 3.23
P(k) = ; Cg (1 —p)"p2 T pk/z (3.23)

Esta distribucion se asemeja a la de un grafo aleatorio, presenta un pico
pronunciado en el valor medio (k) = K y decae exponencialmente para valores
de k altos [7]. Ver fig. 3.9
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Fig. 3.9 Distribucion de grado de una red creada con el modelo Watts-Strogatz
unidimensional. N=1601 nodos y K=4, Pico pronunciado en (k) = 4.
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3.3.2 MODELO NEWMAN-WATTS (NW)

El modelo Watts-Strogatz presenta una dificultad, existe una probabilidad finita de
que una parte de la red se desconecte del resto. Eso hace que exista una
contribucién infinita a la longitud de camino, produciendo que la misma longitud de
camino promedio sea infinita. Una variante del modelo Watts-Strogatz ha sido
propesto por Newman y Watts (1999) que salva esta dificultad. En este modelo
nuevas conexiones son afadidas con probabilidad p de la misma manera que en
el modelo Watts- Strogatz, solo que ahora no se modifican las conexiones del
grafo regular (ver fig. 3.10). Es decir, las conexiones iniciales permanecen intactas
y nuevas conexiones son afiadidas aleatoriamente a la red [4,5].

El modelo Newman-Watts es equivalente al modelo Watts-Strogatz para
p pequefos [4,5], encontrandose la mayor diferencia para cuando p se acerca a 1.
Por otro lado, de la misma forma que en el modelo Watts-Strogat, el nUumero de
conexiones anadidas depende de las K aristas por nodo existentes en el grafo
regular. Se tiene que en promedio el numero de nuevas conexiones afiadidas es

Kp/2

Y el promedio de grado

(k) = K(1 +p) (3.24)

Fig. 3.10 a) Ejemplo de generaciéon de una red de mundo pequefio mediante el modelo
Newman-Watts. N = 16, K = 2. b) Generacion de unared N = 16 y K = 4.

En el caso bidimensional la adicion de conexiones sigue el mismo proceso que en
el modelo Watts-Strogatz sin eliminar las conexiones iniciales. La siguiente figura
ilustra el modelo a partir de una red bidimensional (ver fig. 3.11).
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Fig. 3.11 a) Ejemplo de generaciéon de una red de mundo pequefio mediante el modelo
Newman-Watts en una red bidimensional, K = 4 b) Ejemplo de una red bidimensional
regularcon K =12 .

3.3.3 MODELO KUPERMAN-ABRAMSON (KA)

El modelo Kuperman-Abramson es una generalizacion de los dos modelos
anteriores. Este modelo puede ser aplicado teniendo como base el modelo WS o
el modelo NW. Kuperman y Abramson proponen que las reconexiones (para
WS) o conexiones (para NW) sean gobernada por una distribucion de distancias

o~d™ (3.25)

Donde m es un parametro de la distribucion. Cuando m = 0 el modelo converge a
WS o NW (dependiendo si se realizaron reconexidbnes o se agregaron
conexiones). Si m —» o la red converge a una red regular. EI modelo KA crea
redes que también poseen cualidades de mundo pequefio y coeficientes de
agrupamiento altos.

El presente trabajo se enfoca en el modelo KA que toma como base el modelo
NW; en él nuevas conexiones son afiadidas al sistema sin eliminar las conexiones
del grafo regular. También la probabilidad de realizar una nueva conexién se toma
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como p =1, con el objeto de facilitar el modelo [6]. Entonces, al sistema se
agregan N conexiones (una por cada nodo) y ellas estan gobernadas por la
distribucion (3.25).

3.4 MODELO DE ISING EN REDES COMPLEJAS

El modelo de Ising ha sido estudiado brevemente en el capitulo Il con el objeto de
introducir los resultados fisicos de este modelo sobre redes regulares. La
expresion de la energia en el modelo de Ising depende de las interacciones de los
espines y estas interacciones dependen de la red en la que los espines estén
ubicados. Recordando el valor de la energia (2.53):

E=-— Z]ijSiSj
ij

Se puede interpretar a los valores de J;; como la existencia o no de una conexion
entre los espines i y j. Si J;; > 0, existe una conexion entre el espin i y el espin j
y si J;; = 0, no la hay. Esto define la topologia de una red de interaccion [8]. La

topologia esta completamente descrita con la matriz de transicion A, entonces
vamos a introducir la siguiente notacion para la energia del sistema:

E=— ) Jijsisj
Z: 7 (3.26)

Y silos J;; = ] distintos de cero, se tiene:

F =— S
/ Z o (3.27)

A

El modelo de Ising ha sido utilizado para representar a sistemas muy distintos a
los magnéticos. Modelos de propagacion de enfermedades, de rumores, modelos
simples de interacciones neuronales, sistemas de transportacion y muchos otros
se basan en el modelo de Ising. Particularmente, el modelo WS ha constituido una
herramienta para el estudio de estos sistemas [3,7,25].
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Trabajos tedricos y simulaciones computacionales se han realizado con el objeto
de estudiar al modelo de Ising sobre redes de mundo pequeio WS, obteniendo
resultados importantes. Barrat y Weigt (2000) estudiaron teéricamente el modelo
de Ising en redes WS originadas de redes unidimensionales [7,20]. Encontraron
que el sistema presenta transicion de fase tipo campo medio para cualquier valor
del parametro p > 0. Esto muestra que la topologia WS induce una transicion de
fase que no existia en el modelo unidimensional. Simulaciones computacionales
como las hechas por Pe kalski (2001) confirman estos resultados [21]. El modelo
de Ising sobre redes KA generadas a partir de una red unidimensional también ha
sido estudiado, mostrando que existe transicion de fase tipo teoria de campo
medio [24].

Herrero (2002) y Svenson y Johnston (2002) han realizado estudios numéricos en
redes WS desarrolladas sobre redes regulares en 2D y 3D [7, 22,25]. Para las
redes regulares en 2D y 3D se sabe que si existe transicion de fase a temperatura
distinta de cero; en las redes WS sobre redes de 2D y 3D, Herrero calcul6
numeéricamente los exponentes criticos, determinando que la nueva transicion
experimenta un comportamiento tipo teoria campo medio [22].
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CAPITULO 4.
SIMULACION DE MONTE CARLO Y SU APLICACION AL MODELO DE
ISING.

Desde el nacimiento de la computacion la posibilidad de realizar calculos
extensos ha ido incrementando. La fisica desde sus inicios se ha desarrollado
teniendo en cuenta dos ramas: la experimental y la tedrica, y puesto que la
computacion ha ganado espacio en muchos ambitos del desarrollo humano,
donde la fisica no ha sido la excepcién, la simulacién computacional se ha
convertido en una tercera rama a parte de las dos tradicionales [13,14].

En muchos problemas fisicos no siempre es posible encontrar la solucién analitica
al modelo tedrico, impidiendo ser comparado con el experimento. Cuando se
efectla una simulacion computacional lo que al fin y al cabo se esta haciendo es
realizar un “experimento” del cual se conoce y se controla todas las condiciones
fisicas del sistema. De antemano el conocimiento del hamiltoniano es aquel que
induce las simulaciones, asi que la comparacién de los resultados experimentales
con los computacionales permite verificar si la teoria describe la situacion real del
problema [14].

Otra caracteristica de las simulaciones, que hacen de ella una herramienta
importante, es que uno puede preparar sistemas que en el experimento son
dificiles de obtener, ya sea por la sensibilidad de algunas magnitudes o
simplemente porque no se dispone de los instrumentos lo suficientemente
precisos [13,14].

La simulacién computacional es una herramienta indispensable en el estudio de
las redes complejas. Las propiedades de las redes a estudiar, como ya se
observd en el capitulo anterior, dan realizacion a diferentes tipos de redes. Por
ejemplo, se pueden crear redes de mundo pequefio siguiendo los algoritmos de
los modelos WS, NW o KA, los cuales permiten simular computacionalmente la
estructura de una red de mundo pequefio. El modelo de Ising sobre estas redes
también puede ser estudiado ampliamente mediante simulacién computacional.

Dentro de las simulaciones computacionales el método de Monte Carlo es muy
utilizado, particularmente en problemas de la mecanica estadistica. Sobre la
transicion de fase del modelo de Ising se han obtenido muchos resultados
empleando este método y puesto que el presente trabajo tiene como objetivo
determinar la temperatura de transicion del Modelo de Ising en redes de mundo
pequefio, es necesario abordar la metodologia de las simulaciones de Monte
Carlo y la forma en que se encuentra la temperatura critica.
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4.1 METODO DE MONTE CARLO.

El método de Monte Carlo fue nombrado de esta manera en inspiracion a “la
capital de los juegos de azar’ el Principado de Monte Carlo, por Nicolas
Constantine Metropolis; fisico, matematico y computador cientifico quien trabajo
en el proyecto Manhatan. Con el desarrollo de las computadoras el método tomé
gran importancia, siendo usado como una herramienta de investigacion en el
desarrollo de la bomba atomica [16].

Los métodos de Monte Carlo son usados en muchos problemas que van desde la
integracion en muchas variables hasta problemas relacionados en la fisica,
quimica, medicina, etc. En cuanto a la fisica, el método de Monte Carlo se lo ha
usado para simular un proceso fisico directamente, es decir las ecuaciones del
movimiento no se utilizan en la simulacion. El uUnico requerimiento es que el
sistema esté descrito por funciones de distribucién de probabilidad FDP’s, en
cuanto los FDP’s estén determinadas, el método de Monte Carlo procede
generando numeros aleatorios que siguen las distribuciones de probabilidad (se
entendera por qué su nombre) [13,14].

Basicamente se necesitan efectuar muchas simulaciones que proporcionan varias
resultados congruentes con las distribuciones de probabilidad que describen el
sistema fisico. Los resultados importantes se los obtiene del promedio de todas
las realizaciones de cada simulacién. En algunos casos se puede estimar el error
y consecuentemente definir el numero de simulaciones de Monte Carlo que son
necesarias de efectuar para encontrarnos dentro del intervalo de error dado [16].

Como hemos mencionado, dentro de la estrategia de Monte Carlo se necesita
generar numeros aleatorios. Es por eso de gran importancia que la generacion de
nuameros aleatorios provenga de algoritmos que los generen de manera
adecuada.

Una de las aplicaciones donde se usa el Método de Monte Carlo es la
integracion, como ésta, algunas aplicaciones del método se exponen a
continuacion.

4.1.1 INTEGRACION SIMPLE POR MONTE CARLO.

Suponiendo que se quiere evaluar la siguiente integral:

1
I=| f(x)dx (4.1)
|
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Los métodos usuales de resolucidn numérica de esta integral tales como los de
Simpons o Taylor consisten en la evaluacion del integrando en valores
particulares x; en el intervalo [0,1]. En casos simples los valores de x son
escogidos de tal forma que estén igualmente espaciados.

Pues bien, el método de Integracion por Monte Carlo consiste en introducir la
aleatoriedad en el calculo, de tal forma que se escojan un total de N x;’s
aleatoriamente en el intervalo [0,1]. Inmediatamente la aproximacién de la integral
se reduce al valor promedio:

I~ zNz Fx) = NZE = F~ () (4.2)

Donde la varianza of:
of = Zf(xo —( Zf(m) (4.3)

Si para un N fijo se realiza M veces el proceso de obtener los promedios f se
tendra el valor medio :

D =25 () 44)

La varianza para estas medidas con M = N es:

N N 2
1 1 1
oh =1 (NZ ﬁ) ) - (WZ f(xi») (4.5)

i=1 i=1
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Separando el primer término del lado derecho de la ecuacion (4.5) en una suma
con i=j y otra con i# j. Ademas, asumiendo que en un largo numero de
medidas solamente los términos con i = j sobreviven, se tiene:

0_2

«F%«m=§ (4.6)

|~

O-I\le

El algoritmo para la integracion simple por Monte Carlo (muestreo simple) puede
resumirse en:

1. Elegir N puntos x; con distribuciéon uniforme en el intervalo [0.1].

2. Usar estos puntos para encontrar:

) =%iﬁ-
1 N
(F) =2 ) S

=1

3. Estimar el error calculando gy de tal forma que:

I~ () £J{f2) —(f)2)/N (4.7)

La cuestidon es como hacer que el error disminuya, en primera instancia aumentar
el numero de puntos N seria una opcion valida. La otra opcion es disminuir la
varianza de las f's, esto se logra con el llamado “muestreo por importancia”.



77

4.1.2 INTEGRACION POR MONTE CARLO MEJORADA (MUESTREO POR
IMPORTANCIA).

Témese en cuenta otra vez la integral de (4.1). Anteriormente se consider6
muestras de x tomadas uniformemente. Si la funcion f(x) presenta variaciones
grandes en la region de integracion es natural pensar que se deba tomar de la
muestra a puntos que aporten en mayor medida a la integral.

Considérese una funcién p(x) que se parezca a f(x) en cierta forma. Esto es, que
ambas funciones tengan un comportamiento similar, en el sentido de que p(x) sea
grande cuando f(x) lo sea y que sea pequefia cuando f(x) también lo sea.

Imponiendo la siguiente condicién a p(x):

b
j p(x)dx =1 (4.8)

Ademas, expresando la integral de la siguiente forma:

b b
f(x)
sz xX)dx = | —=p(x)dx 4.9
f@) O (4.9)
a a
Definiendo g(x) = % , con lo anterior p(x) se convierte en una densidad de
probabilidad.
La expresion (3.9) queda:
b
I = fg(x)p(x)dx (4.10)
a

La aproximacion de la integral puede ser calculada tomando como muestra a
puntos x; que siguen la densidad de probabilidad p(x):
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1
I~ <g)i\/—ﬁx/(g2)—<g2> (4.11)

Siendo
N N
@) =5 Y 9 =2 g 412)
g _Nl_lgxl _N'_lgl -

Por la forma en que se ha construido g, (g) se acerca con mayor precision al valor
de la integral que en la aproximacion (4.7)

413 SIMULACION DE MONTE CARLO DE DOS SISTEMAS FiSICOS
ILUSTRATIVOS.

El desarrollo anterior ha introducido la técnica de Monte Carlo en el problema de
resolucion numérica de integrales. Ahora, lo siguiente se enfoca al desarrollo de
Monte Carlo en dos sistemas fisicos: Particulas encerradas en una caja y
Decaimiento radiactivo.

Particulas encerradas en una caja.

Considérese el sistema fisico de un conjunto de N particulas encerradas en una
caja, la misma posee una divisibn que la separa en dos volumenes iguales. A
t = 0 existen n;, = N particulas al lado izquierdo y el lado derecho esta vacio,
ng = N —n;,; = 0. Existe un orificio pequefio en la pared que divide los
volumenes, permitiendo que una particula atraviese el orificio por unidad de
tiempo. Después de un tiempo la cantidad de particulas en ambos lados sera
aproximadamente igual a N/2.

La probabilidad de que cualquier particula atraviese al lado derecho durante un

H Niz
paso de tiempo es p = -

Para este problema el algoritmo de Monte Carlo consiste en:

1. Fijar el numero N de particulas del experimento.

2. Realizar un lazo con un numero de iteraciones mayor al numero de
particulas.

3. Para cada paso de tiempo t comparar el valor de un numero aleatorio
u € [0,1] con la probabilidad p.



79

4. Siu < p, una particula del lado izquierdo debe moverse al derecho.
Ny, =n;; — 1 Y Ngr = Ngr +1

5. Finalizar el lazo.

En el equilibrio existen fluctuaciones que se puede medir con la desviacion
estandar:

0% = |n2) - (n;,)? (4.13)

El problema posee solucion analitica y es enunciada a continuaciéon para poder
compararla con la simulacién realizada en Matlab con N = 1000 particulas. Ver
fig. 4.1

Si n;,(t) es el numero de particulas que se encuentran en el lado izquierdo al
tiempo t, el cambio en n;,(t) en el intervalo de tiempo At es:

_ N —n;, (1) N (t)
Aniz—( s >At (4.14)

Tomando el limite cuando At — 0:

dniz (t) 1 2n;,(t)

4.15
dt N ( )

Cuya solucién remplazando la condicion inicial n;,(0) = N es:

n;, (t) =g(1+e_2t/’v) (4.16)
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Figura 4.1. Numero de particulas n;, en el lado izquierdo de la caja en funcién del tiempo
con N = 1000. Resultado de la simulacion y el resultado analitico.

Decaimiento radioactivo.

La ley de decaimiento radioactivo describe el numero de nucleos inestables que
en el tiempo t aun no se han desintegrado. Considérese al tiempo t =0 una
cantidad N de nucleos inestables. La probabilidad p de que un nucleo decaiga en
un intervalo de tiempo At es proporcional a dicho intervalo, es decir p « At. La
constante de proporcionalidad se la conoce como tasa de decaimiento y se
denota por A. En un intervalo de tiempo At se habran desintegrado NAAt nucleos
y el numero de nucleos que aun no decaen se veran disminuidos en:

AN = —NAAt (4.17)

Tomando el limite cuando At — «, se tiene la siguiente ecuacioén diferencial:

av _ 4.18
~ Adt (4.18)

La solucién, conociendo que N(0) = N,, es:
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N = Nye (4.19)

El tiempo de vida media t,,, se define como el tiempo en el que la mitad de los

nucleos han decaido y es igual a:

In2

La ley de decaimiento radioactivo puede ser simulada mediante Monte Carlo (Ver
Fig. 4.2). El algoritmo es el siguiente:

1.

Fijar el numero N, de nucleos radioactivos, el valor de 1y el intervalo de
tiempo a simular.

Para cada paso de tiempo t realizar un lazo con el numero de iteraciones
igual al numero de nucleos que no decaen todavia.

Comparar un numero aleatorio u € [0,1] con A. Si u < A, disminuir el
numero de nucleos radiactivos en uno.

Cerrar el lazo.

Terminar para el tiempo donde el numero de nucleos que no han decaido
sea igual a diez.
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Fig. 4.2. Numero de nucleos radiactivos N en funcion del tiempo t con N, = 1000 y
A = 0.032. Gréficas de resultado de la simulacion y del resultado analitico.

4.2 LA ECUACION DE DIFUSION.

Desde hace mucho tiempo se han estudiado sistemas fisicos sujetos a influencias
aleatorias del ambiente. Considérese el famoso suceso donde el Botanico inglés
observd el movimiento de particulas de polen en el agua, llamado movimiento
Browniano, fue Albert Eintein quien realiz6 un analisis estadistico de tal
fendmeno. [16].

Toédmese en cuenta un conjunto de particulas que no interactuan y que efectuan
movimientos Brownianos sobre el eje x. Se define a w(x,t)dx como la
probabilidad de encontrar a un numero determinado de particulas entre x y x + dx
a un tiempo t. De acuerdo a evidencias experimentales se ha encontrado que el
flujo de particulas j(x,t) es proporcional al gradiente w(x, t).

dw(x,t)

= (4.21)

j(x,t) = —-D

La constante de proporcionalidad D es conocida como constante de difusion.
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Puesto que la cantidad de particulas se conserva:

dj(x,t)  Odw(x,t)

4.22
0x at ( )

(4.21) y (4.22) dan realizacién a la ecuacion de difusién:

2
dw(x,t) __p 0“w(x,t) (4.23)
ot 0%x

Por otro lado se puede calcular algunos valores medios:
(x(1)) =f xw(x, t)dx (4.24)
(x2(t)) =f x? w(x, t)dx (4.25)

Inmediatamente se tiene la varianza o2 = (x2(t)) — (x(t))?

Pero considerando que w(x,t) es una funcién de densidad de probabilidad, su
integral debe ser 1:

f w(x,t)dx =1 (4.26)
Esto impone las siguientes restricciones sobre w(x, t) y sus derivadas:

0"w(x,t)

te,t) =0,
(£ 1) ox™

(x= =)= 0 (4.27)

Usando estas restricciones y mediante la relacion 4.19 se llega a:
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o(x(t))
=0 (4.28)

Resultado que indica que (x(t)) no cambia respecto al tiempo. Si se toma la
posicion inicial x(0)=0, entonces el valor medio (x(t)) permanecera en cero.

2 -]
_a<xa(§) b= [T x2 —aw(’;’t) dx, he integrando por partes se

Usando (4.25) se tiene que 5

obtiene:

2 (o]
a(’;(;) ) = —Dxw(x = +=,t) + ZDJ w(x, t)dx = 2D (4.29)

Obteniendo la varianza:

(x2(t)) — (x(t))? = 2Dt (4.30)

Y el desplazamiento cuadratico medio es:

V2Dt. (4.31)

4.3 PROBLEMA DE CAMINO ALEATORIO EN UNA DIMENSION.

Consideremos una particula sujeta a moverse en el eje x que puede efectuar
movimientos discretos tanto a la derecha como a la izquierda. La longitud de
cada paso es [, después de N movimientos la particula se encontrara en la
posicidon ml, con - N < m < N. Del total de pasos que la particula ha hecho, n;,
es el numero de pasos que ha realizado hacia la izquierda y ng,- es el numero de
pasos efectuados a la derecha, evidentemente

N = n;, + ng,. (4.32)

El valor de m es
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m=ng, — Ny (4.33)

La probabilidad Wy (n;,)de que la particula tome n,;, a la izquierda y ny,- pasos a
la derecha es

Wy(ni) = - ptizqhar (4.34)

iz! ndr!

Donde p es la probabilidad de que la particula de un paso a su derecha y q la
probabilidad de que la particula se mueva hacia la izquierda. La funciéon de
probabilidad en (4.34) es conocida como distribucion binomial.

Mediante la funcion de probabilidad (4.34) se obtienen los siguientes valores
medios:

n, = Ngq (4.35)
g, = Np (4.36)

Puesto que m se relaciona a ng,- y n;, segun (4.33), el valor medio de m esta
dado por:

M =MNg —N; =N{p—q) (4.37)

De la misma manera se puede obtener la dispersion (Ang,)? = ng, 2 — g, >

(Ang)? = Npq (4.38)

4.4 CADENAS DE MARKOV (RELACION ENTRE LOS CAMINOS
ALEATORIOS Y LA DIFUSION).

El proceso fisico de la difusion y el problema unidimensional de camino aleatorio
estan relacionados de una forma muy cercana. Recurriendo a un proceso
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estocastico (aleatorio) llamado cadenas de Markov se relacionan los dos
problemas, llegando a establecer que la difusion es la manifestacion continua de
un camino aleatorio discreto.

Considérese un sistema que puede encontrarse en diferentes estados C;. Por
ejemplo en el caso de las integrales cada estado corresponde a los distintos
valores de x. En un sistema de espines cada estado C; corresponde al conjunto
de valores de los espines C; = {s,}. A un proceso discreto de una sucesion de
estados que son generados en forma aleatoria, donde cada estado futuro
depende tan solo del estado presente, se lo conoce como una cadena de Markov.

En el camino aleatorio tanto el tiempo como el espacio han sido discretizados. La
particula puede moverse a izquierda o a derecha en longitudes de tamario [. Cada
posicidon en un tiempo t + 1 depende tan solo de la posicion en el tiempo ¢, y
ademas la nueva posicién en t + 1 es generada en forma estocastica. El camino
aleatorio puede ser visto como una cadena de Markov.

En el camino aleatorio, la particula se encuentra en una posicién x = ml a un
tiempo determinado ¢, a t + 1 la particula se ha desplazado a x = nl. La funcién
de distribucidon de probabilidad a t=0 estda dado por w,(t=0), con m
representando la posicion en términos de [. Esta funcidén es analoga a w(x,t) en
el cado del proceso de difusion.

Para el proceso de Markov se tiene la probabilidad de transiciéon de la posicion
x = ml ala posicion x = nl dada por:

JEN

Wiy(e) = W(ml —nl, e>={5 st fm—n|=1 (4.39)
0 sinoloes

En la probabilidad de transicién anterior se ha definido la discretizaciéon del tiempo
de tal forma que el intervalo entre dos tiempos inmediatos tenga el valor de e.

La nueva distribucidon de probabilidad, en m y n respectivamente, estan
relacionadas a través de la probabilidad de transicion:

wy(t =€) =W(m - n)w,(t =0) (4.40)
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Tanto w como W son funciones de probabilidad y por tanto deben cumplir con la
condicion de normalizacion:

zwn(t) =1 (4.41)

Z Wim-n)=1 (4.42)

La evolucion de la funcidbn de probabilidad w después de un tiempo t = ne
depende de todas las posiciones posibles en las que pudo estara t = 0. Se tiene:

wiltn) = ) Wiy(t) 0;(0) (4.43)
J

Esta claro que para llegar al tiempo t = ne es necesario aplicar la probabilidad de
transicion n veces:

W;j(tn) = Wij(ne) = W(l — jl,ne) = (W"(€));; (4.44)

Remplazando (4.43) en (4.44) se obtiene:

wine) = ) (W(©), ;(0) (4.45)
J

De la misma se puede asignar a i como el indice de las filas en una matriz y j
como el indice de sus columnas, obteniendo:

w(ne) = W"(e)w(0) (4.46)

Donde w y W son matrices.

La matriz W es la suma de dos matrices:
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1
W==(+D) (4.47)
Siendo:

(4.48)

~

I
Soco o
cocor
ocor o
oS or o
oroo
R oo o
ococo o

Esta es una ilustracion puesto que las matrices W, I y D son infinitas porque estan
relacionadas al espacio en el que se desplaza la particula. También como se
puede ver D y I cumplen la siguiente condicion:

ID=1 (4.49)

Siendo 1 la matriz identidad.

Elevando la matriz W a la potencia n se obtiene:

n n
1 n 1
n _ n—-2k _
w ("6)_znz(k)L _znz

(”) R2k-n (4.50)

Donde hemos usado la formula del binomio. Como R} = &; (jym) Y Lij = S(i+m),; -

1 n
W(il — jl,ne) = 2n<§(n+i—j)>'|‘ jIsn (4.51)

0 ,paraotros casos

Si la posicion inicial de la particula es x(0) =0 entonces la funcién de
probabilidad w at = 0 se define como:

w;(0) = &; (4.52)

Usando (4.45) y (4.51):
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n

1
w;(ne) = Z(Wn(e))i]. wj(o) = ZZ_"<% (n+i —j)) Sj,0 (4.53)
J J

Evidentemente el unico sumando que aporta con un valor distinto de cero es j =
0. Asi:

1/ n
wi(ne) = 2—n<§ (n + i)) (4.54)

Segun la relacion de recursion del binomio se tiene:
n+1 n n
—(1 1
(%(n+1+i)>_(E(n+1+i)>+<§(n+i)—1> (4.59)

Puesto que x = il,t = ne y w(x,t) = w(il,ne) = w;(ne), de (4.54) y (4.55) se tiene:

1 1
w(x,t+e€) =Ew(x+l,t)zw(x—l,t) (4.56)

La ecuacion (4.56) es equivalente a la siguiente:

wxt+e)—wkxt) P ol+lt)—20kt)+olx—11t)

_r 4.57
) — 12 (4.57)
—a“’a(f’t) puede ser aproximado de la siguiente manera:

do(x,t) wlot+e)—wlnt) (4.58)

ot €

De la misma forma:

, ~ _
(1) o+l 200 +oE-1L1 (4.59)
0x2 12
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Tomando los limites I - 0y € = 0 en (4.59) y definiendo a g como D, se llega a la

2%w(x,t)
02%x

ow(xt) _

D

ecuacion , que es la ecuacion de difusion (4.18).

4.5 MUESTREO SIMPLE Y MUESTREO POR IMPORTANCIA, UN ENFOQUE
AL METODO DE MONTE CARLO EN FiSICA ESTADISTICA.

En las secciones 4.1.1 y 4.1.2 el método de Monte Carlo fue usado para
aproximar una integral. Se expusieron dos formas de aproximarla, una simple en
la que los numeros donde se evalua la funcién son tomados sin importar cuanto
aportan al resultado y la segunda tomando los valores de acuerdo a su
‘importancia” en el calculo.

En el caso de la Fisica Estadistica lo que interesa es calcular los valores medios
de las magnitudes fisicas. Por ejemplo, en el caso de un sistema descrito por el
ensamble canénico y cuyos microestados de manera general forman un continuo,
el valor medio de una magnitud A es:

(A)r = %f A(x)exp (—H(x)/kgT) dx (4.60)

Siendo Z la funcién de particion:

Z = fexp (=H(x)/kgT)dx (4.61)

La idea del Método de Monte Carlo es aproximar la solucion exacta de (4.60)
tomando un subconjunto de puntos {x;, x,, ..., X3y} como en el caso de integracién
simple por Monte Carlo [16]. Como ya se mencion0, este muestreo es conocido
como Muestreo simple. Asi, el calculo de la aproximacién de (A4) se reduce a una
simple sumatoria:

iz1 ACx)exp (—H(x;)/kgT)
Zitiexp (—H(x)/ksT)

(A)y ~ (4.62)

Para el caso de sistemas con grados de libertad discretos, como es el caso del
modelo de Ising, la expresion (4.60) ya es una sumatoria, entonces la misma se
reduce a un subconjunto de los estados posibles [13,14,16].
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Para estimar (4.60) mediante muestreo por importancia, se debe seleccionar los
puntos x; de acuerdo a una probabilidad P (x):

Yit1 Alxy) exp(—H (x;)/kpT) /P (x;)

~ 4.63
Wr = TS exp (—HG ke T) /PG (469
Es natural elegir la funcion P(x) tal que P(x;) « exp (—E(x;)/kgT):
1 M
(A)y ~ MZ A(x) (4.64)

Es necesario encontrar un método para realizar este muestreo por importancia,
la respuesta esta encerrada en los procesos de Markov. Segun Metropolis et al. la
idea es construir un proceso de Markov donde cada estado x;,; es construido
aleatoriamente y en dependencia de tan solo el estado anterior x; [8], para ello se
hace uso de una probabilidad de transicion W (x; — x;,,), tal como se menciono
en la seccion 4.1.6. En limite i — «, la funcion de distribucién P(x;) de los estados
generados por el proceso deberan tender a la distribucién de equilibrio [13,14,16]

H(x;)
KT

P(x;) = %exp (— ) (4.65)

La condicion suficiente para que ello suceda es imponer el principio de Balance
Detallado [6,8], la cual consiste en:

Pxp)W(i —j) = P(xj)W(j - 10) (4.66)

De la cual obtenemos:

w@i-j)  Px) (4.67)
W@ -0 PCx) '

Y usando la distribucion de Boltzman (4.69):
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W@i-j) AH

WGoh exp (— kB_T) (4.68)

Esta relacion depende tan solo del cambio de energia AH = H(x;) — H(x;).

Hasta el momento no se ha dado a conocer explicitamente la forma de W, tan
sblo se sabe que ella debe cumplir con la condicién del Balance Detallado. Es
decir la funcion W no esta definida univocamente, por lo que existen muchas
maneras de definirla de tal forma que cumpla con (4.66). Una de ellas es la
siguiente:

! < AH) I AH >0
TSexp KT , Si
1

T—, en caso contrario
S

W(xi - xj) = (4.69)

Siendo T una constante de tiempo usada para convertir la probabilidad de
transicion del método de Metropolis en una probabilidad de transicion por unidad
de tiempo.

Esta ultima expresion satisface la condicion (4.66) y en definitiva (4.68). Se puede
ver que la secuencia de estados x; generada por (4.69) tiene la propiedad que su
distribucion de probabilidad converge a (4.65). Una forma de probarlo es
considerar un largo numero de cadenas de Markov generadas en paralelo por
(4.69). En un tiempo dado existiran N, sistemas, entre las diferentes cadenas, en
el estado r, N; sistemas en el estado s y asi por el estilo. Suponiendo que
H(x,) < H(x;). Como ya se ha discutido, se puede lograr un paso del estado r al
estado s, analizando la probabilidad de transicibn W y anulando el cambio de
energia AH, se tiene que la probabilidad de transicion para este movimiento
deberia ser simétrica: Wyy—o(x, = x5) = Wyy—o(xs = x,). Con esta probabilidad
se puede construir la probabilidad de transicién que cumpla (4.72). Esto es:

AH

&)

H(xs - xr)
kT ) Y

W (x, = x5) = Waggmo (e = x5) exp (-
= Wapi=oty = x5) exp (—

(4.70)
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W(xs - xr) = WAH:O(xs - xr)

El numero esperado de transiciones N(r — s) desde el estado r hacia el estado
s es:

N(r - s) = NW(x, - x)

H(x; — x,)
= NrWAHzo(xr - xs) €xp <_ #> y

kT

4.71)
N(S - T') = NsW(xs - xr) = NSWAH=O(xS - xr)

Obteniendo el valor neto de transiciones del estado r al estado s:

AN(r »s)=N(r->s)—N(s->r)

j exp(=H(xs)kgT) N
= NTWAH=0(XT - Xs) (exp(—H(xs)kBT) B N_r> (4.72)

e L . ., N
La ultima expresién indica claramente que para que AN(r — s) > 0, la relaciéon N—S

r

tiene que ser mas grande que el radio de las probabilidades canénicas, pero N—S

r

seguira decreciendo en funcion de las relaciones de las probabilidades canonicas
. . P . .z N
y lo hara mientras sea mayor que ella. Ademas si AN(r - s) < 0, la relacion N—S

T

. , ~ . . ;. N
tiene que ser mas pequefa que el radio de las probabilidades candnicas, pero N—S

T

seguira creciendo en funcion de las relaciones de las probabilidades canonicas y
lo hara mientras sea menor que ella. Esto indica que la distribucién candnica es
alcanzada con un numero grande de cadenas de Markov. En la practica no es
necesario formar un conjunto paralelo de cadenas de Markov sino tan sélo una lo
suficientemente larga [13,14].

4.6 ALGORITMO DE METROPOLIS

Si se analiza un sistema con un numero grande pero finito de grados de libertad,
como en el modelo de Ising, cada estado esta definido por la configuracion de
espines que posea el sistema. Si el sistema se encuentra en un estado r, la
transicion a otro estado, dentro de la simulacion de Monte Carlo, depende de la
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eleccidon de un espin en la red que sera modificado y que podria llevar a un
cambio en la energia del sistema.

La funcién de transicion W,,_,(r — s) que es a priori al cambio de energia, puede
ser vista como la probabilidad de elegir al espin en la red cuyo cambio de
orientacion lleve al estado s, esta probabilidad debe ser simétrica y debe ser la
misma para todas las elecciones posibles. Si se tienen N espines en la red

entonces Wyy—o(r — s) =%. Donde se ha prescindido de las x, porque los

estados del sistema son discretos. De la misma manera se adopta la notacion
de E para el valor de energia y no de H como en el caso continuo [6,8].

El parrafo anterior muestra una manera de obtener la probabilidad de transicion
(4.73) y es la que da origen al llamado algoritmo de Metropolis.

El algoritmo de Metropolis se desarrolla de la siguiente manera:

1. Establecer una energia inicial del sistema E|,

2. Establecer un cambio aleatorio del estado del sistema (en el caso del
modelo de Ising un cambio de estado seria el cambiar la orientacion de un
espin escogido aleatoriamente en la red).

3. Calcular la nueva energia del sistema E, y la variacion de la energia
AE = E, —E,.

4. SiAE < 0, aceptar el nuevo estado del sistema.

5. Si AE > 0, generar un numero aleatorio u entre 0 y 1.

6. Si u < exp(-AE/k,T) aceptar el nuevo estado, si no, mantener el estado
anterior.

7. Repetir los pasos 2-6 a efecto de generar una gran cantidad de estados del
sistema.

8. Para la secuencia de valores producidos en la cadena de Markov calcular
los valores medios de las magnitudes fisicas de interés.

4.6.1 ALGORITMO DE METROPOLIS PARA EL MODELO DE ISING.

En el capitulo Il se introdujo el modelo de Ising y algunos de sus resultados. Ahi
se describieron los modelos de Ising en una y dos dimensiones. Ambos modelos
tienen solucion analitica y las magnitudes fisicas pueden ser calculadas
exactamente. Sin embargo, el modelo de Ising en tres dimensiones ya no tiene
solucion analitica y si la topologia de la red es establecida de tal forma que no sea
una red regular el calculo de la funcién de particién se vuelve complicado y en
algunos casos imposible.
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Es importante conocer la metodologia usada para simular el modelo de Ising en
redes regulares y ver su eficacia al compararla con los resultados exactos. El
interés es aplicar esta metodologia a las redes de mundo pequefio y para ello es
fundamental describir el algoritmo de Metropolis usado en el modelo de Ising.

Basicamente el algoritmo de Metropolis para el modelo de Ising seguira el
lineamiento general propuesto en la seccién anterior. Lo que falta por especificar
es como establecer el cambio aleatorio de los estados del sistema, es decir el
punto 2 del algoritmo de Metrépolis.

Partiendo del hecho de que el sistema descrito por el modelo de Ising sigue la
distribucion candnica, la probabilidad de encontrar al sistema en un estado s esta
dada por:

p - (4.73)

’ 1 , .
Recuérdese que 8 = — ,que la energia del estado s del sistema es E; y Z es la
B

funcién de particion.

El algoritmo de Metropolis usado para la simulacién del modelo de Ising queda de
la siguiente forma:

1. Establecer una configuracién inicial del sistema. Por ejemplo el sistema a

una temperatura infinita, donde los espines en la red estan configurados

aleatoriamente.

Seleccionar aleatoriamente un nodo en la red y tomar su respectivo espin.

Cambiar la direccion del espin y calcular el cambio de energia AE.

Si AE < 0 aceptar el cambio en el espin.

Si AE > 0, generar un numero aleatorio u entre 0 y 1.

Si u < —exp(AE /k,T) aceptar el nuevo estado, si no mantener el estado

anterior del sistema.

9. Repetir los pasos anteriores a efecto de generar una gran cantidad de
estados del sistema.

o0k wN

Las magnitudes fisicas se obtienen promediando sobre los estados generados.
Sin embargo, se debe esperar a que el sistema alcance el equilibrio y borre de su
“‘memoria” el estado inicial que se ha determinado para la simulacion.

Es necesario definir una medida para el tiempo de Monte Carlo. Esta medida se
toma como un paso de Monte Carlo por espin (PMC/espin). Un PMC/espin
corresponde a considerar en promedio a todos los espines una sola vez. Para el
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Algoritmo de Metrépolis usado en un sistema de N espines, un PMC/espin
corresponde a la consideracidén de N espines elegidos aleatoriamente. [13,14].

4.6.2 ALGORITMO DE METROPOLIS PARA EL MODELO DE ISING
CONSIDERANDO VARIOS ESPINES POR ITERACION.

El algoritmo de metrépolis anterior en cada iteracién toma un solo espin para ser
analizado. Un lenguaje computacional matricial permite facilmente tomar todos los
espines del sistema en lugar de elegir un espin en cada iteracién. Sin embargo, al
considerar todos los espines al mismo tiempo se produce una oscilacion entre los
microestados posibles y el sistema no evoluciona coherentemente con la funcion
de particion [17].

Se puede utilizar la ventaja matricial de ciertos lenguajes, como matlab, en virtud
de optimizar el tiempo computacional, explorando todos los sitios en cada
iteracion y para evitar la oscilaciones indeseadas se debe multiplicar la
probabilidad de transicién por un factor T; menor a uno y mayor que cero, de la
siguiente forma

Tr AH ]
{—exp(—m),m AH >0

(4.74)

= en caso contrario

Esta variante del algoritmo de metropolis emula la dinamica real donde todos los
espines en la red tienen la misma posibilidad de fluctuar. Si bien, no todos los
espines que minimizan la energia, inmediatamente cambian de direccion, muchos
lo hacen al mismo tiempo porque no existe ninguna restriccion [17].

4.7 ERROR ESTADISTICO EN LA SIMULACION DE MONTE CARLO DEL
MODELO DE ISING.

Supébngase que se han guardado sucesivamente n observaciones A, de una
magnitud A. El valor esperado del cuadrado del error estadistico es:

2

1 n
(62 = <[;Z(Au Fun))




97

1 n 2 n n
((BAY) =D (Au= (DD +5 > > (A A =42 (475)
u=1

Ui=1 U2=Uz+1

Cambiando el indice de sumatoria u, a u; + u:

1
(%) =~

. u
(42) = Ay + 2 Z (1-2) (o) - 4| 476)

A un tiempo t, = 6tu se obtiene la observacién u, donde 6t es el intervalo de
tiempo entre dos observaciones sucesivas, es recomendable tomar 6t = Ty (Un
paso de Monte Carlo por espin).

Transformando la sumatoria de (4.76) en una integral y eliminando el subindice u
de t,, se obtiene

1 1 [t
((84)*) =~ [<A2> —(A)? + z—fo (1 - ti) [(A0)A(t)) - <A>2]dtl

ot
1 1 (i t\ (A(0)A(t)) — (A)?
((64)%) =~ (A7) — () [1 r2g ) (1 _E) = dtl (4.77)
Se define a ¢,(t) como la funcién de correlacién
(A(D)A(D)) — (4)? 4.78)

Pa(t) = (A7) — (A)?

La funcién ¢4 es cuando t = 0 y cae a cero cuando t — c. Asumiendo que ¢, ya
ha caido muy cerca de cero para un tiempo T,,,,- , llamado tiempo de correlacion
o tiempo de relajacion. Se asume que este tiempo existe y es:

Teorr = food)A(t)dt (4.79)
0
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¢, difiere de cero notablemente sélo para valores de t < t,,, por lo que el término

ti de (4.77) puede ser despreciado y si se cambia el limite superior de la

integracion por oo, la relacion (4.77) queda:

(64 = (%) - () (1 + 222 (4.80)

Este es el error del muestreo del observable A. Si 6t >» T,,, el error puede ser
aproximado como se calcul6 en (4.12) para muestras estadisticamente
independientes:

1
((64)%) = —({4%) = (4)") (4.81)
4.8 EFECTOS DEL TAMANO FINITO

En el capitulo Il se mencion6 que una transicion de fase de segundo orden
presenta divergencias en las segundas derivadas de la energia libre.
Matematicamente tales divergencias existen uUnicamente para sistemas de
tamano infinito ya que si el sistema posee tamano finito la funcion de particion es
calculada sobre un conjunto finito de estados posibles, en tal caso, nunca se
podria obtener una divergencia. En definitiva, las transiciones de fase incluidas las
de primer orden, solo existen en un sistema infinito, esto es, en el limite
termodinamico [9,13,14].

Los sistemas reales aunque tienen un nimero de particulas muy grande (~1023)
no son infinitos, esto quiere decir que estrictamente hablando desde el formalismo
matematico de la Mecanica Estadistica, los sistemas reales tampoco presentan
transicion de fase. Sin embargo, esta descripcion formal permite obtener
resultados muy cercanos a los del fenbmeno real.

4.8.1 TEORIA DE ESCALAMIENTO FINITO.

En primera instancia se puede pensar que la posibilidad de realizar simulaciones
tan sélo para sistemas finitos sea un inconveniente, sin embargo, de acuerdo a la
teoria de tamafio finito (Fisher, 1971; Privman, 1990; Binder, 1992) la parte
singular (singular en limite termodinamico) de la energia libre puede ser descrita
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por un ansatz de escalamiento, similarmente al escalamiento propuesto para la
energia libre con las variables Ty H (capitulo IlI) [13,14].  Asumiendo
homogeneidad con respectoa Ty L, tenemos

(2-a)

F(LT) = L™ v F(elv) (4.82)

Tomando las derivadas apropiadas de F y considerando un segundo argumento

HL v en la funciéon de escalamiento F y luego haciendo H = 0 se encuentra que
las magnitudes fisicas siguen las siguientes formas de escala:

B 1
m = L v (m) (4.83)
o= b (E L%) (4.84)
C = L_%f <6L%> (4.85)

Donde han sido utilizadas las respectivas leyes de escala mostradas en el
capitulo II.

En el punto critico las funciones i, ¥ y C toman valores independientes del
tamano del sistema, obteniendo:

o Lo (4.86)
yo il (4.87)
Col-d (4.88)

Ellas pueden ser usadas para obtener algunas relaciones entre los exponentes
criticos. Por ejemplo, usando (4.87) se tiene que logy = %logL + C, donde C es
una constante que depende de la constante de proporcionalidad en (4.87), con

esta relacibn mediante los distintos valores de y obtenidos en simulaciones para
diferentes tamanos (de redes en el caso del modelo de Ising) se puede obtener la

relacion £ .
%
4.8.2 CUMULANTE DE BINDER.
Mediante el analisis de los momentos de probabilidades de un orden superior a

los analizados hasta ahora se puede obtener mas informacion de fendmeno
critico. Un método efectivo es analizar el cumulante reducido de cuarto orden o
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cumulante de Binder (Binder, 1981) [13,14,19] . Para el modelo de Ising donde los
momentos impares desaparecen por simetria, el cumulante de Binder se reduce
a:

3 (m*)
Up=1-30 5 (4.89)

La probabilidad de que la magnetizacion tome el valor m para una red de lado L
es P,(m), la cual para T >T. se convierte en una distribucion Gaussiana
centrada en cero, siendo el cumulante de binder cero (el cumulante de binder de
una gaussiana es cero). Para T < T,, P,(m) forma dos Gaussianas centradas en

m, y -m,, de la forma:

PL(m)=% {exp[ (m+m°) [ (m _mO) } (4.90)

Donde C = (2ma?)~1/2, la constante de normalizacion.

En el limite L - o, P,(m) tiende a dos deltas de Dirac:

PLm) ~ 5 80m = my) +56(m +my) @.91)

Calculando (m?)y (m*) con (4.90):

(m?) = J m?P,(m) = ¢ + m (4.92)

(4.93)
(m*) = f m*P,(m) = 30* + 66*m& + m;

— 00

Permiten calcular el cumulante de Binder:

U =1 (m*) . 36* + 60%m5 + mg
77 3(m2y2 3(0% + md)? (4.94)

Cuando L5, 050y UL—>§ . Notar que o —» 0 es equivalente a utilizar
directamente la distribucion (4.91).
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Entonces, se obtienen dos puntos, llamados puntos fijos triviales: U* = 0 que es
elpuntofijoT =0y U* = g conocido como el punto fijo T = 0.

Por otro lado, se espera que los momentos de la magnetizacion tengan un
comportamiento similar a (4.83) [13,14], esto es:

m® = L‘%m(n)(eﬁ) (4.95)

Usando (4.95) obtenemos que U, tiene la siguiente forma de escalamiento:

U = U(elv) (4.96)

YenT,:

U=U(0) (4.97)

Que no depende del tamafo de la red y puede ser usado para estimar la
temperatura critica graficando varios U,'s correspondientes a tamafios distintos de
redes, obteniéndola a partir de la interseccion de todas las curvas. Al valor donde
existe la interseccion se lo conoce como punto fijo no trivial T = T,[18].

La expresion (4.96) permite estimar el valor del exponente critico v. Si se grafica

1
los datos de U, de distintos tamafios de redes versus €Lv, se puede variar v
hasta lograr el mejor colapso de todas las curvas, cuando ello se logre se habra
hallado una buena estimacién de v.

4.8.3 ESCALAMIENTO DE TAMANO FINITO POR ENCIMA DE LA
DIMENSION CRITICA SUPERIOR.

Una dimension critica es aquella dimensién donde el caracter de la transicion
cambia. Por debajo de la dimension critica inferior no existe transicion de fase y
por encima de la dimensidén critica superior los exponentes criticos toman los
mismos valores que la teoria de campo medio [9,13,14].

Una consecuencia del cambio del caracter de la transicion es que sobre la
dimensidén critica superior la igualdad de Josephson (hiperescala) ya no se
cumple, en el caso del modelo de Ising la dimensién critica superior es d,. = 4.
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Para dimensiones d > 4 la transicion de fase exhibe los mismos exponentes
criticos que la teoria de campo medio [9,13,14] .

En el caso de la teoria de escalamiento finito anteriormente teniamos que (4.82)
representa una homogeneidad sobre el lado de la red L, por ejemplo, para una
red bidimensional (d = 2) con N nodos, L = N'/? y (4.81) se puede expresar asi:

_(C-a) _ 1 _(2-a) _ 1
F(LT)=N"a F<6NdV) N F(GNZV) (4.98)

Sin embargo se ha visto que esta relacion de homogeneidad no se cumple para
d > 4.

Para encontrar las formas de escalamiento para redes que pueden ser vistas
como objetos de dimensién infinita d — o (por ejemplo redes de mundo pequeio)
Los trabajos mostrados en la Ref. [19,25] proponen introducir una definicion
nueva &, = “volumen de correlacion” la cual es una generalizacidén de la longitud
de correlacion &. Se tiene que &,~&9¢/, donde def es una dimension efectiva, la
cual proporciona el caracter de la transicién, siendo def <d.. Es coherente
pensar que ¢, debe decaer junto al punto critico de la siguiente forma:

Sv~IT = Tel” (4.99)

Por consiguiente, la expresion (4.98) para redes donde la dimension puede ser
vista como infinita queda:

@2-a) _ 1 (2-a) _ 1
F(L,T)=N derF(ENder)=N_ v F(ENﬁ) (4100)

Encontrando las formas de escalamiento siguientes

B 1

m = N~ (dﬁ) (4.101)
4= bz EN%) (4.102)
- <€N%> (4.103)
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U - ﬁ<eN%) (4.104)

Que son similares a las formas de escalamiento para d < 4 salvo por usar v en
lugar de v y el numero de nodos N en lugar de L. Bajo estas consideraciones el
procedimiento para estimar los exponentes criticos del modelo de Ising sobre
redes de mundo pequefio debe utilizar las formas de escala (4.101 - 4.104) y la
igualdad de hiperescala con la dimensién efectiva:

defv=v=2—-a«a (4.105)
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CAPITULO V
METODO Y RESULTADOS.

En el presente capitulo se expone la metodologia usada para formular el
problema y realizar las simulaciones respectivas. También se muestran los
cbédigos desarrollados en Matlab para posteriormente describir los resultados
obtenidos en el trabajo.

5.1 METODO

En el presente trabajo se ha considerado crear redes de mundo pequefio en base
de tres modelos importantes. Los modelos usados fueron WS, NW y KA, los
cuales fueron descritos en el capitulo Ill. En base a ellos se crearon redes
partiendo de una estructura regular unidimensional y bidimensional. Estas redes
se crearon considerando algunas particularizaciones de los modelos. A
continuacion se describe el proceso de creacidén de las redes unidimensionales y
bidimensionales.

5.1.1 CREACION DE LAS REDES DE MUNDO PEQUENO.

5.1.1.1 REDES UNIDIMENSIONALES

Para crear las redes de mundo pequefio unidimensionales se realizaron dos
programas en Matlab. Un programa que utiliza el modelo WS, en el cual se tomo
el valor de K = 4 y p indefinido. El segundo programa sirve para crear redes KA y
NW donde se ha tomado los valores K =2, p =1 y m no definido. Tomando
m = 0 se obtienen redes NW, evitando asi crear otro programa.

e Creacion de la red WS.

Crear una red WS significa obtener la matriz de adyacencia que represente las
conexiones de una red generada con el modelo WS. Para lograrlo se ha creado
un programa que en su primera parte genera las conexiones de la red regular
para luego realizar las reconexiones aleatorias. A medida que se estableces las
conexiones se va ingresando la informacion a una matriz A, la cual al final del
proceso sera la matriz de adyacencia.

El siguiente programa construye la matriz de adyacencia de una red WS



W o -1 m ok WM

[T T T VS A R S T T T T T X T S 5 L T X T 8 T S S S G S G G G Wy WP G S Y
[ T Y- A o S o T N S o N oy Y - Ty o O o O (e R Y M S G T o

37
35
39
30
41
4z
33
44
45
1]
47
45
39
50
51
52
53
54
55
56
57
53
59
&0
&1
(=3
53
&4
55
1)

-,

L (wodelo unidimensional)

functcion A=watts (L, p)
h=zparse(zero= (L1 :

% A=zeros (L) :

A{1,Ly=1:
A{L,11=1:
L(L,21=1;

Liz,L)1=1;

LiL-1,1)=1;

Lil,L-1)=1;

for i=1:L-1
Lii,i+1)=1;
Lii+1l,i)=1;

encd

for i=1:L-2
Lii,i+2)=1;

Lii+z2,1i)=1;
=3 1=

if rand-<p
Lil1,Ly=0;
LiL,1)=0:
c=0;
while c==
J=fix (rand*L+1):
if (j==L) Il (A(3,LI==1]
else
o=1:
A{j.Li=1:
L(L,j1=1:
end

if rand-<p
Ai{z,L)=0;
A(L,2)1=0;
o=0;
while o==0
J=fix(rand*L+1) ;
if (3==L]) Il (A(3.L)==1)
elze
o=1;
A{3,Li=1:
A(L,3)=1:

end

if rand<p
A{l,L-11=0:
A{L-1,11=0;
o=0;
while co==
J=fix(rand*L+1) ;

if (3==L-1) Il fa{j,L-1)==1)
elze

o=1;

Aii,L-1)=

end
=ncl
end

% generacion de red por medio del modelo de Watts v 3trogats con KE=4

105
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67

a5 — for i=1:L-2

63 — if rand<p

7O - Afi,i+1)=0:

71 - A{i+1,1)=0:

72 - c=0:

73 - while c==0

74 - j=fixirand*L+1) ;
75 - if (j==1i) || ([&ii,JI==1)
Ta

7 else

78 - o=1;

= Lii,J1=1:

80 — Lij,1)1=1:

81 — end

82 - enc

83 — enc

54 — if rand<p

85 — Aii,i+2)=0;

g6 — Aii+d,1)=0;

g7 - c=0;

g8 - while c==0

59 - J=fix(rand*L4+1) ;
20 - it (j==i) || ([Ai(i,J)==1)
91

9z - else

93 - o=1;

94 - hii,J1=1:

95 - Lij,i1=1:

95 — end

97 - end

95 - end

99

i0a — end

e Creacion de las redes KA y NW.

El programa crea una matriz de adyacencia donde estan registradas las
conexiones que son anadidas al grafo regular. En estos modelos el grafo regular
permanece inalterado; entonces, luego se adicionaran las conexiones del grafo
regular dependiendo el caso. Esto se debe a que la simulacion del modelo de
Ising puede ser programada tomando de ante mano las aristas que siguen la
topologia del grafo regular y adicionalmente se considerara la matriz de
adyacencia que sélo tiene informacion de las conexiones dependientes de la
distancia.

Para calcular las propiedades de la red, longitud de camino promedio y coeficiente
de agrupacion, se necesita la matriz de adyacencia completa. En este caso a la
matriz de adyacencia A se adicionara la informacién del grafo regular, lo que
permitira manipularla para los célculos. EI modelo KA sugiere una distribucion de
distancias de la forma p(8)~6-¢ y por eso se necesita una funcion que genere
nameros aleatorios en base a una distancia definida en la red regular
bidimensional. La distancia entre dos nodos i y j de la red regular se ha definido
como:
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(5.1)

Considerando esto, la funciéon que genera los numeros aleatorios es la siguiente:

1 function k=distridist(L,m)l*funcion cgue obtiene un wvalor k siguiendo una
= zdistribucion dependiente de la distancia

8= k=0:

3 - Nor=0:

5 - x=[Z2:L] rswariable aleatoria

a6 — p=ones(1,L-1):

7 - for l=2:L

g5 — Nor=MNor+1"—m;

9 - end

10 - for i==2:L

11 - pli-1)=(i"-m) * (WNor~-1);

1= — end

13 %32 okbtien, por tanto, 2l numero aleatorio k, siguiendo la distribucidn
14 31-m de distancias utilizando el método de la transformada inversa
15 - u=rand;

16 — P=0;

17 - i=0;

15 - while k==0

19

20 - if u<P

21 - k=x(i):

22 - el=ze

23 - i=i+1;

24 - P=P+p (i)

=5 — end

= — end

La siguiente funcién asigna a cada nodo una conexion nueva.

depende de un numero generado por la funcién anterior:

1 function A= redist(L,A,m)
Z for i=1:L

3 di=distridist (L,m)
4

5 if i4+di<=L

& iZ=i+4di:

7 else

5 iZ=i+di-L;

=] end

10 Aii,i2)=1;

11 Liiz,i)=1:

1z end

13 end

14

Y por ultimo esta la siguiente funcidén que crea la red:

Eunctinn A=genred Ki(L,m)
- A=zparse ([]]1:
- A= redist(L,L,m);

P I o T

La conexion
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5.1.1.2 REDES BIDIMENSIONALES.

El proceso de creacion de las redes bidimensionales es similar a las redes
unidimensionales. De nuevo se consideraron los tres modelos WS, NW y KA en
base de ellos se crearon dos programas que generan este tipo de redes partiendo
de grafos regulares bidimensionales. El programa para crear las redes WS parte
de un grafo regular con K = 8 y p un parametro por definirse. En la creacion de
las redes KA y NW se ha fijado K =4 y p =1 y m indefinido, de tal forma que
haciendo m = 0 se tenga el modelo NW.

e Creacion de lared WS.

Una forma facil de crear la red WS bidimensional es establecer las conexiones del
grafo regular al mismo tiempo que se crean las conexiones aleatorias. Hacer esto
es equivalente a crear la red regular y posteriormente realizar las reconexiones.
Para manipular debidamente la matriz de adyacencia ha sido de utilidad crear una
matriz B que permite ligar las coordenadas de cada nodo con el respectivo lugar
que el nodo ocupa en la matriz de adyacencia.

Ha bastado crear una sola funcion en matlab, la cual dependiendo del valor L
(lado de la red regular), arroja la matriz de adyacencia de unared WS con K =8y
p indefinido. El programa es el siguiente.

1 Zmodelo Watts-Strogats red bidimensional E=4
2 function A=watts (L,p):

| = N=L"z:

4 — E=zeros (L) ;

5= for n=1:M

6 — BEinl=n:

7= end

5

9 - for i=1:L

10 - for j= [1 2]

11 - if rand<p:

1z — c=EB(i,L):

13 — while o == Ei{i, L]

14 — c=fix(N*rand+l) :

15 — end

16 — A{B(i,L),c1=1;

17 — Aic,Bii,Li1=1;

15 — else

15 - A(B(i,3),B(i,L)1=1:
20 - A(B(i,L),B(1,3))=1;
21 — end

22 — =]

23

24 - for 3= [1 L]

25 — if rand<p:

ZE — c=B(i,L-1):

27 - while @ == Bii,L-1)
28 — c=fix (N*rand+1) :
29 — end

0 - L(EB(i,L-11,21=1;

31 — Afz,B(i,L-1)1=1:

3% |= else

33 - A(B(i,3),Bli,L-1]))=1:
34 — A(B(i,L-1),Bii,J)1=1:
a5 |= encl
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37 - end

35

39 — for j=1:L-2

40 = if rand<p

41 — c=B{i,j):

4z — while o == EB(i,])

43 — c=fix (W*rand+1) ;
43 — =3 1=

15 - A[B(i,3)1,2]=1;

46 — A{e,B(i,3))1=1:;

a7 - else

45 — A(B(i,3),Bii,J+1))1=1:
49 - A[B(i,3+1).B(i,3)]1=1;
50

51 — (=l

5z

53

54| = if rand<p

55 — c=Bi{i,j1:

S — while © == E{i,])

57 — c=fix (N*rand+1):

58 — =3 1=

59 - A(B{i,J),c)=1;

60 — Afe,Bi{i,J)1=1;

61 — el=se

62 — A(B(i,3),Bii,J+2)1)1=1:
B3 — A[B(i,3+2),B(1,3)]1=1;
64

65 — ernd

66

67 — encd

65 — end

57 — =rcl

65 — end

1=

7o - for j=1:L

71

TE - for i= [1 2]

T3 - if rand<pr

G c=E (L, 1)

TS |= while o == B(L,Jj)

TE - c=fix (MN*rand+1) :

7Y - end

= L{B(L,J),c)1=1;

79 - Lic,BiL,Jj)1=1:

S0 — slse

81 - A{BE(i,11,BiL.3))1=1:
g2 - A{E(L,1)1,Bli.d))1=1:
53 - end

54 - end

85

g6 — for i= [1 L]

a7 - if rand<pr

a8 - c=B{L-1,3):

=1= while = == B(L-1,7j)
Q0 - c=fix (N*rand+1) ;
91 - end

9z - L{B(L-1,3),c1=1;

93 - Lic,Bi(L-1,3)1=1:

94 - slse

95 - L{BE(i,3),BiL-1,.3))=1:
96 - A{BE(L-1,3),B(i.3))=1:
o7 - end

Q5 - end

99

100
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101 - for i=1:L-2

10z - if rand-<p

103

104 - c=B(i,]j):

105 - while o == E(i,])
106 - c=fix (N*rand+1):
107 - end

105 - B{B(i,]),c)=1;
109 - hie,Bii,j))1=1;
110

111 - elae

11z - A(B(i,]3),B(i+1,3))=1:
113 - L(B(i+1,3),.Bii,3))=1;
114 - end

115

116 - if rand<p

117

118 - c=B(i,]3]:

119 - while o == BE{i,])
120 - c=fix (N*rand+1):;
121 - end

122 - B{B(i,]3),c1=1;
123 - Az, Bii,j))1=1;
124

125 - else

126 - L(B(i,]j),B(i+2,]3))=1;
127 - L(B(i+2,3),Bi(i,3))=1;
125 - end

129 - end

130

131

132 - end

e Creacion de las redes KA y NW.

Como las conexiones en las redes KA siguen una distribucién de distancia es
necesario definir una distancia en la red regular bidimensional. La distancia entre
dos nodos de coordenadas (iy,j;) Y (i, j2) se ha definido como

d =iy — i, + lj1 — j2l (5.2)

En base de ello se ha creado el programa que genera la matriz de adyacencia
qgue contiene informacion de las conexiones agregadas. Las conexiones de la red
regular no constan en esta matriz y deben ser afadidas segun el caso, de la
misma forma que en las redes unidimensionales. El programa contiene tres
funciones, la funcién distridist |la cual genera los numeros que siguen la
distribucion dependiente de la distancia, la funcibn conexditridis que establece
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las conexiones dependiendo del valor generado por la funcion anterior y la
distancia (5.2), y finalmente redistridis que genera la matriz de adyacencia.

La funcién distridist es la misma que se utilizé en el modelo unidimensional. A
continuacion se muestran las dos funciones restantes:

Funcion conexditridis

[Tul s SR (- S B S VR X R

LT R S P S VT B S 2 S T S 5 S o TR o B T X o Y o T % T 0 T S o S g O O Y
L Ty It < L e o o 1 T 1 It O O L. I B [ TN Y R T s I v

tfuncion cque escoje una conexion dependiendo del nodo tomwado en cuenta, de
la wagnitud de la arista L de la red v de el valor m de la distribucion d
tdistancias
function [x,¥v]=conexditridis(i,j,L,m)
d=distridist(L,m); % generacion de un numero aleatorio en base a la
tdistribucidn inversamente dependiente de las distancia
B=zeros(L-1):;%matriz donde se guardaran las posibles desplasamientos
Foque cumplan con la distancia "d™ respecto al punto (i, J)
for dx=0:L-1

dy=d-dx;

if fdy <= L-1) &£& (dy>=0)

Bid=x+1,dy+1)=1:

ehnd
end
N=sumw (sum(B)) :3numerco de posibles desplasastnientos
B=sparse (B]:
stodos loz posibles desplasamicentos Son equiprobables porgue estéan a la
tmiswa distancia, entonces de todos ellos Se toma Uno:

h=fix (rand+*N+1):

[f,9]=£ind(B): %agqui estén las poficiones en la matriz B de los wvalores
soompatibles con la distancis 4™

dx=f(h)-1:

dy=g(h)-1:

if rand<0.5
=i4dx:

else
x=1i-dx;

end

if =x<=0
x=x+L;

end

if =>L
x=x-L;

end
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38 - if rand<0.5
39 - v=1+dy;
40 - ElSE|

41 - 7=3-dy;
42 -  end

43 -  1if g==0

44 - T=v+L:
45 -  end

46 - 1if w=>L

47 - v=v-L;
45 - end

Funcion redistridis

1 function h=redistridisi(L,m):
&= b=sgparse([]]:

3 - n=1:

4 = for j=1:L

5= for i=1:L

6 = Bii,J)=mn:

7 - n=n+1:

g5 - end

(= end

10

i1 - for i=1:L

12 - for j=1:L

13 — [#%,7]=conexditridisii,j,L,m);
14 - A{BIi,]),B(x,7))=1:
15 - LiBix,¥).B(1i,3))=1;
1 — end

17 - end

5.1.2 CALCULO DE LAS PROPIEDADES DE LAS REDES.

Las propiedades de la red: distribucién de grado, coeficiente de agrupamiento y
longitud de camino promedio deben ser analizadas para determinar si las
cualidades obtenidas corresponden a lo predicho por los modelos usados. Para
calcular estas propiedades se han realizado procedimientos basados en la matriz
de adyacencia.

5.1.2.1 DISTRIBUCION DE GRADO.

La suma a través de las columnas de la matriz de adyacencia permite obtener el
grado de cada nodo. La grafica de la frecuencia de grado muestra la distribucién
de grado de las redes creadas.
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5.1.2.2 LONGITUD DE CAMINO PROMEDIO

Para calcular la longitud de camino promedio de las redes se ha realizado el
siguiente programa que utiliza la definicion (3.2) y el teorema que manifiesta que
dada una matriz de adyacencia A, el valor del coeficiente aﬁ‘j de la matriz A* es

igual al numero de caminos de k longitud con extremosiy j.

1 function Ldis =longosm (L)
2 — EB=Ah;

3

4 - [a,bh]=find (i) ;

5 - c=0;

6 — L=size(i,1):

7 - N=L"Z:

g8 - hi=size(a,l):

9 - 1=2i:

10 = while e==0

11

1z - hi=a"1;

13 - for i=1:NW

14 - if (B(i)==0) && (L2 (i)~=0)
15 - Bii)=1:
1l - end

17 - end

18 - p=0;

19 - for i=1:N

20 - if B{i)==
21 - else

22 — p=p+1:
23 - end

4 - end

25 - if N ==p;

2B — o=1:

27 - end

25 - 1=1+1;

29 -  end

30 - B=B-diag(diag(B)):
31 - Ldis=(sum(swm(E)))/ (L¥(L-1)):
32 - L=mean(B):

5.1.2.3 COEFICIENTE DE AGRUPAMIENTO.

El coeficiente de agrupamiento debe ser calculado en base a la definicion (3.3).
Para hacerlo se ha creado un programa que tiene como dato de ingreso a la
matriz de adyacencia. Utilizando la definicion se calcula de cada nodo el
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coeficiente de agrupamiento y luego se lo promedia para toda la red. El siguiente
programa arroja el coeficiente de agrupamiento de toda la red:

Foaloulo coeficiente de agrupsumiento
function Cred=coefagrup (L) ;

- C=[1:

- L=size(&,1):

k=sum (k) ;

- for i=1:L

- E=0;

- g=h(i,1:L}:

- [,3]=find(g):

W o -1 ok W M
|

I
= O
|

for ki=j
for ki=j
if Afkl,k2)==1
E=E+1/2:
3E esta dividido para doz porgue la simetrilias de L provoca

H PR
[y [ O T ]
| | |

zpontar dos veces la miswa conexion

e
=1
|

end

=
1]
|

end

oy
L]
|

end
if kii)==
Cii)y=0;
else
ClL)y=2*E/ (kii) ¥ (kii)-1)]);
end

[ LI e Y o e R T ot
n & WMo O
| | | | | |

end

%)
[}

sCoeficiente de agrupasmiento de la red:

[
-1
|

Cred=wean|C) ;

5.1.3 SIMULACION DE MODELO DE ISING EN LAS REDES CREADAS.
5.1.3.1 MODELO Y METODO DE SIMULACION

Hasta el momento se ha expuesto el método de creaciéon de las redes de mundo
pequefo, en lo siguiente se explica la formulacién del modelo de Ising sobre estas
redes y se describe el método de simulacion empleado en este trabajo.

El modelo de Ising ha sido mencionado varias veces en capitulos anteriores. En
ellos se han expuesto algunos resultados para redes de topologia regular.
Ahora, el modelo de Ising es formulado para redes que tienen una topologia de
mundo pequefio segun WS, KA y NW. En este trabajo se ha considerado el
modelo de Ising con H=0 y las conexiones dependen de las distintas
realizaciones de redes. De acuerdo a (3.27):
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E=—J Z SiS;j (5.3)

A

Donde el indice A representa la sumatoria sobre todas las conexiones
representadas por la matriz de adyacencia.

Es necesario recordar el algoritmo de Metrépolis usual.

1. Establecer una configuracion inicial del sistema. Por ejemplo el sistema a
una temperatura infinita, donde los espines en la red estan configurados
aleatoriamente.

2. Seleccionar aleatoriamente un nodo en la red y tomar su respectivo espin.

3. Calcular E en funcion del expresion (5.3)

4. Cambiar la direccién del espin y calcular el cambio de energia AE que ello
produce.

5. Si AE < 0 aceptar el cambio en el espin

6. SiAE > 0, generar un numero aleatorio u € [0,1].

7. Si u < exp(—AE/k,T) aceptar el nuevo estado, si no, mantener el estado
anterior del sistema.

8. Repetir los pasos anteriores a efecto de generar una gran cantidad de
estados del sistema.

En las simulaciones se ha usado el método de Monte Carlo Metrépolis con la
variacion indicada en la seccion 4.62. Aprovechando las cualidades matriciales
de Matlab, para mejorar la eficiencia computacional se consideraron pasos de
Monte Carlo simultaneos. En cada iteracion todos los espines son visitados, pero
la probabilidad de transicibn es multiplicada por 0.1 para evitar oscilaciones
indeseadas [17]. De esta forma un paso de Monte Carlo por espin es
aproximadamente 10 iteraciones en el programa de Matlab (Ver Anexo).

Para calcular las magnitudes fisicas magnetizacion, energia, susceptibilidad
magnética y calor especifico es necesario permitir que el sistema evolucione
hasta alcanzar el equilibrio. El tiempo de equilibrio tomado fue de 2500 pasos de
Monte Carlo por espin (25000 iteraciones en el programa de Matlab). Finalmente,
el promedio térmico se tomé6 sobre 25000 pasos de Monte Carlo por espin.
(250000 iteraciones en el programa de Matlab).

Para comprobar que la técnica matricial usada es efectiva, se ha realizado la
simulacion del modelo de Ising usual en una red de lado L = 50. La magnetizacion
obtenida es:
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Modelo de Ising Bidimensional {interacciones con primeros vecinos)

1 = T T T T

0.8

0.8

Solucian exacta
0.7+

05 .o Zimulacian

Magnetizacidn

03| , i
oz : .

0.1k | _

i

0 1 2 3 4 5
Temperatura

Fig. 5.1 Simulacién del Modelo de Ising Bidimensional con interacciones de primeros
vecinos mediante el programa de Matlab y solucién de Onsager.

Se puede observar que la Magnetizacion es nula a partir de la temperatura critica
T, = 2.3, resultado que se aproxima bastante bien al predicho en la solucién de
Onsager. Lo que lleva a concluir que la técnica es confiable y puede ser
mejorada si los intervalos de temperatura son mas cortos.

Regresando a las redes de mundo pequefio, las simulaciones fueron hechas
sobre 10 redes generadas para cada modelo y tamano. Las magnitudes fisicas
fueron obtenidas del promedio de las 10 redes. Esto se hizo con el objetivo de
obtener datos generales. Tanto la magnetizacién, energia, susceptibilidad y calor
especifico son el resultado de su promedio térmico y de su promedio sobre el
numero de redes creadas.

5.1.3.2 REDES CONSIDERADAS PARA LA SIMULACION DEL MODELO DE
ISING.

e En el caso unidimensional se consideraron redes de longitud
L =101,401,801,1601
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En las redes WS se fijo el valor p = 0.5. El valor del pardmetro p fue escogido de
esta manera para asegura las caracteristicas de mundo pequefio y un coeficiente
de agrupamiento alto.

En las redes KA se establecié el valor m = 1. Las redes NW se crearon fijando
m = 0 en el programa que crea redes KA.

e En el caso Bidimensional se consideraron redes de lado L = 20, 30,40,50

En las redes WS se fijo el valor p = 0.5. El valor del parametro p fue escogido de
esta manera para asegura las caracteristicas de mundo pequefio y un coeficiente
de agrupamiento alto.

En las redes KA se fijo el valor m = 1, (considerando agregar una conexion por
cada nodo). Las redes NW se crearon con m = 0 en el programa que crea redes
KA.

Finalmente, las redes y sus parametros considerados para la simulacion del
modelo de Ising fueron:

Tabla 5.1 Redes consideradas para la simulacion del modelo de Ising

Modelos sobre reticulos
unidimensionales

Modelos sobre reticulos
bidimensionales

L=101,401,801,1601 L=20,30,40,50
WS (p=0.5,K=4) WS (p=0.5,K=8)
NW (p=1,K=2) NW (p=1,K=4)

KA (m=1, p=1,K=2)

KA (m=1,p=1,K=4)

51.33 CALCULO DE LOS EXPONENTES CRITICOS Y ESTIMACION DE

LA TEMPERATURA CRITICA.

La estimacion de la temperatura se la ha hecho mediante el uso de los
cumulantes de Binder, se graficaron los cumulantes de los distintos tamafios de
redes y la temperatura donde ellos se intersecan es la temperatura critica
estimada. El exponente critico v se lo ha hallado obteniendo el mejor
solapamiento de las curvas de los cumulantes de Binder graficados en funcion de
eLYV.

El exponente y se calcul6 usando la ecuacion
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X = xoN¥ (5.4)

Donde y, es una constante, esta relacién es valida en T,.

El exponente a se calcula con la relacion de hiperescala (4.105)
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5.2  RESULTADOS.

5.2.1 RESULTADOS DE LAS PROPIEDADES DE LAS REDES GENERADAS.

Las redes generadas en matlab por los programas basados en los modelos WS,
KA y NW han sido estudiadas y de ellas se ha calculado sus propiedades,
encontrando los resultados que se exponen a continuacion.

5.2.1.1 REDES UNIDIMENSIONALES

Distribuciones de grado de las redes generadas

Como se puede observar en la Fig. 5.2, la distribucién de grado de lared WS es la
pronosticada por el modelo (similar a la distribucion de poisson con decaimiento
exponencial para k altos), mientras que las distribuciones para las redes NW y
KA no son tan simétricas como las de WS; sin embargo presentan el maximo en
(k). El valor de (k) no depende del tamafio de las redes lo que es obvio puesto
que los modelos intrinsecamente fijan su valor.

Frecuencia

Fig. 5.2 Grafica de las distribuciones de grado de las redes generadas de tamafo
L =1601. a) Red WS. b) Red KA. c) Red NW. Las distribuciones de grado de las redes
generadas presentan distribuciones similares a las de poisson, con un pico en su valor
medio.
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Calculo de C y I para las redes utilizadas en las simulaciones.

Los coeficientes de agrupamiento y las longitudes de camino promedio han sido
calculados para las redes que seran usadas en las simulaciones del modelo de
Ising. Los resultados son mostrados en la tabla Tabla 5.2, tanto el coeficiente de
agrupamiento como la longitud de camino promedio han sido calculadas sobre el
promedio de 10 redes generadas para cada modelo.

Tabla 5.2 Coeficiente de agrupamiento € y longitud de camino promedio I de las redes
generadas a partir de redes unidimensionales que fueron utilizadas en las simulaciones
(en la tabla 5.1 se muestran sus parametros). Se ha promediado para un total de 10
redes generadas para cada modelo y tamano.

WS KA

(k) =4 (k) =4
L 101 401 801 1601 101 401 801 1601
¢ | 0.1010 | 0.0790 |0.0713 | 0.0701 | 0.0845 | 0.0573 | 0.0501 | 0.0434
l |3.5774 | 4.8057 |5.4259 |6.0008 |3.6717 |4.9622 |5.6445 |6.1974

NW

(k) =4
L 101 401 801 1601
C | 0.0343 | 0.0096 | 0.0045 0.0021
l | 3.5356 |4.6940 | 5.2852 5.8709

Se encontré que la longitud de camino promedio depende logaritmicamente del
tamafo de la red (Fig. 5.3), demostrando que estas redes heredan este
comportamiento de la aleatoriedad de las nuevas conexiones agregadas al
sistema.
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Fig. 5.3 Longitud de camino promedio en funcion del tamafio de la red. Los datos tienen
un comportamiento logaritmico. Se ha realizado un ajuste logaritmico a los valores de [
para las redes a) WS, b) KAy ¢c) NW

Analisis de C y l en funciéon de p de las redes generadas bajo el modelo WS.

Segun el modelo WS existe una regién de valores de p donde el coeficiente de
agrupamiento practicamente es constante y la longitud de camino promedio cae
rapidamente (ver la Fig. 3.7 del capitulo Ill), el mismo resultado ha sido
encontrado en las redes creadas en este trabajo, Fig. 5.4.
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Fig. 5.4 a) Modelo WS (L = 101, K = 2). Coeficiente de agrupacion y longitud de camino
en funcién del parametro p. Valores promediados sobre diez redes generadas. b) Grafica
semilogaritmica, se observa una regién donde el coeficiente de agrupamiento es grande y
la longitud de camino promedio empieza a caer rapidamente
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Analisis de C y l en funciéon de m de las redes generadas bajo el modelo KA

Para las redes generadas bajo el modelo KA el coeficiente de agrupamiento y la
longitud de camino promedio dependen del valor del parametro m. Cuando el
valor de m crece la probabilidad de formar conexiones de larga distancia
disminuye, ocasionando un agrupamiento mayor (Fig. 5.5 a)) y una longitud de
camino promedio mas grande (Fig. 5.5 b))
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Fig. 5.5 a) Modelo KA (L =101,K = 2,p = 1). Coeficiente de agrupamiento en funcién
del parametro m. El coeficiente de agrupamiento crece con m. ). b) Longitud de camino
promedio en funcién del pardmetro m. La longitud de camino promedio también crece con
m.

5.2.1.2 Redes bidimensionales

Distribuciones de grado de las redes generadas.

Igual que en las redes unidimensionales, el modelo WS posee una distribucién de
grado muy similar a las redes aleatorias, con un decaimiento exponencial para k
altos. También, las tres distribuciones presentan un pico en su valor medio.
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Fig. 5.6 Grafica de las distribuciones de grado de las redes generadas de tamafio L = 20.
a) Red WS. b) Red KA. c) Red NW.

Calculo de C y I para las redes utilizadas en las simulaciones.

El calculo de los coeficientes de agrupamiento y longitudes de camino promedio
muestra que las redes WS, NW y KA sobre reticulos bidimensionales manifiestan
cualidades de mundo pequefio; es decir, longitudes de camino promedio cortas y
por otro lado coeficiente de agrupamiento relativamente altos (Tabla 5.3). Las
longitudes de camino promedio en funcién del tamafio de la red tienen un
comportamiento logaritmico (Fig. 5.7), caracteristica presente en las redes de
mundo pequefo.

Tabla 5.3 Coeficiente de agrupamiento C y longitud de camino promedio I de las redes
generadas a partir de redes bidimensionales que fueron utilizadas en las simulaciones
(en la tabla 5.1 se muestran sus parametros). Se ha promediado para un total de 10
redes generadas para cada modelo y tamano.

WS KA
(k) =8 (k) =6

L 20 30 40 50 20 30 40 50

C | 0.0431 |0.0340 | 0.0320 |0.0291 |0.0573 | 0.0410 | 0.0381 | 0.0357

l |3.1637 |3.5857 |3.8708 |4.1216 | 3.9465 |4.5096 |4.9495 |5.2879
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NW
(k) =6

C | 0.0242 | 0.0143 | 0.0096 0.0076

l |3.8260 | 4.3679 |4.7470 5.0449

Por la forma en que se han creado las redes WS KA y NW, donde K = 8 se ha
adicionado so6lo una arista por cada nodo, estas redes tienen (k) menores a las
redes WS, pero poseen longitudes de camino pequefias y coeficientes de
agrupamiento apreciables.
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Fig. 5.7 Longitud de camino promedio en funcion del tamafio de la red. Los datos tienen
un comportamiento logaritmico. Se ha realizado un ajuste logaritmico a los valores de [
para las redes a) WS, b) KAy ¢c) NW
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Analisis de C y l en funcion de p de las redes generadas bajo el modelo WS.

El comportamiento del coeficiente de agrupamiento y la longitud de camino
promedio es el mismo que predice el modelo WS (Fig. 5.8 similar a la Fig. 3.7
encontrada por Watts y Strogatz (1998))
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Fig. 5.8 a) Modelo WS (L = 20,K = 8). Coeficiente de agrupacion y longitud de camino
en funcién del parametro p. Valores promediados sobre diez redes generadas. b) Grafica
semilogaritmica. Igual que en las redes unidimensionales, se observa una region donde
el coeficiente de agrupamiento es grande y la longitud de camino promedio empieza a
caer.

Anadlisis de C y I en funcion de m de las redes generadas bajo el modelo KA

Finalmente, la Fig. 5.9 muestra el comportamiento creciente de la longitud de
camino promedio y el coeficiente de agrupamiento en funcion del parametro m en
las redes KA.
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Fig. 5.9 a) Modelo KA (L = 20,K = 4,p = 1). Coeficiente de agrupamiento en funcion del
parametro m. El coeficiente de agrupamiento crece con m. B) Longitud de camino
promedio en funcién del pardmetro m. La longitud de camino promedio también crece con
m.
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5.2.2 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES DEL MODELO DE ISING
5.2.2.1 MODELOS UNIDIMENSIONALES.
Modelo WS (p=0.5, K=4)

Las simulaciones del modelo de Ising sobre la red WS han permitido calcular las
magnitudes fisicas relevantes (Fig. 5.10), la magnetizacidn se anula para

temperaturas mayores a aproximadamente T, = 3% y la energia muestra un punto
de inflexion. La susceptibilidad magnética presenta un pico en T,, siendo mas
pronunciado para la red de lado L =1601 e igualmente el calor especifico

presenta un pico en T,, sugiriendo la divergencia de la susceptibilidad magnética y
el calor especifico en T, en el limite termodinamico.

—=— =101 b) —8— =101

=401 |7 L=401
—&— =801 =] —o— =60
—— |=1601 | | —— [ =1601

Magnetizacion
Energia

33 L L 1 L L L
4 4.5 =l 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Temperatura Temperatura

—8— =101

—8— =101

Susceptibilidad
w
Calor especifico

Temperatura Temperatura

Fig. 5.10 Graficas de las magnitudes fisicas en funcion de la temperatura: a)
Magnetizacion, b) Energia por espin, ¢) Susceptibilidad magnética y d) Calor especifico

Se ha estimado el valor de la temperatura critica graficando los cumulantes de
Binder para cada tamano de la red, la interseccion da el punto estimado T, =

3.1122% (Fig. 5.11a). El mejor colapso de los cumulantes de Binder para los
distintos tamafos se produce con v = 2 (Fig. 5.11b) y mediante el analisis de
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escalamiento finito de la susceptibilidad se encontr6 y =~ 1.0390 ya que por la
pendiente de la curva (Fig. 511c) se tiene que y = 0.5195v.
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Fig. 5.11 a) Estimacion de la temperatura critica mediante la intersecciéon de los
cumulantes de Binder, b) Colapso de los cumulantes de Binder usando Vv = 2, ¢)
Escalamiento finito de la susceptibilidad magnética la pendiente de la curva es
aproximadamente y /v.

Modelo NW (p=1, K=2)

Para el modelo NW las simulaciones muestran una transicion de fase que
aproximadamente se da lugar en la temperatura de 3%, en este punto la
susceptibilidad magnética y el calor especifico presentan un pico, sugiriendo una

transicion de segundo orden.
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Fig. 5.12 Graficas de las magnitudes fisicas en funcion de la temperatura: a)
Magnetizacion, b) Energia por espin, c) Susceptibilidad magnética y d) Calor especifico

Al igual que en el modelo WS es necesario estimar de mejor manera la
temperatura critica (Fig.5.13 a) y para ello se ha usado el método de los

cumulantes de Binder, encontrando T, = 3.1%. Para el céalculo de los exponentes

criticos se ha realizado el analisis de escalamiento, encontrando v~2 y y =

1.2522 (Fig.5.13 by c)
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Modelo KA (m=1, p=1, K=2)
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El modelo KA presenta transicidon de fase continua a una temperatura de 3%.

Cerca a esta temperatura la magnetizacion se anula; ademas, el comportamiento
de la susceptibilidad y calor especifico sugieren una divergencia en el limite
termodinamico.
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Fig. 5.14 Gréaficas de las magnitudes fisicas en funcion de la temperatura: a)
Magnetizacion, b) Energia por espin, ¢) Susceptibilidad magnética y d) Calor especifico

El método de los cumulantes de Binder (Fig. 5.15 a)

estima una temperatura

T, = 2.9878% . El colapso de los cumulantes de Binder y el escalamiento de la

susceptibilidad magnética se muestran en las Fig. 5.15 b y c., cuyo analisis estima
quev =2y y =~ 1.0095.

a)or

03K

Cumulantes de Binder

0B

05t

0.4

0.2

0.1

ol

Te aproximadaments
29878

-0.1

L
2

n
25
Temperatura

b)n7
0B
05l
04L
03

0.2r

Cumulantes de Binder

0.1 -

ok

-0.1

-30




130

log L

Fig. 5.15 a) Estimacion de la temperatura critica mediante la interseccion de los
cumulantes de Binder, b) Colapso de los cumulantes de Binder usando v = 2, c¢)
Escalamiento finito de la susceptibilidad magnética la pendiente de la curva es

aproximadamente y /v.

Resumen

Las simulaciones muestran transiciones de fase continuas, donde las
temperaturas criticas son de aproximadamente 3% para los tres modelos.
Mediante el método de los cumulantes de Binder se logra estimar de mejor

manera la temperatura critica, mostrando que existen diferentes valores para los
tres modelos (Tabla 5.4).

Tabla 5.4 Comparacion de la estimacién de la temperatura critica mediante las graficas
de las magnitudes fisicas y la estimacion mediante el método de los cumulantes de
Binder.

_ Estimacion de T, mediante:
Modelo Magnitudes Cumulantes
WS J J

T, = 35 T, = 3'112]2E
NW
KA J J
T, = 3E T, = 2.9878E

En los tres modelos la transicion de fase es tipo campo medio, ya que el valor de
sy . . 1 —
sus exponentes criticos se aproximan bastante bien a f = S V= Lv=2ya=0,

donde los exponentes criticos 8 y a han sido calculados usando las igualdades de
Igualdad de Rushbrooke e hiperescala respectivamente. Usando la teoria de
campo medio se puede estimar T, .
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Tabla 5.5 Estimacion de la temperatura critica mediante la teoria de campo medio.
Aproximacion con la teoria de campo medio
WS (k) =4 T, = 4£
NW (k) =4 T, = 4£
KA (k) =4 T, = 4£

La teoria de campo medio predice una temperatura critica de 4% en los tres

modelos y es la misma prediccion que hace para el modelo de Ising bidimensional
con interacciones de primeros vecinos.



5.2.2.2 MODELOS BIDIMENSIONALES.

Modelo WS (p=0.5, K=8)
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El modelo de Ising sobre la red WS creada a partir de una red regular
bidimensional exhibe una transiciéon de fase de segundo orden en la temperatura

de 7£ . En la Fig. 516 se muestran las magnitudes fisicas encontradas para este
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Fig. 5.16 Graficas de las magnitudes fisicas en funcion de la temperatura: a)
Magnetizacion, b) Energia por espin, c) Susceptibilidad magnética y d) Calor especifico

El respectivo analisis de los cumulantes de Binder estima que la temperatura

criticaes T, = 7.2 i Mediante el solapamiento de las curvas de los cumulantes de

Binder se ha encontrado el exponente v = 2 y el analisis de escalamiento finito de
la susceptibilidad magnética estima el valor de y = 0.9409. Estos analisis se

muestran en la Fig. 5.17.
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Fig. 5.17 a) Estimacién de la temperatura critica mediante la interseccion de los
cumulantes de Binder, b) Colapso de los cumulantes de Binder usando ¥ = 2, ¢)
Escalamiento finito de la susceptibilidad magnética la pendiente de la curva es y /v.

Modelo NW (p=1, K=4)

Las simulaciones sobre este modelo han permitido calcular las magnitudes
fisicas, demostrando que existe una transicion de fase de segundo orden en una

temperatura aproximada de 4.9 i La fig. 5.18 muestra estos resultados.
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Fig. 5.18 Graficas de las magnitudes fisicas en funcion de la temperatura: a)
Magnetizacion, b) Energia por espin, c) Susceptibilidad magnética y d) Calor especifico

La estimacion de la temperatura critica a través de los cumulantes de Binder es
de T, = 49404 (Ver Fig. 19 a). Para verificar si la transicion de fase es de tipo
teoria de campo medio se han calculado los exponentes criticos. ElI mejor
solapamiento de las curvas de los cumulantes de Binder se produce con v = 2 y
el analisis de escalamiento de la susceptibilidad magnética muestra que y =
0.9441 (Ver Fig. 199 by c).
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Fig. 5.19 a) Estimacion de la temperatura critica mediante la interseccion de los
cumulantes de Binder, b) Colapso de los cumulantes de Binder usando v = 2, ¢)
Escalamiento finito de la susceptibilidad magnética la pendiente de la curva es y /v.
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Modelo KA (m=1, p=1,K=4)

Finalmente, Las simulaciones del modelo de Ising en las redes KA también
muestran transiciones de fase de segundo orden, se ha calculado las magnitudes
fisicas y mediante ellas se estima que la temperatura de transicidon es de

aproximadamente 4.9 é
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Fig. 5.20 Graficas de las magnitudes fisicas en funcion de la temperatura: a)
Magnetizacion, b) Energia por espin, ¢) Susceptibilidad magnética y d) Calor especifico

Se estimo la temperatura critica usando los cumulantes de Binder, el punto de
interseccién sugiere que T, z4.8375£ (Ver Fig. 519 a). A través del mejor

solapamiento de los cumulantes de Binder se obtuvo v = 2 y el escalamiento de la
susceptibilidad magnética muestra que y = 1.1596 (Ver Fig. 5.19 by c).
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Fig. 5.21 a) Estimacion de la temperatura critica mediante la interseccion de los
cumulantes de Binder, b) Colapso de los cumulantes de Binder usando v = 2, c)

Escalamiento finito de la susceptibilidad magnética la pendiente de la curva es y /v.

Resumen

Las simulaciones del modelo de Ising sobre las redes creadas a partir de grafos
regulares bidimensionales exhiben transiciones de fase tipo teoria de campo
medio ya que los exponentes criticos lo confirman. Ademas, se confirma que el
método de los cumulantes de Binder es efectivo y permite encontrar una
estimacion a la temperatura critica mucho mejor que la que se puede encontrar

mediante la utilizacion de los graficos de las magnitudes (Ver tabla 5.6).

Tabla 5.6 Estimacion de la temperatura critica mediante los cumulantes de Binder y

compracion con la estimacion de la temperatura critica a partir del comportamiento de las

magnitudes Fisicas.

Modelo Magnitudes Cumulantes
WS J J
NW
Te ~ 497 Te ~ 49404+
KA J J
Te ~ 487 Tc ~ 4.83757

Las predicciones de la teoria de campo medio para los T, son

_Jto

T, k



Tabla 5.7 Estimacién de la temperatura critica mediante la teoria de campo medio.

Aproximacion con la teoria de campo medio
WS (k) =8 T, = 8%
NW (k) =6 T. = 6%
KA (k) =6 T, = 6%

Como se dijo en el capitulo Il, la teoria de campo medio predice mejor la T, para
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(k) altos. La temperatura critica de la teoria de campo medio para WS es la mas
cercana con respecto a las simulaciones.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.
6.1 CONCLUSIONES.

En este trabajo se ha estudiado el modelo de Ising en redes de topologia de
mundo pequefo. Particularmente en redes creadas bajo los modelos WS, NW y
KA. Estas redes fueron desarrolladas sobre grafos regulares unidimensionales y
bidimensionales. Las redes creadas tienen propiedades que coinciden con la
prediccion de sus modelos.

Las longitudes de camino promedio crecen logaritmicamente con el tamafio de las
redes, heredando este comportamiento de las redes aleatorias. Por otro lado, las
redes generadas tienen coeficientes de agrupamiento relativamente grandes y
mayores que los grafos aleatorios. Esto es coherente con lo anunciado en [6-9];
las redes que se generaron bajo los modelos WS, NW y KA poseen propiedades
tanto de las redes regulares como de las aleatorias.

Las graficas € y lvsp de las redes WS bidimensionales y unidimensionales
coinciden con los analisis hechos por Watts y Strogatz (1998) en [6]. Por otro
lado, las graficas C y l vs m de las redes KA bidimensionales y unidimensionales
son crecientes, comportamiento que es descrito en [9]. Las distribuciones de
grado de las redes utilizadas presentan un pico en el valor medio. Ellas son
similares a la distribucién de poisson, tal comportamiento coincide con lo
mencionado en la referencia [4].

Las generaciones de las redes no han requerido de mucho tiempo computacional.
Igualmente, el calculo de sus coeficientes de agrupamiento no ha utilizado
muchos recursos. Sin embargo, el calculo de las longitudes de camino promedio
para las redes grandes ha necesitado de tiempos largos. Por este motivo las
propiedades de las redes han sido obtenidas promediando las propiedades de
solo 10 redes. Un mejor resultado se hubiera obtenido generando una cantidad
mas grande de redes.

En las simulaciones del modelo de Ising se utilizé el método de Monte Carlo
Métropolis con una modificacion, la misma que consiste en explorar todos los
espines en cada iteracion. Esta técnica estudiada en la Ref. [17] para el modelo
de Ising usual ha sido adaptada para este estudio, mostrando resultados
satisfactorios. Los tiempos computacionales se han reducido notablemente pues
la técnica permite realizar 10 pasos de Monte Carlo por cada 1 que se logran con
el método usual.

Sobre las redes generadas con los parametros descritos en la tabla 5.1 se
realizaron las simulaciones del modelo de Ising y los datos se obtuvieron al
promediar los resultados de las simulaciones sobre diez redes generadas. Los
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resultados de las simulaciones coinciden con trabajos similares, donde otros
autores también han encontrado comportamiento de tipo teoria de campo medio
en el modelo de Ising sobre redes de mundo pequefo, generadas a partir de
redes regulares unidimensionales [20-24]. Los trabajos sobre redes de mundo
pequefio generadas a partir de grafos bidimensionales no son muchos, existiendo
resultados para el modelo WS [22,25], estos trabajos muestran los mismos
resultados encontrados en nuestro analisis. Un aporte de este trabajo fue el haber
incluido las redes KA generadas sobre grafos bidimensionales y demostrar que en
ellas también existe una transicion de tipo teoria de campo medio.

La topologia de mundo pequefio ha inducido una transiciéon de fase en las redes
unidimensionales. Las redes unidimensionales regulares no presentan
transiciones de fase; mientras que, si se ainaden conexiones de acuerdo a los
modelos WS, NW y KA, estas presentan una transicion de fase a una temperatura
distinta de cero. Las conexiones de larga distancia facilitan la correlacion entre los
espines de la red, haciendo que la longitud de correlacion disminuya.

En el modelo de Ising sobre las redes de mundo pequeio generadas a partir de
grafos unidimensionales se encontré que la temperatura de transicion estimada

con el método de los cumulantes de Binder fue de 3.1122% para el modelo WS,
3.1% en el modelo NW, y para el modelo KA la temperatura critica encontrada fue
de aproximadamente 2.9878 i Estas transiciones presentan un pico en la

susceptibilidad y calor especifico que permiten una estimacion de 3% para la

temperatura critica en los tres modelos.

Por otro lado, las redes WS, NW y KA generadas sobre grafos bidimensionales
presentan una transicion de fase en 7.2 % 4.8375 %y 4.9404% , respectivamente,

estimadas mediante los cumulantes de Binder. Las temperaturas criticas se han
desplazado en comparacién con el modelo de Ising en la red regular, donde

T, = 2.269185 % Las conexiones de mundo pequefio han facilitado el paso de la
informacion entre espines.

Un resultado importante muestra que el analisis del escalamiento finito del modelo
de Ising sobre redes no regulares puede ser llevado a cabo tomando en cuenta
que existe una dimension efectiva para la cual la relacion de hiperescalamiento se
cumple. La forma de escala de la susceptibilidad magnética y de los cumulantes
de Binder fueron usados para calcular los exponentes criticos de las transiciones
de fase, encontrando que todas ellas presentan transicion de tipo teoria de campo
medio.
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El uso de Matlab en las simulaciones ha sido muy provechoso ya que su lenguaje
matricial facilita la creacion de las redes; ademas ha permitido mejorar los tiempos
de simulacion a efecto que en cada iteracién se han visitado todos los sitios en la
red. Los resultados pueden ser mejorados si los intervalos de temperatura
disminuyen, obviamente esto conlleva a consumir mayores recursos
computacionales.

Finalmente, es importante mencionar que muchos modelos sobre redes
complejas se basan en el modelo de Ising. Existen modelos de propagacion de
rumores, de conexiones neuronales, de propagacion de epidemias, etc. que han
usado las herramientas del modelo de Ising. Existen algunos resultados teoricos
de estos usos y en este trabajo se ha estudiado de manera general las
consecuencias en el modelo cuando se usan redes con topologia encontradas en
la naturaleza.

6.2 RECOMENDACIONES.

El presente estudio se ha enfocado en describir el efecto que produce la topologia
de mundo pequefio en el modelo de Ising sin abordar los efectos que producirian
los parametros involucrados en cada modelo de las redes. Un estudio mas
detallado, por ejemplo, puede ser el abordar la influencia del parametro p en las
transiciones de fase. Principalmente ese estudio podria aportar con resultados
interesantes en las redes KA generadas sobre redes bidimensionales. También,
en estas redes se pueden analizar los efectos en la transicion de fase que
produce el parametro m.

El uso de un lenguaje matricial para el estudio de este tipo de problemas ha
permitido abordarlo de una manera sencilla y efectiva, se recomienda su uso para
estudios con similares caracteristicas. Por otro lado, el método matricial propuesto
para las simulaciones en el que se exploran todos los espines de la red en cada
iteracion ha constituido un resultado importante que muestra la posibilidad de
optimizar el algoritmo de metropolis, sin embargo, este método puede ocasionar
oscilaciones indeseadas que afectan los resultados de las simulaciones. Un
estudio futuro sobre tales efectos puede ser llevado a cabo por trabajos
posteriores.

El modelo de Ising es un modelo que ha sido adaptado para problemas muy
diversos, dentro y fuera de la fisica. Por ejemplo, fendbmenos de propagacion de
rumores e ideas han usado el modelo de Ising. Muchas de las adaptaciones han
sido hechas sobre redes que no reproducen las cualidades reales presentes en
las redes naturales. En este sentido es de mucha importancia partir de modelos
que crean redes con caracteristicas presentes en el mundo real, como los
modelos tratados en este trabajo.
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Finalmente, en este trabajo se han usado modelos de redes de mundo pequeio
que no consideran otras caracteristicas de las redes del mundo real como por
ejemplo la distribucion de libre escala. Esta caracteristica ha sido mencionada en
el trabajo con el fin de no dejar de lado este resultado importante aunque no ha
sido considerado para las simulaciones del modelo de Ising. Trabajos futuros
deberian incluir redes con distribucién de grado de libre escala a mas de poseer
cualidades de mundo pequeiio.
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ANEXO A.
Cddigo de las simulaciones del modelo de Ising.

Modelos Unidimensionales.

function [M,E,X,Cv]=izingredalt (L, T,A) Zfuncicon cue efectia una simulacicn

Emodelo de Ising para los modelos uniidimwensionales

k=1:

J=1;

M= = []:

E= = [1:

Festado inicial
S=(randil,L) = 0.51%2 — 1;:

LPARL ALCANZAR EL EQUILIEBRIC TERMICO

for t=1:25000

W1l calcula la suwma de los primeros vweclnos red regular
Wi= gcircshife (3, [ 0 1]1) + cireshifc (s, [0 -1]1)

W2 ez la suma de las conexiliones adicionales que tiene cada nodo en
thase a las conexiones representadas en la mwmatri= de adyacencia b
Va=vecinos (L, 3,L):
W=UW2+W1l: % weclnos totales
Loambio energético
DeltaE= 2 * J * [(3.* WW):
tprobabhilidad de transicion
p_trans = exXp(-Deltak/(k * T)):
(Lransicliones
transiciones = (rand(l,L) < p_trans ).*%(rand(l,L)<0.1) * -2 + 1:
3 = 5.% transiciones:

end
n=1;:
FOBTEMIENDO LOZ3 WALORES MEDIOS
for t=1:250000
Wi= gcircshife(3, [ 0O 1]) + circshifc (s, [0 -—-1]1 =
(Ve es la suma de las conexiones adicionales gue tiene cada nodo en
(hase a las conexiones representadas en la matriz de adyacencias b
Va=vecinos (L,3,L):
W=Ua24+W1l: % wecinos totales
E spin = -2 = J * (3 .% V):
roambhio energético
DeltaE= 2 * J * [(3.* W):
zprobabilidad de transicidn

p_trans = exp(-DeltaEs (k * T)):
%transicioneﬂ
transiciones = (randi(l,L) < p trans ).*%({rand(l,L)<0.1) * -2 + 1:
3 = 5.% transiciones:
toada 1 MC3/=spin obtener los datos
if n==10

M=z = [M=s sumi(3)  L]:

E=z = [Ez sum( E_spin )1]:

n=o;
ernd
n=n+1:

end

E=mean (E=/L) ;% Energia por s=pin

M=abkbszs (mean (M=) ) ;% Magnetizacion por espiln
H=L*% (var (Ms,1)] )1/ T;$susceptcibilidad
Cw=(var (Es,1)/ (T"2) ) /L:3calor especifico



function [M,E, X, Cw]=izingen(L,T)
Ysobre 10 redes generadas.
M=0:

E=0;

X=0:

Cwr=0;

Nr=1:10

#GEMERACICH DE LA RED
Dependiendo del mwmodelo,

for

Foodigo:
A=yattcs (L,0.5): % red W3
A=genred EA(L,O0): %
A=genred EA(L,1): %

L

A

utili=zar cualdguiera de estas tres

red MW
recd Ki

funcion cque efectia el modelo de ising

lineas de

[M=,E=s,¥ s, Cvs]=izingredalc (L, T, L)

Lgenerando
M=M+M=,10;
E=E+Es/10;
E=¥+¥=/10;
Cv=Cv+Cvas10;
encd

los walores medios repecto a las redes gue Se wvah creando
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Modelos Bidimensionales.

function [M,E,¥,Cv]=isingredalt (L, T,L) *funcicn gue efectia una
(moclelo de I=sing para losf mwodelozs bhidimensionales

k=1;

J=1:

M= = []1:

N=L*L:

E=s = [1:

Yestado inicial

S=(rand(L) > 0.5)%2 - 1:

FPARL ALCAMNZAR EL EQUILIEREIC TEEMICO
for t=1:25000
B W1l calcula la swna de los primwmeros wecoinos red regular
W1l = eircshifc(3, [ O 1] + ...
circshife s, [ O -1]1) + ...
circshift (s, [ 1 0]y + ...
circshifc (3, [-1 011 :
(W2 es la suma de las conexiones adicionales gque tiene cada
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Zimulacion

nodo en

thase a las conexiones representadas en la matriz de adyvacencia L

Va=wvecinos (4,3, L)

TEWE4HTL ¥ wecinos totales

roambio energético

DeltaE= 2 * J * [(5.% V)

probabilidad de transicidn

p_tran=s = exp|(-DeltakE/ik * T)):

Ycransiciones

transiciones = (randilL) < p_trans |.%(rand(L)<0.1) * -2 + 1;
3 = 5.*% transiciones;

end
n=1:

FOEBETENIENDO LO3 VALORES MEDIOS
for t=1:Z250000
V1l = circshifc (s, [ O 111 + ...
circshifco(3d, [ O -1]11 + ...
circshifc (3, [ 1 0]1) + ...
circshift (3, [-1 0]);:
EW2 ez la sumna de las conexiones adicionales dgque tiene cada

nodo en

thase a las conexiones representadas en la matriz adyacencia L

Vez=wvecino=s(L,3,L):

V=VA2+W1l: % wecinos totales

E spin = -2 * J % (3 .% V):
roambio energético

DeltaE= 2 * J * [(S.% W);
tprobabilidad de transicion
p_trans = exp(-DeltakEs/(k * T]):
Ycransiciones

transiciones = (randilL) < p_trans ).%(rand(L)<0.1) * -2 + 1;
3 = 5.*% transiciones;
if n==10
M= = [M=s swumisumi(3) ) /M) :
E=s = [Ez sum(sum( E_=pin ))]:
n=0;
=ncd
n=n+1:

=} #l= ]

E=mean (Ea/MN) ;% Energia por espin

M=abs (mean (M=) )% Magnetizacion por espin
HE=N*(war (M=s,1))/T: %susceptibilidad
Cw=(wvar (Es, 1)1/ (T 2] )1 /N scalor especifico



function [M,E,X,Cv]=isingen(L,T)
t3o0bre 10 redes generadas.
M=0:
E=0:
x=0;
Cwr=0;
for WNr=1:10
$GENERACION DE Li RED

funcion que efectia el modelo de ising

3Dependiendo del modelo, utilizar cualgquiera de estas tres lineas de

roodigo:
b=ywatts (L,0.51: % red W3
A=redi=ztridi=s(L,0):

o

oA A

% red NW
b=redistridis(L,1); % red EKi

[M=,E3,¥s,Cva]=isingredalc (L, T,4):
sgenerando los walores medios repecto a las redes que se wan creando

M=M+M=/10;
E=E+E=/10;
E=3+X=/10;
Cw=Cv+Cws/ 10;
end
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ANEXO B.
Calculo de las Magnitudes fisicas.

Tanto para el caso bidimensional como el caso unidimensional, las magnitudes
fisicas se las han obtenido con la siguiente funcion

1 function [M,E,X,Cv]=magnitudes(L,To,Tf) %funcion gque chtiene las magnitudes
2 $fizicas en un intervalo de temperatura [To, TEL]
3 - M=[]:

4 - E=[]:

5- E=[]:

& - Cv=[]:

7 - for T=To:0.1:Tf

g - [M=,Es,%s,Cvs]=isingen(L,T);

9 - H=[N N=];

10 - E=[E Es];

11 - i=[X XEs];

12 - w=[Cw Cvs]:

13 - end;



