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Resumen

En el presente trabajo estudiamos un problema inverso que consiste en un pro-
blema de minimizacién en un modelo linealizado de registro de imagenes para el
crecimiento de gliomas presentado en [8], el cual no presenta un desarrollo del anali-
sis de dicho problema. Por tanto, queremos responder ciertas cuestiones realizando
un anadlisis local de la existencia de solucién sobre aquel modelo linealizado, el cual
estd sujeto a: un sistema de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas con condi-
ciones de frontera Dirichlet homogéneas y Neumann no homogéneas, que describen
la evolucién de la densidad del glioma, y una ecuacion vectorial de transporte que
define la frontera que ocupa el glioma. La funcién objetivo a minimizar estd basada
en la técnica de registro basado en marcas (Landmark-Based Registration), que se usa
en el registro de imagenes médicas. Finalmente, se muestra la existencia de solucién
de este problema de minimizacién. Y, se plantean las condiciones de optimalidad de

primer orden haciendo uso del Lagrangiano asociado, y de su adjunto.
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Abstract

In the present work we study an inverse problem that consists of a minimization
problem in a linearized image registration model for glioma growth, which is subject
to: a system of parabolic partial differential equations with homogeneous Dirichlet
and Neumann boundary conditions non-homogeneous, which describe the evolu-
tion of the glioma density, and a vectorial transport equation that defines the border
that the glioma occupies. The objective function to be minimized is based on the
Landmark-Based Registration technique, which is used in the registration of medical
images. Finally, the existence of a solution to this minimization problem is shown.
Furthermore, the first order optimality conditions are raised using the associated

Lagrangian, and its adjoint.
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Capitulo 1

Conceptos previos

1.1. Definiciones y conceptos previos
Iniciamos enunciando definiciones y resultados que nos serdn de mucha utilidad
durante este trabajo.

DEFINICION 1.1 (Forma bilineal). Sean V, W dos espacios vectoriales, se dice que la
formaa: V x W — R es bilineal real, si es lineal respecto a cada componente, es

decir, para todov € V, w € W y para todo a € R se cumple que
a(v+au,w) =a(v,w) +aa(u,w), y
a(w,v+au) =a(w,v) +aa(w, u).

DEFINICION 1.2 (Continuidad de la forma bilineal). Sean V, W dos espacios de Hil-
bert, ya: V x W — R una forma bilineal. Se dice que a es continua si existe C > 0,
tal que

la(v,w)| < C|lv|ly |w|lw, YveV,YweW. (1.1)

DEFINICION 1.3 (V-elipticidad). Sean V, H dos espacios de Hilbert, los cuales veri-
fican la inyeccion continua V. — H, y sea ademdsa: V x V — R una forma bilineal.

Se dird que a es V-eliptica si existen x > 0, A > 0 tales que
a(u,u) + A |ully > alul’, YueV. (1.2)

PROPOSICION 1.1 (Equivalencia de normas). Sean E un espacio de Banach y ||-||;,

||-|l, dos normas sobre E. Si existe M; > 0, tal que para todo x € E

[l < My flx]ly



entonces existe My > 0 tal que para todo x € E
[y = Mo [|x][,-

LEMA 1.2. Sean U, V,U’, V' espacios de Hilbert tales que U — U', y V — V', en-
toncesU xV — U x V'

Demostracion.

i) Sea (u,v) € U x V, entonces u € U,v € V, luego por hipétesis se concluye
queu € U',v € V’, es decir, se ha mostrado que U x V C U’ x V/

i) Sea (u,v) € U’ x V', entonces, dado que u € U, v € V, y usando la definiciéon

de norma en un espacio producto

G, ) [rscyr = Nl + [loflve
< Cy [ully +Collolly

< Cll(u,0) [y -
Por lo tanto, se ha mostrado la siguiente inyeccion U x V — U’ x V'. H

PROPOSICION 1.3. Sean U, V espacios de Hilbert, y U*, V* sus espacios duales to-

polégicos. Entonces (U x V)* es isomorfo a U* x V*.

Demostracion. Se puede observar que los espacios U x V y U @ V son isomorfos

isométricamente, ya que
UxV={(uvueclveV},y

UV ={(uv;u+v,uclveV}.

Por tanto, se define
p: (Ux V)" - U x V™

Luego, para definir el isomorfismo se considera f € (U x V)*, con lo cual

f:UxV —R
(u,0) — f(u,0)

Gracias a las inyecciones canodnicas, se tiene que

ig: U — uUxy, iy:V—UxYV,
u — iu(u) = (u,()), U —> iV(U) — (Olv),.



Entonces, gracias a la linealidad de f

fu,0) = f(u,0) + f(0,0)
= fliu(u)) + f(iv(v))
= (foiu)(u) + (feoiv)(v).
Asi, si se define f{ = foiyy fo = foiy, se tiene que (f, f2) € U* x V*. Conse-
cuentemente, se puede definir el isomorfismo de la siguiente manera
p: (UxV)" — U*xV*
foom=elf) = (foiu foiv)

Gracias a las propiedades del espacio producto, es claro verificar que ¢ es lineal.

Ademas es continua. En efecto, basta mostrar que es acotada

o)l xve = I1(f oiu, foiv)llgsxy
= |If oiully + If o ivlly
= sup |(foiu)(u)|+ sup [(foiy)(v)]

[ully=1 l[olly=1

< 2| fll wxvye -

Ahora, es claro observar que es inyectiva. En efecto,
Ker(g) = {g € (Ux V)", g =0},
en consecuencia
(0,0) = (foiu, foiv),
y gracias a que las inyecciones son operadores no nulos, entonces f = 0, con lo cual
Ker(¢) = {0} .
Es decir, ¢ es inyectiva. Ahora, sea g = (g1,82) € U* x V¥, se tiene que

g1: U — R, $2:V —=R.

Luego, para cualquier (u,v) € (U x V), gracias a los operadores proyeccién se ve-
rifica que

u =TTy (u,0) y v =TIy (u,v0),

con lo cual,

g1(u) = g1 0 Iy (u,v) y  v=IIy(u,0).



Asi, definimos

fi=g10olly+golly;

en consecuencia, f € (U x V)*. En efecto, f es lineal pues

f((w,0) + Aw, 1)) =(g1 0y + &2 0 Iy) (1, v) + Mw, £))
=(g1 0TIy + g oIly) ((u + Aw, v + At))
=g1(u + Aw) + g (v + At)
=81(u) + Ag1(w) + &2(v) + Ag(t)
=(g1(u) +82(0)) + A(g1(w) + g2(t))
=(g10Ily+ g oIly)(u,v) + A(g1 o Iy + g2 o Iy ) (w, t)
=f(u,v) + AMw,t)

Luego, f es continua por composiciéon de funciones continuas. Finalmente, verifica

que ¢(f) = g
¢(f) = ((g10y + g2 oIly) oy, (g1 0o Iy + g2 o Iy ) o iy).

Por tanto, basta mostrar que sus componentes pertenecen a U* y V* respectivamen-
te. En efecto, gracias a la linealidad y continuidad de g1, g2, v a la continuidad de las
aplicaciones proyeccién e inyeccion canénica tenemos que ¢(f) € (U x V)*. Con
lo cual, se ha mostrado que ¢ es sobreyectiva; y con ello biyectiva. Luego, por el
teorema de los isomorfismos de Banach se tiene que ¢! es continua. Es decir ¢ es
un isomorfismo. Por tanto, podemos concluir que se tiene que para dos espacios de

Banach U, V se verifica que
(u X V)* Ziso us x v
n

DEFINICION 1.4 (Espacio LP(Q))).Sea p € R, tal que 1 < p < oo; definimos el
espacio
LP(Q) := {f: QO — R; f es medible y || es integrable},

Al = [ [ ]

es un espacio de Banach. Si p = 2, es un espacio de Hilbert.

con la norma




PROPOSICION 1.4 (Integracién por partes). Sean u,v € C'(Q). Entonces

/Qa_xlvdx - / ua—xz dX+/uvn ds, parai = 1,2,..,n

PROPOSICION 1.5 (Desigualdad de Holder). Supongamos que f € LP(Q)), y que
g € L1(Q)), donde q es el exponente conjugado de p, es decir:

S+ =1
Poq

Entonces, fg € L1(Q), y ademds

| 1£.81 ax < £l lgll

DEFINICION 1.5 (Espacio de Bochner). Sean (X, M, u) un espacio medido, E un
espacio de Banach con norma |||z, 1 < p < 0. Definimos el espacio L¥ (X; E) como
el espacio conformado por todas las funciones f: X — E tal que son medibles y

|| f||E es integrable respecto de la medida y. Este espacio equipado con la norma

Plars = | [, 170 @]

es un espacio de Banach.

DEFINICION 1.6 (Espacio W(0, T)). Sean H,V dos espacios de Hilbert con H*, V*
sus espacios duales, los cuales verifican que V. — H — V*. Sea, ademds T > 0.

Entonces, se define el espacio W(0, T) como
wwjy:§uueﬁmnvm/eﬁmﬂVﬂ}

DEFINICION 1.7 (Gradiente simétrico). Dado un vector u, se define su gradiente
simétrico por

Vs(u) := (Vu+Vu )

1
2

donde Vu es la matriz jacobiana de u.

Los siguientes teoremas, enunciados en [4], son fundamentales en el andlisis de

existencia de solucién de sistemas de EDPS.

DEFINICION 1.8. Sea Q) un dominio en RY. Se define los siguientes campos vecto-

riales



e LP(Q)) es el espacio de todos los campos vectoriales v definido por

L/(Q) = {o = (@)Y}, 0 € LP(Q),i =1,...,N}.
e H™(Q) es el espacio de todos los campos vectoriales v definido por
H"(Q) == {v = (0)N,, 0 € H"(Q),i = 1,...,N}.
e H['(Q) es el espacio de todos los campos vectoriales v definido por
HI'(Q) = {v = (01)N,, 0 € HI'(Q),i = 1,...,N}.
e H () es el espacio de todos los campos vectoriales v definido por

H Q) = {v = (0)N,, 01 € HY(Q),i = 1,...,N}.

LP(Q)) es el espacio de todas las matrices simétricas v definido por
LP(Q) = {v = (v0)N_y; v € LP(Q),i,j = 1,...,N}

DEFINICION 1.9 (Espacio L3). Sea () un dominio en RN, definimos el espacio

12(Q) = {u c LZ(Q);/Qudx - 0} (1.3)

Ademds, equipado con el producto interno usual y norma de L?(Q)) denotados por

)12 -2, se concluye que L2(Q) es un espacio de Hilbert.
Yl yeq 0 P

TEOREMA 1.6 (Operador dual de grad). Sea () un dominio de RN. Entonces

a) El operador continuo
grad: [3(Q) — H 1(Q)

definido para cada y € L3(Q)) por
(grad p,v) := — /Q udiv(v) dx, para todov € H}(Q)
es inyectivo y su dual es el operador lineal continuo

—div: H}(Q) — L3(Q)

b) La imagen del espacio L3(Q)) bajo el operador grad es cerrado en H~1(Q)).



Ahora, al considerar el operador V() actuando desde el espacio H}(Q)) en el
espacio IL.2(Q)).

TEOREMA 1.7 (Operador dual de V). Sea (2 un dominio en R". Entonces:

a) El dual del operador inyectivo continuo
Vs(1): Hy(Q) = L*(Q)
es el operador continuo

—div: L*(Q) — H }(Q)

b) La imagen del espacio H}(Q)) bajo el operador V(+) es cerrada enIL?(Q)

PROPOSICION 1.8 (Simetria del tensor de estrés o). EI tensor
o(u) = AV -u)I+2uVs(u),

verifica la siguiente identidad:
/Qa(u): Vs(v) dx:/QU(v): Vs(u)dx,

donde I es una matriz identidad. Ademds, A, y son constantes.

Demostracién. Empezaremos probando un resultado que nos serd til. Probaremos

que para un tensor I, el producto I: Vs(u) = div(u). En efecto, por definicién,

tenemos que

1
Vs(u) = 5 (Vu + VuT>
1 [ /% 9u duy - duy
— ax1 a.X2 _|_ 8x1 8x1
2 |\ 92 oup du  dup
Bx1 a.Xz 8x2 8x2
8u1 auz 8u1
_1 ( 20 om T 7)
- ouy ouy ou
2\&tam 20
8u1 1 ou aul
o 2 (o T 72)
1 Jun Juq ('M
2 <8x1 + aX2> X2

Luego, notemos que el tensor I es una matriz identidad, por tanto por definicién del



producto interno I: V(u) [4, p. 395], tenemos que

d 1 (0 d
. _ (1 o). T 3 (32 +34)
I: Vs(u) = 0 1) 1<@+8ﬂ) Buy
2

dx; | oxp dx2
_dm dup
C9xp 9x
= div(u).

Ahora,

/Q o(u): V(o) dx

(AMV-u)I +2uVs(u)): Vs(v)dx

Adiv(u)I: Vs(v) +2uVs(u): Vs(v)] dx

[Adiv(u)div(v) +2u Vs(u): Vs(v)] dx

[Adiv(o)I: Vs(u) +2uVs(v): Vs(u)] dx

(A(V - 0)L + 21 Vs(0)): Vi(u)dx

S5 S5 555

o(v): Vs(u)dx



Capitulo 2

Descripcion del problema de

crecimiento de gliomas

2.1. Introduccion

El cdncer es una de las enfermedades a nivel global con un alto indice de morta-
lidad. Las personas adultas mayores son las que tienden a sufrir en mayor medida
de esta enfermedad, ya que el cancer tiene un alto grado de desarrollo a medida que

una persona envejece [5].

En la sociedad actual, se ha experimentado un crecimiento en la esperanza de
vida [13]; por tanto, una persona puede alcanzar una edad promedio aproximada
de 72.6 afios ! [11]. Esto tiene consecuencias debido a que una persona vive mas
tiempo, y por tanto incrementa sus posibilidades de desarrollar esta enfermedad.
En el caso de tumores cerebrales, estos se consideran una enfermedad asociada con
el avance de la edad [5]. De aqui la importancia del estudio de este tipo de tumores,

en una sociedad que est4 envejeciendo.

Maés del 50 % de los tumores cerebrales son gliomas?. Cuando estos tumores no
se tratan, pueden llevar a la muerte del paciente en un periodo de 6 a 12 meses
[5]. Uno de las problemas en el tratamiento de gliomas es su alta difusividad y su
habilidad para infiltrarse en tejido sano, el cual se encuentra més alld de la frontera
del tumor [8]. Esto ha motivado el desarrollo de herramientas matematicas para
simular la evolucién del tumor. Esto ayuda a que se pueda cuantificar el impacto de

tratamientos y con ello beneficiar a los pacientes|[8].

1Es la esperanza de vida al nacer a nivel mundial hasta el 2019.
2Estos son un tipo de tumores que también pueden crecer en el sistema nervioso central.



Los métodos que se han desarrollado para la modelizaciéon de la evolucién y
crecimiento de tumores, se basa en modelos discretos y continuos [1]. Los modelos
continuos, acompafiados de leyes de conservacion (masa y momento), se describen

por medio de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales [7].

Sin importar la complejidad de los modelos, estos siempre usan pardmetros para
describir su dindmica. A mayor complejidad del modelo, més parametros suelen ser

necesarios.

En el presente trabajo de titulacién, estudiamos la optimizacién del modelo li-
nealizado establecido en [8], asociado a la determinacién del campo de direcciones
que gobierna el crecimiento de gliomas. Para este estudio se considera de igual ma-
nera una formulacién Euleriana, es decir, se considera al flujo de particulas como

una funcién de espacio y tiempo.

Sea ) = (0,1) x (0,1) C R? un dominio Lipschitz con su frontera I' = 90}, y sea

T > 0. Definimos los dominios
Q:=Qx(0,T), =:=Tx(0,T).

En estos dominios, se considera el siguiente sistema de ecuaciones introducidos en

[8].

% —div(DVc¢) +div(cv) —pc(l—¢c) =0
. 1 T
—div AV u+ - (vu+w ) + fo(c)Ve =0
2
en Q, (2.1)
du _ v =0
ot B
om
E + (Vm)v =0 )
sujeto a las condiciones de frontera
i—O u=0, v=0, sobreX (2.2)
an - 4 - 4 - 4 4 M
y las condiciones iniciales
c(0) =co(x), u(0)=0, v(0)=0, m(0)=my(x), enQ. (2.3)

Este conjunto de expresiones constituye un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales Hiperbolico-parabdlico-eliptico, el cual describe el modelamiento de creci-
miento y difusion de un glioma, donde A,y son pardmetros de Lamé, p > 0 es

la taza de crecimiento del tumor, y D es la constante de difusioén. Las variables ¢, v, u

10



representan la densidad local de células cancerigenas, el campo de velocidad, y el
campo de desplazamiento respectivamente. Ademas, se considera m = (D, A, u),
lo cual permite conocer que la cuarta ecuacién de (2.1) indica el transporte de estos

coeficientes en el sistema. En adicién, la funciéon

7 =mewe (2) e (5225,

con los pardmetros p = (p1,p2,s) con p1,p2,s > 0, es una funcién que regula la
fuerza/localizacién de deformacion del tejido inducida por el tumor.

A continuacién, explicamos los fenémenos que describen las ecuaciones que go-

biernan el sistema.

e La ecuacion de difusién-adveccién-reaccion estd dada por

%§_mevq+dw@w—pdl—d=0, (24)

y representa la ecuacién de balance de masa del fenémeno. Es decir, la canti-
dad de células tumorosas en el tiempo es igual a las que se diseminan maés las

que se transportan y las que se pierden en el proceso.

e La ecuacion
. 1 T
—dW'AV-u+§<Vu+Vu> + £,(c)Ve =0 2.5)
representa la conservacion de momento del sistema.

e Finalmente, la ecuacion

2 —0=0 (2.6)

representa la cinematica del sistema.

Se conoce que c al ser una densidad, y gracias a la definicién de la funcién f,(c),
esta tomaréa valores en el intervalo (0,2). Con lo cual consideraremos a ¢ como una
densidad normalizada 3. Con lo cual, nuestro interés se centra en el intervalo (0,1),

es decir consideramos que 0 < ¢(x) < 1 para todo x € Q. (Ver Figura 2.1).

3Se sabe que existe un umbral ¢, de para la densidad del tumor, entonces este valor lo consi-
deramos como la aproximacién c ~ cy;,. Por tanto, el tumor esta caracterizado cuando c/cym ~ 1.
Asi, si se define ¢ = ¢/ ¢y, decimos que la concentracién ¢ estd normalizada. En consecuencia, f,,(c)
caracterizard al tumor cuando ¢ = 1.

11
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Figura 2.1: Funcion f, para ¢ normalizado y con distintos valores para los parame-
tros py y s, respectivamente.

2.2. Técnica de registro basado en marcas (Landmark-

Based Registration)

Consideremos un par de imdgenes, de las cuales, una serda nuestra referencia
y la otra imagen serd sometida a una transformacién. De modo que, se asemeje lo
mas posible a la referencia. En otros términos, consideramos dos imagenes Ij, I, en
donde la imagen I; es la imdgen de referencia, y la otra serd sometida a la transfor-
macion.

Para analizar cudn semejantes son una de otra, debemos hallar una funcién ¢ tal
que para cada punto marcado en las mismas zonas de las imédgenes, En I; los puntos
son x1,X2,x3, y en I, son xll‘, x’zc, xlg. Por tanto, estamos interesado en minimizar el

error producido al usar ¢ para transformar I, en I;. Es decir
. k
min Hzp(x ) — xH

donde x* = (x’l‘, x’é, x’é), y x = (x1, X2, x3). (Figura 2.2)
Existen muchas formas de medir esta variacion, pues la funcién a hallar suele

estar conformada de traslaciones y rotaciones. Sin embargo, existen casos en las que

se usan funciones no lineales para su transformacion.

El reto principal que se adjudica a este método, es la deteccion de estas marcas
de manera automdtica. Sin embargo, esto atin es un desafio. En especial, en el drea
médica esto es un reto ain mayor, ya que ain se usan detecciones manuales o semi-

automaticas. Pero siempre requieren la presencia de un especialista que pueda dar

12



t = f;

Figura 2.2: Se ilustra la técnica de registro basado en marcas, donde las imagenes las
tenemos a tiempos distintos t = 0 y t = t;. En los cuales, existen unas marcas, las
cuales han sido colocadas a mano. Asi, el objetivo es minimizar el error de transfor-
macién que estd representado por las lineas punteadas.

seguimiento a estas marcas [12].

2.3. Descripcion general del problema

El problema planteado en este trabajo, se enfoca en hallar una funcién de trans-
formacion ¢, tal que usando un funcional de costo, minimice el error que se produ-
cird al transformar imégenes disponibles en un periodo de tiempo (0 <t < T), ala
imagen de referencia (en el tiempo ¢ = 0). Esto nos formula un problema de opti-
mizacién, cuyas restricciones estdn dadas por el modelo linealizado de crecimiento
del tumor (2.11). Ahora, introducimos un funcional | para este propésito. Para ello,
consideremos la técnica de Landmark-Based Registration [12] la cual fue discutida pre-

viamente.

Consideramos dos conjuntos: el primero, consiste en los puntos de referencia en
la imagen original; y el segundo conjunto, de puntos de referencia establecidos por
un médico. Sea {x;},_; ; el conjunto de L puntos de referencia, colocados manual-

mente en la imagen de referencia; y sea {x;‘ } -1 y €l conjunto de puntos de

s Lik=1,...,
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referencia, colocados manualmente en las imégenes de seguimiento en los tiempos

{tk},]{\lzl (imégenes a ser transformadas).

El funcional ] mide la proximidad de los puntos de referencia con los obtenidos
al aplicar una transformacion ¢ a estos mismo en las imégenes de seguimiento. En
nuestro estudio, dicha funcién es la solucién de una ecuacién de la forma e(¢p, ) =
0. Ademas, para hallar una solucién de esta ecuacién, introducimos una condicién
Dirichlet homogénea en la frontera para . Por tanto, de manera resumida tenemos

el siguiente problema de optimizacién para la estimaciéon del campo de direcciones:

ngn (%),

sujeto a: (2.7)

2.3.1. Modelo linealizado

Dado que en [8], se considera a la ecuacién de elasticidad en forma cuasiestética
(lo cual hace que surja una ecuacion eliptica), en el presente trabajo consideraremos
dicha ecuacién de manera continua. Es decir, si consideramos al cerebro como un
solido deformable, que ocupa una region en el espacio Q, su ecuacién de momento

estd definida por

p% = div(o(u) ~ fyle),  enQ,

donde el tensor de estrés o(u) estd definido como
1
o) == A(V-u) + 5 (Vu+vuT).

Ademds, consideraremos un valor promedio para los coeficientes m = (D, A, ) *

de manera que m es constante.

Asi, al hacer uso de estas hip6tesis expuestas previamente, se tiene que el nuevo

sistema a analizar es el siguiente:

4Esto es posible ya que, durante la evolucién de un tumor, este tendrd distintas fases de creci-
miento, por tanto al tomar un valor promedio, podremos obtener un sistema mas simplificado, el
cual reflejarfa el crecimiento y difusién en un estadio promedio.
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de_ div(DVc) +div(co) —pc(l—¢c) =0

ot
Jdv  1],. 1 T B
a* o {dw (/\V-u+§<Vu+Vu >) —f,,(c)Vc} =0 enQ, (2.8)
ou
a ? =Y
sujeto a las condiciones de frontera:
%—O u=0, v=0 bre % (2.9)
5 =0 =0, =0, sobreZ, :
y las condiciones iniciales:
c(0) =co(x), u(0)=0, v(0)=0, enQ. (2.10)

El sistema (2.8)-(2.10) se puede escribir de manera compacta. Sea ¢ = (c,v,u),

formulamos el problema

%—f+A¢+F(¢):0 en Q,

{ M¢ =0 sobreZ,
¢(O) :4)0 enQ,

donde A es un operador diferencial lineal. Este operador estd definido para cada
t € (0,T), es decir A := A(t). Ademas, F es la no linealidad del sistema, y M es un

(2.11)

operador lineal.

Puesto que estamos interezados en la linealizacién del sistema, asumiremos que

F es Frechet diferenciable en una vecindad de ¢.

Procedemos a linealizar (2.11). Para ello consideramos ¢, un punto cercano a ¢,

el cual satisface las condiciones de frontera (i.e. M¢ = 0).

Para lo cual, definimos

F(9) =2 1+ A9+ F(9), 212)

Asi, podemos notar que F(¢) es el tinico término no lineal. Procediendo formalmen-
te realizamos una expansion de Taylor de F alrededor de ¢. Para obtener un modelo
lineal, que depende del punto en el cual se calculan las derivadas correspondientes.

Consideramos una direccién #, luego

F(¢ +h) =F(¢) +F(p)h+o(|h]]),

15



o, tomando i = ¢ — ¢, se tiene

F(¢) =F(@) +F ()@ — @) +ollp — ol
con lo cual, es posible obtener la siguiente ecuacién linealizada

aa_‘f +A(t)g +F(p)p =F () —F(¢).

Notemos que si F'(¢)¢p — F(¢p) = 7], entonces el sistema linealizado estd descrito
como

0 'z _
LA+ F (@) =1,
donde, F/(¢) estd dada por:
T(P) FHP) G
F(p)=|%52(9) 52(8) 5

QU o
SRy

S %

%P TP 5P
Cada una de estas derivadas, evaluadas en ¢, se escriben como:
P (8)19] = 25 0,8) e, 0] = div(co) —pe(1 —2),
oF - _oh TP
%(4’)[4’] = 3 (¢,0,4)[c,v,u] = div(¢v),
oF, , _ oF ,_ _ _ L )
a—f(«p)[(p] = a—cz(c, a,1)[c,v,u] = —cf)(E)VE— f(E)Ve, y

%(4_’)[4’] = %(@ v,1)[c,v,u] = —v.

Por tanto, el sistema linealizado queda expresado por:

% —div(DVe¢) +div(ca + ¢v) — pc(1 —2¢) =74,
d0v 1 . 1 T ! /= _ _ =
¥ 5 [dlv (/\V ut g <Vu +Vu )) —cfp(O)VE—fp(O)Ve| =12, (213)
u
T v 0,
sujeto a las condiciones de frontera:
oc =0, v=0, u=0, sobreX,
on

y las condiciones iniciales:

c(x,0) =co(x), v(x,0)=0, u(x,0)=0, enQ.
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Capitulo 3

Anadlisis de la existencia de solucidon

3.1. Existencia de solucidon del sistema linealizado aso-

ciado a la dindmica cerebral

Dadas las condiciones del sistema (2.13), tenemos que el espacio natural donde

aparece la solucion, es:
H(Q) := HY(Q) x H}(Q) x H}(Q),
luego, gracias a la proposicién (1.3), su espacio dual esta dado por
H(Q)* = (H'(Q))* x H(Q) x H1(Q).

Entonces, H es un espacio de Hilbert, con la siguiente norma

2 2 2
il 1= e g+ Nl

y la norma en el espacio H}(Q)), es equivalente a la heredada del espacio de Hil-
bert H(Q). Es decir, estas dos normas coinciden en H}(Q). Ademas, verifican la
siguiente tripleta. Si V = L?(Q) x L2(Q) x L?(Q), entonces gracias al lema (1.2) Se
tiene la tripleta de Gelfand

H(Q) —V — H(Q)",
con lo cual, podemos decir que si ¢ € H(()), entonces

ce H(Q), vecHNQ), ucHQ). (3.1)
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Para nuestro caso de interés, el espacio W(0, T) estd definido por
W(0,T) = {u € [2(0, T; H(Q)); 4 € L2(0, T;H(Q)*)}.

En esta seccién se asumiran ciertas hipotesis, las cuales son necesarias para mostrar

el resultado de existencia de solucion del sistema (2.11). Las cuales son:

Hipétesis 1. Dado que el sistema linealizado estd formado por operadores diferen-

ciales lineales. Se define para t € (0, T) el operador A(t) como

A(t) := A(H) + F'(),
entonces, se tiene que de manera compacta el sistema esta dado por:

o - o
3 + A(t)(]) =1.

Dado que A(t) y F’ dependen de las constantes D, ¢, 7, i1, asumiremos que estas se

pueden escoger de tal manera que

(A1), @) 12 > K| 35(0r) -

Hipétesis 2. Se asume que las condiciones iniciales ¢(0) = ¢, #(0) = 0,0(0) = 0
estan en H(Q2).

LEMA 3.1 (Propiedades de f,). La funcién f,: [0,1] — R definida por

1 1
e = e (5 g )
es una funcion estrictamente positiva con maximo en ¢ = 1. Ademds, f, y su deri-
vada en c f,(c) verifican que
1
fplc) < prexp(=2p2),  fp(c) < pipos exp(—2p2) .

Demostracién. Se puede observar que la derivada respecto a c es:

%(6) = fyle) = p1pasfplc)(c S = (2—c)*7 1.

A partir de las consideraciones asumidas sobre c, p1, p2, s; tenemos que f es acotada
superiormente; de hecho, f tiene un tinico punto maximo, correspondiente a c = 1.

Por lo cual, si definimos Kj := p; exp(—2p2) tenemos que:

0< fp(C) < Kj.
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Esto establece la primera parte del resultado. Ahora, usando la cota superior halla-

da, podemos dar una estimacién para la acotaciéon de la derivada. En efecto,

Fh(e) < pRpasexp(—2pa) (¢ HY — (2 ¢) =6+,

Luego, tenemos que gracias a las hipétesis realizadas sobre ¢, tenemos que:

1 1
Asi
1 1 1 1
st (2 —¢)stl < o+l <o
Por lo tanto, si definimos K, (c) := 1p2pysexp(—2ps)
fple) < Kp(e),
lo cual concluye la demostracion. H

Asfi, evaluando en un punto correspondiente ¢, se tiene que la funcién f,(¢) es

acotada superiormente, es decir
fp(€) <Kp,
donde K, := 1p2prsexp(—2p2).
Ahora, consideremos el siguiente problema evolutivo: Hallar y € W(0,T) tal

que:

oy _ .
= ARy =f fenl*(0,T;V), (3.2)

y(0) =vyo, yoen H.

El siguiente resultado, presentado en [9, Teorema 1.2, p. 102], nos servird para esta-

blecer existencia de soluciones para (3.2).

PROPOSICION 3.2. Asumiendo que la forma bilineal asociada al problema (3.2) es
medible para todo t € (0,T), y ademads, si se verifican (1.1) y (1.2), el problema
admite una unica solucién en W(0, T'). Mds atin, la solucién depende continuamente

de los datos, es decir

1Yllwo,ry < CUNl 20,107 + Vol g)-

TEOREMA 3.3. El sistema (2.8)-(2.10) tiene solucién en W(0, T).
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Demostracién. Para probar la existencia de solucion del sistema (2.13), es necesario

definir una forma bilineal para t € (0, T):

a: H(Q) x H(Q) — R
(p.9) +—alt:p.@)

tal que para cada t € (0, T), se verifiquen las hipétesis (1.1) y (1.2). Consideramos el

sistema (2.13) en su forma débil,

P . _ [ -
/Q o pdxt+alt; ) = /Q 7-@dx, Ve H(Q),
asi, definimos la forma
a: HQ) x HQ) — R
(@9 —aligg) = [ AP pdx
Es decir, para ¢ = (c, v, u) se tiene
a(t; p,p) = / [DVc -V — (co+cv) - Vo —pc(1 —28)¢q]dx
2 [ e Vi@~ ey @V 02— fy(0)Ve - 2] dx

— - dx.
/Qvg03x

La forma bilineal es medible para cada t € (0, T) debido a la definicién del espacio
H(Q). Luego, gracias a la linealidad de la integral y de los operadores o (-), V, Vs(+),

podemos concluir que la forma a(t; -, -) es bilineal.

Luego, para verificar la condicién de continuidad (1.1) para la forma 4, conside-

ramos el moédulo de a. En efecto,

la(t; ¢, )| = ‘/ [DVc- Vo1 — (co+cv) - Voi — pc(1 —2¢) 1] dx

2 [ [ow: Vi) - ey 0V 02— £y (Ve 2] d
—/Qv-(pgdx
§/ |DVc- -V — (co+cv)- Vo1 —pc(l—2¢)p1| dx
42 [ otw): Vulgn) — cfy@)Ve g2~ fy(e)Ve-ga dx
. d
+ /Q|v @s| dx
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Por tanto, para analizar la expresion anterior, la dividimos en 3 etapas. Definimos

las siguientes cantidades para t € (0, T):

L= /Q |IDVc- V1 — (co+cv) - Vo1 —pc(l —2¢) 1| dx,

zz,t:/g‘o—(u); Vo(@2) = cf () VE- @2 — fo(2) Ve - o] dx, y

I :/ v - dx,
3.t Q| @3]

de modo que

1
la(t; p, )| < L+ ;Iz,t + I3 .

A partir de la desigualdad traingular aplicada en (3.3),

L= /Q |DVec Vo1 — (¢6+cv) - Vo1 — pc(1 —20) 1] dx

§/Q\DVC-V(p1|dx+/Q|(cz7+Ev)-V(plydx+/0|pc(1—25)(p1\dx

(3.3)
(3.4)

(3.5)

(3.6)

Luego, usando la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta que |1 —2¢| < 1 se

sigue que

Ly < DIVel2 [Veullzz +ellellz2 leall 2 + /Q |(c7 +cv) - Vgu dx.

(3.7)

Notemos lo siguiente: dados ¢,¢ € HY(Q) y v,o € H}(Q), tenemos que co,cv €
L?(Q); de donde, usando la desigualdad de Holder obtenemos:

/Q|(cz7—|—c‘v)~Vq01|dxg/ﬂ|cz7-V(p1|dx+/ﬂ|c‘v~Vq01|dx

< [leall 2 IVerllzz + lleoll 2 [Vl 2

Ahora, notemos lo siguiente:

pero

|

Por tanto,

_112 —12
leoli = | lcof ax

= / 2 |o|? dx
0

e

L2 L2

2\ 2 L 2 )
=</Q)c‘ dx) :(/Q|c| dx) = |lc|l,

1/2
_ 12
leallga < 1P| ;" lells-
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Por otro lado, gracias a la inyeccién continua H!(Q) < L*(Q) que nos garantiza el

teorema de Rellich-kondrachov [3], podemos concluir que existe § > 0 tal que

1/2
_ 12
leallz2 < B[1oP] , Nl

De manera similar, estimamos la cantidad
2 )
Jeollt> = [ |eof dx

= / & |v]? dx.
Q

Dado que 0 < ¢ < 1, entonces 0 < ¢? < 1. Por la monotonia de la integral tenemos:

~ 2 2 2
leollfz < [ Jol dx = ol

con lo cual, gracias a (3.8) podemos concluir que:

1/2
| co+c0) - Voul dx < B[0P, el [ Vol 2 + lollzz [ Vgull.e

1/2
12
< B||1oP el lloalin + ollen lgalls - 39)

En conclusién, a partir de (3.7) y recordando que la norma en H} (Q)) es equivalente

alanorma H!(Q), tenemos

1/2
~12
Ly < D[IVelz [Vl +pllell 2 ||<P1||Lz+ﬁH|v| 2 el llotllm +llollgy loillm

1/2
12
< D el gl + e llellze lpllen + B[22 el lloallin + 1ol gy gl
) ) 1/2
< prlln (max s Do, B||10P|| ) ¢ el + ol

Ahora, analicemos el término (3.4) como sigue. Gracias al Lema (3.1), obtenemos

acotaciones para fp, f;. Con lo cual, tenemos lo siguiente

12,t:/0‘a(u); Valg2) — cfy(&)VE - 92— fo(@)Ve - o dx
< [ lo@) s Vilga)| dx+ [ [cfy(@)Ve-@a| dx+ [ |50V o ax
= [ low): Velga)| dx+ [ [£3(0)]1Ve-cgal dx+ [ |£,(0)] Ve 2l d

§/Q|a(u):vs((p2)|dx+Kp/Q|Vc'-cq)2| dx+ple_2p2/Q\Vc-(p2| dx.

donde K, := 1p?prse2P2. Dado que ¢,¢ € H'(Q) y ¢, € H}(Q), entonces cg; €
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L?(Q). Asi,
[ 196 cpal dx < Vel 2 logall 2 (3.10)
Luego, dado que el médulo al cuadrado del vector cg; esta dado por
N
|C€02|2 = k:l C§022,k

donde @, ;. es la k-ésima componente del vector ¢,; entonces, se tiene
- , 1/2
lepalle = | [ el ]
/O
TN , 1/2
SN
A=
N / - ]1/2
= Z CPrk
k=170
[N
Y|
L k=1

11/2

IN

2
12 | P2k ;2

= |lI#

1/2

N ) i
sz_zi H(PZ"‘ L2

pero sabemos que

2 4 . 2
loaxlfs = [ @i = l@anlls, esdeci (il 2 = lail

Asi, usando las desigualdades previas y el Teorema de Rellich-kondrachov [3], te-

1/2
L2]

r 1/2
N
2 2
lellzs Y ||(P2,k||L4]
i k=1

nemos lo siguiente

Sy
12 k_Zi H(PZ"‘

lepllpz < ||

IN

B N 1/2
2 2
< | [leflFp Zﬁk||(l’z,k||H1] :
L k=1

Tomando en cuenta la definicién de la norma en el espacio H!((}), tenemos que

2 a 2
o2l ==} lo2kliin
k=1
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de donde, podemos concluir que

le@all 2 < xflell g @2l - (3.11)

De esta manera, usando (3.11) en (3.10) tenemos:

/Q Ve o] dx < x|V 2 el 2]l

y en conclusién

b = / o) : Vs(@2)| dx + @ el @2l + pre el o2l - (312)
donde @ := K« ||V¢| 2.
Ahora, analizamos la integral
[ o) Velga)| = [ |Adiv(n)I: Vslpa) +2u Vs(u) : Vilp2)| dx
< )L/Q|div(u) div(gy)| dx+2;4/Q|Vs(u)  Vs(g2)] dx.

Gracias a los Teoremas 1.6 y 1.7 tenemos que

[ 1) Velga)| < Alldiv(w) |2 |divi@z) |2+ 20 | [Vs(w) : Vslg2)] d
< KA (Ilullgy lo2lly) +20 [ 1Vs(0) : Vslp2)] dx
< Kid ([l g Ip2ll g ) + 20 16(00) 2 1V (p2) 2
< KA ([l @2l ) + 202 el gy 1l
< K (Jlul g g2l ) (3.13)

donde K := max {kjA,2uK, }. Finalmente, de (3.12) y (3.13) podemos concluir que

by < K (1l gy lo2llg ) +@ el 2l g + po llell i 2l
< max {K, @+ pre 2} (|[ull gy @2l gy + Nl 2l ) -
Por tltimo, el caso de (3.4)
I </ v - dx
3t < Q| @3

< [loll2 llsll 2

< [[oll gy llpall gy
0 0
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Asf, de las estimaciones para I;; coni = 1,2,3, podemos concluir lo siguiente:

1/2
P —12
o(t,9)| < max { D,p, [ [0, ells gn s+ g ol
Ir . - -2
+ 4 [max {04 e} (g g2l g + el 2]l )
+ 0l sl -

Debido a la definicién de norma en el espacio H(Q}) y ¢ = (c,v.u), tenemos las

siguientes relaciones

el < ll@lla, lolm <ll¢la, lulm <l¢la, vy
lorllen < ll@lla, N2l <llella, leslly < llellm.
de donde obtenemos la condicién
la(t; @)l < Cll@lgllelg, (3.14)

donde C es una constante positiva e independiente de ¢ y de ¢, dada por:
1/2) 1
C := max {méx {D,p,/% H |z7|2HL2 } ,f—)méx {IC,cD + ple_ZPZ} ,1} .

Luego, gracias a la Hipotesis 1, tenemos que la forma a es coerciva. Notemos
que, coercividad implica V-coercividad. Asi, tenemos que la forma bilineal 2 es V-

coerciva. Ademas, debido a (3.14), la forma a es continuia.

Asi, por la Proposicion (3.2), concluimos que existe ¢ tinica solucién del sistema

(2.11) en W(0, T), la cual verifica la siguiente estima

1@ llweo,r) < CUTN 2 0,1.02(00)) + 1 P0ll1)

es decir,
1@ llwo,ry < CUTN L2 0,7:2(00)) + llcollg)- (3.15)
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Capitulo 4

Optimizacion del modelo de

crecimiento de Gliomas

En este capitulo planteamos el problema de optimizacién sujeto al modelo. Va-
mos a considerar una coleccién de imdgenes para un tumor cerebral de un paciente,
en distintos intervalos de tiempo de periodo T con el objetivo de obtener el campo
de direcciones 3 que mejor se acople al esquema de Landmark-Based Registration. Es-
te campo de direcciones es necesario para conocer exactamente como evoluciona el

cancer en dos tiempos distintos.

4.1. Formulacion del problema

Recordando lo expuesto en el 2.3; el problema planteado en este trabajo, se enfo-
ca en hallar una funcién de transformacién #, tal que usando un funcional de costo,
minimice el error que se producird al transformar imagenes disponibles en un pe-
riodo de tiempo (0 < t < T), a la imagen de referencia (en el tiempo t = 0). Esto
nos formula un problema de optimizacién, cuyas restricciones estdn dadas por el
modelo linealizado de crecimiento del tumor (2.11). Ahora, introducimos un fun-
cional | para este propdsito. Para ello, consideremos la técnica de Landmark-Based

Registration [12] la cual fue discutida previamente en la seccion 2.2.

Consideramos dos conjuntos: el primero, consiste en los puntos de referencia en
la imagen original; y el segundo conjunto, de puntos de referencia establecidos por
un médico. Sea {x;},_; ; el conjunto de L puntos de referencia, colocados manual-

mente en la imagen de referencia; y sea {xf} =1 el conjunto de puntos de

s Lk=1,..,N
referencia, colocados manualmente en las imagenes de seguimiento en los tiempos
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{tk},i\lzl (imégenes a ser transformadas). Por tanto, el siguiente funcional de costo,

es considerado en [8]

N L
:%;;// (= t0)0(x — x5) (9 (x, 1) — %) ducdt,

donde los § son medidas de Dirac. El funcional | mide cudn cerca estan los puntos
de referencia con los obtenidos al aplicar una transformacién ¥ a los puntos de re-
ferencia en las imagenes de seguimiento. Dicha funcién ¢ = (¢, 12) es la solucién

de la ecuacion:

aatf eAp + (Vyp)v =0, en Q
1 =0, sobreX (4.1)
P(0)=x enQ

con ¢ > 0 pardmetro de regularizacion mediante difusion artificial en ¢, la cual es
una funcién que mantiene el seguimiento de las particulas de interés (marcas de
referencia iniciales dadas) en el tiempo. Ademads, para hallar una solucién de esta
ecuacion, introducimos una condicién Dirichlet homogénea en la frontera para .
Este cambio, hace que la ecuacién sea regularizada, y por tanto se convierta en una

ecuacién parabélica.

Por lo tanto, podemos pensar en ¢ como un campo vectorial, que mejor describe
el movimiento de las marcas individuales. Ahora, tenemos el siguiente problema de

optimizacion para la estimacioén del campo de direcciones:

min J(gp :1 Z// (t—t1)8(x — x) ((x, t) — x;)* ddt,
v 2k =
sujeto a:

1) Elmodelo de crecimiento de gliomas

0
P rAp=q, e

{ M¢ =0, sobreZ, (4.2)
$(0) =¢o, enQ, y

2) Laecuacion de transporte:

op

> —eAYp + (Vy)v = en Q,

p =0, sobreX,
P(0) =x. en(),
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4.2. Resolucion del problema de optimizacién

Gracias a lo realizado en el Capitulo 3, sabemos que el primer sistema de ecuacio-
nes, tiene una solucién ¢ en el espacio W(0, T), para con lo cual ¢ € L2(0, T; H(QY)).
En consecuencia, tenemos que v € L?(0, T; H3(Q2)). Ahora, notemos que este es un
sistema de ecuaciones, por tanto tomamos @ = (¢1,¢2) € H}(Q) funcién suficien-

temente regular. Asi, para casi todo t € (0, T), su formulacion débil estd dada por

/Qaa—lf-(pdx—s/QAtp-(pdx—l—/Q(VlP)v'(de:0

Notemos que, al ser ¢ un campo vectorial, se verifican la siguientes expresiones

A-d:/ -V~d—/V:Vd,
| 8¢ gdx=[g-Vy-nds— [ Vy: Vodx, y

/ (Vyp)v-pdx = — {/ (Vq))v-tpdx+/ l[)-(pdiv(v)dx] :
0 Q Q
Entonces, usando las condiciones de frontera ¢ = 0 sobre X, con lo cual

/ % -(pdx+€/ Vi Vedx — {/ (Ve)v - ¢dx+/ ¥ - div(o) dx} —0 (43)

q ot 0 Q Q
Para mostrar la existencia de soluciones de (4.3) se define la forma bilineal
b(p, ) := S/QVIIJ: Vedx — /Q(V(p)v “pdx — /QIIJ ~pdiv(v)dx  (44)
es decir, tenemos que resolver
9 _ )
o ot @dx+b(yp,p) =0, Vo € Hy(Q).

Por tanto, nuevamente se debe verificar las condiciones del Teorema 3.2. En efecto,
podemos ver claramente que la forma es bilineal gracias a la linealidad de la inte-
gral y la linealidad de los operadores diferenciales. Luego, usando la desigualdad

triangular, tenemos

b(p, )| <c¢ /QV1/J: Vedx| + ‘/Q(V(p)v-tpdx + ‘/Qtp-(pdiv(v)dx

Por un lado tenemos lo siguiente,

[ (Topo-px

< [ 1(Vp)o- 9| dx

< /Q!llil (V1) v dx+/Q!llJ2'(V(P2) -o| dx
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< IVl lrollr2 + Vel 12 20 2 (4.5)

Luego, recordemos que parai = 1,2

2

2
¥l

2
L2

goliz = [ ol dx = [ g2[of dx < ||lof’

Asi, usando las el teorema de Rellich-Kondrachov [3], tenemos que existen constan-

tes ky, ky, positivas tales que
2 2 2
o)l < ok, ol il

Por tanto, a partir de (4.5), la definicién de norma en el espacio H}(Q), y la equiva-
lencia de normas en H& (Q)) concluimos que existen constantes c1, ¢, positivas tales

que verifican

< ko l[ollgy (kg V1l @1l + cokys [Vl 2 2l gy
0 0 0

<K ||‘PHH5 Hﬁ”HHg (4.6)

/Q(Vrp)v “pdx

con K := ||v|| py méx {crky ko, coky,ky }.

Por otro lado, recordando que el producto interno en H} (Q) est4 definido por

(% @)y = /QVIIJI Vedsx, 47)
gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos
| [ Vi Vodx| = e|(h o)y | <el9ly ol (48)

Nuevamente, gracias al teorema de Rellich-Kondrachov, y a la equivalencia de nor-

mas, existen constantes positivas Ry, Ry, Ky, K. Con lo cual, podemos decir que

/Qtp-(pdiv(v)dx §/Q|1[J-(pdiv(v)|dx

< ¢l llediv(v)| 2
< RiRK1K; ||div(v) || 4 ||‘P||H3 ||§0||H(}

< Pl llelm (4.9)

con P = max {||div(v)|| 4, R1Ky, R2K>} Por tanto, a partir de (4.6), (4.8) y (4.9), po-

demos concluir que
(. 9)| < Cllplla 1l -
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con C := maéx {8, K||o||gi,P } Y con ello, la forma es continua, por tanto tambien
0
es medible para cada f en (0, T). Ahora, veamos que esta ecuacion es coerciva. En

efecto, gracias a (4.7), (4.9), tenemos

b(y, ) :S/QVIIJ: Vl[}dx—/Q(le)v-t[)dx—/Q|t[)|2div(v)dx
> el|glzg — K@l — Pl

2
> eyl

Es decir, tenemos lo siguiente

by, ) = ¢ ll7

Asi, podemos establecer que b es coerciva; esto implica que sea V-eliptica. Por tanto,
gracias al Teorema 3.2, existe € W(0, T), donde

W(0,T) := {u € L2(0, T; HY), u' € L2(0, T;H’l)}.

Con lo cual, hemos hallado (¢, ) € W(0, T) x W(0, T) una dupla solucién al siste-
ma restriccion acoplado (4.2). Y, ademas existe un Cp > 0 tal que verifica la siguiente

estima
1 llwo,r < Calllxllg)

4.2.1. Existencia de control 6ptimo

Una vez que sabemos que existe una solucion del sistema acoplado restriccion,
procedemos a mostrar la existencia de solucién del problema (4.2). Para ello, reali-

zamos la siguiente hpotesis sobre ¢

Hipétesis 3. Consideramos que # verifica una condicién de caja, es decir Py <
P < Pmax- Donde, Pmax, Pmin Son vectores constantes, y la desigualdad significa

que, para cada componente, la desigualdad se verifica.
Por tanto, definimos el conjunto de controles admisibles
e := {(¢,9) € WO, T) x W(O, T); hmmin < ¢ < Pmax }

donde Pmin, Pmax SON vectores constantes tales que Pmin < Pmax- Este conjunto es

no vacio y convexo.

En efecto, es no vacio ya que $¥min Y Pmax € Uyy. Luego, es un conjunto convexo
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ya que tomando (¢p1, 1)), (¢2, ¥) € Uy y un A € (0,1) tenemos que

wmin < 1P§1) < lpmax/ lpmin < wél) < lpmux

)\lpmin < )‘lI}F) < )”I}max (1 - )‘)lpmin < (1 - /\)ll}él) < (1 - A)lpmax

y sumando estas cantidades, tenemos que
w < AP+ (1= )l < 4.10
lljmm — lljl + ( )ll}z = lljmax ( . )
el procedimiento previo se replica para ¢(?). Luego, debemos verificar que A¢p; +
(1—A) € W(0,T). En efecto, gracias a la desigualdad (3.15), podemos verificar que
I#1llwio,ry < Cilloollm, P2llwor) < Callcollpm

entonces

[Ap1+ (1= A)g2llwio,r) < AllPrllwo,r + (1= A) [[P2]lwor
< AC lcol[gn + (1= A)Co lcoll
< Cllcoll

donde C = max {ACy, (1 — A)Cy}. Lo cual muestra que U, es un conjunto conve-
xo. Luego, gracias a (4.10), y a que el conjunto es no vacio se concluye que U,; es

débilmente cerrado ya que es cerrado y convexo [14].

Ahora, para mostrar que el minimo se alcanza, consideramos (¢, ¥,,) una suce-

sién minimizante en U,.

La sucesiéon minimizante es acotada. Notemos que (4,,) es acotada pues verifica
la condicion de Uy, es decir: Ymim < P, < Pmax para todo n € IN. Luego, (¢,) es
acotada gracias al Teorema (3.2). Ademas, tenemos que (¢,) C W(0, T'), entonces se

verifica que existe una constante C,, > 0, tal que

lpnllwior) < CalllTll20,7,m ) + I90ll (),  paratodon € N

Es decir, gracias a la definiciéon de norma del espacio W(0, T) tenemos que:
@0l 2070 c2y) + 1Pl 20,75 (0)) < ColllTll 207080 (02)) + 190l Er(2))-
Ahora, separando y acotando cada uno de los sumandos. Por un lado tenemos que
lenllzzo,1,m1 () + 10nll 20,181 ()) + N#all 20,181 ()) < CalllTll 20,700 ()
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+ g0l my)-

y por otro lado

enll 20,7 510y + 1701l 20 1100y + 10l 20,7 100y < ColllTll 2o, c2))
+ g0l g y)-

es decir, las sucesiones (¢ ), (v,), (1,) son acotadas en los espacios L?(0, T; H' (Q))),
L?(0, T; H} (Q)), L2(0, T; H3(QY)), y las sucesiones (c},), (v},), (1)) en L>(0, T; H1(Q))),
L?(0, T;H 1(Q))),L?(0,T; Hy 1(Q))) respectivamente. Asi, podemos concluir que exis-

ten subsucesiones (¢, v, #n), (Pn), (¢, vy, uy,), (P;,) tales que verifican lo siguiente:

Cn —C, en L*(0,T;H(Q)),
vy — O, en L*(0,T; Hy(Q0)), (4.11)
e — 4, en L[2(0,T; Hy(Q)),
P — 9, en L2(0,T; H}(QY)),
o A, en L*(0,T;H Y, (D)),
o o, en L[2(0,T;H (), (4.12)
W, en L*(0,T;H (), |
¢, Sy en L*(0,T;H (Q))).

En consecuencia, de (4.11) y (4.12), notemos que para a.e. t € (0, T) las siguientes

convergencias se tienen

¢ —¢, enl?(Q), Ve, — Ve, en LZ(Q),
(Q), Vu, — Vu, enl?(Q), (4.13)
v, — v, enL?(Q), Vv, — Vo, enl?(Q),
Py, — ¢, enL*(Q), V¢, — V¢, enlL2(Q),

u, —u, en L?

con ¢ = (¢1, ¢, ¢3) € H(Q) x H(Q) x H}(Q). Asi, de la formulacién débil del
sistema (2.11) tenemos que para casi todo t € (0, T):

dcy, v, Juy, L
Q¥¢1+§"P2+¥ '(pgdx+/Q[DVcn-Vq01 — (cn@ + Cvy) - Vi dx
1
- /Qpcn(l —20)prdx + ; /Q [O(un): Vs(gpa) — cnf;,(c')VE-q;z — fp(6)Ven '(Pz] dx

- -d:/‘ + 72 padx.
/Qvn @3ax 0771(P1 N2 - @2aXx
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De manera similar, a partir de la ecuacién (4.1)

/()%—f-adx—s/ﬁa-Athx%—/Q(ﬂc-VlP)'vdx:o

cona = (a,02) € H}(Q)). Ahora, por un lado usando (4.12) y tomando el limite

9Cn +a +a d —>/ +a +a d
o oF VT Gy P2 oy T sax ot P gF (P2 Gp P3Ax

Luego, de la definicion del tensor ¢ y del producto interno en H} (Q)

/Qa(un): Vs((pz)dx:/Qdiv(un)div(goz)dx+/st(un): V(o) dx
=(div(un), div(92))2(q) + (Vs(un), Vs(@2))12(q)

con lo cual, usando las convergencias establecidas en (4.13) y considerando los espa-
cios donde acttian los operadores grad, — div (Teorema 1.6 y Teorema 1.7), tenemos

que
(grad(—div(e2)), u)y- LH = / div(u)(—div(eg,)) dx = / div(u) div(ey) dx.
Luego, usando (4.13) tenemos lo siguiente
/QVun: gdx = (Vuy, )2 — (Vu, Q)2 = /QVu: gdx
con g := Vg, . Por lo cual, tomando el limite cuando 7 — co tenemos que

[ o)z Vlp2)dx — [ olw): Valpa) dx

Asi, podemos concluir que

) d
11m/ %'?dx‘Fa(t;‘Pnz ¢) — (1.9 g u / 5 Pdx+a(t;¢,9) — (1. 9)un

n—oo JO)

Y ademds, nuevamente gracias a las convergencias (4.11), (4.12) tenemos

T}g%o/()ai”-adx+e/ thn:Vtxdx—/(le)v-tpndx—/ P, - adiv(v)dx =
0
atf (xdx—l—e/ Vi Vadx—/(Vtx) tpdx—/ ¢ -adiv(v)dx

En términos reducidos, podemos decir que las ecuaciones del sistema restriccion del
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problema (4.2) verifican

. OPn | & 09 L

i, oy T AP = =5+ AP =7 =0
lim 2% eApy + (Vipp)v = % —eAp + (V)
n—co ot ! ! ot

en su formulacion débil.

Ahora, gracias a la definicién de J, conocemos que | es convexo y continuo. Por
tanto, es débilmente semicontinuo inferior [2, Teorema 1.5.3, p. 26]. Es decir, verifica
que

J() < liminf (), (4.14)

n—oo

para toda sucesion ¢, — ¢ € W(O, T). En particular, para la hallada en U,;, sabe-
mos que (¢, Pn) — (¢, ), y por la semicontinuidad débil de |

liminfJ () = inf J(9) (4.15)

En conclusioén, a partir de (4.14) y (4.15), podemos determinar la existencia de una
dupla (¢, ¢) € U,y tal que permite la existencia de un elemento mas pequefio o
igual que el infimo. Por tanto, concluimos que en dicho elemento, | alcanza el infi-

mo. Es decir, ¢ € W(O, T) es un minimo del problema de optimizacién (4.2).

4.2.2. Condiciones de optimalidad

A partir del problema de optimizacién (4.2), estamos interesados en la deduccién

de las condiciones necesarias de optimalidad. Para lo cual, definimos el lagrangiano

L(p ¢, 0 a)=](y +// ( —I—A¢+F’(¢)¢—;7)dxdt+

// ( —eAp + (Vp)o )dde—// Mg - dsdt+
//l[J txdxdt+/ — ¢o @dx—i—/ —x) - &dx

+ //Q &min ° lP - ll’min) + &max - (1P - lpméx) dxdt (4-16)

A partir de esta expresion para £, podemos hallar (de manera formal) el sistema

adjunto asociado a (4.2).

Notemos lo siguiente, las ecuaciones de estado y del sistema adjunto estan dadas
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por:

% - 0/ % =0
Sistema Adjunto { . , Ecuacion de estado gg

XL 0/ — =

o o 0

es decir, debemos hallar las derivadas de Fréchet del lagrangiano. Con lo cual, de

manera formal, a partir de (4.2)

// ( + A¢p — 77) dxdt = // (1 (— —div(DVe) +d1v(cv+cv)) dxdt
—//le (pc(1 —2¢8) — 1) dxdt+//Q§2-aa—z;dxdt

1 / O ([divie(w) — cfy (0) - f(@) Ve ) duat

g [ (o)

Ahora, para (1, lo siguiente:

// {1 (— —div(DVc¢) 4 div(co + ¢v) — pc(1 — 2¢) — 171> dxdt =
// Cldxdt—/ div( DVc)Cldxdt+// div(cs + o)y dx dt
—p//Q c(1-20) — ]y dxdt, (417)

luego, para (>
// 02 <— - = dlv(cf(u)) —Cf,’,(c‘)Vc‘—f,,(c‘)Vc—ﬁzD dxdt =
/lezdxdt—%/gdiv(a(u))-CzdxdtJrl// cfy(E)VE- Lrdxdi+
// Fo(6) Ve Qodxdt + — // M- Cadxdi, (4.18)

y para {3

// i (——v> dxdt://Qg—‘t’-g3dxdt—//Qv-g3dxdt. (4.19)

De donde, realizando varias integraciones por partes, tenemos para {;:

// 01 (— —div(DVc¢) 4 div(cd + ¢v) — pc(1 — 2¢) — 171> dxdt =
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// <—%—d1v DV, — vgl-ﬁ—p(1—2a)g1>cdxdt—//leﬁldxdt
—// (eV1) vdxdt+// [cDV {1 — 1DV + {1(co + ¢v)| - nds dt
Q ¥
+ [ [6(D)e(T) =G (0] dx, @20)

de la misma manera para {:

// &2 (“‘ div(ou >>—Cf;<c‘>Vf—fp<c->Vc—ﬁz]) dx], dt =
// Cz dxdt——/ div(o(g2))udx dt + = // F(©)Ve- 1o~ div(fy(0)5a) ) cdxdt+

5//2 o(Z2) m) u— U(”)'")'Cz+cfp(c)€2'ndsdt+/Q€2 -0(T) = £2(0) - 0(0)] dx.
(4.21)

Finalmente, para (3:

//Q (3_1; ) (3dxdt = // udxdt-i—/ﬂ[gg,("_r)u("_r)_53(0)1,(0)] dx
—//Qv-ggdxdt.

Realizando un proceso similar para la ecuacion

0
Y eap+ (Vo=

se tiene que, para & = (a1, 4) € H}(Q):

// <__€A1/JJr Vip)o )dxdt // P - —dxdt+/[t[) #(0) - w(0)] dx

—s//QA(x-tpdxdt—ks/Ztp-Va-n—oc-th~n]dsdt
—/Q[(W)v'thr(tp-a) div(v)] dxdt

-I—//Z(tp-a)(v-n) dsdt.

Luego, para poder hallar las condiciones de optimalidad del lagrangiano, tenemos

que
VL(Y, .5 a)h] =

donde, h = (hy, he, hy, hy), con hy = (he, hy, hy). Asi, tenemos que las ecuaciones
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del sistema adjunto estan dadas por lo siguiente:

%(tp,q),@,a)[htp] a¢ A@)y, +// (———eAa—(Vw)v—adiv(v))-hlpdxdt
+/ (T dx+/ (0 (0))dx+//25c-h¢dsdt

—}-//28 (V&) -n)-hy] + [(hy - a)(v - n)] dsdt

+ //Q - [Wmax — Gmin] =0 V4 Prin < P < Prma

Asi, gracias a [14, Teo. 2.29, p. 71] y definiendo:

Amax = @ x :| ; &min = [ g :|
= |55 0900 Sy i)
donde [-]4, [-]— representan la parte positiva y negativa de una funcion respectiva-
mente; tenemos la ecuacién adjunta:
o N L .
—a——eAa—(Va)v—adlv Z P(x —x[,t —tg) — x1) — &max + &min
t k=1 l:1
« =0 sobreX
«(T) =0 enQ

Luego, realizando un proceso similar para ¢

o dL(P, ¢, G, )[hc] 0
ﬁ(lp, ¢,C,a)[hy] =0, equivalea | 0,L(¢, ¢, ,a)[hs] | = |0
au£(¢/ ¢, g/‘x)[hu] 0

Por lo cual, analizando estas derivadas, tenemos lo siguiente
L(P, .0, 0) // (—%—dw DVy) - Vgl-ﬁ—p(l—za)g) hedx dt
// fp(@)Ve - §o = div(fy(€)52) | hedx at
+L§1 (T + [ he(0)(G — 61(0))dx
+ //Z he {%& + 017 -n+ :—)fp(c-)gz : n} ds dt
+ [[@ - aD)auhedsde = o.
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Entonces, la ecuacién adjunta esta dada por

aaCtl —div(DVZy) — V1 -5 — (1 —26)0; + = [ p( e)VeE- Ty — diV(fp(c_)Cz)} —0,

{ OnpG1 410 -m+ Lfp()52-n =0,
G(T) = 0.

De similar manera,

L(p, ¢, T e)h // —%—Cvﬁ 03+ (a(Vp))-hy +/C2 (T) dx+

/h ) (2 — 22(0 dx+//zélchv-n+hv-ézdsdt: 0,

con lo cual, su ecuacién adjunta esta dada por:

9% Vi1 — T3+ a(Vy) =0,

ot (4.22)
02(T) =0.

Y, finalmente:

L (9., 0)00n) = [ (<552 =5 divlo@) ) adde + [ Ga(Tha(T)dx+
[ ha0) (& = £3(0)) dx+

//Z [hu[z—%a(gz) hn} ds dt
4 // ) Lo-ndsdt — 0. (423)

Asi, su ecuacién adjunta estd dada por:

0
% - L aivie(e) =0,
{ 0> =0, (4.24)
03(T) =0,
con lo cual, tenemos el sistema adjunto:
_% —div(DV{1) = V1 -9 —p(1 —26)01 + — [ p( c)Ve - g —div(f,(e)C )} =0,

%2 yr (V) =0,
0

ot o 1
—5r o dive(@) =0,
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sujeto a las condiciones de frontera

DVl -n+7019-n=0; (> =0,
y las condiciones finales:

Gi(T) =0; &(T)=0; &(T) =0

Este sistema podemos compactarlo como:

0 _
—a—f —AC+V(a,p) =0,

NZ =0,
¢(T) =0,

donde A*(t) y V se definen por:

div(DV1) = Vi1 -0 — p(1-20)01 + 1 [£(6) Ve G = div(£,(0)35)|
ATg = eVl — {3 '
Ldiv(o(¢2))

0

Ve, ) = [ a(Vy) |,
0

con A*(t) es el operador adjunto de A(t). Por lo tanto, el estado adjunto del sistema

acoplado esta dado por el siguiente sistema compacto. Definimos { = ({1, {2, {3)

NZ =0, sobreZX,
¢(T)=0, enQ,

3 N L
—a—? —eAa — (Va)v — adiv(v) = — Z Z(IIJ(X — xéczt —tx) — X1) — ®max + &min, enQ,
k=11=1

« =0, sobreZ,
\ «(T)=0, enQ.
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TEOREMA 4.1 (Condiciones de optimalidad).
Supongamos que (¢*, ¢*) € W(0,T) x W(0, T) es un minimo local de L, entonces

existen ({, «) multiplicadores tales que satisfacen el siguiente par de ecuaciones:

%AWV =0
{ N7 =0, sobre X, (4.25)

¢(T) =0, en (),

N L
—aa—: —eAa — (Va)o* —adiv(v®) == Y Y (9 (x —af,t — 1) — x))
k=11=1

— &max + &min, (4.26)
a=0, sobre %,
«(T)=0, enQ),

donde A*(t) es el operador adjunto de A(t), y esta dado por:
div(DVG1) = Vi -5 — p(1 = 2001 + 1 [ £ (€) Ve & — div(f, (6)2)
A*(t)g = ¢V — 3
Ldiv(o(£2)

Ademds V y N se definen por:

0 ]
Vi) = |avyr |, NE= (DVQ-r;—f-Cﬂ).n).
0 2

Demostracion. La existencia de estos multiplicadores estd garantizada directamente
por la existencia de solucién del sistema previamente descrito. Por tanto, dado que

el sistema es lineal verificaremos las hipétesis del teorema (3.2).

Sean 7, € (0,T), entonces definimos los cambios de variable g(7) = (T — 1),y
B(7) = «(T — 7). Con lo cual, se tiene que las condiciones finales, se transforman en

condiciones iniciales, es decir:

¢(T) = g(0), «(T) = B(0), (4.27)
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y con ello obtenemos el siguiente par de ecuaciones

o) _
L _Atg=-V(B¢) enQ,
Ng =0, sobre ¥, (4.28)
¢(0)=0, enQ,

N L
g_f_gAﬁ (VB)v* — Bdiv(v ZZ x_xl/ — k) —x)

=11=1
— Bmax + Bmmm en Q, (4.29)

B=0, sobre X,
B(0)=0, enQ,
Luego, notemos que para poder mostrar la existencia de solucién de estas ecuacio-

nes, ya se conoce que existen las soluciones (¢*, ¢*) del sistema (4.2), con lo cual

conocemos que existe v*. Por tanto, resolvemos la ecuacioén (4.29)

Notemos que, la formulacién variacional de este problema en particular estd da-

do por

/Qaa_[tg""dx“/ﬂvﬁi Vepdx — [/ (V(P)v*-l%dx+/0ﬁ-godiv(v*)dx} =
/Qk m x;(’t_tk)_xl)—ﬁmax-i-ﬁmmdx

Por tanto, definiendo la forma bilineal

b(B, o) :S/QVﬂI Vedx — {/Q(Vgo)v*-ﬂdx—i—/oﬁ-(pdiv(v*)dx} ,

tenemos:

/ ot qodx+bﬁ§0 / ZZ x_xl/t_tk)_xl) ﬁméx+ﬁmindx
Q1=
(4.30)
de donde el lado derecho est4 en L?(Q)) para casi todo t € (0, T). Asi, esta forma
bilineal coincide con la forma bilineal del problema original (4.2) y con ello verifica
que es bilineal continua y V-coerciva. Por tanto, gracias a la Proposicién 3.2, existe

B € W(0,T), tal que verifica (4.30). Y, existe K > 0 tal que
LZ(O,T;LZ(Q)))

1Bl 0,m) (

N L
Z Z(l[)*(x— xé(/t - tk) - xl) - ﬁméx + ,Bmin

k=11=1
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Ahora, para resolver la primer ecuacién adjunta de (4.28), sabemos que existe B €

W(0,T), con ello
0

VB y")=|B-Vy*
0

entonces, se tiene que V(B, ¢) € L*(Q)), pues cada componente pertenece a L?(()).
Asi, recordemos que § = (g1, 2,83). con lo cual, realizamos la formulacién varia-

cional, la cual est4d dada por

/Q <EE))_§ _A*(t)g) rpdx = /QV(ﬁ/lIJ) - pdx

entonces, usando las condiciones de frontera del problema y definiendo la forma

bilineal
a(t;8, @) = /Q[DVgl Vo1 — (819 4 282) - Vo1 — pg1(1 — 20) 1] dx
1
45y [o(e0): Volp2) — 1@ V92~ fy(@) V1 2]
_ . dx.
/ng P3ax
tenemos el problema
/a—gdx+a(t' )= [V(B )¢ i
O at ’g’go - 0O ﬁ’lI] qo

sujeto a las condiciones mostradas en (4.28). Luego, esta forma bilineal coincide con
la expuesta en el Capitulo 3. Por lo tanto, es bilineal, continua y coerciva. En conclu-
sién, usando el Teorema 3.2, tenemos que existe ¢ € W(0,T). Y, ademas exsite una

constante C > 0 tal que

18w, < CIVB ¥ ) 2010200

Finalmente, para la solucién del problema con las variables ¢, « solo tenemos que

realizar nuevamente el cambio de variable aplicado. Lo cual, nos indica que { €
W(0,T)ya € W(O,T). |
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

Dado que [8] trata el problema de manera numérica. No se hace mucho hincapié
en los espacios de las soluciones que este problema pueda tener. Por tanto, en el pre-
sente trabajo, se consider6 una linealizacién de una parte del sistema concerniente a
las ecuaciones estado del problema. De esta manera, fue posible el analisis realizado.
Mas atin, podemos garantizar la existencia de solucién para este problema en par-
ticular. Por tanto, podemos concluir que dicha existencia estd ligada al pardmetro ¢,

ya que la coercividad de la forma (4.4) depende de cudn grande sea este pardmetro.

Dado que, el sistema restriccién estd conformado por un sistema de ecuaciones
acoplado tanto para las ecuaciones de estado, como para el problema adjunto, es-
tos fueron resueltos de manera independiente. Es decir, resolviamos un sistema que
tuviese las variables independiente, y procediamos a resolver el otro sistema. Por
tanto, fue necesaria realizar una investigacion en la solucién de este tipo de proble-
mas. En especial, en el uso de tensores y como se trabaja con estos objetos con las
operaciones habituales (integracién y diferenciacién) para asi poder dar un sustento

a los célculos realizados.

En el presente trabajo se incentiva a que el andlisis de problemas numéricos es
muy importante, mds atiin en casos como el registro de imégenes médicas, pues nos
ofrece la ventaja de conocer la existencia de soluciones incluso antes de proceder a
la simulacién numérica. Pero, sabemos que ciertos problemas (en especial los no li-
neales) no siempre se pueden resolver analiticamente. Por tanto, realizar un anélisis

al problema linealizado, nos da una guia de una aproximacién de solucién local.
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