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RESUMEN

El principal propésito de este componente es presentar los contenidos de Axio-
mas de incidencia, conexién y distancia, Segmentos, rayos, dngulos y poligonos, Axio-
ma de separacién, Axioma de Medida Angular, Congruencia de segmentos y dngulos,
Congruencia de tridngulos, Perpendicularidad, Desigualdades, Paralelismo, Semejanza
de tridngulos, Cuadrildteros, Circulos y Areas que deberian abordarse en un curso
de Nivelaciéon para las carreras de Ingenieria y Ciencias de la EPN, a la par de
proponer resultados de aprendizaje que evidencien las capacidades adquiridas

por el estudiante al finalizar el curso.

Con el fin de precisar la formulacién de los resultados de aprendizaje, se pro-
ponen ejemplos de evaluacién como preguntas, ejercicios o problemas para de-

terminar si un estudiante a alcanzado o no dichos resultados de aprendizaje.

Palabras clave: resultados de aprendizaje, Geometria, tridngulos, segmentos, ra-

yos, d&ngulos, perpendicularidad, paralelismo.



ABSTRACT

The main objective of this component is to present the contents about Axiom of
distance, Incidence Axiom, Segments, rays, angles and polygons, Separation axiom, An-
gle measure axiom, Segment and angle congruence, Triangle congruence, Orthogona-
lity, Inequalities, Parellelism, Triangle similarity, Quadrilateral, Circles and Areas that
should be treated in an introduction course for the Engineering and Science ma-
jors at EPN, as well as to propose learning outcomes that would accurately reflect

the skills learned by the students upon successful finalization of the course.

With the aim to specify the formulation of the learning outcomes, sample eva-
luations methods are proposed, such as questions, exercises and problems, which

would determine whether a student had reached said learning outcomes.

Keywords: Learning outcomes, Geometry, triangles, segments, angles, orthogo-

nality, parallelism.
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Capitulo 1

Descripcion del componente desarrollado

De la misma manera como los diferentes campos cientificos evolucionan, su
ensefianza (sobre todo en los primeros niveles de la Universidad) debe evolucio-
nar. No obstante, en el Ecuador y, en particular, en la Escuela Politécnica Nacional,
tanto la forma de ensefianza como los contenidos de Matematica que se ensefian
en la Nivelacién y en la Formacién Bésica no se han adaptado a los cambios sus-
tanciales que se han dado en este campo del conocimiento durante los tltimos 50

anos.

La Facultad de Ciencias ha participado con algunos profesores en varias acti-
vidades durante los tltimos 5 afios, con el fin de re-definir, tanto el enfoque como
los contenidos de Matematica en el curso de Nivelacion. Fruto de esta participa-
cién, se ha reflexionado sobre los aspectos de su ensefianza. Con el propésito de
completar la tarea ya realizada desde la Facultad de Ciencias, se disefi$ este pro-
yecto, en cinco componentes: Fundamentos de Matematica, Ntimeros, Funciones,
Geometria y Trigonometria. El trabajo que se presenta ahora corresponde a una

parte de la quinta componente: Geometria.

1.1. Objetivo general

El objetivo general de este proyecto es el de organizar los conocimientos fun-
damentales de Matematica que deberian ensefiarse en el curso de Nivelacion (que

actualmente se organizan en dos materias: Fundamentos de Matematica, y Geo-



metria y Trigonometria).

El objetivo general de esta componente consiste en plantear los contenidos de
Geometria, mediante la formulacién de resultados de aprendizaje de estos conte-

nidos.

1.2. Objetivos especificos

1. Plantear los contenidos, a nivel micro, de Geometria.

2. Paralos contenidos propuestos, elaborar los correspondientes resultados de

aprendizaje.

3. Ilustrar, mediante ejercicios o problemas resueltos, la evaluacién de los re-

sultados de aprendizaje propuestos.

1.3. Alcance

Los contenidos de las materias considerados en este proyecto se ajustan a los
PEA de Fundamentos de Matematica y de Geometria aprobados por el Consejo
de Docencia de la EPN en el afio 2020.

El trabajo que aqui se presenta no consiste en el desarrollo de los contenidos
propuestos, sino en la formulacién a nivel micro de los contenidos, de los resulta-
dos de aprendizaje y de ejemplos que ilustren la evaluacién de dichos resultados

de aprendizaje.

1.4. Marco teodrico

Con el pasar de los afios, la forma en la que se disefia los curriculum acadé-
micos ha ido cambiando, tradicionalmente se utilizaba el denominado enfoque
centrado en el profesor, sin embargo, una de las criticas mds frecuentes de este
enfoque es la dificultad al establecer de manera precisa lo que el estudiante debe
ser capaz de hacer para aprobar el curso [3, p. 16], por ello se ha adoptado inter-
nacionalmente un cambio de enfoque, ahora centrado en el estudiante, el cual

pone énfasis en lo que los estudiantes deben ser capaces de hacer al culminar el



periodo de aprendizaje. Para expresar dichas capacidades adquiridas se utilizan

afirmaciones que se denominan resultados de aprendizaje.

1.4.1. Definicién de resultados de aprendizaje

Podemos definir a los resultados de aprendizaje de la siguiente manera:

Los resultados de aprendizaje son enunciados que expresan de forma
clara y precisa las expectativas que se tiene sobre el estudiante, respec-
to alo que serd capaz de hacer, comprender y/o demostrar al finalizar
un proceso de aprendizaje.[3, p. 19] La caracteristica mas importante

de los resultados de aprendizaje es que son medibles.

1.4.2. Estructura de los Resultados de Aprendizaje

La Taxonomia de Bloom nos presenta al aprendizaje como un proceso durante

el cual se presentan distintos niveles de pensamiento, esta clasificaciéon estd com-

puesta de seis niveles que suceden uno al otro, estos son utilizados con frecuen-

cia para redactar resultados de aprendizaje mediante la lista de verbos (verbos

de accién no ambiguos) provista para cada uno. A continuacién, presentamos las

definiciones de lo antes mencionado y un extracto de la lista de verbos utilizada

para cada una de las etapas del pensamiento.

1.

Conocimiento: Habilidad para recordar hechos o conceptos sin necesaria-
mente haberlos comprendido. Verbos: Enunciar, Definir, Nombrar, Citar,

Identificar, Rememorar, Reconocer.

Comprensién: Habilidad para comprender e interpretar lo aprendido. Ver-

bos: Diferenciar, Distinguir, Explicar, Interpretar, Clasificar, Reformular.

Aplicacién: Habilidad para emplear lo aprendido en circunstancias distin-

tas. Verbos: Utilizar, Emplear, Aplicar, Calcular, Solucionar, Demostrar.

Anilisis: Habilidad para dividir la informacién en sus partes. Verbos: De-

terminar, Inferir, Comparar, Desglosar, Organizar, Relacionar.

Sintesis: Habilidad de compilar las diferentes partes de la informacién. Ver-
bos: Establecer, Formular, Reordenar, Plantear, Resumir, Argumentar, Desa-

rrollar



6. Evaluacién: Habilidad para valorar la informacién y sus distintos compo-
nentes, segun la situacién. Verbos: Justificar, Resolver, Recomendar, Con-

cluir, Convencer, Evaluar.

Para elaborar resultados de aprendizaje, se debe evitar por completo el uso
de verbos ambiguos; por ello, la Taxonomia de Bloom es una herramienta fun-
damental, pues nos proporciona un listado de verbos activos que, en la presente

propuesta, nos permite evaluar de forma objetiva a los estudiantes.



Capitulo 2

Metodologia

El curso de Nivelacién debe nivelar algunos de los conocimientos que las y
los estudiantes debieron aprender en el Bachillerato, pero con un “enfoque uni-

versitario”. Esto quiere decir que las y los estudiantes deberan desarrollar:

» Capacidades de abstraccion y generalizacion.
= El pensamiento deductivo.

= El lenguaje académico.

Dada la potencia de célculo actual, no es necesario enfocar los contenidos y los
procesos de ensefianza y aprendizaje en el desarrollo de competencias de célculo
numérico. Més bien, el enfoque pedagoégico sigue el principio: “pocos contenidos,

pero profundos”.

La metodologia de este trabajo es la siguiente:

1. Describir los contenidos de Geometria mediante el enunciado de definicio-
nes, axiomas y teoremas, en el orden que estos deberian presentarse en el

curso.

La organizacién de los contenidos propuestos se basan en la axiomatica

SMSG [1, p. 20], complementandose con el desarrollo presentado en [5] y

[4].

2. Formular los resultados de aprendizaje bajo el esquema presentado en [3].

5



3. Presentar ilustraciones de los resultados de aprendizaje propuestas. algunas

ideas, ejercicios y ejemplo se basan en problemas y ejercicios presentes en

[1], [2), [4] y [5].



Capitulo 3

Resultados, conclusiones y recomendaciones

3.1. Resultados

3.1.1. Introduccion

La presente propuesta de contenidos de aprendizaje de Geometria para Ni-
velacion, describe de forma precisa e ilustra los conceptos, definiciones, axiomas
y teoremas sobre Axiomas de incidencia, conexion y distancia, Segmentos, rayos, dn-
gulos y poligonos, Axioma de separacion, Axioma de Medida Angular, Congruencia de
segmentos y dngulos, Congruencia de tridngulos, Perpendicularidad, Desigualdades, Pa-

ralelismo, Semejanza de tridngulos, Cuadrildteros, Circulos y Areas.

Cada seccion del contenido contiene resultados de aprendizaje, formulados
de acuerdo a la teoria presentada por Declan Kennedy [3], y se presenta ejemplos

de evaluacion para los estudiantes, junto con las soluciones de cada ejemplo.

3.2. Contenidos de aprendizaje

3.2.1. Conceptos fundamentales
Primitivos

Son seis:



1. Punto 3. Pasa por 5. Semi plano

2. Recta 4. Distancia 6. Medida angular
Definidos

1. Paralelismo 7. Angulo 13. Angulos suplementa-

2. Colineal 8. Triangulo rios

3. Sistemas de coorde- 9. Congruencia  entre 14. Congruencia  entre

nadas para una recta segmentos tridngulos

4. Entre 10. Punto medio 15. Bisectriz de un angulo

5. Segmento 11. Par vertical

6. Rayo 12. Par lineal

3.2.2. Axiomas

Incidencia

Este axioma define implicitamente los conceptos de punto, recta y pasar por

AXIOMA 1 (Punto, recta, pasar por ): Por dos puntos distintos, pasa una y solo una
recta. Es decir, si A y B son dos puntos distintos, existe una y solo una recta ¢ tal que ¢

pasa por A y por B .

Si A y B son puntos distintos, la tinica recta que pasa por A y por B serd
representada por AB . Para enunciar el teorema que se deduce de este axioma, se

define el concepto de rectas paralelas.

DEFINICION 1 (Rectas paralelas). Dos rectas son paralelas si son iguales o su in-
terseccion es el conjunto vacio. Se usard ¢ || m para denotar que las rectas £ y m son

paralelas.

En los siguientes graficos, ¢ y m son rectas paralelas.



De este axioma, se deduce el teorema siguiente:

TEOREMA 1: Dadas dos rectas que no son paralelas, existe uno y solo un punto por el

que ambas rectas pasan.

el

Se denomina plano al conjunto de todos los puntos y se representara por .

Distancia

El siguiente axioma, define implicitamente el concepto primitivo distancia:

Ax10MA 2 (Distancia): A cada par de puntos (distintos o no), le corresponde un iinico
niimero real mayor o igual que 0. Es decir, si A y B son puntos, existe un iinico niimero

real mayor o igual que 0, denominado distancia entre A y B y representado por AB.

Postulado de la regla

Este axioma “enlaza” los conceptos primitivos: punto, recta, pasar por, y dis-

tancia.

AXIOMA 3 (Postulado de la regla): Para toda recta ¢, existe una funcion o de £ sobre
R, biyectiva, tal que para todo punto A en £ y todo punto B en ¢, la distancia entre A y



B es igual al valor absoluto de la diferencia entre o(A) y o(B); es decir, tal que

AB = |0(A) — o(B)].

Si A es un punto en /, el nimero real 0¢(A) se denomina coordenada de A

respecto de ¢. La funcién ¢ se denomina sistema de coordenadas para /.

La siguiente es una forma de ilustrar las definiciones mencionadas:

14

De este axioma, y con ayuda de las propiedades de las funciones, se deduce el

siguiente teorema.

TEOREMA 2 (Colocacién de la regla): Dados los puntos Py Q en la recta £, existe un
sistema de coordenadas para ¢ tal que la coordenada de P sea el niimero O y la coordenada

de Q sea un niimero mayor que 0.

Del axioma de la distancia y del postulado de la regla, se deducen las siguien-

tes propiedades de la distancia entre puntos:

TEOREMA 3: Dados los puntos P y Q, se tiene que PQ = 0siysolosi P = Q, y
PQ = QP.

3.2.3. Orden en una recta

La relacién entre define un “orden” en los puntos de una recta.

DEFINICION 2 (Colineal). Tres o mds puntos distintos son colineales si existe una

recta que pasa por todos ellos.

DEFINICION 3 (Entre). Si A, By C son tres puntos distintos, B estd entre A y C, lo

que se representa por A—B—C, si:



1. A, By C son colineales; y,

2. AC= AB+ BC.

De esta definicion, se desprende que A—B—C iy solosi C—B—A. La siguiente

es una representacion gréfica de puntos colineales.

o
[

A
&«
oy
0:;,>

Antes de continuar con algunos resultados, agregaremos otra definicion.
El siguiente teorema caracteriza el orden de la recta mediante el orden de los

numeros reales.

TEOREMA 4 (Entre para puntos): Dada la recta ¢, los puntos A, By C por los que pasa

la misma y el sistema de coordenadas f de ¢ sobre R, el punto C estd entre Ay B siy solo

si f(A) < f(C) < f(B) o bien f(A) > f(C) > f(B).

Se presenta a continuacién la representacion grafica del teorema anterior.

3.2.4. Segmentos, rayos, angulos y poligonos

DEFINICION 4 (Segmento). Dados dos puntos distintos A y B, el segmento de ex-
tremos A y B, representado por AB, es la unién de { A, B} y el conjunto de puntos que

estdn entre A y B. En otras palabras,

B ={AB}U{X: A—X—B}.

Todo punto del segmento AB distinto de los extremos se llama punto interior
del segmento AB. La longitud del segmento AB es la distancia entre A y B (AB).



S~y

Una figura geométrica (o, simplemente, figura) es un conjunto de puntos (es

decir, es un subconjunto del plano).

DEFINICION 5 (Figura Convexa). Una figura es convexa si contiene todos los puntos

interiores del segmento cuyos extremos son dos puntos cualesquiera de la figura.

En otras palabras, si % es una figura, es convexa si para todo A € % y todo B € .7,
se tiene que
AB — {A,B} C 7.

Una figura que no es convexa se denomina concava.

Los siguientes dibujos ilustran el concepto de figura convexa:

Los siguientes dibujos ilustran el concepto de figura céncava:



X

DEFINICION 6 (Rayo). Dados dos puntos distintos A, B, el rayo de extremo A que
pasa por B o desde A que pasa por B, representado por AB , es la union del segmento
AB y el conjunto de todos los puntos D tales que A—B—D.

De manera mds precisa, se tiene que

— -
AB =AB U{D: A—B-D}.

Silos puntos A, By C son tales que A—B—C, los rayos BA y BC son llamados

opuestos.

Los siguientes dibujos ilustran el concepto de rayo:

e
oy}

@

A
DEFINICION 7 (Angulo). Se denomina dngulo a la union de dos rayos con el mismo
extremo, distintos y que no son opuestos.

De manera precisa, si los rayos AB y AC son tales que A, B y C no son colineales, el
dngulo de vértice A y lados AB y AC , representado por ZBAC es la unién de AB y

zﬁ ; en otras palabras, tenemos que

/BAC — AB U AC.

Las siguientes son representaciones graficas de dangulos.



DEFINICION 8 (Tridngulo). Dados los puntos A, B y C distintos y no colineales, la
union de los segmentos es el tridngulo de vértices A, By C AB, BC y AC y es repre-

sentado por AABC, es decir, se tiene que
AABC = AB UBC U AC

Los segmentos AB, BC y AC se llaman lados del tridngulo /\ ABC; a su vez llamamos
a /A, LBy ZC los dngulos del tridngulo, estos son los comprendidos por los lados que

tienen vértice comiin A, B y C respectivamente.

Las siguientes son representaciones gréaficas de tridngulos.

B

DEFINICION 9 (Poligono). Dados n puntos Ay, Aa, As, ..., Ay distintos tales que

no existen tres puntos consecutivos que sean colineales, el poligono de n lados con

vértices Ay, Ay, A3, ..., Ay es la union de los segmentos A1Ap, ArAs, ..., Ay_1An Yy

Ay Ay, y es representado por ®y,; en otras palabras,

b, = A1Ay UAA3 U...UA,_1A, UAA;.

Los segmentos A1Ay, AyAs, ..., Ayn_1An Yy AyAq se llaman lados del poligono ®,.

Los siguientes dibujos son representaciones de poligonos.



A5 A2 A5

A Ag
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3.2.5. Axioma de Separacién

AXIOMA 4 (Axioma de Separacioén del plano): Dada una recta, los puntos del plano
que no estdn en la recta forman dos conjuntos convexos y cualquier segmento cuyos ex-
tremos estén cada uno en uno de los referidos conjuntos tiene un punto en comiin con la

recta.
En otras palabras, si ¢ es una recta, existen dos conjuntos S1 y Sy tales que:
1. & =5,US,.
2. 51y Sy son figuras convexas.

3. SiA €S yBEeS,, entonces AB NL # Q.

Puesto que dos rectas distintas y no paralelas se intersecan en un solo punto, se tiene que
existe un punto R tal que PQ N ¢ = {R}.

1. Los semiplanos S; y Sy se denominan lados de la recta determinados por

L.

2. Si Ay B son dos puntos que estdn en S; o que ambos estdn en S5, se dice

que A estan del mismo lado de la recta /.

3. Por otra parte,si A € S;y B € S, se dice que A y B estdn en lados opuestos
de /.

[lustramos a continuacién el Axioma de Separacion del plano y los conceptos

que acabamos definir:



Los puntos A y C estdn en el mismo lado de ¢ (semiplano S;); A y B estan en

lados opuestos de ¢ (A estd en S; y B estd en S)).

TEOREMA 5: Dados los puntos P, Q y T, tales que:
1. Py Q estin en lados opuestos de la recta .
Si
2. Quy T estdn en lados opuestos de ¥, entonces Py T estdn del mismo lado.

3. Qu T estdn del mismo lado de ¢, entonces P y T estdn en lados opuestos.

DEFINICION 10 (Rayos Opuestos). Dos rayos AB y zﬁ con extremo comiin son
rayos opuestos si no son iguales pero AB = AC. En otras palabras, los rayos AB y
ﬁ son opuestos si B—A—C.

A continuacién una representacion grafica de rayos opuestos:

ey

B

DEFINICION 11 (Rayos Colineales). Dos rayos distintos son colineales si son opues-

tos y diremos que un rayo es colineal consigo mismo.

Los siguientes dibujos representan rayos colineales:



Las consecuencias més relevantes del axioma de Separacién, junto con los

axiomas de conexidn, son las siguientes:

TEOREMA 6:

1. Postulado de Pasch: Dados el tridngulo AABC y la recta { tal que A,B y C no
estdn en la recta £. Si ¢ interseca a AB , entonces también interseca a AC o BC.[5,

p.51] A continuacion se ilustra el Postulado de Pasch:

A

2. Teorema del rayo: Dada la recta ¢, A un punto de £, y B un punto externo de la
recta (. Si C es un punto en el rayo AB y C # A, entonces By C estin del mismo

lado de €. A continuacion se ilustra el Teorema del rayo:




3. Teorema Z: Dada la recta { y los puntos A y D distintos de £. Si B y E son puntos
en lados opuestos de ¥, entonces /ﬁ N DE = @. A continuacién se ilustra el

Teorema Z:

E

TEOREMA 7 (Teorema de la barra cruzada): St AABC es un tridngulo y D es un
N
punto en el interior del ZBAC, entonces existe un punto G tal que G estd en AD y BC

A continuacién ilustramos graficamente el Teorema Z:

TEOREMA 8: Si C—A—By D estd en el interior de ZBAE, entonces E estd en el interior
de ZBAC.

DEFINICION 12 (Interior de un dngulo). Dado el dngulo Z/BAC, el interior del dn-

gulo ZBAC es la interseccion de los siguientes semiplanos:

1. el determinado por la recta ac que contiene a B;

<
2. el determinado por la recta AB que contiene a C.

El siguiente dibujo representa el interior de un dngulo:



DEFINICION 13 (Interior de un tridngulo). El interior del tridngulo AABC es la

interseccion de los interiores de sus tres dngulos.

De forma similar a como se ilustré la interseccion de semiplanos del interior

del dngulo, el siguiente dibujo representa el interior de un tridngulo:

B

3.2.6. Axioma de medida Angular

Los siguientes axiomas definen implicitamente el concepto primitivo medida

angular:

AXIOMA 5 (Postulado de la Medida Angular): A cada dngulo le corresponde un nii-
mero real mayor que 0 y menor que 180. A este niimero le llamamos medida angular del
dngulo.

De manera mds precisa, si « representa un dngulo, existe un inico niimero real r tal
que 0 < r < 180 que le corresponde a w. EIl niimero r es la medida angular de .

Utilizaremos el simbolo m & para indicar la medida angular de a.



AXIOMA 6 (Postulado de la Construccién del dngulo): Sean AB y S uno de los
semiplanos de AB . Para todo niimero real r tal que 0 < r < 180, existe exactamente un
rayo AP ,con Pen S, tal que ln media angular de ZPAB es .

En otras palabras,
mZPAB =r.

AXIOMA 7 (Postulado de la Suma de dngulos): Si D es un punto en el interior del
dngulo ZBAC , entonces

m/BAC =m /BAD +m /DAC.

A continuacién un dibujo que representa el postulado anterior:

A

DEFINICION 14 (Par Lineal). Dos dngulos ZPQR y ZRQT forman un par lineal si
P—Q—T y R no estd en la recta PT.

Lo siguiente es un dibujo del concepto de par lineal:

~

N3

P Q

DEFINICION 15 (Angulos Suplementarios). Si la suma de las medidas de dos dngulos

es 180°, los dngulos se llaman suplementarios.



AXIOMA 8 (Postulado del Suplemento): Si dos dngulos forman un par lineal, enton-

ces son suplementarios.

DEFINICION 16 (Angulos Complementarios). Si la suma de las medidas de dos dn-

gulos es 90° entonces se llaman dngulos complementarios.

DEFINICION 17 (Par vertical). Dos dngulos constituyen un par vertical si tienen el
mismo vértice y los lados de uno de los dngulos son rayos opuestos de los lados del otro.
Dicho de otra manera, los dngulos ZBAC y ZDAE forman un par vertical si los rayos
AB y AE son opuestos y los rayos Ac y AD son opuestos.

Lo siguiente es un dibujo del concepto de par vertical:

*D

DEFINICION 18 (Angulos: agudo, recto, y obtuso). Un dngulo es agudo si su medi-
da angular es menor que 90; es recto, si mide 90; y, es obtuso, si su medida angular es

mayor que 90.

Los gréficos anteriores representan a un angulo recto, obtuso, y agudo, respecti-

vamente.



3.2.7. Congruencia de segmentos y dngulos

DEFINICION 19 (Congruencia entre segmentos). Dos segmentos son congruentes si
tienen la misma longitud. En otras palabras, los segmentos AB y CD son congruentes
si AB = CD.

Escribiremos AB =2 CD para indicar que los segmentos AB y CD son congruentes.

Es claro de la definicion que la igualdad entre segmentos implica la con-
gruencia de los mismos; de manera precisa, se tiene que si AB = CD, entonces

AB = CD. El reciproco no es verdadero.

La congruencia de segmentos es una relaciéon de equivalencia en la clase de

todos los segmentos:

TEOREMA 9 (Congruencia de segmentos es una relacién de equivalencia): La con-

gruencia entre segmentos es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva. Es decir:

1. Reflexiva: para todo segmento AB, se tiene que AB = AB.

2. Simétrica: dados dos segmentos, si el primero es congruente con el segundo, en-
tonces el sequndo es congruente con el primero. Es decir, si AB = CD, entonces
CD =~ AB.

3. Transitiva: dados tres segmentos, si el primer segmento es congruente con el se-
gundo, y el sequndo segmento es congruente con el tercer segmento, entonces el
primer segmento es congruente con el tercero. De forma mas precisa, si AB = CD
y CD = EF, entonces AB = EF .

A continuacioén, se ilustra ejemplos de segmentos congruentes:
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El siguiente teorema, cuyo nombre suele ser “adicién y sustraccion de seg-

mentos”, no indica que se haya definido una operacion de “suma” entre segmen-

tos.

TEOREMA 10 (Adicién y substraccién de segmentos):

1. Si se tiene que
a) A—B—C
b) D—E—F
c)
d)

o 3
R
9 g

<

~

F
entonces AC = DF

2. Si se tiene que

a) A—-B-C
b) D—E—F
c) AB=DEy
d) AC =DF,

entonces BC = EF



— ——

TEOREMA 11 (Construccion de segmentos): Dado un segmento AB y un rayo CD.
— - —_
Existe exactamente un punto E de CD tal que AB = CE.

Se ilustra a continuacién el Teorema de Construcciéon de segmentos:

A

El teorema siguiente es equivalente al Teorema de construccién anterior.

TEOREMA 12 (Postulado de Construccién de puntos): Dados A y B dos puntos dis-

tintos y d es un niimero real no negativo, entonces existe un vinico punto C tal que C estd
en AB y AC =d.

DEFINICION 20 (Punto medio). Dado un segmento AB, un punto C es punto medio
de AB si C estd en el segmentoy AC = CB; es decir, si:

1. A—C—B;y,

2. AC =CB.

En otras palabras, C es un punto medio de AB si es un punto de este segmento que

equidista de los extremos A y B.

El siguiente teorema expresa el hecho de que un segmento siempre tiene un

punto medio y solo uno.

TEOREMA 13 (Existencia y unicidad del punto medio de un segmento): Si A y B
son dos puntos distintos, entonces existe un iinico punto C tal que C es el punto medio
de AB.

C es el punto medio de AB.



DEFINICION 21 (Congruencia entre dngulos). Dos dngulos son congruentes si tie-
nen la misma medida angular. Es decir, los dngulos ZABC y ZDEF son congruentes si
m ZABC = m ZDEF.

Escribiremos ZABC = /DEF para indicar que los dngulos ZABC y ZDEF son

congruentes.

TEOREMA 14 (Congruencia de dngulos es una relacion de equivalencia): La con-

gruencia entre dngulos es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva. Es decir:

1. Reflexiva: para todo dngulo ZB, se tiene que /B = Zp.

2. Simétrica: dados dos dngulos, si el primero es congruente con el sequndo, entonces

el segundo es congruente con el primero. Es decir, si £ = Ly, entonces Ly = Zp.

3. Transitiva: dados tres dngulos, si el primer dngulo es congruente con el segundo,
y el sequndo dngulo es congruente con el tercer dngulo, entonces el primer dngulo
es congruente con el tercero. De forma mas precisa, si oo = LBy LB = Ly,

entonces Lo = Lry.

El siguiente grafico ilustra la congruencia de dngulos:

F

30°

60°

El siguiente teorema, cuyo nombre suele ser “adicién y sustraccién de angu-

los”, no indica que se haya definido una operacién de “suma” entre dngulos.

TEOREMA 15 (Adicién y substracciéon de dngulos):

1. Si se tiene que:



a) D es un punto en el interior del dngulo ZABC
b) H es un punto en el interior del dngulo Z/EFG
¢) ZABD = /GFHy

d) ZDBC = ZHFE,

entonces ZABC = ZGFE.
2. Si se tiene que:

a) D es un punto en el interior del dngulo ZABC
b) H es un punto en el interior del dngulo Z/EFG
c) LABC = ZEFGy
d) Z/DBC = ZHFG,

entonces /ABD = /EFH

—
DEFINICION 22 (Relacién “entre” para rayos). Diremos que el rayo AD estd en
entre los rayos AB y zﬁ , 81 D estd en el interior del dngulo ZBAC.

TEOREMA 16: Dados A, B y C puntos no colineales y D un punto que estd en la recta
—
BC. EI punto D estd entre los puntos B y C si y solo si el rayo AD estd entre los rayos

AB y AC.

El siguiente grafico ilustra el teorema anterior:

El siguiente teorema combina el Teorema de la barra cruzada y el Teorema 16.

s
TEOREMA 17: Un punto D esta en el interior del ZBAC siy solo si el AD interseca el

interior del segmento BC .



DEFINICION 23 (Bisectriz). Dado el dngulo ZPQR, el rayo Q7 se llama bisectriz
del dngulo, si m/PQX = mZXQR.

3.2.8. Congruencia de tridngulos

Ahora, presentaremos la correspondencia uno a uno entre dos tridngulos pues

nos serd de utilidad para definir la congruencia entre tridngulos.

DEFINICION 24 (correspondencia uno a uno entre dos tridngulos). Dados los tridn-
qulos AABC y ADEF definimos los conjuntos 7 y F cuyos elementos son los vértices,
los lados vy los dngulos de cada uno de los tridngulos, respectivamente, de forma mas pre-

cisa, los conjuntos son los siguientes:

T = {A, B, C,AB,AC,BC,AA,AB,AC}

T = {D, E,F,DE,DF,EF, 2D, ZE, AF}

Dados los tridngulos antes descritos, se denomina correspondencia uno a uno entre los
tridngulos AABC y ADEF, a la funcién biyectiva:

p: N — D
tal que:

1. 9(A)=D, ¢(B) =E ¢(C)=F
2. 9(AB) = DE, ¢(AC) = DF, ¢(BC) = EF,y

3. 9(LA) = 4D, (4B) = LE, (£LC) = LF



Y se representa por ABC <— DEF.

1. Los puntos D, E y F son los vértices correspondientes de A, B y C, respec-

tivamente.

2. Los lados DE, DF y EF son los lados correspondientes de AB, AC y BC

respectivamente.

3. Los dngulos ZD, ZE y ZF son los dngulos correspondientes de LA, /By

ZC, respectivamente.

DEFINICION 25 (Congruencia de tridngulos). Dos tridngulos son congruentes si
existe una correspondencia uno a uno entre ellos tal que los lados correspondientes de
los tridngulos son congruentes y los dngulos correspondientes de los tridngulos son con-

gruentes.

En otras palabras, dados dos tridngulos NABC y ADEF y la correspondencia ABC <—

DEF, llamaremos a esta correspondencia congruencia entre los tridngulos dados si:

B E;AC 2 DF;BC 2EF; /A= /D;/B~ /E;/C = /F

12
12

Es asi que los tridngulos ANABC y ADEF se denominan congruentes y se represen-
tard: AABC = ADEF.

B E

Esta relaciéon de congruencia entre tridngulos se caracteriza de la siguiente

manera:

TEOREMA 18 (Condiciones para la congruencia de triangulos): Las siguientes pro-

posiciones son equivalentes:

1. AABC = ADEF



2. Lado-Lado-Lado (LLL): tres lados del tridngulo AABC son congruentes a los

tres lados correspondientes del triangulo ADEF.

C E

A B D F

3. Lado-Angulo-Lado (LAL): dos lados del tridngulo NABC y el dngulo compren-
dido entre ellos son congruentes a sus correspondientes dos lados del tridngulo

ADEF y al dngulo comprendido entre ellos.

c D E

A | B F

4. Angulo-Lado-Angulo (ALA): dos dngulos y su lado conuin del tridngulo AN ABC
son congruentes a los dos dngulos y el lado comiin correspondientes del tridngulo
ADEF.

A D

5. Angulo-Angulo-Lado (AAL): dos dngulos vy el lado opuesto a uno de ellos del
tridngulo AN ABC son congruentes a los dos dngulos y el lado correspondientes del
tridngulo ADEF.



A ‘ C D

Por tanto, podemos elegir una de las cuatro tltimas proposiciones como axio-

ma. Se acostumbra tomar la segunda de ellas.

AXIOMA 9 (Postulado Lado—Angulo-Lado (LAL)): Dada una correspondencia uno a
uno entre dos tridngulos, si dos lados del primer tridngulo y el dngulo comprendido entre
ellos son congruentes a sus correspondientes dos lados del sequndo tridngulo y al dngulo

comprendido entre ellos, entonces los tridngulos son congruentes.

DEFINICION 26 (Angulo externo del triangulo). Dado A ABC, un dngulo que forma
un par lineal con uno de los dngulos del tridngulo se llama dngulo externo del tridngulo.
Existen dos dngulos externos en cada vértice del tridngulo, los cuales forman un par ver-
tical y por tanto son congruentes. De manera precisa, dado el dngulo ZBAC del tridngulo
ANABC, uno de los dngulos externos correspondientes es el formado por el rayo opuesto a

AC y el rayo comiin AB , el otro es el formado por el rayo opuesto al rayo AB y el rayo

comiin zﬁ .

A continuacién se representa de forma grafica a la definicién anterior:

El &ngulo ZDAB es uno de los dngulos externos del dngulo ZBAC, el otro es
ZEAC.



TEOREMA 19 (Teorema del dngulo externo): Si AABC es un tridngulo y D es un
e

punto tal que CD es opuesto a @, entonces m ZDCA > m ZBAC y mZDCA >

m ZABC.

DEFINICION 27 (Tridngulos: equilatero, isésceles, y escaleno). Un tridngulo es
isdsceles si por lo menos dos de sus lados son congruentes. Si un tridngulo no es isdsce-
les, se llama escaleno. Ademds si un tridngulo tiene sus tres lados congruentes, entonces

lo llamaremos equildtero.

De izquierda a derecha, los dibujos anteriores son ilustraciones de los tridngulos

isésceles, escaleno y equilatero.

TEOREMA 20 (Teorema del tridngulo is6sceles): Si un tridngulo AABC es tal que
AB = AC, entonces /B = /C.

Un resultado inmediato del teorema anterior es que todo angulo equilatero es
equiangular; es decir, los tres d&ngulos de un tridngulo equildtero son congruentes

entre si.

El reciproco al Teorema 20 se enuncia a continuacién.

TEOREMA 21 (Reciproco del Teorema del tridangulo isésceles): Si el tridngulo A ABC
es tal que / ABC = / ACB, entonces AB = AC.



DEFINICION 28 (Tridngulo rectangulo). Dado un tridngulo AABC, se dice que es
un tridngulo rectdngulo si uno de sus dngulos interiores es un dngulo recto. Diremos
que el lado opuesto al dngulo recto es la hipotenusa y los lados que lo comprenden son

catetos.

Respectivamente, llamaremos tridngulo obtusdngulo si uno de sus dngulos
internos es obtuso y tridngulo acutdngulo si todos sus angulos internos son agu-

dos.

TEOREMA 22 (Teorema Hipotenusa Cateto): Si AABC y ADEF son dos tridngulos
rectdngulos con los dngulos rectos en los vértices C y F, respectivamente, AB = DE y
BC =~ EF, entonces ANABC = ADEF.

TEOREMA 23: Dado el tridngulo /NABC, si el segmento DE tal que DE = AB,y S es
el semiplano determinado por la recta bE , entonces existe un tinico punto F € S tal que
ADEF = NABC.

3.2.9. Perpendicularidad

DEFINICION 29 (Rectas perpendiculares). Dadas las rectas que se intersecan { y m,
se dice que son perpendiculares si la medida de los dngulos que forman es 90 y se escribe

m L { para denotar que las rectas mencionadas son perpendiculares.

Con los resultados de las secciones anteriores, se puede probar que para toda
recta ¢ y para todo punto P, existe una tnica recta m tal que P estienm y m L £.
El siguiente resultado sefiala la existencia de una perpendicular que pase por un

punto dado de una recta.



TEOREMA 24 (Existencia y unicidad de perpendiculares): Dada una recta m, para

todo punto P € m, existe una y solo una recta ¢ tal que m L £ y ¢ pasa por P.

A/

Anteriormente se dijo que todo segmento posee un tinico punto medio, con
el resultado anterior se puede decir que existe una tnica recta perpendicular a
la recta que contiene al segmento que pasa por el punto medio del mismo. La

siguiente definicién formaliza lo expuesto.

DEFINICION 30 (Mediatriz de un segmento). Dado el segmento AB, se dice que la

mediatriz del segmento es la iinica recta perpendicular m que pasa por el punto medio
Cde AB.

& m

TEOREMA 25 (Teorema de la mediatriz): Dado el segmento AB y m su mediatriz, si
C estd en la recta m, entonces AC = BC.



Am

El siguiente es un resultado derivado del teorema anterior.

TEOREMA 26 (Corolario de la mediatriz): Dado el segmento AB y m una recta, si dos

puntos de m equidistan de A y de B, entonces m es la mediatriz del segmento AB .

El siguiente teorema se deduce de los teoremas antes presentados en esta sec-

cion.

TEOREMA 27 (Teorema de los dngulos rectos): Ningiin tridngulo puede tener dos
dngulos rectos. De manera mds precisa, dado ANABC, no es posible que A y B midan 90;
6 Ay C midan 90; 6 B y C midan 90.

Mediana, bisectriz, altura, y mediatriz del tridngulo

Ahora revisaremos algunos conceptos importantes relacionados a un tridngu-

lo.

DEFINICION 31 (Mediana de un tridngulo). Una mediana de un tridngulo es un
segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto. Las medianas del

A ABC que contienen los vértices A, By C se las denota m,, my, y m,, respectivamente.

Con la definicién presentada se deduce que todo tridngulo tiene tres media-
nas. En el siguiente grafico se ilustra la mediana del tridngulo AABC que pasa

por B.
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DEFINICION 32 (Bisectriz de un tridngulo). Una bisectriz de un tridngulo es un
segmento que une un vértice con el punto de interseccion de la bisectriz del dngulo co-
rrespondiente con lado opuesto. Las bisectrices del NABC que contienen los vértices A,

By C se las denota l,, I, y ., respectivamente.

Con la definicién presentada se deduce que todo tridngulo tiene tres bisectri-

ces. En el siguiente dibujo se ilustra la bisectriz de /B tridngulo en AABC.

B

A C

DEFINICION 33 (Altura de un tridngulo). Una altura de un tridngulo es un segmen-

to que:

1. Estd contenido en la perpendicular a la recta que contiene un lado del tridngulo y

que pasa por el vértice del tridngulo opuesto al lado.

2. Sus extremos son el vértice del tridngulo y el punto de interseccion entre la perpen-

dicular y la recta que contiene el lado opuesto al vértice.

Las alturas del AABC que contienen los vértices A, B y C se las denota hy, hy, y he,

respectivamente.



Con la definicién presentada se deduce que todo tridngulo tiene tres alturas.

En el siguiente dibujo se ilustra la altura de /B triangulo en AABC.

B

hb

A c

DEFINICION 34 (Mediatriz de un tridngulo). Una mediatriz de un tridngulo es

cualquiera de las mediatrices de los lados del tridngulo.

Dada la definicién anterior se deduce que todo tridngulo tiene tres mediatri-

ces. En el siguiente dibujo se ilustra la mediatriz del lado b del triangulo AABC.

B

Teniendo en cuenta las definiciones que acabamos de presentar y la definicién

de tridngulo isosceles, el siguiente teorema relaciona a todas ellas.

TEOREMA 28: Para todo tridngulo ANABC, las siguientes proposiciones son equivalen-

tes:

1. a = c (El tridngulo es isdsceles)
2. LZA=ZC

3. m,; = m,



6. La mediana, bisectriz y altura en B del tridngulo coinciden y ademds estdn conte-

nidas en la mediatriz de la base del tridngulo, es decir, la mediatriz de b.

B

mp
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3.2.10. Desigualdades

TEOREMA 29 (Desigualdad Escaleno): Dado el tridngulo AABC, se tiene que AB >
BC siysolosim ZACB > m ZBAC.

En el siguiente dibujo se ilustra que el lado de mayor longitud, se opone al

angulo de mayor medida angular:

C

N

/\

A c B
TEOREMA 30 (Desigualdad Triangular): Si A, B y C son tres puntos no colineales,
entonces AC < AB + BC.

TEOREMA 31 (Teorema de la charnela): Si AABC y ADEF son tridngulos tales que
AB = DE, AC = DF, ym ZBAC < m ZEDF, entonces BC < EF.



A continuacion se presenta un gréfico que ilustra este teorema:

F

El lado a del tridangulo AABC tiene mayor longitud que el lado b del tridngulo
ADEF.

TEOREMA 32 (Teorema Reciproco de la charnela): Si AABC y ADEF son tridngu-
los tales que AB = DE, AC = DF,y BC < EF, entoncesm Z/BAC < m ZEDF.

3.2.11. Paralelismo

TEOREMA 33 (Rectas perpendiculares a una misma recta): Dadas tres rectas si dos

de ellas son perpendiculares a la tercera, entonces las dos rectas son paralelas.

Vamos a esclarecer el teorema con el siguiente grafico: Sean m, ¢ y n tres rectas

tales que ¢ L nym L n, entonces ¢ || m.

| W Am

TEOREMA 34 (Existencia de una recta paralela): Dados una recta y un punto cual-
quiera que no estd en la recta, al menos existe una recta que pasa a través del punto dado

y que es paralela a la recta dada.



[lustremos esto con el siguiente dibujo, dada la recta ¢ y punto P que no per-

tenece a la recta /:

El teorema nos dice que existe una recta m que pasa por P y es paralela a /:

DEFINICION 35 (Recta transversal o secante). Dadas las rectas ¢, m y n, si n inter-
seca a £ y m en dos puntos diferentes, digamos en P y Q, respectivamente, se dice que n

es una recta transversal a { y m.

El grafico a continuacion, representa la definicion anterior:

14

DEFINICION 36 (Angulos alternos internos). Sea n una recta transversal a las rectas
¢y m, que las interseca en P y Q respectivamente. Sean ademds, A y B puntos de £ y
m, respectivamente, tales que estdn en lados opuestos de n. Los dngulos ZAPQ vy ZPQB

son llamados dngulos alternos internos.



Notemos que si A—P—Cy B—Q—D, los dngulos ZCPQ y ZDQP también son

angulos alternos internos.

DEFINICION 37 (Angulos correspondientes). Sea n una recta transversal a las rectas
Cym.Siw, By yson tres dngulos tales que o y B son dngulos alternos, y By 7y forman

un par vertical, entonces los dngulos « y <y se denominan dngulos correspondientes.

TEOREMA 35 (Congruencia de dngulos alternos internos por congruencia de an-
gulos correspondientes): Dadas dos rectas y una transversal, si un par de dngulos co-
rrespondientes son congruentes, entonces hay un par de dngulos alternos internos que
son congruentes. Mediante un grdfico ilustraremos lo que nos dice el teorema: Sean { y
m dos rectas intersecadas por una transversal n. Sean, ademds « y B un par de dngulos

correspondientes, entonces existen dos dngulos <y y 6 alternos internos tales que -y = 9.



Condiciones suficientes

TEOREMA 36 (Rectas paralelas por congruencia de angulos alternos internos):
Una condicién suficiente para que dos rectas sean paralelas es que los dngulos alternos

internos determinados por una transversal a las rectas sean congruentes. [4, p. 233]

Dicho de otra manera, dadas dos rectas y una transversal, si un par de dngulos alter-

nos internos son congruentes, entonces las rectas son paralelas.

A continuacioén ilustraremos el teorema a través de un grdfico: dada una recta n,
transversal a ¢ y m, si un par de dngulos alternos internos son congruentes, digamos o y

B, entonces ¢ || m.

TEOREMA 37 (Rectas paralelas por congruencia de angulos correspondientes):
Una condicion suficiente para que dos rectas sean paralelas es que los dngulos correspon-

dientes determinados por una transversal a las rectas sean congruentes.
En otras palabras:

Dadas dos rectas y una transversal, si un par de dngulos correspondientes son con-

gruentes, entonces las rectas son paralelas.

Ast, dada una recta n trasversal a las rectas | y m, y si los dngulos o y B son dngulos

correspondientes congruentes, entonces ¢ || m.



Condiciones necesarias

Establecer la unicidad de la recta paralela a una dada, se lo hard enuncian-
dola como un axioma, este axioma es conocido como "quinto postulado de la

geometria euclidea".

AXIOMA 10 (Postulado de las rectas paralelas): Dada una recta y un punto externo

a ella, existe una iinica recta que pasa por dicho punto y es paralela a la recta dada.

TEOREMA 38 (Angulos alternos internos entre paralelas): Una condicién necesaria
para que dos rectas sean paralelas es que todo par de dngulos alternos internos determi-
nados por una transversal a las rectas sean congruentes. Dicho de otro modo, dadas dos
rectas y una transversal a ellas, si las rectas son paralelas, entonces los dngulos alternos

internos son congruentes.

A continuacién ilustramos el teorema anterior, donde las rectas paralelas ¢ y
m y n una recta transversal a ella, tienen como intersecciones a los puntos Py Q

respectivamente. Los dngulos alternos internos a y  son congruentes.

A
n

b

l




TEOREMA 39 (Angulos correspondientes entre paralelas): Una condicién necesaria
para que dos rectas sean paralelas es que todo par de dngulos alternos internos determi-
nados por una transversal a las rectas sean congruentes. Dicho de otro modo, dadas dos
rectas y una transversal a ellas, si las rectas son paralelas, entonces los dngulos alternos

internos son congruentes.

A continuacion ilustramos el teorema anterior, donde las rectas paralelas ¢ y
m y n una recta transversal a ella, tienen como intersecciones a los puntos Py Q

respectivamente. Los angulos alternos internos « y  son correspondientes.

A continuacién, se presentan algunos teoremas que se deducen a partir del

postulado de las paralelas.

TEOREMA 40 (Suma de las medidas de los &ngulos de un tridngulo): En todo trian-
gulo, la suma de las medidas de sus dngulos es 180. De manera mds precisa, dado el

tridngulo A ABC, se tiene que:

m/ZA+m/ZB+mZC =180

A partir del teorema anterior, se deduce un resultado para tridngulos rectan-

gulos, que nos dice que la suma de las medidas de sus d&ngulos agudos es 90.

TEOREMA 41 (Medida de un dngulo externo de un tridngulo): En todo tridngulo,
la medida de un dngulo externo es la suma de las medidas de los dngulos internos no
adyacentes al dngulo externo. En otras palabras, dado un tridngulo AABC y D un punto
en la recta % tal que D— A —C, entonces:

m/ZDAB=m/B+m/ZC



Los siguientes son teoremas que se deducen con el postulado de las paralelas

y teoremas de congruencia de tridngulos.

TEOREMA 42 (Segmentos entre paralelas): Dadas las rectas m, n, s y t, tales que
m || n,s || t. Sean Ay B los puntos de interseccién de m con s y t, respectivamente; y sean
C y D los puntos de interseccién de n con s y t, respectivamente. Entonces AB = CD y
AC = BD .

TEOREMA 43 (Segmento de los puntos medios): El segmento cuyos extremos son los
puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralelo al tercer lado y su longitud es la

mitad de la longitud de este lado. En otras palabras, dado el tridngulo ANABC,si Dy E
AB

son los puntos medios de AC y BC, respectivamente, entonces: DE || AB y DE = -
TEOREMA 44 (Un reciproco del teorema del segmentos de los puntos medios.):
Una recta que biseca uno de los lados de un tridngulo y es paralela a otro lado biseca el
tercer lado. Es decir, dado el tridngulo ANABC, si la recta m pasa por el punto medio D
del lado AC ym || AB, entonces E es el punto medio de BC , donde E es la interseccién
demy BC.

3.2.12. Semejanza de tridngulos

DEFINICION 38 (Segmentos proporcionales). Dos sucesiones de segmentos

(A1By,A2By,...,AuBy) y (C1D1,CoDy,...,CyDy)

se dicen proporcionales si las sucesiones respectivas de sus longitudes son proporciona-
les; es decir, si
A1B1, A2By, ..., ApBy ~ C1D1, Do, ..., Cy Dy

TEOREMA 45 (Teorema fundamental de la proporcionalidad): Tres rectas paralelas
con dos transversales comunes determinan segmentos proporcionales en las transversales.
Dicho de otra forma, dadas tres rectas paralelas entre si, £, m y n, y dos rectas transver-
sales a estas, s y t, de manera que s y t intersecan a £, m y n en los puntos A, B, Cy D,

E y F, respectivamente. Si A—B—C (por tanto, D—E —F), entonces

AB _ DE
BC EF

En otras palabras, (AB, BC) ~ (DE, EF).



A continuacién enunciamos un teorema cuya demostracién es basicamente

una consecuencia inmediata del teorema anterior.

TEOREMA 46 (Teorema fundamental de la semejanza de tridngulos): Si una rec-
ta paralela a un lado de un tridngulo interseca en puntos diferentes a los otros dos lados,
entonces determina sobre ellos segmentos proporcionales. En otras palabras, dado el tridn-
gulo AABC, sean D y E puntos tales que A—~D—Cy B—E—C. Si DE || AB , entonces:

D _cE Ac _BC
DA~ EB DC  EC
TEOREMA 47 (Reciproco del teorema fundamental de la semejanza de tridngu-
los): Si una recta interseca a dos de los lados de un tridngulo y determina segmentos
proporcionales sobre ellos, entonces dicha recta es paralela al tercer lado del tridngulo.

En otras palabras, dado el tridngulo AABC, sean D y E puntos tales que A—D—C y

B—E-Cy g—g = %, entonces DE I AB.

DEFINICION 39 (Semejanza entre tridngulos). Dados dos tridngulos AABCy ADEF,
una correspondencia ABC <— DEF es una semejanza si los dngulos correspondientes
son congruentes y los lados correspondientes son proporcionales. En este caso, se dird que
los tridngulos son semejantes y se escribird AABC ~ ADEF. Dicho de otra manera, si
ANABC ~ ADEF, entonces:

1. /A= /D
2. /B=/E
3. /C=/F
, AB _ AC _ BC

DE DF EF
TEOREMA 48: Si AABC y ADEF son equildteros, entonces AABC ~ ADEF

El siguiente dibujo ilustra el teorema anterior




El siguiente teorema, establece que la semejanza de tridngulos es una relacién

de equivalencia.
TEOREMA 49 (Semejanza de tridngulos es una relacién de equivalencia): La seme-

janza entre tridngulos es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva. Es decir:

1. Reflexiva: para todo tridngulo AABC, se tiene que AABC ~ AABC.
2. Simétrica: si NABC ~ ADEF, entonces ADEF ~ ANABC.

3. Transitiva: si AABC ~ ADEF y ADEF ~ AGHI, entonces AABC ~
AGHI

Esta relacién de semejanza entre tridngulos se caracteriza de la siguiente ma-
nera:
TEOREMA 50 (Condiciones para la semejanza de tridngulos): Las siguientes propo-

siciones son equivalentes:

1. AABC ~ ADEF

2. Angulo-Angulo (AA): dos dngulos de un tridngulo A ABC son congruentes a los

dos dngulos correspondientes del tridngulo ADEF.

E

D

3. Lado-Angulo-Lado (LAL): un dngulo del tridngulo /N ABC es congruente al dn-
qulo del tridngulo ADEF y los lados que forman al dngulo del primero son propor-

cionales a los lados correspondientes del otro tridngulo.




4. Lado-Lado-Lado (LLL): tres lados del tridngulo A ABC son proporcionales a los

tres lados correspondientes del tridngulo ADEF.

D F

TEOREMA 51 (Congruencia preserva la semejanza): Si dos tridngulos son semejan-
tes y uno de ellos es congruente a un tercer tridngulo, el otro tridngulo y el tercero también
son semejantes. Dicho de otra manera, si AABC ~ ADEF y AABC = AGHI, enton-
ces AABC ~ AGHI.

TEOREMA 52 (Altura correspondiente a la hipotenusa en un tridngulo rectdngu-
lo.): Dado el tridngulo rectingulo A ABC donde C es el vértice del dngulo recto, sea CD

la altura del tridngulo correspondiente a la hipotenusa. Entonces,

1. AACD ~ ACBD
2. AACD ~ AABC

3. ABCD ~ ABAC

Teorema de Pitdgoras

TEOREMA 53 (Teorema de Pitadgoras): En cualquier tridngulo rectdngulo, el cuadrado
de la longitud de la hipotenusa es la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.
En otras palabras, dado el tridngulo rectdngulo ANABC, donde ZC es el dngulo recto, se

tiene que:

AB> = AC’>+BC”

El siguiente dibujo ilustra el teorema anterior



A continuacién, se presenta el reciproco del teorema anterior.

TEOREMA 54 (Reciproco del Teorema de Pitdgoras): Dado un tridngulo tal que el
cuadrado de la longitud de uno de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de las
longitudes de los otros dos lados, entonces el tridngulo es rectdngulo y el dngulo recto es

el que se opone al lado mayor. De manera mds precisa, dado el tridngulo ANABC, si

AB> = AC>+BC>

entonces ZC es recto.

DEFINICION 40. Dado un tridngulo, una base del tridngulo, y su correspondiente
altura, son un lado del tridngulo y su altura correspondiente. Dicho de otra manera,
dado el triangulo NABC, si AD es una altura del tridngulo, entonces el lado BC es una

base del tridngulo y AD es la altura correspondiente.

El siguiente dibujo ilustra la definicién anterior

A




TEOREMA 55 (La constante base por altura): En cualquier tridngulo, el producto de
una base del tridngulo y la altura correspondiente es independiente de la eleccion de la
base. Dicho de otra forma, dado el tridngulo ANABC, sean AD la altura correspondiente
al lado BC , BE la altura correspondiente al lado AC y CF la altura correspondiente al

lado AB. Las siguientes proposiciones son verdaderas:
BC-AD = AC-BE = AB-CF

En otras palabras, el producto de una base y su altura correspondiente es constante.

TEOREMA 56 (Las alturas en tridngulos semejantes): Para tridngulos semejantes, la
razon entre dos alturas correspondientes es igual a la razon entre dos lados correspondien-
tes cualesquiera. De manera mds precisa, si NABC ~ ADEF, si h y k son las alturas

correspondientes a BC y EF , respectivamente, entonces

h AB _ AC

k  DE DF
3.2.13. Cuadrilateros

DEFINICION 41 (Cuadrildtero). Dados los puntos A, B, C y D, tales que:

1. Tres cualesquiera de ellos no son colineales;

2. los segmentos se intersecan iinicamente en sus extremos,

se denomina cuadrildtero de vértices A, B, C y D a la unién de los segmentos AB,
BC,CD y DA, alos que se les denomina lados del cuadrildtero. Los dngulos /DAB,
ZABC, ZBCD y ZCDA son los dngulos del cuadrildtero.

El siguiente dibujo representa el concepto de cuadrilétero:

B



Se utilizard la notacion DABCD para representar el cuadrilatero de vértices A,
B,CyD.

Ademads, nos referiremos los elementos del cuadrildtero como sigue:

1. Dos lados son opuestos si no se intersecan.

2. Dos lados son consecutivos si tienen un extremo en comun.

3. Dos dngulos son opuestos si no tienen un lado del cuadrildtero en comun.
4. Dos angulos son consecutivos si tienen un lado del cuadrilatero.

5. Dos vértices son consecutivos si son los vértices de dos angulos consecuti-

VOS.

6. Una diagonal es un segmento cuyos extremos son dos vértices del cuadri-

latero que no son consecutivos.

TEOREMA 57 (Lados opuestos del cuadrilatero): Los lados opuestos de un cuadrild-
tero no se intersecan. En otras palabras, dado el cuadrildtero OABCD, los segmentos AB

y CD no se intersecan, y tampoco se intersecan los segmentos BC y D A.

DEFINICION 42 (Cuadrilatero convexo). Un cuadrilitero es convexo si los extremos
de cada uno de sus lados estdn en el mismo semiplano de la recta que contiene al lado

opuesto. Dicho de otra forma, el cuadrildtero DABCD es convexo si:

1. Los puntos A y B estin del mismo lado de la recta (ﬁ

—
2. Los puntos B y C estdn del mismo lado de la recta AD
3. Los puntos C y D estdn del mismo lado de la recta B

4. Los puntos D y A estdn del mismo lado de la recta B¢

TEOREMA 58 (Las diagonales de un cuadrildtero convexo): Las diagonales de un
cuadrildtero convexo siempre se intersecan. Dicho de otra forma, dado el cuadrildtero

convexo OABCD, los segmentos AC y BD se intersecan.

TEOREMA 59 (La suma de las medidas de los dngulos de un cuadrildtero conve-
x0): La suma de las medidas de los dngulos de un cuadrildtero convexo es igual a 360.

Dicho de otra manera, dado el cuadrildtero convexo OABCD, se tiene que:

m/A+m/B+m/C+m/ZD = 360



DEFINICION 43 (Trapecio). Un trapecio es un cuadrildtero que tiene dos lados parale-
los. Los lados opuestos de un cuadrildtero son los que no se intersecan; por tanto, se tiene

que: Un trapecio es un cuadrildtero que tiene un par de lados opuestos paralelos.

El siguiente dibujo representa la definicioén de trapecio:

B c

Con respecto a los trapecios mencionados, para evitar confusién cada vez que
se indique que un cuadrildtero sea un trapecio, se especificara cudl de los pares

de lados son paralelos.

TEOREMA 60: Todo trapecio es un cuadrildtero convexo. En otras palabras, dado el tra-
pecio DABCD, donde AB || CD , el cuadrildtero DABCD es convexo.

DEFINICION 44 (Paralelogramo). Un paralelogramo es un trapecio en el cual los
dos pares de lados opuestos son paralelos. Es decir que: Todo paralelogramo es un trapecio

y, por tanto, es un cuadrildtero convexo.

El siguiente dibujo representa la definicién de paralelogramo:

A B

TEOREMA 61 (Lados opuestos de un paralelogramo): Dado un paralelogramo, dos
lados opuestos cualesquiera son congruentes. En otras palabras, dado el paralelogramo
OABCD, se tiene que AB = CD y BC = DA.



DEFINICION 45 (Trapecio Isdsceles). Un trapecio isésceles es uno en el cual un par
de lados opuestos son congruentes.

TEOREMA 62 (Condiciones necesarias para ser un paralelogramo): En un parale-
logramo:

1. Cada diagonal “divide” o “descompone” el paralelogramo en dos tridngulos.
2. Dos dngulos opuestos cualesquiera son congruentes.
3. Dos dngulos consecutivos son suplementarios.

4. Las diagonales se bisecan.

TEOREMA 63 (Condiciones suficientes para ser un paralelogramo): Un cuadri-

ldatero convexo es un paralelogramo si cualesquiera de las siguientes proposiciones es
verdadera:

1. Los dos pares de lados opuestos son congruentes.
2. Un par de lados opuestos son paralelos y congruentes.

3. Las diagonales se bisecan.

DEFINICION 46 (Rombo). Un paralelogramo es un rombo si todos sus lados son con-

gruentes entre si. Dicho de otra forma, el paralelogramo OABCD es un rombo si:

1. AB = BC,
2. BC =CD,
3.CD 2DAy
4. DA =~ AB

El siguiente dibujo representa la definicién de rombo:



C

TEOREMA 64 (Caracterizacion de un rombo): Un cuadrildtero convexo es un rombo

si y solo si sus diagonales son perpendiculares y se bisecan.

DEFINICION 47 (Rectdngulo). Un rectdngulo es un paralelogramo cuyos cuatro dn-
gulos son rectos. Dicho de otra forma, un paralelogramo OABCD es un rectdngulo si:

1. mZA =90
2. mZB =90
3. mZC =90
4. m/D =90

El siguiente dibujo representa la definicién de rectangulo:

B C

A D

DEFINICION 48 (Cuadrado). Un cuadrado es un rectingulo cuyos lados son todos
congruentes entre si. De manera mds precisa, un cuadrado es un paralelogramo cuyos

cuatro dngulos son rectos y sus cuatro lados son congruentes entre si.

El siguiente dibujo representa la definicién de cuadrado:



Debe estar claro que todo cuadrado es un rectdngulo y es un rombo.

3.2.14. Circulos

Circunferencia y circulo

DEFINICION 49 (Circunferencia). Dados un punto P y r un niimero real positivo, la
circunferencia con centro en P y de radio r, es el conjunto de todos los puntos Q del
plano tales que su distancia a P es igual a r; es decir, tales que PQ = r. En otras palabras,

si C es la circunferencia con centro en P y radio r, entonces:

C={Q:PQ=r}.

DEFINICION 50 (Radio). Un segmento cuyos extremos sean el centro de la circunfe-

rencia y un punto en ella se denomina radio de la circunferencia.

DEFINICION 51 (Cuerda). Dada una circunferencia, una cuerda de la circunferencia
es cualquier segmento cuyos extremos sean dos puntos de la misma. Una cuerda se deno-

mina didmetro de la circunferencia si el centro de la circunferencia estd en esta cuerda. De



manera mds precisa, dada una circunferencia de centro P, si A y B son dos de sus puntos,
el segmento AB es una cuerda de la circunferencia. El segmento QR es un didmetro si

Qv R son puntos de la circunferenciay P € QR .

TEOREMA 65: Dada una circunferencia, la longitud de cualquier didmetro es dos veces

el radio de la circunferencia.

Dicho de otro modo, dada una circunferencia de centro P y radio r, la longitud de

cualquier didmetro es 2r.

DEFINICION 52 (Circunferencias concéntricas). Dos o mds circunferencias con el

mismo centro se dicen circunferencias concéntricas.

DEFINICION 53 (Circulo). Dada una circunferencia de centro P y radio r, el interior de
la circunferencia es el conjunto de todos los puntos del plano cuya distancia al centro es
menor que r. El interior de una circunferencia de centro P y radio r también se denomina

circulo de centro P y radio r.



A su vez, definimos al exterior de la circunferencia de centro P y radio r como el

conjunto de todos los puntos cuya distancia a P es mayor que r.

Rectas tangentes a la circunferencia

DEFINICION 54 (Tangente). Dada una circunferencia, una recta ¢ se denomina tan-
gente a la circunferencia si existe un inico punto A que estd en la recta y en la circunfe-

rencia. El punto A se denomina punto de tangencia o de contacto.

DEFINICION 55 (Recta Secante). Dada una circunferencia, una recta { que interseca a

la circunferencia en mds de un punto se dice recta secante a la circunferencia.



TEOREMA 66: Dada una circunferencia y un punto en ella, existe una recta tangente a

la circunferencia cuyo punto de tangencia es el punto dado de la circunferencia.

En otras palabras, dada una circunferencia de centro P y radio r, si Q es un punto de la
circunferencia, entonces una recta ¢ perpendicular al PQ es tangente a la circunferencia

y Q es el punto de tangencia o contacto.

TEOREMA 67: Una recta que es tangente a una circunferencia es perpendicular a la
recta que contiene el radio de la circunferencia donde uno de sus extremos es el punto de
tangencia. En otras palabras, dada la circunferencia C de centro P y radio r, si € es una

recta tangente a C y Q es el punto de tangencia, entonces PQ € /.
TEOREMA 68: Por cada punto de una circunferencia pasa una y solo una circunferencia.

DEFINICION 56 (Circunferencias tangentes). Dos circunferencias tangentes son
aquellas tangentes a una misma recta en un mismo punto. Si los centros de dos cir-
cunferencias tangentes estdn al mismo lado de su recta tangente comiin, se dice que las
circunferencias son tangentes interiormente; por otro lado, si los centros estdn de lados

opuestos de la tangente comiin, se dicen tangentes exteriormente.



La circunferencia C; de centro S y radio s y la circunferencia C, de centro T
y radio t son circunferencias tangentes interiormente y la circunferencia C3 de
centro P y radio p y la circunferencia C3 de centro Q y radio g son circunferencias

tangentes exteriormente.

TEOREMA 69: Los centros y el punto de tangencia de dos circunferencias tangentes son
colineales.

DEFINICION 57 (Angulo Central). Si el vértice de un dngulo estd en el centro de un

circulo, entonces el dngulo se llama dngulo central.

TEOREMA 70:

1. Dados dos puntos distintos, A y B, un punto P estd en la bisectriz perpendicular
de AB siy solo si P es equidistante de Ay B.



2. Dado un dngulo ZABC, 0 < m ZABC < 180, un punto P esta en la bisectriz de
54 v BC
ZLABC si y solo si P es equidistante de los rayos BA y BC.

TEOREMA 71: Dados tres puntos no colineales, existe un iinico circulo que pasa por

ellos. Tres puntos colineales distintos no pueden estar en el mismo circulo.

TEOREMA 72: Sean los segmentos AB y CD dos cuerdas de un circulo C de centro Py

radio r. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. AB =CD

2. mZAPB = mZCPD

3. AB=CD

4. d(P,AB) =d(P,CD)
TEOREMA 73: Sean los segmentos AB y CD dos cuerdas de un circulo C de centro Py
radio r. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. AB >CD

2. mZAPB > m /ZCPD

3. AB > CD

4. La distancia de P a AB es mas pequefia que la distancia de P a CD

TEOREMA 74: Sea C un circulo con centro P, sea AB una cuerda de C que no es un
didmetro y sea PQ un didmetro de C, entonces PQ es perpendicular a AB si y solo si

PQ pasa a través del punto medio de AB.

TEOREMA 75: Dos segmentos tangentes a un circulo desde un punto exterior comiin

son congruentes.



TEOREMA 76: Dos circulos distintos se intersecan exactamente en un punto si y solo si

son tangentes.

TEOREMA 77: Sean Cy de centro Py y radio r1 y Cy de centro P, y radio ry dos circulos

distintos en el plano. Nombraremos a la distancia entre los centros P; P, como d, entonces:

1. Los circulos no se intersecan si y solo si el mdximo de {r1,ry,d} es mayor que la

suma de los otros dos valores.

2. Los circulos se intersecan en un punto si y solo si el mdximo de {r1,rp,d} es igual

a la suma de los otros dos valores.

3. Los circulos se intersecan en dos puntos si y solo si el mdximo de {r1,1,,d} es

menor a la suma de los otros dos valores.

DEFINICION 58 (Angulo Inscrito). Dados los puntos P, Ay B en un circulo C, deci-

mos que £ APB estd inscrito en C.

1\/ B
TEOREMA 78: La medida de un dngulo inscrito es la mitad de la medida del arco que

interseca. En otras palabras, es la mitad de la medida del dngulo central correspondiente

al arco intersecado.

TEOREMA 79: Consideremos un circulo, C de centro P y radio r, la medida del dngulo
vertical formado por dos cuerdas de C que se intersecan, es la mitad de la suma de las

medidas de los dos arcos intersecados.

TEOREMA 80: Sea C de centro P y radio r, un circulo y sea A un punto que no estd en
C. Consideremos dos rectas secantes, £ y m, a C en A; sean los puntos de interseccion de

estas rectas con el circulo By C y D y E, respectivamente. Entonces:



AB-AC=AD - AE

DEFINICION 59 (Poligono Inscrito y Circunscrito). Si existe un circulo C tal que es
tangente a todos los lados de un poligono P, entonces se puede decir que C estd inscrito
en Py P estd circunscrito alrededor de C. De igual manera, si todos los vértices de P

estdn en el circulo C, entonces P estd inscrito en C y C estd circunscrito alrededor de P.

B

TEOREMA 81: Sea P un poligono:

1. Existe un punto Q que es equidistante a todos los vértices de P si y solo si las
bisectrices de todos los lados de P son concurrentes. Si existe dicho punto, este es

tinico y es el circuncentro de P.

2. Existe un punto O que es equidistante a todos los vértices de P si y solo si las
bisectrices de todos los dngulos interiores de P son concurrentes. Si existe dicho

punto, este es 1inico y es el incentro de P.

3.2.15. Areas

DEFINICION 60 (Regién Triangular). Dado un tridngulo cualquiera, una region triangular

es la union del tridngulo con su interior.



A C

DEFINICION 61 (Region Poligonal). Una region poligonal es la unién de una can-
tidad finita de regiones triangulares tales que, si dos de estas regiones se intersecan, lo

hacen tinicamente en sus aristas o en sus vértices.

C D

A F

AXIOMA 11 (Area): A cada region poligonal le corresponde un inico niimero real posi-

tivo llamado drea.

AXIOMA 12 (Area de tridngulos congruentes): Si dos tridngulos son congruentes,

entonces las regiones triangulares tienen la misma drea.

AXIOMA 13 (Suma de &reas): Supongamos que la region R es la union de dos regiones
Ry y Ry. Si Ry y Ry se intersecan a lo mds en un niimero finito de segmentos y puntos,

entonces el drea de R es la suma de las dreas de Ry y Ro.

AXIOMA 14 (Area Rectangulo): El drea de un rectdngulo es el producto de la longitud

de su base y la longitud de su altura.

Los conceptos de regién cuadrada, region rectangular, etcétera, se definen de

manera andloga a region triangular.



DEFINICION 62 (Base y altura de un trapecio). Dado un trapecio, tanto los lados pa-
ralelos como sus longitudes se denominan bases del trapecio. Cualquier segmento perpen-
dicular desde un punto del lado paralelo al otro lado paralelo (lado opuesto) y su longitud

se denominan altura del trapecio.

TEOREMA 82 (Areas de regiones poligonales):

1. Eldrea de un tridngulo AABC es igual al producto de la longitud de cualquiera de

sus lados y su correspondiente altura, dividido para dos.

Area (ANABC) = %aha:%bhb:%chc

A

he

2. Eldrea de un paralelogramo ABCD es igual al producto de la longitud de cualquie-

ra de sus lados y su correspondiente altura.
Area (ABCD) = ah,

A a B

hy

3. El drea de un trapecio ABCD es igual al semiproducto de la suma de las longitudes

de las bases y su correspondiente altura.



Area (ABCD) = ~(a+Db)h

N —

h

TEOREMA 83 (Férmula de drea de un tridngulo rectdngulo): Dado el tridngulo rec-

—_— = AB - AC
tangulo A ABC de catetos AB y AC, entonces su drea es: —
TEOREMA 84 (Propiedad de la bisectriz de un tridngulo): Dado AABC, Sea By un
S — A A
punto interior de AC. Entonces BB 1 es una bisectriz de ZB si y solo si ABy = A5 =
B1C BC a

TEOREMA 85 (Area cuadrildtero convexo): Sea ABCD un cuadrilitero convexo con

diagonales perpendiculares AC y BD, entonces

. 1
Area (ABCD) = §AC -BD

En particular, el drea de un rombo es igual al semiproducto de la longitud de sus diago-

nales.

TEOREMA 86 (Area de un circulo): La circunferencia de un circulo de radio r es 27tr,

Y su drea es 7tr2.

3.3. Resultados de aprendizaje

Los resultados de aprendizaje propuestos a continuacién se corresponden tini-

camente a los tres niveles inferiores:

7 "

1. Conocimiento: determinar lo que un estudiante conoce (“enuncie”, “es-
criba” o “identifique”) sobre las definiciones de conceptos, enunciados de

axiomas y teoremas, representaciones simbdlicas y graficas.



2. Comprensién: determinar si un estudiante usa correctamente un concep-
to, la notaciéon simbdlica, la representacion gréfica, aplica un axioma o un
teorema, en la solucién de un problema especifico, o en la deduccién de un

teorema particular.

3. Aplicacién: determinar si un estudiante aplica un concepto, un axioma o un

teorema en la solucién de un problema o en la deduccién de una propiedad.

4. Aplicacién: determinar si un estudiante reconoce la correccién o no de la

deduccién de un teorema, o la solucién de un problema.

3.3.1. Axiomas de incidencia, conexién y distancia

Estos axiomas y teoremas definen implicitamente los conceptos primitivos

punto, recta y plano.

1. Enunciar los axiomas de conexion.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. ¢Qué axiomas definen implicitamente la relacién entre punto y recta?

Respuesta esperada. Son dos:
En una recta, existen al menos dos puntos.
y el denominado postulado de la recta:

Dados dos puntos distintos, existe una y solo una recta que pasa por ellas. [

11. ;Cual enunciado corresponde al postulado de la regla? Justifique su res-

puesta.

1) Para toda recta ¢, existe una funcién o de ¢ sobre R, biyectiva, tal que
para cierto punto A en ¢ y todo punto B en /, la distancia entre A y B
es AB = |0(A) — a(B)|.

2) Para toda recta ¢, existe una funcién o de ¢ sobre IR, tal que para todo
punto A en ¢ y todo punto B en /, la distancia entre Ay B es AB =
|o(A) = a(B)].

3) Para toda recta ¢, existe una funcién o de ¢ sobre IR, biyectiva, tal que
para todo punto A en / y todo punto B en /, la distancia entre A y B
es AB = |0(A) — c(B)|.



Respuesta esperada. Se tiene que:

1) El primer enunciado indica que para un punto A, y todo punto B en /, la
distancia entre Ay Bes AB = |0(A) — o (B)|, sin embargo, el postulado de la
regla asegura que para todo punto A y todo punto B, la distancia entre esos
puntos es esa, no solo para un punto en particular, por lo que el enunciado
no representa al postulado de la regla.

2) Elsegundo enunciado, expresa la existencia de la funcién o, sin embargo, no
indica que sea biyectiva, lo cual representa un problema, pues no asegura la
correspondencia uno a uno entre los puntos de la recta y los ntimeros reales,
por tanto este enunciado tampoco representa al postulado de la regla.

3) Finalmente, el dltimo enunciado expresa que la funcién distancia es biyecti-
va, lo que asegura la correspondencia uno a uno requerida entre los puntos
de la recta y los ntimeros reales, ademas de definir dicha funcién para cua-
lesquier par de puntos de la recta, por lo que en efecto este enunciado es el

postulado de regla. O

2. Identificar los axiomas de conexion.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dado el problema:

Sean A, B y C tres puntos, tales que { pasa por A y B, m pasapor AyCy

ademads { pasa por C, ;qué se concluye sobre { y m?

coloque en la solucién del problema anterior, las justificaciones corres-
pondientes:
Dadas las hipétesis que aseguran que ¢ pasa por A, B y C, y gracias al

sabemos que esta recta es tinica, en particular,

¢ es la tinica recta que pasa por A y C, pero ademds se conoce que m pasa
por A y C, por lo que ¢ y m son la misma, debido a la unicidad de la recta

aseverada por

Respuesta esperada. Dadas las hipotesis que aseguran que ¢ pasapor A, By C,y
gracias al postulado de la recta sabemos que esta recta es tinica, en particular, ¢
es la tnica recta que pasa por A y C, pero ademds se conoce que m pasa por Ay
C, por lo que ¢ y m son la misma debido a la unicidad de la recta aseverada por

el postulado de la recta. O

II. Si Ay B son puntos, ;existe AB?



Respuesta esperada: No necesariamente; si A y B son distintos, gracias al postula-

do de la regla, se puede asegurar la existencia de fﬁ . O

3. Diferenciar la definicién de un concepto de su representacién simbélica.

I

II.

III.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:
< <
. ¢(Coémo se lee el signo AB? ;Quées AB?

Respuesta esperada. Se lee: “la recta que pasa por los puntos A y B”, y es la tinica
recta que pasa por los puntos A y B, cuya existencia estd garantizada por el

postulado de la regla. O]
(Qué es AB? ;Qué representa AB?

Respuesta esperada. Se lee: “la distancia entre los puntos A y B” y es el tinico na-
mero real mayor igual que 0, asociado a los puntos A y B, tal que es 0 inicamente

si A = B,y AB = BA. El nimero AB se denomina distancia entre A y B. O

Dado el simbolo AB , scudl de los siguientes enunciados lo describe de

manera correcta y completa? Justifique su respuesta.

1) La recta AB.

2) Ay B son puntos.

3) Ay B son puntos distintos.

4) La recta que pasa por Ay por B.

5) La tinica recta que pasa por Ay por B.

Respuesta esperada.

1) No describe a la representacién simbdlica de AB ya que el simbolo AB hace
referencia a la distancia entre A y B.

2) Notemos que si A y B son iguales, no es posible utilizar el postulado de
la recta para asegurar la existencia de fﬁ , por tanto, al no asegurar en el
enunciado que son distintos, no corresponde al simbolo.

3) Notemos que el simbolo que describe el tercer enunciado es A # B, lo cual
describe en parte al simbolo Xg , pero no completamente.

4) Este enunciado omite la unicidad de la recta que asegura el postulado de la
recta.

5) Este enunciado describe de forma correcta y completa al simbolo AB , pues

representa el postulado de la recta, que define implicitamente 4. O



4. Aplicar los axiomas de conexién.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dados A, B, Cy D, puntos distintos y que no son colineales, indique cuan-

tas

rectas pasan por cada par de puntos.

Respuesta esperada.

)

2)

3)

4)

5)

6)

Para responder esta pregunta, utilizaremos el postulado de la recta, que ase-

gura la existencia de las rectas: jﬁ , jﬁ , zﬁ , ﬁ, ﬁ y (ﬁ .

Estas seis rectas son distintas entre si. En efecto: si j4—§ = % , entonces
existiria una recta que pasa por los puntos A, By C que es contrario al hecho

de que los puntos no son colineales. Se concluye, entonces, que AB # ac

Mediante un razonamiento similar al anterior, se concluye que todas las rec-

tas son diferentes.

Entonces, por lo menos hay seis rectas que pasan por cuatro puntos distintos

que no son colineales.

Ahora veamos que no hay més de seis. En efecto: cualquier recta m que pase

por dos de esos puntos, necesariamente serd igual a una de las seis rectas
=
AB,AC,AD,BD,BC y CD,

gracias al postulado de la recta. Es decir, no hay mads rectas que estas seis.

Se concluye que existen exactamente seis rectas que pasan por cuatro puntos

distintos que no son colineales.

El siguiente dibujo ilustra la situacién:

O]

II. Dadas las rectas ¢ y m distintas, si el punto A estd en ¢ y m, y el punto

B también estd en ¢ y m, ;qué se puede concluir sobre las rectas ¢ y m?

Justifique su respuesta.



Respuesta esperada. Como A y B estdn en una misma recta ¢, en otras otras pala-
bras, ¢ pasa por A y B, entonces por el postulado de la recta, ¢ es la tinica recta
que pasa por esos puntos, con un razonamiento similar, se tiene que m es la tni-
ca recta que pasa por A y B, es decir que necesariamente las rectas ¢ y m son

iguales. O

5. Identificar cudndo una funcién representa un sistema de coordenadas me-

diante su definicion.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Sico es un sistema de coordenadas para una recta ¢, ;cudl de las siguientes

funciones son sistemas de coordenadas para £? Justifique su respuesta.

1) f=0c?
2) g=|o]
3 h=0+2

Respuesta esperada. Vamos a analizar el primer y tercer numeral a continuacién:

1) La funcién f = 02 no es un sistema de coordenadas, en efecto, supongamos
que dos puntos A y B son tales que ¢(B) = —c(A), luego f(A) = 0?(A) y
f(B) = ¢?(B) = ¢?(A), en otras palabras los puntos A y B tendrian la mis-
ma coordenada, por lo que la funcién no representa una correspondencia
uno a uno entre la recta y los nameros reales, por lo que no es un sistema de
coordenadas.

2) La funcién h = 0 + 2 si es un sistema de coordenadas. En efecto, se verifica
que al ser una traslaciéon de una funcién biyectiva conserva la biyectividad,
por lo que si representa un sistema de coordenadas, es claro que preserva
la distancia entre dos puntos cualesquiera, dicho de otra manera dados los

puntos A y B, la distancia entre esos puntos es:

[h(A) = h(B)| =|(¢(A) +2) — (¢(B) +2)|
=|o(A) — o(B)]. O

II. Dado un sistema de coordenadas sobre una recta, suponga que se le resta
5 ala coordenada de cada punto sobre la recta y que el resultado de esto
serd el nuevo nimero otorgado a cada punto. Demostrar que

|(nuevo nimero otorgado a un punto) - (nuevo niimero otorgado a
otro punto)|

representa a la distancia entre los puntos.



Respuesta esperada. Sea o el sistema de coordenadas dado, el nuevo sistema de
coordenadas es & = 0 — 5, en efecto, preserva la distancia entre dos puntos cua-

lesquiera A y B:

|(A) —a(B)| =|(c(A) = 5) — (¢(B) = 5)|
=|o(A) — o (B)]

por tanto, la formula antes propuesta, si representa a la distancia entre dos pun-
tos. ]

6. Determinar la distancia entre dos puntos utilizando el axioma de la colocaciéon

de la regla.

I

II1.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

. Mediante el axioma de la regla, encontrar la distancia entre los puntos A

y B, cuyas coordenadas son las siguientes:
1) 0y 12
2) Oyx
3) xyy—x

Respuesta esperada.

1) AB=12,yaque AB=|0—12| = | — 12| = 12.
2) AB=|x|,pues AB=[0—x|=|—x|=|x|
3) AB = |2x —y|, puesto que AB = |x — (y — x)| = |2x — y|. O

Si se emplea un flexémetro para medir la distancia entre dos puntos mar-
cados en la pared, ;es necesario colocar el 0 del flexémetro en uno de los

puntos?

Respuesta esperada. El axioma de la recta nos asegura la existencia de una tinica
recta que pasa por dos puntos, en este caso nombraremos a los puntos A y B,
luego por el postulado de la regla existe un sistema de coordenadas para esta
recta, en efecto, el flexdmetro establece un sistema de coordenadas, y debido a
que a partir de él es posible establecer infinitos sistemas de coordenadas, y una
de las formas de hacerlo es por traslacién, entonces, podemos elegir cualquier

coordenada del flexdmetro como cero en el nuevo sistema de coordenadas. [



3.3.2. Orden de la recta

1. Identificar la definicién de puntos colineales.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. ;Cuadl de los siguientes enunciados describe de forma correcta y completa

a la definicién de puntos colineales? Justifique su respuesta.

1) Dos o mas puntos distintos son colineales si existe una recta que pasa

por ellos.

2) Si A, By C son puntos, estos son colineales si existe una recta que

pasa por todos ellos.

3) Tres o mds puntos distintos son colineales si existe una recta que pasa

por todos ellos.

Respuesta esperada.

1) El primer enunciado no describe a la definicién de puntos colineales pues,
no hay nada en particular en que una recta pase por dos puntos distintos,
pues el postulado de la recta ya asegura que eso ocurre para dos puntos

cualesquiera distintos.
2) El enunciado tampoco describe a la definicién de puntos colineales de forma
completa, pues cabe la posibilidad de que los puntos no sean diferentes.

3) El tercer enunciado describe completamente a los puntos colineales, pues
aclara que deben ser al menos tres puntos y distintos por los que pasa una

misma recta, a diferencia de los enuciados anteriores. ]

II. Dado el siguiente gréfico con puntos determinados, identifique qué pun-

tos son colineales.



A

Respuesta esperada. Por la definicién de puntos colineales, identificamos que:
1) A—-F-G-C
2) C-H—-I-E
3) B-G—H-D
4) B-F—J—E
5 A—J—I-D O

2. Aplicar la definicién de puntos colineales.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Sean A, By C tres puntos que no son colineales. Si £ es la recta que pasa

por Ay C ;Es posible que B esté en ¢?

Respuesta esperada. No, B no puede estar en /. En efecto: si B estuviera en /, en-
tonces la recta ¢ pasaria por los tres puntos A, By C, lo que significaria que dichos

puntos son colineales, lo que contradice con la hipétesis sobre los puntos. ]

II. Dados tres puntos A, B y C en una recta. Si se tiene que A estd entre By
C. ¢(Qué relacion existe entre AB, BCy AC?

Respuesta esperada. Aplicando la definicién de puntos colineales, se dice que los
puntos A, By C son colineales, es decir B—A—C y por la definicién de relacién
entre, se tiene que BA + AC = BC, y como BA = AB, entonces tenemos que
AB+ AC = BC. O

3. Reconocer la definicion de relacion entre puntos.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:



I. Dados los puntos A, B y C distintos tales que B esta entre A y C, ;jcudl
de los siguientes enunciados describe de manera correcta y completa la

definicién de la relacién entre? Justifique su respuesta.
1) AB+ BC = AC.
2) A, By C son colineales.
3) Los puntos A, By C son colineales y se tiene que: AB + BC = AC.

Respuesta esperada. El primer y segundo literal corresponden por si solas a con-
diciones necesarias para que el punto B esté entre A y C, sin embargo se requiere
que ambas se cumplan para determinar que B esta entre A y C, por ello el tercer

literal es el que describe de manera correcta y completa la relacién entre. O

II. Dados los puntos R, Q y S en una circunferencia como se muestra en la
figura, ;se puede decir qué punto se encuentra entre los otros dos puntos?

Argumente su respuesta.

Q

Repuesta esperada. Debido a que los puntos no son colineales, por la definicién
de relacién entre, no es posible decir qué punto se encuentra entre los otros dos,
de hecho al ser puntos de la circunferencia, se tiene que existe una tinica recta
que pasa por cualesquier par de puntos, como se vera mas adelante en la seccion

de circunferencias esta recta se denomina secante. O

4. Aplicar la definicién de relacion entre.
Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dados los puntos A, B, C de la recta ¢ cuyas coordenadas son —7, =3y 4,

respectivamente, determine qué punto se encuentra entre los otros dos.

Respuesta esperada. En primer lugar, los puntos son colineales. Por el postulado

de la regla, se tiene que:



1) AB=|(~7) — (-3)| = | ~7+3| =4
2) BC=[(-3)—(4)|=|-3-4=7
3) AC=|(-7)—(4)|=|-7—4]=11

por lo que se concluye que AB 4 BC = AC, en otras palabras, es el punto B

el que estd entre Ay C. O

II. Dados tres puntos A, By C en una recta, si se tiene que AC > AB, ;jse
puede concluir que B estd entre Ay C?

Respuesta esperada. No necesariamente. En efecto: si BA = 2, AC =3y BC =5,
Aestaentre By Cy AC > AB. O

5. Utilizar el concepto de la relacién entre en la deduccién de un teorema.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:
I. Demuestre el teorema: la relaciéon “entre” es simétrica.

Si A estd entre By C, entonces A estd entre Cy B

Respuesta esperada. De manera mds precisa, lo que se quiere mostrar es que si
B—A—C, entonces C—A— B; es decir, se quiere mostrar que los puntos C, Ay B
son colineales y CB = CA + AB.

Ahora bien, si B—A—C, por la definiciéon de la relacién entre, se tiene que
A, By C son colineales, y BC = BA + AC. Asi, C, Ay B son colineales; ademas,

por el postulado de la distancia, se tiene que:
BC=CB, BA=AB y AC=CA,
de donde, se obtiene que:

CB =BC
=BA + AC
=AB+ CA = CA + AB;
por tanto, se tiene que C—A—B. O

II. Demostrar que: Todo segmento tiene un punto medio.

Demostracién. Se quiere mostrar que dado un segmento cualesquiera AC, existe

un punto B entre A y C, es decir, AB + BC = AC y ademas que AB = BC, en



otras palabras:

AB+ AB =AC

2AB =AC
_Ac

AB
2

Gracias al postulado de la colocacién de la regla, se tiene que existe exactamente

. . AC o= .
un punto B a una distancia —en el rayo zﬁ , es decir, AC posee un tnico

punto medio. O

3.3.3. Segmentos, rayos, dngulos y poligonos

1. Explicar la diferencia entre una recta, un segmento y un rayo

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dados los puntos B y C, indique el valor de verdad de las siguientes

proposiciones. Justifique su respuesta.
1) BC = CB
2) BC = CB

3) BC =CB

Respuesta esperada. El valor de verdad de cada proposicién es:

1) El primer enunciado es verdadero, gracias al axioma de la recta que ase-
gura la unicidad de la recta que pasa por los puntos B y C, independien-

temente del orden en el que se escriba simbodlicamente.

2) El segundo enunciado es falso, debido a que por la definicién de rayo y
su representacion simbolica, el extremo de B? es B y el extremo del C?

es C, entonces, al tener extremos distintos, los rayos son distintos.

3) El tercer enunciado es verdadero, debido a que la representacioén sim-
bélica del segmento no distingue el orden de los extremos, por tanto
BC =CB. O

1. Dados los puntos B y C, identifique la relacion entre: % , If y BC.

Respuesta esperada.

1) Para comenzar, por la definicién de rayo:

BC = BC U{D:A-B-D}



Es decir, BC C ﬁ; pero, BC # lTa, pues un punto X tal que B—C—-X

estd en el rayo pero no en el segmento.

2) Ahora, recordemos que la unién de un rayo con su opuesto, forman la

recta con los puntos de ambos rayos, es decir que:
BC = BC U 4B,

con 1@ rayo opuesto a B?> . Entonces, se tiene que ﬁ - % . Pero, como
CB # O, se concluye que BC # BC.

Finalmente; se puede concluir que
BC c BC ¢ B¢

y las inclusiones son estrictas. O

2. Aplicar la definicién de rayos opuestos

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

s
I. Si BA es opuesto a lﬁ , determine cudl de los puntos A, By C esta
entre los otros dos.

Respuesta esperada. El punto B estd entre A y C, en efecto, gracias a la defini-

cioén de rayos opuestos, se tiene que A—B—C. O

II. Dados A, By C, puntos colineales distintos, tales que A—B—C, demos-

trar que:
BA NBC = {B}

Respuesta esperada. Para empezar, aplicando la definicién de rayos opuestos,
se tiene que BC y BA son rayos opuestos por las hipétesis del problema,
luego tienen en comdn un tnico punto que es el extremo comun de ambos

rayos, en este caso { B}, en efecto:

BANBC = {BAU{D:D-A-BN{BCU{D:B-C-D}}
= BA NBC
— {B). O

3. Reconocer la definicion de figura convexa

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:



a) Dado un segmento AB tal que todo punto de AB esta en la figura F.

(Esto significa que la F es convexa?

F

Respuesta esperada. No necesariamente, para que una figura sea convexa esto
debe ocurrir con todos los segmentos cuyos extremos estén en la figura, en
otras palabras, para todo A, B puntos contenidos en la figura, el segmento

AB estd completamente contenido en la figura. O
b) (Es un tridngulo una figura convexa?

Respuesta esperada. No, debido a que un segmento, por ejemplo, una de las
medianas del triangulo, tiene como uno de sus extremos a uno de los vértices
del tridangulo y el otro extremo el punto medio del lado opuesto al vértice,
dicho de otra forma, dado una AABC, con mediana AD siendo D punto
medio de BC, los extremos estan contenidos en el tridngulo, pero los puntos
interiores del segmento no lo estan. Por tanto, un tridngulo no es una figura

convexa. O
4. Aplicar la definicién de tridngulo
Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

a) Dado el triangulo AABC, ;alguno de sus vértices esta entre los otros

dos?

Respuesta esperada. No, ningtn vértice del tridngulo A ABC estd entre los otros
dos, gracias a la definicién de tridngulo que establece que los vértices no son
colineales y luego por la definicién de relacién “entre”, que exige la colineali-

dad, ningtn vértice A, B o C se encuentran entre los otros dos. O

b) En el siguiente dibujo, identifique todos los tridngulos presentes y en-

listelos con sus elementos.



Respuesta esperada. Aplicando la definicién de tridngulo, se tiene que el dibujo

representa los siguientes tridngulos:
1) AABC = AB UBC UAC

) ANACD = AC UCD UAD
) AABD = AB UBD UAD
) AABE = AB UBE UAE

5) ANAED = AE UED UAD
) ABCE = BC UCE UBE

) ABCD = BC UCD UBD
) ACDE =CD UDE UCE

3.3.4. Axioma de Separacién

1. Identificar el axioma de separacion

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I. Completar los siguientes enunciados acerca de la siguiente ilustracién:

Enlafigura,la_ /separaal planoen S1y

Sabemos que Ay Bestindel _ lado de la recta, puesto que
_ no interseca a la recta ¢; sabemos también B y D estdn en

lados opuestos de la recta ¢, puesto que Po-

demos demostrar que AC mostrando que

Ay__ estin__ delarecta /.



S S

D

/

C

Respuesta esperada. En la figura, la recta ¢ separa al plano en semiplanos S;
y Sz. Sabemos que A y B estén del mismo lado de la recta, puesto que AB
no interseca a la recta ¢; sabemos también B y D estdn en lados opuestos de
la recta ¢, puesto que BD interseca a la recta . Podemos demostrar que AC
interseca a la recta { mostrando que A y C estdan en lados opuestos de la recta
¢ delarecta /. O

1. Grafique una recta ¢ y los semiplanos S; y S, que define. Dados los
puntos A, Ben S; y el punto C en Sy, responda las siguientes preguntas:

1) ¢Cudl es la interseccion de AB y ¢? Justifique su respuesta.

2) ;Cuél es la interseccién de BC y £? Justifique su respuesta.

L

PN

Respuesta esperada.

1) Debido a que tanto A como B estdn del mismo lado de ¢, entonces por el
axioma de separacion se tiene que AB no interseca a /.

2) Dado que By C se encuentran en lados opuestos de la recta ¢, gracias al
axioma de separacion se tiene que BC se interseca con ¢, por supuesto,

en un tnico punto. O



2. Aplicar el axioma de separacién en la deduccion de un Teorema

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Demuestre el Teorema de Pasch.

Dado el triangulo AABC y la recta ¢ tal que A,B y C no estdn en la

recta ¢. Si ¢ interseca a AB , entonces también interseca a AC o BC.

Demostracién. Sean AABC y ¢ una recta que interseca al segmento AB y tal
que ¢ no pase por ninguno de los puntos A, B y C por hipétesis. Llamemos
S1y Sz a los semiplanos determinados por ¢ por el axioma de separacion,
entonces los puntos A y B estdan en lados opuestos de ¢ por hipétesis. Sin
perdida de generalidad, supongamos que A estd en S1 y B en 5. Se sigue que,
C estd en S 0 en S; por el axioma de separacién. Si C estd en Sy, entonces el
segmento AC no se interseca con / gracias al axioma de separacién, mientras
que si C estd en 51, entonces BC no se interseca con ¢ debido al axioma de

separacion. m

II. Demuestre el siguiente teorema.

SiC—A—B yD estd en el interior de Z/BAE, entonces E

Demostracion. Sean A, B, C, D y E cinco puntos tales que C—A—By D esta
en el interior del &ngulo ZBAE por hipétesis. Para demostrar que E esta en el
interior de ZDAC, debemos mostrar que E y D estdn al mismo lado de jﬁ y

—
al mismo lado de AD por la definicién de angulo interior.

Dado que D esta en en interior de ZBAE, se sigue que E y D estan al
“—
mismo lado de AB gracias a la definicién de dngulo interior. Sin embargo,
AB = ac , por lo que E y D estdn al mismo lado de A, Adn mas, la recta
= —
AD debe intersecar a BE por el teorema de la barra cruzada. Por lo tanto, E
. < . -2
y B estan en lados opuestos de AD por el axioma de separacion.
Ahora, el hecho de que A estd entre C y B implica que C y B estdan en lados
= <
opuestos de AD y podemos concluir que C y E estdn al mismo lado de AD

por el axioma de separacién. ]

3.3.5. Axioma de Medida Angular

1. Establecer la diferencia entre dngulo y su medida angular.

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:



I. En el siguiente grafico, identifique las partes que componen a cada an-
gulo representado.

oD

Respuesta esperada. La definicién de dngulo, establece que es la unién de rayos
con extremo comuin, haciendo uso de esa definicién, se tiene que los dngulos

y los elementos que los componen son los siguientes:

1) /FAE = AF UAFE
2) /CAE = AC UAF
3) /ABD = BA UBD
4) /DBC = BD UBC
5) /CBG = BC UBC
)

6) /ABG — BA UBC 0

1. Dados los dngulos m ZBAD =50y m ZDAG = 18, ;cudl es la medida
de ZBAG? Identifique los elementos que componen al &ngulo ZBAG.

Respuesta esperada. Como D es un punto en el interior del dngulo m ZBAG,

podemos usar el Postulado de suma de angulos, asi tenemos que la medida
de ZBAG es:

m/BAG = mZBAD +m/ZDAG,
= 50418,
= 68. O

Ademas, por la definiciéon de angulo ZBAG = zﬁ U zﬁ .

2. Determinar la medida de un dngulo mediante la definicién de dngulos su-
plementarios.



Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Determinar la medida del suplemento del &ngulo a cuya medida es x.

Respuesta esperada. Por la definiciéon de angulos suplementarios, la suma de

las medidas de dichos dngulos es 180, luego se tiene lo siguiente:

ma+mp = 180

siendo f el &ngulo suplementario de «, es decir:
mpB = 180 — x. 0

II. Si dos dngulos suplementarios tienen medidas iguales, ;cudnto mide

cada dngulo?

Respuesta esperada. Sean «, B dngulos suplementarios, por definicién se tiene

que forman un par lineal, en otras palabras
ma +mf = 180
pero la hipétesis establece que ma = m f3, entonces se tiene que

ma +ma =180

ma =90
Es decir, ma = m = 90. O

3. Diferenciar el concepto de par lineal y par vertical.

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

ﬁ S
I. Dadas dos rectas A6 y CD que se cortan en un punto, ;cudntos pares
lineales y verticales se forman? A continuacién, se muestra una ilustra-

cién de la situacion.



II.

Respuesta esperada. Como se indica en el dibujo, la interseccion de las rectas es
el punto E, se debe tener en mente las definiciones de par lineal y par vertical
respectivamente, forman un par lineal dos dngulos cuya suma de medidas
angulares es 180, en cambio un par vertical se forma por los d&ngulos opuestos
formados cuando se intersecan dos rectas, ademds dichos angulos son con-
gruentes. Por ello, los siguientes pares de &ngulos son pares lineales:

1) LAECy ZCEB

2) LCEBy ZBED
3) ZBEDy ZDEA
4) /DEAy LAEC

Por otro lado, los siguientes pares de d&ngulos son pares verticales:

1) LAECy /BED
2) /CEBy /DEA 0

Suponga que LZABCy ZCBD son pares lineales, ym ZABC = é m ZCBD.
Calcule la medida de ZCBD.

Respuesta esperada. Dado que los dngulos ZABC y ZCBD forman un par li-
neal, se tiene que:
m ZABC +m ZCBD = 180

luego, por la hip6tesis se obtine
1
zm ZCBD +m ZCBD = 180

Por lo que la medida del angulo ZCBD = 150. O



4. Utilizar la definicién de dngulos complementarios en la resolucién de un

problema.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I.

I1.

Determinar la medida del complemento del &ngulo cuya medida es y.

Respuesta esperada. Por la definicién de angulos complementarios, la suma de

las medidas de dichos dngulos es 90, luego se tiene lo siguiente:
ma+mp =90
siendo f el angulo suplementario de «, es decir:
mpB=90—y. O

Silamedida de un dngulo es el doble de la medida de su complemento,

(cuanto mide el &ngulo?

Respuesta esperada. Se denomina a y B a los angulos complementarios, luego
por definicién

mpB+my =90

Sin perdida de generalidad, supongamos que
mp=2mvy
Entonces se tiene lo siguiente:
2my+my =90

Es decir, quemy = 30 y m 3 = 60. O

3.3.6. Congruencia de segmentos y angulos

1. Determinar si dos segmentos son congruentes mediante la definicién de

congruencia de segmentos.

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I.

La siguiente figura muestra las longitudes de todos los segmentos ;Cua-

les de los segmentos son congruentes?



I1.

p) )
c 3 D
3 3 4
4
3
F I
2
[ 2 2
E 5
H

Respuesta esperada. Utilizando la definicién de congruencia de segmentos y la
informacién que proporciona el dibujo sobre la medida de todos los segmen-

tos, se tiene las siguientes congruencias.

En efecto, pues las longitudes de dichos segmentos son:
1) AC=BD=EF=GH=HI=2

2) AB=CD=DF=DG=FG=3

3) CE=DI=4

4) DE=EH = DH =5. t
Se tienen cuatro puntos en una recta, A, B, C y D. El punto B est4 entre
Ay C,yel punto C estéd entre By D.Si BC y CD son congruentes, AD

mide 12 unidades, AB mide 2 unidades, ;cuél es la longitud de CD?
¢Cuél es la longitud de BC?

Respuesta esperada. Por las hip6tesis presentadas en el enunciado y la defini-

cion de relacién entre, se tiene que A-B—C—-Dy
AB+BC+CD = AD

Ademads, como BC = CD por la definicién de congruencia de segmentos,

sus longitudes son iguales BC = CD, entonces conociendo los datos de las



longitudes de los otros segmentos, se tiene que

2+ BC+BC =12
BC =5

Por lo tanto BC = CD = 5. O

2. Aplicar la definicién de punto medio en la resolucién de un problema.

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I. Si dividimos un segmento de longitud 20 en dos segmentos iguales,
(cudnto mide el segmento que une los puntos medios de estos seg-

mentos?

Respuesta esperada. Dado el segmento AE, tal que AE = 20, el punto medio C
de dicho segmento, por definicién, es tal que A—C—E y AC = CE, entonces

se tiene que

AC+ CE =AE
AC+ AC =20
AC =10

Ademas, los puntos medios de los segmentos AC y CE son By D, respectiva-

mente. Por la definicién de punto medio, se tiene por un lado que

AB+ BC =AC
BC 4 BC =10
BC =5

Con un proceso similar en el otro segmento, se tiene que CD = 5. Por otro
lado, por la definicién de relacién entre se tiene que A—B—C—D, por tanto
el segmento que une a los puntos medio By D es BD y BD = BC + CD. Por

tanto:

BD =BC+CD
BD =5+5
BD =10. O



1. Si el punto B biseca al segmento AC y D biseca al segmento BC, ;cual

es la longitud del segmento DC?

Respuesta esperada. Dado que B biseca al segmento AC, se tiene que AB =

BC, ademas al estar en el segmento, por la definicién de punto medio se tiene

que
AB = BC = %
Con un razonamiento similar, se tiene que D es punto medio de BC y por
tanto
BD = DC = %
Entonces, por lo antes dicho, se tiene que
&= AC
DC= - ="~ O

3. Reconocer si dos dngulos son congruentes mediante la definicién de con-

gruencia de dngulos.

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I. Si ZA es el suplemento de ZB, ZC es el suplemento de ZD y /D =
ZA, ;icudl es la relaciéon entre /By ZC?

Respuesta esperada. Aplicando la definiciéon de dngulo suplementario, se tiene

que

m/A+mZB =180
m/C+msZD =180

Ademas, por la definicién de congruencia de dngulos, se tiene que
m/A =mZD

Por tanto, tenemos que
mZC+mZA =180

Junto con la ecuacion presentada antes, se obtiene que
m/C+180 —m /B =180

Es decir que m ZC = m /B, que por la definicion de congruencia de angulos,



II1.

nos dice que /B = ZC. O
Siun dngulo es congruente a su complemento, ;cudnto mide el angulo?

Respuesta esperada. Dado el angulo Z& y su dngulo complemento Zp, por de-

finicién de d&ngulo complementario, se tiene que
mZa+mZp =90
Por la hipétesis del problema, se tiene que m Zax = m Zp, por tanto

mZx+mZax =90
m /o = 45. O

4. Utilizar la detinicién de bisectriz de un dngulo para determinar la medida

angular.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I.

I1.

Sim/ZABC =33y If biseca el angulo ZABD, ;cuél es la medida del
angulo ZABD?

Respuesta esperada. Dado que el rayo BC biseca al angulo ZABD, por defini-
cién es la bisectriz de ZABD, y m ZABC = m ZCBD, entonces m ZCBD = 33

y por el teorema de la suma de angulos, se tiene que

mZABD = m ZABC +m ZCBD
m ZABD = 66. O

Suponga que se biseca al dngulo B cuya medida es 128, y a los dos
angulos congruentes obtenidos se los biseca de nuevo, ;cual es la me-
dida de cada uno los nuevos angulos congruentes obtenidos mediante
la Gltima biseccién?

Respuesta esperada. Sea a uno de los angulos resultantes de bisecar por prime-

ra vez al dngulo B, entonces por la definicién de bisectriz se tiene que

métx:%:&}.

Luego, sea 27y uno de los d&ngulos obtenidos al bisecar a Za, por definicién de

bisectriz se tiene que

64
= — =32
mZ« > 3



Es decir, cada uno de los dngulos que se obtienen al realizar dos bisecciones

consecutivas del angulo Zf, tiene medida 32.

3.3.7. Congruencia de tridngulos

1. Aplicar la definicién de congruencia de tridngulos.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

O]

I. Dado el tridngulo APQR. Si APQR = AQPR y APQR = APRQ.

(Qué se puede concluir de APQR? Justifique su respuesta.

Respuesta esperada. Dado que APQR = AQPR, gracias a la definicion de con-

gruencia de tridngulos y su caracterizacion, se tiene que:

Ademas, dado que APQR = APRQ), tiene que:

~ QP 3) PR = QR 5) /Q=/P
PR 4) /P>=/Q 6) ZR= /R

PR 3) PR = PQ 5) ZQ= /R
~RQ 4) /P>=/P 6) /R =/Q

Por tanto, se tiene que PQ = PR y PR = QR, y junto a la transitividad

de la relacién de congruencia de segmentos, tenemos que PQ = QR. Con

un razonamiento similar, a partir de que ZP = ZQ vy ZQ = /R, junto a

la transitividad de la relaciéon congruencia de dngulos, se tiene que /P =

ZR. Entonces, se tiene que todos los lados y angulos del triangulo APQR

son congruentes entre si, es decir, es un trie’mgulo equilétero y claramente

equiangular.

1I. Dados AABC, ADEF y AGHK. Si AABC = ADEF y ADEF
AGHK ;Qué se puede concluir de AABC? Justifique su respuesta.

O

[l

Respuesta esperada. Podemos demostrar que AABC = AGHI usando la de-

finicién de congruencia de tridngulos, que establece que dos tridngulos son

congruentes si y solo si sus tres lados tienen la misma longitud de hecho sus

tres angulos también tienen la misma medida angular.



Por lo tanto, si AABC = ADEF, entonces sabemos que:

AB = DE
BC = EF
AC = DF

Y si ADEF = AGHI, entonces sabemos que:

DE = GH
EF = HI
DF = GI

Entonces, usando la transitividad de la igualdad, podemos decir que:

AB = GH
BC = HI
AC=GI

Lo que nos lleva a concluir que AABC = AGHI, ya que ambos tridngulos
tienen los tres lados con igual longitud respectivamente y los tres dngulos
con igual medida angular, respectivamente. Por lo tanto, la congruencia de

triéngulos es transitiva. OJ

2. Utilizar el Teorema de condiciones para la congruencia de tridngulos para

resolver un problema.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dada la siguiente ilustraciéon, Si AE = BC, AD = BD y ZEAD =
ZCBD. ;Se puede demostrar que Z/BDE = ZADC? Justifique su res-

puesta.




Respuesta esperada. Con la informacién proporcionada y el teorema de condi-
ciones para la congruencia de tridngulos (LAL) se tiene que AEAD = ACBD,
porloquem ZEDA = m ZBDC. Por otro lado, aplicando el teorema de suma

de dngulos, se tiene que:
m/BDE =m /ZEDA +m ZADB

Por lo antes mencionado, se tiene que:
m /BDE = m /ZBDC +m ZADB

Ademas, aplicando de nuevo el teorema de suma de dngulos al dngulo
m/ZADC =m ZADB+ m ZBDC

Por tanto, m ZBDE = m ZADC, en otras palabras Z/BDE = ZADC. ]

11. Dado el siguiente dibujo, donde PT interseca a QS en el punto R, tal
que PR = SRy QR = TR. Demuestre que /P = /S Justifique su

respuesta.

Q

Respuesta esperada. Para empezar, se tiene que ZPRQ = ZSRT pues forman
un par vertical, con esto y a las hip6tesis se puede utilizar el teorema de
condiciones para la congruencia de tridngulos (LAL), de lo que se concluye
APRQ = ASRT, luego por definicién de congruencia de tridngulos se tiene
que ZP = /S. O

3. Utilizar el Teorema del tridngulo isésceles para resolver un problema.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dado el siguiente dibujo con las marcas indicadas. ;El triangulo AABC

es isosceles? Justifique su respuesta.



A D E B

Respuesta esperada. Como se indica en el dibujo ZCDE = ZCED, luego por
el teorema reciproco del triangulo isésceles, se tiene que CD =2 CE, ademads
ZCDA = ZCEB pues los dngulos suplementarios de angulos congruentes
son congruentes. Luego, por el teorema de Teorema de condiciones para la
congruencia de tridngulos (LAL) y lo antes expuesto, se tiene que AADC =
ABEC, entonces por la definicién de congruencia de tridngulos una de las
congruencias es AC 2 BC, que por la definicion de tridngulo is6sceles nos

dice que AABC en efecto es un tridngulo is6sceles. O

II. En la ilustracion a continuacion, se tiene que : PR = QR, ZP = /B,y
ZQ = Za. Demostrar que el triangulo ARST es is6sceles.

R

P Q

Respuesta esperada. Dado que PR = QR, por la definiciéon de tridangulo is6s-
celes se tiene que APRQ es isosceles, luego ZP = ZQ por el Teorema del
tridngulo isésceles, luego por lo anterior y la hipétesis junto a la transitividad
de la congruencia de dngulos Zax = ZB. Con lo anterior y el Teorema reci-
proco del teorema del tridngulo isésceles, se tiene que RS =2 RT, luego por

definicién, el tridngulo ARST es is6sceles. O

4. Identificar la definicién de dngulo externo de un tridngulo.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:



I. Dada la siguiente ilustracion, el tridngulo A ABC es is6sceles, con AB =

I1.

AC. Demuestre que Za = /.

Respuesta esperada. Dado que AABC es isésceles y AB = AC, entonces por el
teorema del tridngulo is6sceles, ZABC = ZACB. Ahora, segun la ilustracion
y la definicién de dngulo externo el Za es d&ngulo externo de ZABC, por lo que
forman un par lineal, es decir, que Za es suplementario de ZABC, un anélisis
similar se hace para el angulo ZACB cuyo suplementario es 8, luego Za =
Zp, en efecto, sus medidas angulares son iguales, pues los suplementarios de

angulos congruentes son congruentes. O

En el dibujo que se presenta a continuacioén, si Z8 = /v, ;se puede

decir que ADEF es is6sceles? Justifique su respuesta.

E

D F -

Respuesta esperada. Por la definiciéon de dngulo externo de un triangulo y la
ilustracion presentada, se tiene que los dngulos Zp y Zv son dngulos externos
del tridngulo ADEF, entonces se conoce que son suplementarios de ZEDF y
ZEFD respectivamente. Luego, como por hipétesis ZB = Zv y los angulos
suplementarios de angulos congruentes también son congruentes, entonces
ZEDF = ZEFD. Por lo antes dicho y aplicando el teorema rec’iproco del
triangulo is6sceles, se tiene que ED = EF, lo que indica que ADEF es issce-
les. ]



3.3.8. Perpendicularidad

1. Aplicar el Teorema de existencia y unicidad de la recta perpendicular en

la resolucion de un problema

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

—
I. Dado un un punto P en la recta ¢, ademds PQ L {y PR 1 ¢. (Cuaél es
la relacién entre @ y PR? Justifique su respuesta.

Respuesta esperada. Dadas las hipétesis, tenemos dos casos posibles, el prime-
ro en el que tanto Q como R estén del mismo lado de la recta /, a continuaciéon

se presenta un dibujo de esta situacion.

Los rayos ﬁ = P—Q> , en efecto, tienen el mismo extremo y tanto R como
Q pertenecen al otro rayo. Luego, ambos rayos estdn en la misma recta per-
pendicular Fd — PR , pues el teorema de existencia y unicidad de la recta
perpendicular asegura su unicidad.

Por otro lado, el segundo caso es cuando Q y R estan en lados opuestos

de la recta /. El siguiente es un gréfico que ilustra la situacion.

{4

- e ey p
En este caso PQ y PR son rayos opuestos por definicion, que ademads
sabemos que estan sobre una misma recta FQ — PR pues el teorema de

existencia y unicidad de la recta perpendicular asegura su unicidad. O



1. En la siguiente ilustracion se tiene que ¢ es la mediatriz del segmento

DF . Demuestre que si QD = QF, entonces Q estd en /.
A

0P

Do
Q
e

v/

Respuesta esperada. Dado que QD = QF, si Q esta en la recta bF , entonces
Q = C pues el punto medio de DF es tnico. Por otro lado si Q no estd en ﬁ,

entonces denominemos m la recta que pasa por Q y C.

Am

I
T

De
Q
e

Ademds que ADCQ = AFCQ pues tienen el lado comun QC,CD = CFy
QD = QF, esto junto al teorema de condiciones de congruencia de triangulos
(LLL), verifican la congruencia anterior. Es asi que ZDCQ = ZFCQ y son
ademas suplementarios, luego m ZFCQ = 90, por lo que m L DF en C.
Entonces por el teorema de existencia y unicidad de la recta perpendicular, se

tiene que ¢ = m, por tanto Q estd en . O

2. Utilizar el Teorema de dngulos rectos para demostrar un teorema.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Demuestre el siguiente Teorema:



Si una recta perpendicular a una de dos rectas es perpendicular a la

otra, entonces las dos rectas son paralelas.
Demostracion. Sea ¢ la recta perpendicular a la recta m y que también es per-
pendicular a la recta n. A continuacién un dibujo que representa el problema.

MZ

Supongamos que m y n no son paralelas. Entonces, las dos rectas se cruzan
en un punto P. Como ¢ es perpendicular a m, el &ngulo formado por £y m es

recto. De manera similar, el &ngulo formado por ¢ y n es recto.

A7

T~

Pero esto contradice el teorema de dngulos rectos, ya que no puede haber
mas de un angulo recto en un tridangulo. Por lo tanto, nuestra suposiciéon ini-
cial de que m y n no son paralelas es incorrecta, lo que significa que m y n son
paralelas.

Por lo tanto, hemos demostrado que si una recta perpendicular a una de
dos rectas paralelas es perpendicular a la otra, entonces las dos rectas son

paralelas. O

II. Demuestre el siguiente teorema:



Si dos rectas son cortadas por una recta transversal de manera que
los dngulos correspondientes son congruentes, entonces las dos rectas

son paralelas.

Demostracién. Sea m y n dos rectas cortadas por una recta transversal ¢ de
manera que los dngulos correspondientes son congruentes. A continuaciéon

un dibujo que representa el problema.

Supongamos que m y n no son paralelas. Entonces, las dos rectas se cruzan en
un punto P. Sea Q el punto donde ¢ corta a m, y sea R el punto donde /¢ corta

an.

Como los dangulos correspondientes son congruentes, entonces ZQPR es
recto. Pero esto contradice el teorema de angulos rectos, ya que no puede
haber més de un dngulo recto en un tridngulo. Por lo tanto, nuestra suposicién
inicial de que m y n no son paralelas es incorrecta, lo que significa que m y n
son paralelas.

Por lo tanto, hemos demostrado que si dos rectas son cortadas por una
recta transversal de manera que los dngulos correspondientes son congruen-

tes, entonces las dos rectas son paralelas. O



3. Aplicar la definicién de altura del tridngulo para demostrar un teorema

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I.

II1.

Demostrar el teorema a continuacion:

Dado un triangulo isésceles, las alturas correspondientes a los lados
congruentes son congruentes. El siguiente dibujo ilustra el teorema an-

terior.

A B

Demostracién. Sea A ABC un triangulo is6sceles con CB = CA. Sean BD y AE
las alturas correspondientes a los lados congruentes CA y CB, respectivamen-
te.

Por definicién, la altura BD es perpendicular al lado CA y la altura AE
es perpendicular al lado CB. Como CB = CA, entonces los dngulos ZBCA 'y
ZABC son congruentes. Ademds, como BD es perpendicular a CA y AE es
perpendicular a AB, entonces /BDA 'y ZBEA también son congruentes.

Por lo tanto, los tridngulos ABD A y ABE A son congruentes por el criterio
(LAL) ya que BD = AE (ambos son alturas del tridngulo) y /BDA = ZBEA
(ambos son congruentes). En consecuencia, los lados correspondientes son
congruentes, es decir, DA = EB.

Finalmente, como EB = BD, entonces DA = BD, lo que significa que
las alturas correspondientes a los lados congruentes CA y CB también son

congruentes, como se queria demostrar. O

Demostrar el siguiente Teorema: Dado un triangulo isésceles, la altura
correspondiente a su base es también una mediana A continuacién se

ilustra el teorema anterior.



C D B

Demostracion. Sea AABC un tridngulo is6sceles con AB = AC. Sea AD la
altura correspondiente a la base BC y sea M el punto medio de BC. Queremos
demostrar que AD es también una mediana del tridngulo A ABC, es decir, que
AM = AD.

Como M es el punto medio de BC, entonces BM = MC. Como AABC
es isosceles, tenemos que ZACB = ZABC, y por lo tanto ZBAM = ZCAM.
Ademas, como AD es perpendicular a BC, entonces /BAD = ZCAD.

Por lo tanto, los triangulos AABD y AACD son congruentes por el cri-
terio (LAL), ya que AB = AC, ZBAD = ZCAD, y AD es comtn a ambos
tridngulos. En consecuencia, los lados correspondientes son congruentes, es
decir, BD = DC.

Como M es el punto medio de BC, entonces BM = MC y MD = MC —
BD. Pero como BD = DC, entonces MD = MC — DC = MB. Por lo tanto,
AM = AB — BM = AC — MC = MD, lo que significa que AD es también
una mediana del triangulo AABC. O

3.3.9. Desigualdades

1. Utilizar el Teorema de la Desigualdad Escaleno en la resolucién de un pro-

blema

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dada la siguiente ilustracién, en donde SP y @ se intersecan en el
punto T, ZR > £Sy £Q > ZP. ;Es cierto que SP > RQ? Justifique su

respuesta.



II.

S

Respuesta esperada. Se conoce que ZR > /S, luego aplicando el teorema de
desigualdad Escaleno al triangulo ARST, se tiene que ST > RT, por otro la-
do se conoce que ZQ > /P y aplicando el teorema de desigualdad Escaleno
al triangulo APQT, se tiene que TP > TQ. Ahora bien, dado que las longitu-
des de los segmentos son positivas y haciendo uso de las propiedades de las
desigualdades en los numeros reales, y en base a lo antes expuesto, se tiene
que:
ST+ TP > RT+TQ

Por lo que se concluye que SP > RQ. O

Dado el tridngulo isésceles AABC, AB = AC; sea D un punto de ﬁ,
pero que no estd en BC . Demuestre que DA > AC.

A

D B c

Respuesta esperada. Para empezar apliquemos el teorema de la suma de los

angulos de un tridngulo tanto a AABC, como AACD, entonces se tiene:

180 =2m ZACB+m ZCAB
180 =m LZADC +m ZACB+m ZCAD.

Por otro lado, por el teorema de suma de angulos aplicado a ZCAD, se tiene

que: m ZCAD = m ZCAB + m ZBAD reemplazando esto en ecuacién en la



segunda, se obtiene lo siguiente:
180 = m ZADC +mACB+m ZCAB+m ZBAD
Luego, restando la primera ecuacién de lo anterior se tiene lo siguiente:
m/ZACB =m /ZADC +m ZBAD

Dado que en los numeros reales tenemos la propiedad de que el todo es ma-

yor que las partes, entonces aplicado a lo anterior resulta en:
m/ZACB > m ZADC

Ademas, m ZACB = m ZACD, lo cual es reemplazado en la desigualdad
anterior, entonces:
m/ACD >m ZADC

Con ello y el teorema del tridngulo escaleno, aplicado a AACD, see concluye
que DA > AC. ]

2. Aplicar el Teorema de la Desigualdad Triangular en la resolucion de un

problema

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dado el siguiente gréfico, ;se verifica que AD < AB + BC + CD? Jus-

tifique su respuesta.

A D

Respuesta esperada. Si se traza BD es claro que tenemos dos tridngulos AABD
y ABCD, utilizando la desigualdad triangular para cada tridngulo , se obtiene
lo siguiente: AD < AB+ BD y BD < BC+CD.

Dado que todas las longitudes son positivas y usando las propiedades de

las desigualdades en los niimeros reales, se adiciona AB a cada lado de la



ultima desigualdad y se tiene
AB+BD < AB+BC+CD

Esto junto a la primera desigualdad y la transitividad que preserva la des-
igualdad, se tiene que:
AD < AB+ BC+CD. O

II. Dados los puntos A, B y C no necesariamente distintos. ;Se verifica

que AB + BC > AC? Justifique su respuesta.

Respuesta esperada. Para contestar esta pregunta, se divide en casos el proble-
ma. El primer caso es trivial, suponiendo que todos los puntos son iguales,

entonces la distancia entre ellos es cero, por tanto se verifica la desigualdad.

El segundo caso es donde un par de puntos son iguales y el otro es distin-
to, sin perdida de generalidad, supongamos A = By A # C por tanto AB = 0
y AC = BC, es decir que AC = AB + BC, por ello se verifica la desigualdad.

Luego, el ultimo caso es cuando A, B y C son distintos, este caso se divide
en dos, el primero cuando los puntos son colineales, que por la definicién de
la relacién “entre” se tiene que AB + BC = Ac, por ultimo si los puntos no son

colineales, gracias a la desigualdad triangular, se tiene que AB + BC > AC.

Se concluye que se verifica la desigualdad AB + BC > AC en todos los
casos. ]
3. Utilizar el Teorema de la Charnela en la demostracion de un teorema
Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:
I. Dados los triangulos APQR y APQS cuyo lado comtin es PQ, y PR =
PS. Si R esta en el interior de ZSPQ. ;Es posible verificar que QS >

QR? Justifique su respuesta.

S




3.3.10.

Respuesta esperada. Dado que R estd en el interior de ZSPQ, podemos aplicar
el teorema de la suma de dngulos, entonces m ZSPQ = m ZSPR + m ZRPQ,
luegom ZSPQ > m ZRPQ. Dado que PR = PS y el hecho de que los tridngu-
los APSQy APRQ comparten el lado PQ, entonces es posible usar el teorema
de la charnela, por tanto se concluye que QS > QR. ]

Paralelismo

1. Aplicar el postulado de las rectas paralelas para demostrar un teorema

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I. Demuestre el siguiente teorema:

Sea AABC un tridngulo y P un punto en la extensién de uno de los

lados, digamos AB. Entonces, la bisectriz del dngulo exterior en C es
<
paralelaa AB.

Demostracion. Sea Q el punto en la extension de BC tal que APQC es un
tridngulo isdsceles. Por el postulado de las rectas paralelas, sabemos que hay
una paralela a zﬁ que pasa por P. Llamemos D a la interseccion de esta para-
lela con AC. Como APCQ es isésceles, tenemos que m ZCQP = m ZQCP =
m ZACD. Como ZACD y ZACB son angulos alternos internos, se tiene que
AC es una transversal de las rectas paralelas AE y &D.

Por lo tanto, m ZACB = m ZACD y, comom ZACB +m ZBCA = 180, se

1
sigue que m ZACD = 5m ZBCA. Asi, la bisectriz del angulo exterior en C es
paralela a AE. O

2. Utilizar los teoremas de condiciones suficientes para paralelas para resol-

ver un problema

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I. Dada la siguiente figura, donde Za = /by Zc = Zd, determine si

¢ || m. Justifique su respuesta.



V-

Respuesta esperada. Los angulos Za y /b son correspondientes por definicién,
entonces dada la hipétesis Za = Zb y aplicando el Teorema de condiciones
suficientes para paralelas (dngulos correspondientes), se tiene que ¢ || m. Por
otro lado, dado que los dngulos Zc y Zd son alternos internos y aplicando el
Teorema de condiciones suficientes para paralelas (dngulos alternos internos),

se tiene que m || n, luego por la transitividad, se tiene que ¢ || n. O

1. Dado el siguiente dibujo, donde Z/RST = /Py ¢ L rd . ¢Se puede

verificar que ¢ L ﬁ ? Justifique su respuesta.

R

Respuesta esperada. Los dngulos ZRST y ZP al ser correspondientes y con-
gruentes cumplen las hipétesis necesarias para aplicar el teorema de condi-
ciones suficientes para que dos rectas sean paralelas, por lo que I@ I 5T ,
ademas al ¢ ser una transversal a dichas paralelas, gracias al teorema de con-
diciones necesarias para paralelas y que ¢ es perpendicular a Td , los angulos

interiores a cada lado de la transversal son rectos, por lo que ¢ L ﬁ . O

3. Utilizar los teoremas de condiciones necesarias para paralelas para resol-

ver un problema



Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Demuestre que:

Dadas dos rectas paralelas y una recta transversal a ellas, los dngu-

los internos de un mismo lado de la transversal son suplementarios.
A continuacién un grafico que ilustra el teorema:

t

Respuesta esperada. Dados los dngulos alternos internos Zay Zd, Zby Zcy
dado que las rectas ¢ y m son paralelas, entonces por el teorema de condi-
ciones necesarias para paralelas, se tiene que m Za = m/Zd y m /b = m Zc,
ademas, los angulos Za y Zb, Zc y Zd son suplementarios respectivamente,
por tanto se concluye que los dngulos Za 'y Zc, Zb y Zd son suplementarios

respectivamente. O

II. Demuestre que:

Dada una recta perpendicular a una de dos paralelas, entonces es

perpendicular a la otra.
A continuacién un dibujo que ilustra el teorema:

At




3.3.11.

Respuesta esperada. Dadas las rectas ¢ y m paralelas, aplicando el teorema de
condiciones necesarias para paralelas se tiene que los dngulos alternos inter-
nos son congruentes, ademas dado que t es perpendicular a ¢, entonces los
angulos internos de cada lado de la transversal t son todos rectos, luego apli-

cando la definicién de recta perpendicular, se tiene que t L m. O

Semejanza de tridngulos

1. Diferenciar los conceptos de semejanza y congruencia de tridngulos

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I.

II1.

Demostrar que si el AABC = ADEF entonces AABC ~ ADEF.

Respuesta esperada. Para demostrar que dos tridngulos son semejantes, debe-
mos mostrar que tienen los mismos dngulos y que sus lados correspondientes

son proporcionales.

Dado que AABC = ADEF, sabemos que sus lados correspondientes son
congruentes. Es decir, AB = DE, BC = EF y AC = DF.

Ahora, para demostrar que los tridngulos son semejantes, debemos mos-
trar que tienen los mismos dngulos. Sabemos que los dngulos opuestos a
los lados congruentes son iguales en ambos tridngulos. Es decir, ZA = /D,
/B=/Ey /C = /F.

Por lo tanto, podemos concluir que AABC ~ ADEF por el criterio de
semejanza de angulos, ya que tienen los mismos angulos y sus lados corres-

pondientes son proporcionales. O

Demuestre que: Si AABC ~ ADEF y ADEF = AGHI, entonces
ANABC ~ AGHI.

Respuesta esperada. Dado que AABC ~ ADEF y ADEF = AGHI, podemos

utilizar la transitividad de la semejanza para concluir que AABC ~ AGHI.

La transitividad de la semejanza establece que si dos figuras son semejan-
tes a una tercera figura, entonces son semejantes entre si. Es decir, si AABC ~
ADEFy ADEF ~ AGHI, entonces AABC ~ AGHI.

Para aplicar la transitividad en este caso, debemos mostrar que los angu-

los correspondientes de los dos tridngulos son iguales y que los lados corres-

pondientes son proporcionales.



Sabemos que AABC ~ ADEEF, lo que significa que los dngulos corres-
pondientes son iguales y los lados correspondientes son proporcionales. Es

decir,

AB BC AB AC BC AC

DE EF’ DE DF ’ EF DF
LA=/D, /B=/E, /ZC=/F
También se nos dice que ADEF = AGH]I, lo que significa que los angulos

correspondientes son iguales y los lados correspondientes son congruentes.

Es decir,

DE = GH, EF=HI, DF=GI
/D=/G, /ZE=/H, /F=/]
Para demostrar que AABC ~ AGHI, debemos mostrar que los angulos

correspondientes son iguales y los lados correspondientes son proporciona-

les.

Empezando con los angulos, podemos ver que:

LA= /LD = LG
/B=/E=/H
LC=ELF= /I

Esto se debe a que los dngulos correspondientes de dos tridngulos seme-

jantes son iguales.

Ahora, consideremos los lados correspondientes:

AB _AB DE _BC EF HI _AC DF _AC

GH DE GH EF HI GH DF GI GI
Como podemos ver, los lados correspondientes son proporcionales. En-
tonces, podemos concluir que AABC ~ AGHI por la transitividad de la

semejanza que se demostr’o en el ejercicio previo. O

2. Utilizar el teorema de condiciones de semejanza de tridngulos para de-

mostrar un teorema

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

I. Demuestre el siguiente teorema:



Dos alturas correspondientes cualesquiera de dos tridngulos seme-

jantes estdn en la misma razén que los lados correspondientes

Respuesta esperada. Sea AABC semejante a ADEF y sean h y hp las alturas
correspondientes a los vértices A y D respectivamente. También sean BC, AC
y AB los lados correspondientes a los angulos /B, ZA y ZC en AABC, y
sean EF, DF y DE los lados correspondientes a los dngulos ZE, ZD y ZF en
ADEF.

ha

B C 1)) F

Como AABC es semejante a ADEF, sabemos que los lados correspon-

dientes son proporcionales, es decir:

BC _ AC _ AB
EF  DF DE
Consideremos la altura h4 de AABC trazada desde el vértice A y su al-
tura correspondiente hp en ADEF trazada desde el vértice D. Sabemos que
estas alturas son perpendiculares a los lados correspondientes BC y EF res-

pectivamente.

Entonces, podemos expresar la longitud de estas alturas en términos de

los lados correspondientes:

. . BC . BC
hp =BC-sin/B = BC-sinZE —ﬁ-EF'sméE —ﬁ-hp

Donde hemos utilizado teorema de condiciones de semejanza de tridngu-
los (AA).
BC AC AB

Luego, como F = DF = DE

, podemos sustituir en la expresién ante-

rior y obtener:

AB
ha=—h
A DE D



Con lo que se demuestra que las alturas mencionadas estdn en proporcion

a la misma razon. O

II. Demuestre lo siguiente:

Dados dos tridngulos isésceles AABC y ADEF, si los dngulos opues-
tos a sus respectivas bases son congruentes, entonces los tridangulos son

semejantes.

B C 1)) F

Respuesta esperada. Sea ANABC un tridngulo is6sceles con base BC y éngulo
en Aigual a « y sea ADEF un tridngulo is6sceles con base EF y dngulo en D
igual a .

Como AABC es isosceles, sabemos que la altura AH Dbiseca la base BC.
Analogamente, la altura DK del tridngulo ADEF biseca la base EF .

Como AABC es isbsceles, entonces los angulos m /B = m ZC, y por el
teorema de la suma de la suma de los angulos internos de un tridngulo se
tiene que:

mZa+2m /B = 180

De manera similar, m ZE = m /F y
m/Za+2m/E =180

Por tanto, se tiene que m /B = m ZE, luego utilizando el teorema de condi-
ciones de semejanza de tridngulos (AA) se concluye que los tridngulos AABC
y ADEF son semejantes. O

3. Utilizar el teorema de pitdgoras en la resolucion de un problema

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:



I.

I1.

Demuestre que: Sia y b son nimeros naturales tales que a > b, enton-
ces dado un tridngulo rectdngulo con catetos de longitud a® — b? y 2ab,

la longitud de la hipotenusa es a® + b>.

Respuesta esperada. Consideremos un tridngulo rectdngulo con catetos de lon-
gitud a?> — b? y 2ab. Denotemos por c la longitud de la hipotenusa del tridn-

gulo.

Por el teorema de Pitdgoras, sabemos que ¢* = (a? — b?)? + (2ab)?. Expan-

diendo los términos dentro de los paréntesis y simplificando, obtenemos:

2 = a* — 20°V° + b* + 4a?b? = a* 4 20°V? + b* = (a® + b?)?

Donde hemos utilizado el hecho de que 24?b? y —2a?b? se cancelan mu-

tuamente. Entonces, hemos demostrado que ¢ = a? + b2. O

Dados los catetos de un triangulo rectangulo, sus longitudes son m y n
respectivamente y / la longitud de su hipotenusa. Demuestre que para
cualesquier ntimero positivo a los nimeros am, ab y ah son longitudes

de los lados de otro tridngulo rectangulo.

Respuesta esperada. Sea AABC un tridngulo rectdngulo con catetos de longi-
tud m y n, y sea h la longitud de la hipotenusa de AABC. Sabemos por el

teorema de Pitdgoras que h? = m? + n?.

Consideremos ahora un ntimero positivo a cualquiera. Construimos un
tridngulo rectangulo ADEF con catetos de longitud am y an, respectivamente.
La hipotenusa de este tridngulo es ah debido a la propiedad de que los lados
de un tridangulo rectdngulo forman una proporciéon constante con los lados de
cualquier otro tridngulo rectdngulo semejante.

Para demostrar que ab también es la longitud de uno de los lados del tridn-
gulo ADEF, podemos usar el hecho de que los tridngulos AABC y ADEF
son semejantes, ya que tienen dngulos congruentes y una proporciéon cons-

tante entre sus lados. Entonces, podemos escribir:

ab a-an an

m am m

Como n/m = sin(£ABC), entonces an/m = a - sin(£ZABC). Por lo tanto,

tenemos que:

ab _ a-sin(£LABC)
m



De esta manera, si llamamos BF = ab, podemos ver que BF = a-sin(£ABC) -

AF. Como AABC y ADEF son semejantes, podemos escribir

BF BC
AF-Ac = tan(ZABC)

, v por lo tanto:

BF = AF - tan(£ABC) = mn - tan(£ABC)

Luego, hemos demostrado que ab es la longitud de uno de los lados del
triangulo ADEF. Por lo tanto, hemos demostrado que para cualquier ntimero
positivo a, los nimeros am, ab y ah son las longitudes de los lados de otro

tridngulo rectdngulo ADEF, lo cual completa la demostracion. ]

3.3.12. Cuadrilateros

1. Identificar la definicién cuadrildtero

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Responda las siguientes preguntas, argumentando sus respuestas:

1) ¢Las diagonales de un cuadrildtero siempre se intersecan?
Respuesta esperada. No necesariamente, pues esto solo ocurre con toda se-
guridad si el cuadrildtero es convexo. O

2) (Es posible graficar un cuadrildtero ODEFG tal que E y G estén
del mismo lado de la diagonal DF? Si la respuesta es afirmativa,
dibuje el cuadrilatero, caso contrario justifique su respuesta.
Respuesta esperada. Como se mencioné en la pregunta anterior, es posi-

ble que no se intersequen las diagonales, el siguiente dibujo ilustra a un

cuadrildtero no convexo:



C

Donde tanto B como D estan del mismo lado de AC. O

2. Aplicar el teorema de condiciones necesarias para hacer un paralelogramo

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dado el paralelogramo OPQRS con diagonales QS y PR, tales que se
intersecan en T, demuestre que si dos puntos A y B de lados opues-
tos del paralelogramo tales que T est en AB, entonces AT = TB. A

continuacion se ilustra el ejercicio con un dibujo:

Q R

P S

Respuesta esperada. Dado que PQRS es un paralelogramo, gracias al teorema
de condiciones necesarias del paralelogramo, se tiene que las diagonales se
bisecan, por tanto PT = TRy QT = TS. Ademéds, ZATP = ZBTR pues son
opuestos por el vértice. Por otro lado, dado que PQ || RS y PR es una trans-
versal, se puede aplicar el teorema de condiciones necesarias de paralelas,
entonces ZAPT = /BRT. Es decir, que ATPA = ATRB por el teorema de
condiciones de congruencia de los tridngulos (ALA), por lo que concluimos

que sus lados correspondientes son congruentes, en particular AT = TB. [



3. Utilizar el teorema de condiciones suficientes para hacer un paralelogramo

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dado el siguiente teorema: Sea APQR, si el segmento ST une a los

puntos medios S y T de los lados PQ y QR , respectivamente, entonces

EE PR
ST | PR y ST = —-.

Q
d

Argumente con el axioma, teorema o definicién que justifica cada

paso de la siguiente demostracion.

Sea V un punto en la recta ﬁ tal que S y V estdn en lados opuestos
de <Q—R> y ST = TV. Ademads,setienepor(l)_ queTQ = TR,
por otro lado Za = Zbpor (2)—___ . Por lo anterior y aplicando
B sedice que ATVR = ATSQ por tanto Zc = Zd, lo que
indica que cumple la hipétesis necesaria para utilizar (4)_ 'y
con lo que se tiene I@ | RV . Por otro lado PS = VR, pues SQ = VR
por la congruencia de tridngulos antes expuesta y porque PS = SQ

por definicién de punto medio, luego OPSV R es un paralelogramo por

e p— PR
(5 ,esasiqueST || PRy ST = -

Respuesta esperada. Las siguientes son los teoremas y definiciones que justifi-

can los pasos de la demostracion:

1) Definicién de punto medio

2) Definicién de dngulos opuestos por el vértice

)
)
3) Teorema de condiciones de congruencia de tridngulos (LAL)
4) Teorema de condiciones suficientes para las paralelas

)

5) Teorema de condiciones suficientes del paralelogramo O



3.3.13. Circulos

1. Diferenciar entre el concepto de circulo y circunferencia.

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dados A, By C puntos no colineales cualesquiera estos estdn en una

circunferencia.

Respuesta esperada. Para demostrar que A, By C estan en una circunferencia,
debemos encontrar el centro y el radio de una circunferencia que pase por
estos tres puntos. Para ello, trazamos las dos mediatrices de los segmentos
4B y BC:

B C

Las mediatrices se intersectan en el punto O, que es el centro de la circun-
ferencia circunscrita a los puntos A, B y C. Para demostrar que la circunfe-
rencia circunscrita pasa por los tres puntos, observemos que OA = OB y
OC = OB, ya que O est4 equidistante de los puntos A y B y de los puntos B
y C, respectivamente. Por lo tanto, OA = OB = OC, lo que significa que la
distancia entre cualquier par de puntos es igual al radio de la circunferencia
circunscrita. Como A, By C estdn a la misma distancia de O, deben estar en la
circunferencia circunscrita. Por lo tanto, A, B y C estdn en una circunferencia
cuyo centro es el punto O, que es la interseccién de las mediatrices de AB y
BC. O

2. Utilizar la definicién de dngulo inscrito para la resolucion de un problema

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

1. Dado el didmetro DE de una circunferencia y F y G puntos de la cir-
cunferencia en lados opuestos de DE tales que EF = EG. Demuestre
que ADEF = ADEG



Respuesta esperada. Para demostrar que ADEF y ADEG son congruentes, de-
bemos mostrar que tienen la misma longitud en sus lados correspondientes y

la misma medida en sus dngulos correspondientes.

F

G

Primero, observemos que DE es comtn a ambos tridngulos. Ademds, EF =
EG por hipoétesis. Entonces, los lados DE y EF de ADEF tienen la misma
longitud que los lados DE y EG de ADEG. Ahora, notemos que los dngulos
/DEF y ZDEG son opuestos por el didmetro DE, por lo que tienen la misma
medida. Ademas, el dngulo Z/DFE de ADEF es igual al dangulo ZDGE de
ADEG porque ambos son dngulos inscritos en la misma circunferencia. Por lo
tanto, ADEF y ADEG tienen los mismos lados y dngulos correspondientes,

lo que implica que son congruentes. O

3. Aplicar la definicién de cuerda en la resolucién de un problema

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dada una circunferencia, demuestre que una cuerda que es bisecada

por una perpendicular que pasa por el centro de la circunferencia.

Respuesta esperada. Sea O el centro de la circunferencia y AB una cuerda que
es intersecada por la perpendicular W , como se muestra en la siguiente

figura:




Dado que los extremos de una cuerda por definicién estan en la circunfe-
rencia, se tiene que la distancia del centro a dichos extremos es la misma,
pues todo punto de la circunferencia equidista del centro, en otras palabras,
OA = 0B. Ademads, denominemos P al punto de interseccién entre la perpen-
dicular y la cuerda, luego reconocemos los tridngulos AAOP y ABOP, los
cuales comparten el lado oP y tienen hipotenusas congruentes OA = OB,
por tanto los tridngulos son congruentes gracias al teorema de congruencia
de tridngulos rectangulos o la caracterizacion hipotenusa-cateto.

Entonces, dada dicha congruencia de tridngulos, se tiene la corresponden-

cia AP = PB, lo que demuestra que la perpendicular OP , biseca a la cuerda
AB O

4. Aplicar la definicion de tangente a una circunferencia en la resolucién de

un problema

Ejemplos de evaluacién de este resultado de aprendizaje:

1. Dada una circunferencia, SQ es un didmetro de la misma. Una tan-
gente que pasa por S y una secante que pasa por Q se intersecan en
un punto P, ademads la secante se interseca con la circunferencia en R.
Demuestre que S Q> =PQ-0OR

Respuesta esperada. Primero, observemos que m ZPSQ = 90, ya que SQ es
un didmetro de la circunferencia. Ademds, como la tangente y la secante son
perpendiculares en S, tenemos que /PSR = ZQSR (4ngulos opuestos por el
vértice). Luego, como m ZPSQ = 90, tenemos que ZQSP = ZQSR (adngu-
los opuestos por el vértice). Ahora, consideremos el tridngulo APQS. Por el

teorema de Pitadgoras, tenemos:
SQ* = PQ* + PS?

Pero PS es la longitud de la tangente desde P a la circunferencia, por lo
que PS? = PQ - QR (tangentes desde un punto tienen igual longitud). Susti-

tuyendo en la ecuacién anterior, obtenemos:

SQ* = PQ*+PQ-QR



II.

“Factorizando” PQ en el segundo término, obtenemos:
SQ* = PQ- (PQ+ QR).
Y, como PQ + QR = PR (la longitud de la secante), tenemos:

SQ*>=PQ-PR. O

Demostrar que si dos circunferencias con radios congruentes son tan-
gentes exteriormente, un punto cualquiera equidistante de sus centros

esta en su tangente comun

Respuesta esperada. Sea P el centro de la primera circunferencia y Q el centro
de la segunda circunferencia, y sea r el radio comtin de ambas circunferencias
y M un punto cualquiera equidistante de P y Q. Por construccién, los puntos
P, Q y M forman un tridngulo isésceles con PM = QM. Dado que las dos
circunferencias son tangentes exteriormente, podemos trazar la recta tangente

comun ¢ en el punto T, donde T es el punto de tangencia.

| W

] ]\/[

Ahora consideremos APQT. Por construccién, PT = QT = r. Ademds,
PM = QM, por lo que el APQM es isosceles. Por lo tanto, PM es perpendi-
cular alarecta £ en T, ya que PT y QT son perpendiculares a la recta £ en T.
Por lo tanto, M se encuentra en la recta ¢, la tangente comtn a las dos circun-
ferencias, ya que PM es perpendicular a la recta £ en el punto de tangencia
T. O



3.3.14. Areas

1. Aplicar el teorema de suma de dreas

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I.

I1.

El 4rea de un tridngulo es la mitad del producto de cualquiera de sus

bases y la altura correspondiente.

Demostracién. Consideremos un tridngulo cualquiera AABCcon base BC = b
y altura h. Dibujemos una recta paralela a la base que pase por el vértice
opuesto del tridngulo, es decir que pase por A, ahora tomaremos este vértice
como extremo de un segmento en la recta paralela trazada, que denominare-

mos AD con la longitud de la base, es decir, AD = b.
A D

B b C

El resultado es un paralelogramo, cuya area podemos calcular gracias al
teorema de la suma de las dreas, en este caso de sus dos tridngulos. La base
es igual a la base b del tridngulo, y la altura del tridngulo es también igual a
h. Por lo tanto, el area del paralelogramo es bh. Pero la mitad de este area es
el area del tridngulo original, es decir, %bh, lo que demuestra que el drea de
un tridngulo es la mitad del producto de cualquiera de sus bases y la altura

correspondiente. O

Dado el paralelogramo OPQRS y dados los puntos medios de los lados
A, B, Cy D. Demuestre que el area del cuadrildtero DABCD es igual a
la mitad del drea del paralelogramo OPQRS

Respuesta esperada. Como A 'y C son puntos medios de los lados PQ y SR, res-
pectivamente, se tiene que AC es paralelo a PQy SR, y su longitud es la mitad
de la longitud de PQ y SR. Por lo tanto, AC es paralelo a la base PQSR del

paralelogramo OPQRS y su longitud es la mitad del area del paralelogramo.

Anélogamente, como B y D son puntos medios de los lados QR y PS, res-

pectivamente, se tiene que BD es paralelo a QR y PS, y su longitud es la mitad



de la longitud de QR y PS. Por lo tanto, BD es paralelo a la base PQSR del

paralelogramo OPQRS y su longitud es la mitad del drea del paralelogramo.

Ahora, trazamos las diagonales AC y BD del cuadrilatero DABCD. Como
las diagonales de un paralelogramo se dividen en partes iguales, se tiene que
AC y BD se cortan en el punto O, que es el punto medio de ambas. Entonces,
AO y CO son medianas del tridngulo AABC, y BO y DO son medianas del
triangulo ACDA.

Por lo tanto, el cuadrildtero DABCD se divide en cuatro tridngulos con-
gruentes AAOD, ACOD, ACOB y ABOA.

Q B R

P D S
Asi, el drea de OABCD es igual a la suma de las areas de estos cuatro

triangulos, es decir, el area de JABCD es igual a dos veces el drea de AACD.

Finalmente, como AC es paralelo a labase PQSR del paralelogramo OPQRS
y su longitud es la mitad del drea del paralelogramo, se tiene que el drea de
AACD es la mitad del area del paralelogramo OPQRS. Entonces, el area de
OABCD es igual a la mitad del area del paralelogramo OPQRS. O

2. Utilizar el teorema de dreas de regiones poligonales

Ejemplos de evaluacion de este resultado de aprendizaje:

I. Dados un tridngulo y un paralelogramo con areas iguales y bases igua-

les. ;Cual es la relacion entre sus alturas?

Respuesta esperada. Sea h; la altura del triangulo y k), la altura del paralelo-
gramo, ambas medidas desde la base comtn. Sea b la base comtin a ambos.
Sabemos que el area del tridngulo es %bht y el drea del paralelogramo es bh,, y

como se nos da que las 4reas son iguales, podemos igualar estas expresiones:
1
Ebht - bhp

Simplificando:
hy = 2h,



Por lo tanto, la altura del tridngulo es el doble de la altura del paralelogramo

correspondiente, medida desde la misma base comun. O

II. Demuestre que dado un tridngulo, una mediana divide a la regién

triangular en dos regiones con areas iguales.

Respuesta esperada. Sea AABC un tridngulo con mediana AD que intersecta
al lado BC en D, por lo que sabemos que BD = DC . Esta mediana divide al
triangulo en dos triangulos mas pequenos, AABD y AACD.

A

B H D C

Dibujemos la altura AH desde el vértice A al lado BC, como BD y DC
estan sobre la misma recta que BC, entonces esta altura es la misma para los
dos tridngulo AABD y AACD, por tanto dado que su base y altura son las
mismas, por el teorema del drea de regiones poligonales, se tiene que ambas
areas son iguales, por lo que se concluye que la mediana efectivamente divide

al drea triangular en dos regiones de igual &rea. O

3.4. Conclusiones

El presente trabajo de integracion curricular tuvo los siguientes resultados im-

portantes:

1. Se elabor6 una propuesta de contenidos sobre los temas de Axiomas de inci-
dencia, conexion y distancia, Segmentos, rayos, dngulos y poligonos, Axioma de se-
paracion, Axioma de Medida Angular, Congruencia de segmentos y dngulos, Con-
gruencia de tridngulos, Perpendicularidad, Desigualdades, Paralelismo, Semejanza

de tridngulos, Cuadrildteros, Circulos y Areas.

2. Se enunci6 resultados de aprendizaje para los contenidos, los cuales expre-
san las destrezas necesarias que debe desarrollar el estudiante de Nivela-

cion al cursar la materia de Geometria.



3. Se ilustré la evaluacion de los resultados de aprendizaje a través de ejem-
plos o problemas resueltos, los cuales evaltian las competencias especificas

del resultado y no son complicados por razones ajenas a este.

3.5. Recomendaciones

1. Este trabajo puede servir de guia para redisefiar el programa de estudio por

asignatura (PEA) de la materia de Geometria de Nivelacion.

2. Los ejemplos de evaluacion de los resultados de aprendizaje, pueden ayu-
dar a formular otras preguntas, ejercicios o problemas de evaluaciéon que se
enmarquen solo dentro de las capacidades y destrezas especificas que debe

alcanzar el estudiante.

3. Se recomienda que se haga un proceso similar al realizado para obtener la
propuesta de contenidos, con las materias de alto componente matematico
de la Unidad Basica de las carreras de la EPN, como Fisica o Probabilidad y
Estadistica, asi como la elaboracién de resultados de aprendizaje, tomando

como guia lo expuestos en este trabajo.
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