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RESUMEN

Las vibraciones mecanicas en mesas vibratorias con sefiales de entrada senoidal son
el caso mas tipico que se presenta en la industria. Las vibraciones estan presentes en
los equipos rotatorios como son bombas centrifugas, turbinas, lavadoras vy
clasificadoras y es muy importante conocer la influencia que tiene la vibracién de los
pardmetros masa, constante de recuperacion elastica, constante de amortiguamiento.
La combinacién de estos parametros es gravitante en el control de la vibracion, si se
trabaja dentro de la resonancia el sistema vibra con facilidad y con poca energia

ocasionando que haya perturbacién en los equipos y dafios a futuro.

La finalidad del presente trabajo de integracién curricular es mostrar el modelo
matematico y las ecuaciones de los parametros fundamentales que rige el
comportamiento del sistema vibratorio de una mesa vibratoria. El andlisis del
comportamiento de las vibraciones mecéanicas en mesas vibratorias es de gran utilidad

para el control de las vibraciones.

Para este estudio se parte identificando las fuerzas actuantes en el sistema vibratorio
masa — resorte — amortiguador y a parir de un diagrama de cuerpo libre formular el
modelo matemético y los parametros fundamentales que describen dicho
comportamiento dinamico de una mesa vibratoria como lo son la amplitud pico a pico,
factor de amortiguamiento del aire, factor de magnificacion y la ecuacién general que
modela el movimiento de un sistema masa - resorte amortiguador, para
posteriormente calcular el decremento logaritmico y el equilibrio de las fuerzas

actuantes en el sistema vibratorio.

PALABRAS CLAVE: Vibraciones, modelo matematico, amplitud pico a pico,

resonancia, factor de amortiguamiento, factor de magnificacion.



ABSTRACT

Mechanical vibrations on vibrating tables with sinusoidal input signals are the most
typical case that occurs in the industry. Vibrations are present in rotating equipment
such as centrifugal pumps, turbines, washers and classifiers and it is important to know
the influence that vibration has on the parameters mass, elastic recovery constant,
damping constant. The combination of these parameters is important in vibration
control, if you work within resonance the system vibrates easily and with little energy,

causing disturbances in the equipment and future damage.

The purpose of this curricular integration work is to show the mathematical model and
the equations of the fundamental parameters that govern the behavior of the vibratory
system of a vibrating table. Analysis of the behavior of mechanical vibrations in

vibrating tables is especially useful for vibration control.

For this study, we start by identifying the forces acting on the mass-spring-damper
vibratory system and, based on a free-body diagram, formulate the mathematical
model and the fundamental parameters that describe said dynamic behavior of a
vibrating table, such as the peak amplitude at peak, air damping factor, magnification
factor and the general equation that models the movement of a mass-damping spring
system, to later calculate the logarithmic decrease and the balance of the forces acting

on the vibrating system.

KEYWORDS: Vibrations, mathematical model, peak to peak amplitude, resonance,
damping factor, magnification factor.
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1. DESCRIPCION DEL COMPONENTE DESARROLLADO

La presente investigacion en el trabajo de integracién curricular como objetivo de
estudiar los parametros fundamentales que rigen el comportamiento de las vibraciones
mecanicas de una mesa vibratoria prototipo con entrada senoidal, se fundamenta en el

disefio analitico.

Para esto, en la primera parte se realiza una recopilacion bibliografica de que son las
vibraciones mecanicas, tipos de vibraciones, parametros de un sistema masa — resorte
- amortiguador elementos 0 componentes intervienen en las vibraciones, respuestas
en el dominio del tiempo a movimientos vibratorios, que es la resonancia y como se
puede controlar las vibraciones mecanicas para no perturbar el funcionamiento de los

equipos.

En la segunda parte se identificara las cargas actuantes en el sistema masa — resorte
— amortiguador que componen a una mesa vibratoria, los componentes que describen
a cada fuerza, con la ayuda de un diagrama de cuerpo libre y las leyes fundamentales
de la fisica desarrollar un modelo matematico para encontrar una respuesta que
determine el comportamiento de un sistema vibratorio al estar bajo un
amortiguamiento sub amortiguado y bajo la aplicacién de cargas externas, con lo que
permita establecer el valor de la amplitud pico a pico que poseera el sistema y con
ellos los parametros que intervienen en el sistema vibratorio como el factor de
amortiguamiento, el factor de magnificacion, la resonancia a partir del equilibrio de

fuerzas

En la tercera parte se analizara las respuestas al modelo mateméatico obtenido
anteriormente y con el uso del medio viscoso (aire) al que va a estar sometido el
equipo y la técnica del decremento logaritmico determinar el factor de amortiguamiento
que ofrece el aire al sistema masa — resorte — amortiguador y con ello facilitar la

determinacion de los deméas pardmetros.

En la dltima parte se analizara los resultados obtenidos en este estudio para
establecer las condiciones necesarias en el control de las vibraciones y evitar dafios a
fututo tanto de maquinas como de vidas humanas. En base a este analisis se definira
los factores fundamentales a la hora de controlar las vibraciones mecéanicas en

aplicaciones industriales.



1.1 Objetivo general

Diseflar analiticamente una mesa vibratoria con sefal de entrada senoidal para

controlar las vibraciones mecanicas.
1.2 Objetivos especificos

e Recopilar informacion sobre el comportamiento dindmico que rigen en las

mesas vibratorias.
e Establecer las variables fundamentales actuantes en un sistema vibratorio.

e Desarrollar el modelo mateméatico que describe el movimiento masa — resorte —

amortiguador.
e Determinar el factor de amortiguamiento en un entorno de aire.
e Determinar la amplitud pico-pico de un sistema vibratorio.
e Determinar el factor de magnificacion.

e Aportar informacion sobre el equilibrio de fuerzas en el sistema vibratorio y

como interviene en la resonancia

e Analizar los parametros fundamentales para el control de las vibraciones y

evitar que caigan en la resonancia.
1.3 Alcance

El estudio de las vibraciones mecanicas en mesas vibratorias con sefiales de entrada
senoidal se rige a casos que se presentan en la industria, automotriz, agricola,
procesos agroindustriales, mineria, aeronautica. La vibracién esta presente en todo
momento por eso es muy importante conocer la influencia que tienen los parametros
masa, constante de recuperacion elastica, constante de amortiguamiento. La
combinacion de estos pardmetros es gravitante en el control de la vibracion, si
trabajamos dentro de la resonancia facilmente vibra con poca energia que es la clave

de las mesas vibratorias.

Un sistema vibratorio esta dirigido al uso de los parametros de un sistema masa —

resorte — amortiguador para mover grandes masas con facilidad.

Para lograr el disefio de materializacion de la mesa vibratoria, se hara uso de leyes
fisicas y de un diagrama de cuerpo libre que permitird establecer modelos

matematicos, analiticos y fisicos para determinar el comportamiento de las vibraciones

2



mecanicas, con el fin de controlar las vibraciones en una determinada aplicacion

industrial.

Se analizara la respuesta en el dominio del tiempo del modelo matematico
determinado para mostrar el comportamiento dinamico de un sistema vibratorio y asi
evaluar los parametros con el fin de controlar las vibraciones y evitar caer en la

resonancia que afectan a los equipos.

Se mostrara el valor de los parametros fundamentales para el control de las

vibraciones y se dara ciertas condiciones para llevarlo a cabo.
1.4 MARCO TEORICO

1.4.1 Vibraciones mecanicas

Las vibraciones mecanicas es un campo amplio que permite comprender el
comportamiento de movimientos ondulatorios transmitidos por un cuerpo; para
entender su fin, es necesario ahondar en las areas de ingenieria mecanica, ciencia

computacional y mateméticas.

Entonces, se puede definir que las vibraciones mecéanicas son oscilaciones alrededor
de un punto de equilibrio; entendiéndose al punto de equilibrio como, la posiciéon donde

las fuerzas actuantes sobre el objeto tienen una resultante cero.

Por tanto, el estudio de las vibraciones mecanicas es importante para el disefio,
construccion y operaciéon de la mayoria de las maquinas rotatorias; tales como,
bombas centrifugas, turbinas, mesas vibratorias, mesas rotatorias desbalanceadas,
entre muchas més, las cuales estan presentes en la industria automotriz, agricola,
minera, aeronautica, etc.; por ello, es importante comprender el comportamiento de

este tipo de sistema en particular. [1]
1.4.2 Sistema masa-resorte-amortiguador

Este tipo de sistemas esta comprendido esquematicamente por masas, resortes y
amortiguadores; en el cual, el sistema puede almacenar energia potencial y
cinematica, con el propésito de reducir los ruidos mecéanicos y la transmision de las

vibraciones y se los representa como se muestra en la figura 1. [1]



REFERENCIA

RESORTE
MASA

AMORTIGUADOR

Figura 1. Sistema Masa-Resorte-Amortiguador.

Realizado por: Elaboracion propia

Para comprender el funcionamiento de estos sistemas mecanicos es necesario
realizar un andlisis dinamico en los actuadores (masa-resorte-amortiguador) mediante
un modelo matematico compuesto por ecuaciones diferenciales, de la siguiente

manera.
mi+cx+kx=0
Ecuacioén 1. EDO sistema masa-resorte-amortiguador

Sin embargo, en este caso analizaremos un sistema mecanico con sefial de entrada
senoidal, lo que generara un movimiento unidireccional de los elementos, como se

esquematiza en la siguiente.

Po*sen(wt) REFERENCIA
f\} i N
S, ”DR
cl|=2 *
s '
AMORTIGURDOR RESORTE

L] wasa
L

Figura 2. Sistema mecéanico con sefial de entrada senoidal.

Realizado por: Elaboracion propia



Utilizando la ley de Newton y el grafico del diagrama de cuerpo libre se logra obtener
la ecuacion resultante del equilibrio dinamico de un sistema vibratorio de un grado de

libertad como se muestra en la siguiente expresion.
mx + cx + kx = Fy Sen (wt)

Ecuacion 2. EDO sistema mecanico con entrada senoidal.

Es importante indicar que las Edo 's no homogénea de segundo grado con entrada de
ondas senoidales describen acertadamente eventos naturales y sefiales variables en
el tiempo, por ejemplo: voltajes generados por centrales eléctricas, elementos
electrénicos como resistencias, condensadores e inductancias, vibraciones mecanicas;

por lo cual, es importante su estudio. [2]
1.4.3 Mesa vibradora unidireccional

Una mesa vibratoria es un dispositivo mecanico que facilita el analisis dinamico de
maquinas que son sometidas a movimientos transversales, generados por masas
desbalanceadas producto de un motor en movimiento oscilatorio, provocando que esta
oscile de forma unidireccional. Ademas, permite realizar el estudio de fendmenos
como la resonancia que generan efectos negativos e incluso ocasionan dafios

mecanicos (rotura) en estructuras. [2]

Figura 3. Mesa Vibratoria.

Realizado por: [1]

1.4.4 Analisis en el dominio del tiempo para un modelo de un

grado de libertad

Frecuentemente se tiene equipos o partes de equipos que son excitados a través de
una base elastica, la que puede ser modelada por resortes y amortiguadores; es el

caso de nuestra mesa vibratoria vacia la cual puede ser representada como sistema



masa — resorte con excitacion en la base como se nuestra en la figura ,siendo su
plataforma el oscilador visco elastico de un grado de libertad y es asi que se obtiene
sus propiedades equivalentes de masa “m”, coeficiente de rigidez “k” y coeficiente de

amortiguamiento “c”’; es asi que la razén de amortiguamiento se define como
¢=c2muwn. [2]

%Xc %Xp

C m
() )

=

Figura 4. Sistema mecéanico en el dominio del tiempo.

Realizado por: Elaboracion propia
1.4.5 Resonancia

Este fendbmeno fisico se lo puede entender como la tendencia de un sistema a
incrementar su amplitud de oscilacién bajo la accién de algunas frecuencias; es
decir, se produce cuando un cuerpo capaz de vibrar es sometido a la accion de
una fuerza periddica, cuyo periodo de vibracién coincide con el periodo de

vibracion caracteristico de dicho cuerpo. [1]

Por tanto, es importante indicar que, si la frecuencia excitadora y la frecuencia
natural son muy diferentes, el sistema necesitara mas energia para provocar
determinadas amplitudes de oscilaciébn. En consecuencia, es importante que un
sistema mecanico trabaje cerca de la condicion de resonancia ya que una pequefia
fuerza aplicada por el medio excitador puede generar grandes amplitudes de

oscilacion. [2] [3]



2. METODOLOGIA

En esta seccion del presente trabajo de investigacion se realiza el estudio y andlisis
del comportamiento dinamico de las vibraciones mecanicas en una mesa vibratoria
gue posee una sefal de entrada senoidal, este es el caso mas tipico que se presenta
en la industria ya que lo que se busca es mover grandes masas con poca energia.
Para lo cual se parte del desarrollo del modelo matematico que describe dicho
movimiento con la finalidad de obtener los parametros fundamentales de dicho
comportamiento dindmico como lo es la amplitud pico a pico, el factor de

amortiguacion y el factor de magnificacion.

Este estudio es tedrico y experimental porque se desarrollard de dos maneras,
determinando el modelo matematico para determinar los pardmetros fundamentales
del comportamiento dinamico de una mesa vibratoria, otro es el experimental donde se
utilizara una mesa vibracional prototipo para obtener datos experimentales de los
parametros que intervienen en el movimiento del sistema masa - resorte —

amortiguador.

El estudiar las vibraciones mecanicas de mesas vibratorias con sefales de entrada
senoidal de manera analitica permite obtener un modelo matematico con parametros
gue combinandolos es gravitante en el control de la vibracion, para lo cual si se trabaja
dentro de la resonancia facilmente vibra con poca energia que es la clave de las

mesas vibratorias.
2.1. Planteamiento del modelo matematico

2.1.1. Andlisis de cargas actuantes en el sistema masa - resorte —
amortiguador

Figura 5. Elementos que compone un sistema masa resorte amortiguador.

Realizado por: [3]



Tomando como base la figura 5, se observa la conformacion de un sistema formado
por una masa (m), un componente elastico (resorte (k)) y un componente amortiguador

(c), de la cual se obtiene los siguientes postulados:

a. Para el andlisis del comportamiento de las vibraciones mecanicas en la mesa
vibratoria, la masa equivalente (m) solo va a tener movimiento vertical
(desplazamiento vertical), es decir, los demas desplazamientos y giros van a

estar restringidos para dicho caso.

b. EI componente elastico (k) es el encargado de proporcionar la energia (energia
cinética) al sistema a través de una fuerza de resistencia (amortiguadora) hasta
llegar a su condicion inicial una vez culminado su deformacioén, la masa de este
elemento va a ser considerada despreciable en comparaciéon a la masa del

sistema.

c. El componente amortiguador (c) como la palabra mismo lo dice, es el
encargado de transformar la energia cinética absorbida por el componente
elastico en energia calorifica hasta llegar al punto de frenar y detener al

sistema.

d. El sistema como medio de rozamiento (medio de amortiguacién) va a ser el

aire, debido a que se va a encontrar expuesto al vacio (factor externo el aire).

Realizando un diagrama de cuerpo libre (DCL) a la masa (m) de la figura 5. Se tiene

que las fuerzas verticales actuantes en la masa son las siguientes:

kx cx

‘ Mov
x (+)

Figura 6. Diagrama de cuerpo libre de las fuerzas actuantes en el sistema.

Realizado por: Elaboracion propia



2.1.1.1. Fuerza inercial.

Una fuerza inercial o también conocida como fuerza ficticia es aquella fuerza que se
presenta cuando se estudia el movimiento de un cuerpo con respecto a un sistema de
referencia no inercial. Es decir, aquella fuerza que permite entender la repentina
aceleracién de un cuerpo observado en un sistema de referencia no inercial, solo
guien se encuentre situado en dicho sistema de referencia podra distinguir dicha
fuerza como las que todo mundo aprecia a simple vista (fuerzas reales, rozamiento,

traccion, torsion, flexion, peso, etc.), caso contrario no sera vista ni palpada.
FUEIZAa INEICIAL, oovveeeee e mx
F =mXx

Ecuacién 3. Ley fundamental de Newton:

Donde: X = Aceleracion del sistema.
F = Fuerza Inercial
m = Masa inercial del sistema
2.1.1.2. Fuerzaeléastica

Al colocar un peso (W) en el componente elastico que se encuentra en reposo, este
tiende a estirarse un valor de 6, (conocido como deflexibn o alargamiento estatico),
el cual permanecera presente hasta que el componente elastico haya llegado al punto
de equilibrio (PE). Al encontrarse en este punto denominado Punto de Equilibrio (PE),
la fuerza de la gravedad ejercida sobre la masa (m) se equilibrara a la fuerza elastica

proporcionada por el resorte.
k*bpse =W =m=g

Ecuacion 4. Deflexion o alargamiento estatico

Donde: k = Constante elastica
b0+ = Deflexién o alargamiento estatico
m = Masa equivalente del sistema
g = Aceleracion de la gravedad.
F, = Fuerza eléstica.

x = Variacion de la longitud de componente elastico (resorte).



FUuerza €lAstiCa, .......cccueeeieiiiiiee e k (x+ 6.5)
Fe = k (‘x + 6651’)

Ecuacion 5. Fuerza Elastica.

En sistemas mecanicos ajustados a la realidad se observa que se tiene mas de un
resorte, configurados de distintas maneras que dificulta el andlisis del modelo
matematico, para ello se va a determinar y reemplazar un resorte equivalente que
ejerza la misma fuerza en cierto punto especifico generando la misma deformacion

gue se tenia cuando se tenia los resortes por separado.

Para aplicaciones industriales donde se hace uso de componentes como poleas,
engranajes, palancas y son interconectados a través de resortes se puede determinar
la constante eléstica equivalente haciendo uso de la energia almacenada, donde: para
un desplazamiento especifico la energia almacenada por el resorte equivalente es
igual a suma de las energias almacenadas por cada uno de los resortes configurados

en el sistema.

2.1.1.2.1. Configuracion de resortes en serie

| -

kZ kcq

m Il[ m

Figura 7. Configuracion en serie.
Realizado por: [4]

De la figura 7 a la izquierda se tiene un sistema con una configuracion de resortes
conectados en serie (uno a continuacion de otro), los cuales van a experimentar
diferente desplazamiento (x) y que para una misma fuerza se determine una constante

elastica equivalente tal como se aprecia en la parte derecha de la figura 7.
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Aplicando una carga W al sistema de resortes estos sufren una deformacion 6; y §,
respectivamente que rompe el reposo de los resortes. La deformacién total (deflexién

estatica) del sistema §,, queda:
65‘15 = 61 + 62

Ecuacion 6. Deflexion estatica total del sistema.

Como en los resortes se encuentran ejercido la misma fuerza W se tiene que:
w = k151
w = k252

Si k., €s la constante elastica equivalente del sistema de resortes mostrados en la

figura 8, entonces para la misma deflexion estatica se tiene:

kcq

Figura 8. Diagrama de cuerpo libre de la configuracion en serie de los resortes.
Realizado por: [4]

W = kgt
Como tienen la misma fuerza W se tiene que:
k161 = k;6, = keq5st
Resolviendo se tiene:

kegd kegd
5, = ezlst 5, = ezzst

Remplazando dichos valores en la ecuacion 6:

11



ky k, Ost
keq keq)
o) — ] =6
st < kl kz st

Por lo tanto,

Si se tiene n resortes configurados en serie, la constante elastica equivalente

guedaria:

Ecuacién 7. Configuracion para resortes en serie.

2.1.1.2.2. Configuracion de resortes en paralelo

—— R ——
§

Figura 9. Configuracién en paralelo.
Realizado por: [4]

De la figura 9 a la izquierda se tiene un sistema con una configuracion de resortes
conectados en paralelo, los cuales van a experimentar el mismo desplazamiento (x) y
gue para una misma fuerza y deformacion determinar una constante elastica

equivalente tal como se aprecia en la parte derecha de la figura 9.
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Aplicando una carga W al sistema de resortes este sufre una deformacion estéatica que
rompe el reposo de los resortes y realizando el DCL a los resortes de la figura 10 se

tiene:

kix kyx KeqX

T !

Mg l Mg
Mov
x (+)
w

Figura 10. Diagrama de cuerpo libre de la configuracion de resortes en paralelo.
Realizado por: Elaboracion propia

w = k165t + k265t
w =8 (k1 + k)

Ecuacién 8. Ecuacion para resortes en paralelo.

Si k., €s la constante elastica equivalente del sistema de resortes mostrados en la

figura 10, desarrollando la ecuacion 6 se tiene:
W = KeqOst
Por lo tanto,
keq = ki + ks

Si se tiene n resortes configurados en paralelo, la constante elastica equivalente

guedaria:
keq =k1+k2+k3+"'+kn

Ecuacion 9. Configuracion para resortes en paralelo.
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2.1.1.3. Fuerza amortiguadora

Esta fuerza denominada resistencia viscosa, es la fuerza que actida en sentido
contrario al movimiento del sistema. Esta fuerza va a hacer la encargada de que la

amplitud de la vibracién vaya disminuyendo con el transcurso del tiempo.
Fuerza amortiguadora, ........ccccccevueemeinnrriineieeinenrneennnn cXx
Fd =cx

Ecuacion 10. Fuerza de amortiguacion.

Donde: ¢ = Constante de amortiguamiento.
x = Velocidad del sistema.
F; = Fuerza de amortiguamiento.
2.1.1.4. Fuerza excitadora arménica externa

Esta fuerza externa es la que ocasiona que se altere la posicion de equilibrio del
sistema. Es decir, es la encargada de proporcionar la vibracién al sistema y puede ser

de manera instantanea o de manera periddica (varie con el paso del tiempo)
Fuerza excitadora arménica externa, ........................ F, * sen (wt)
F(t) = F, * sen (wt)

Ecuacion 11. Fuerza excitadora externa.

Donde: F, = Mdédulo de la fuerza de excitacion.
w = Frecuencia de la vibracion forzada.
t = Tiempo.
F(t) = Fuerza de excitacion armdnica.
2.1.2. Anélisis dinamico en el sistema masa — resorte — amortiguador.

Observando los desplazamientos al entrar en movimiento el sistema, se observa la
alteracion de la posicion de equilibrio estatico omitiendo del sistema de fuerzas todas

aquellas equivalentes a cero en todo momento.

Realizando el equilibrio dinamico en la direcciéon del movimiento y haciendo uso de la
segunda ley de Newton y del diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 10, se

establece la ecuacion 12:
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ZFy=m5c’

mi¥ = —kx —cx + F, » sen (wt)
mx + kx + cx = F, x sen (wt)

Ecuacion 12. Ecuacion general de un sistema masa - resorte - amortiguador.

Mediante la ecuacion (12) determinada anteriormente se puede modelar de forma
general el comportamiento vibratorio de un sistema masa — resorte — amortiguador de

un grado de libertad.

2.1.3. Soluciébn a la ecuacién diferencial lineal descrita para el
comportamiento dindmico que posee un sistema masa — resorte —

amortiguador.

Por los postulados deducidos al inicio de la modelacion del modelo matemético para
un sistema M-R-A, se obtuvo una ecuacion diferencial lineal con coeficientes

constantes como se indica en la ecuacion (12).

mX + cx + kx = F, sen wt

La ecuacién diferencial lineal tendra por solucién general la suma de una respuesta
homogénea (que no posee el término de la fuerza periédica externa) y una respuesta

particular (surge del término de la fuerza periddica)
V(1)

()WA—’
!

v(1)
I

O

(1) = xu(0) + X f0)

0

Figura 11. Respuesta a la ecuacion diferencial lineal.
Realizado por: [4]

La vibracién libre que tendra el sistema con el paso del tiempo ira disminuyendo
conforme actle el factor de amortiguamiento, a esto se lo conoce como estado
transitorio (solucion homogénea), debido a que la variacibn en el movimiento del

sistema est4d ligado al amortiguamiento y que dicha variacibn dependera
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exclusivamente del valor que posea los parametros del sistema (k, ¢, m).
Adicionalmente la respuesta general de la ecuacién diferencial poseera una solucion
en estado estable (solucién particular) gue no es mas que el resultado de la fuerza

externa a la que el sistema se encontraba expuesto.

Por lo tanto, la ecuacién diferencial encontrada tendra por solucion la suma de las dos
respuestas la transitoria y la estable.

X = Xtransitoria T Xestable
Ecuacién 13. Respuesta general a la ecuacion diferencial lineal.

Donde;

Xtransitoria
= Es amortiguada por la friccién del sistema con el medio (aire)y desaparece.

Xestable = ES la que se mantiene en el paso del tiempo.

2.1.3.1. Respuesta en estado transitorio (homogénea)
La obtencidn de la solucién para la parte homogénea de la ecuacién diferencial lineal
se parte de la forma:

mi+cx+kx=0

Ecuacion 14. Ecuacion diferencial en estado transitorio.

Las soluciones resultantes de la ecuacion diferencial se plantean a partir de una

funcién exponencial como se muestra a continuacion:
x(t) = x,est

Ecuacion 15. Funcion exponencial.

Derivando por primera vez la expresion (15) se obtendra una nueva expresion en este

caso serd la velocidad del sistema:
x(t) = x,sest

Ecuacién 16. Primera derivada de la funcion exponencial

Derivando una segunda vez la expresion (15) se obtendra una expresién en este caso

para la aceleracion del sistema:
i(t) = x,5%e5t

Ecuacién 17. Segunda derivada de la funcién exponencial.

Sustituyendo las ecuaciones derivadas (15), (16), (17) en la ecuacién (14) se tiene lo

siguiente:
mx,s?est + cx,se’t + kx,est = 0
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Ecuacién 18. Expresion resultante.

Dividiendo los términos de la ecuacion (18) para x,et la ecuacion anterior, tomaria la

forma de la siguiente manera:
ms?+cs+k=0

Ordenando y simplificando los términos de la ecuacion anterior se tiene:
,, C k
s+ —s5s+—=0
m m

Aplicando algebra a la ecuacién da como resultado las siguientes raices:

spsp=(-0+ -1 )+,

Ecuacion 19. Raices de la ecuacion diferencial lineal parte homogénea.
Donde;
( = Esel factor de amortiguamiento
Wy, = Frecuencia natural del sistema.

A la expresion que se encuentra bajo el radical se la conoce como amortiguamiento
critico (C..), debido a que dicho valor depende exclusivamente de parametros
fundamentales para el sistema, es el encargado de determinar el movimiento que

poseera el sistema.

Es decir, si el amortiguamiento del sistema posee el mismo valor que el
amortiguamiento critico, la expresion bajo la radical cera igual a cero. Este postulado

se lo puede ver asi:
c\? k
G) =0
2m m
Ecuacion 20. Radical encargado en determinar el movimiento.

k. k

4m? m
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Simplificando la expresién queda:

k
Cor = 4m2E = ’4m2w,21

Cor = 2Mwy,

Ecuacién 21. Amortiguamiento Critico.

Por lo tanto, la expresion obtenida para el amortiguamiento critico permite observar
gue dicho valor depende de parametros exclusivos tanto masico como eléstico y por
ende se convierte en una propiedad del sistema y fundamental para determinar el

movimiento.

Para el caso de estudio de este trabajo de integracion curricular se va a realizar para

un amortiguamiento inferior al critico (¢ < c.;)

c
— = (= es larazén de amortiguacion
CCT

Segun el tipo de amortiguamiento { los distintos movimientos son:
2.1.3.1.1. Caso 1: Sistema sobreamortiguado
C>1 i, Factor de amortiguamiento mayor a 1

Para este caso las dos raices resultantes de la ecuacion van a ser reales con signo

negativo, y la solucion de la ecuacion resultaria de la siguiente manera:

_<+ngj * Wnt —(—J{zj * wpt
+ C

Ecuacion 22. Respuesta de un sistema sobre amortiguado.

xp(t) = Cqe ,e

En la practica se tiene que el radical +/ ZZ — 1 es siempre menor a  por lo que se

tiene exponentes negativos y consecuentemente el desplazamiento es decreciente en

el tiempo.
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Figura 12. Respuesta al sistema sobre amortiguado.
Realizado por: [5]

2.1.3.1.2. Caso 2: Sistema criticamente amortiguado

C=1 ooiiiiiiiiiieeeiieeeeee Factor de amortiguamiento igual a 1

Para este caso las dos raices resultantes de la ecuacion van a ser reales con signo
negativo y del mismo valor, por ende la solucion de la ecuacion resultaria de la

siguiente manera:
xp(t) = (€1 + Cot)e™*
xp,(t) = (Cy + Cyt)e™ “nt

Ecuacién 23. Respuesta al sistema criticamente amortiguado.

ST

x(t)

Figura 13. Respuesta al sistema criticamente amortiguado.

Realizado por: [5]
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2.1.3.1.3. Caso 3: Sistema Sub amortiguado

................................ Factor de amortiguamiento entre O y 1

Para este caso las dos raices resultantes de la ecuacion van a ser imaginarias, por
ende la solucion de la ecuacion resultaria de la siguiente manera:

51:522(—<i ViE—1 )*wn
51;52=(—Z + im)*a)n

Ecuacién 24. Raices del sistema subamortiguado.

—+i 1= >*wnt (— —ij1-¢ )*a)nt
xp(t) = Cle( + Cye

Ecuacién 25. Respuesta al sistema subamortiguado en funcion de 2 constantes.

x(t)

Figura 14. Respuesta al sistema criticamente amortiguado.

Realizado por: [5]
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Alm]

/ Sobreamortiguado

Amortiguamiento critico

/—\‘x__/
\/ o ”

Subamortlguado

Figura 15. Respuesta a los distintos casos de amortiguamiento.
Realizado por: [5]

Simplificando y desarrolando la ecuacion (25) queda:

. 2 i 2
xh(t) — e—(mnt (Clel 1-¢ *a)nt+cze—l 1-C *wnt>

x,(t) = e~%nt|c, | cos < 1 *wnt>+i56n <\[§*wnt> +
e[ cos ({1 ) -isom (1 - ) ] 2
xp(t) = eSont [(61 + C,) * Cos ( 1-70 *xw, >+ i(C,— Cy) * Sen (\/ﬁ* a)nt>]
xp(t) = eont Kl*Cos<\/—*a)n>+K2*Sen<\/:*a)n>

Haciendo un cambio de variable para las variables K; y K, y reemplazando la soluciéon

de la ecuacion quedaria:
Kl =X % COS @

K2=X*Sen®



xp(t) = Xe %@nl x Sen < 1-0 xw,t+ (Z))

Ecuacién 26. Respuesta de la ecuacion diferencial homogénea simplificada.

El movimiento subamortiguado va hacer oscilatorio pero decreciente.

Simplificando términos de la ecuacion (26) queda:
c\2 k k c \?2 |k c \?2
j(ﬂ) = J(‘D[a‘(ﬁ) ]”Jz‘(ﬁ)

Como para el caso de estudio del presente trabajo de investigacion se va a considerar

que el factor de amortiguamiento sea menor a 1, la solucién a la respuesta de la

ecuacion diferencial tomaria la forma del caso 3, un sistema subamortiguado.

Por lo tanto, la respuesta en estado transitorio (homogénea) para la ecuacion

diferencial lineal en el dominio del tiempo es:
xp(t) = X e SOntsen(wyt + 0)

Ecuacién 27. Respuesta a la ecuacion diferencial homogénea en el dominio del
tiempo.

Donde;

X = El valor de la amplitud del sistema

wq = Es la frecuencia amortiguada del sistema

@ = Es el angulo

El valor de las constantes (X y @) se las determina con las condiciones iniciales

establecidas para cada caso.
La posicién del sistema x;, parte de una posicién x, para un t = 0 por lo tanto quedaria:

x,(t =0) = Xsen(0) = x,

Xsen (@) = x,
X= sen(@)

Ecuacion 28. Expresion para la Amplitud del sistema.
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Derivando una vez la ecuacion (27) se encuentra la velocidad del sistema como se

indica a continuacion:
Xp(t) = e %ntXw, cos (wat + @) + e S t(—lw,) X sen (wat + @)

De las misma manera que la posicion la velocidad parte de un valor x, cuando el

tiempo es t = 0 por lo tanto queda:
%, (t = 0) = Xy cos (B) + (—{w,) X sen (9) = %,
%p(t = 0) = X(wg cos (0) — ({w,) sen () = %
X(wq cos () — (Gwn) sen (9)) = %o

Remplazando el valor de la amplitud queda:

. Xo ( (Z) (Z) )
= * —
Xo Sen(@) wq COS ( ) (Z(‘)n) sen ( )
Aplicando la ley distributiva:
Xo * Wq
= _ * *
0 tan(@) Xo z Wp
Xo * W
R )
Xg * Wq

tan(Q) =

Xo + X * (*
Por lo tanto, el angulo de fase queda:

Xg * W
(D=arctan(- 0 d )

x0+x0*§*wn

Ecuacién 29. Ecuacion para el angulo de fase.

Remplazando el valor del angulo de la ecuacién (29) en la ecuacion (28) se determina
el valor de la amplitud.

2.1.3.2. Respuesta en estado estable (no homogénea)

Para la solucion en estado estable (particular) de la ecuacion diferencial lineal se parte

de una funcion de senos y cosenos que se asume de la siguiente manera:
X, (t) = ASen(wt) + BCos(wt)

Ecuacion 30. Respuesta a la ecuacion diferencial no homogénea (particular)

Derivando por primera vez la expresion (30) se tiene:
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X, (t) = AwCos(wt) — BwSen(wt)
Derivando una segunda vez la expresion (30) se tiene:
¥, (t) = —Aw?Sen(wt) — Bw*Cos(wt)
Sustituyendo las ecuaciones derivadas en la ecuacion (12) se tiene lo siguiente:

m(—Aw?Sen(wt) — Bw?Cos(wt)) + c(AwCos(wt) — BwSen(wt))
+ k(ASen(wt) + BCos(a)t)) = Fy Sen (wt)

—Aw?*mSen(wt) — Bw?*mCos(wt) + AwcCos(wt) — BwcSen(wt) + AkSen(wt)
+ BkCos(wt) = Fy Sen (wt)

Separando términos e igualando queda:

—Aw?mSen(wt) — BwcSen(wt) + AkSen(wt) = Fy Sen (wt) (1)
—Aw?*m — Bwc + Ak = F,
A(—w?m+ k) — Bwc = F,

—Bw?mCos(wt) + AwcCos(wt) + BkCos(wt) = 0 (2)
—Bw?*m + Awc + Bk =0
B(—w*m+ k) + Awc =0

Awc

B=———
(—w?*m+k)

Remplazando la ecuacién (1) en (2)

Awc

A(—wzm + k) — (— m) wc = Fy

Aw?c?

A(—*’m+k) + ————==
(—w*m + )+(—w2m+k)

Fo

w?c?
—w*m+k)+—— | =F
A[( w*m + k) a2 k)] 0

_ Fy(~w’m+k)
~ (—wPm+ k)% + (wc)?

Fy (—w?m + k)
_ (w*m + k)% + (wc)?
(—w?m+ k)

* wWC
B =
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Fo * (we)
 (—w?m + k)2 + (wc)?

B =

Por lo tanto, la respuesta de la ecuacion diferencial lineal en estado estacionario

gqueda:

x,(t) = A% + B2 * Sen (wpt + @)

Ecuacion 31. Respuesta a la ecuacion diferencial en estado estacionario en el
dominio del tiempo.

Donde:

¢ = es el angulo de desfase entre el desplazamiento y la fuerza exitadora.

El valor de las constantes (VA% + B? y ¢) se las determina con las condiciones iniciales

establecidas para cada caso.

La posicion del sistema x,, parte de una posicion x, para un t = 0 por lo tanto quedaria:
x,(t=0) = \/m*Sen (p) = xo
m * Sen () = x,
Ny

Sen (¢)

Derivando una vez la ecuacién (30) se encuentra la velocidad del sistema como se

indica a continuacion:

Xy (t) = VA% + B2 * wy, * cos(wpt + @)

De las misma manera que la posicion la velocidad parte de un valor x, cuando el

tiempo es t = 0 por lo tanto queda:
%, (t = 0) =A% + B? x w, * cos (¢) = X,
VA? + B? x w, * cos () = X,

X0+ wn _ sen (9)

X9 cos ()
Xg * Wn
=t
" = tan(p)

0

Xo * Wy cw 2x(*S
Q= arctan( - ) = arctan (—2) = arctan | ————
Xo k —w*m 1-C
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Ecuacién 32. Expresion para el &ngulo de desfase.

Por lo tanto, la respuesta general a la ecuacién diferencial lineal que describe el
movimiento del sistema masa — resorte — amortiguador conforme a la ecuacion (13)

gqueda:
x(t) = x(8) + x ()
x(t) = X e %ntsen(wyt + @) + X * Sen (w,t + @)

Ecuacion 33. Respuesta general a la ecuacion diferencial en el dominio del tiempo.

2.2. Determinacion del factor de amortiguamiento

Hay varias formas de determinar el factor de amortiguamiento, pero no todas usan los
mismos parametros. Algunos hacen uso de la aceleracion de la vibracion, mientras
gue otros hacen uso de la velocidad de la vibracion. Otra manera de determinar el
factor de amortiguamiento es por medio del andlisis en el dominio del tiempo o en el
dominio de la frecuencia, que ciertos métodos lo usan. En conclusion, la determinacién
del factor de amortiguamiento va a variar y depender de qué manera se lo hace y que

parametros se utiliza.

Una manera conveniente para determinar la cantidad de amortiguacion presente en un
sistema oscilatorio es medir la razén de disminucién de las oscilaciones libres ilustrada

en la siguiente figura.

Solucion subamortiguada

0.5 :
0.4 p—fwnt \ |
S il Ta=y
g i
0.3 N -
N d —
wy = gy 1 — el i
0.2 ~ nv
S
-
0.1 F ~ - |
N —
01 v, e X(t+T)/Xy 1, = 2 T
= nTa I1-¢
02 s J
g (L)/X
XLL)/ Ao
03F 7 -
/
.04F i
-0.5 1 1
. 2 10 15

tiempo

Figura 16. Razén de amortiguamiento para un sistema sub amortiguado.

Realizado por: [6]
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Esto se expresa mejor por el decremento logaritmico que se define como el logaritmo

natural de la relacién entre las amplitudes, lo que da como resultado la siguiente

5 1<Xf>
=In
Xjr1

Ecuacién 34. Expresion para el decremento logaritmico.

ecuacion:

2.2.1. Decremento logaritmico

El método empleado para encontrar la cantidad de amortiguamiento existente en un
sistema masa — resorte — amortiguador, parte de analisis en el dominio del tiempo para
calcular la tasa de decaimiento de las oscilaciones en el trascurso de un determinado
tiempo, por lo que a un valor mayor de amortiguamiento se tendrd una mayor variacion

en las oscilaciones.

Figura 17. Respuesta del decremento logaritmico.
Realizado por: [6]

A partir de lo anterior se puede decir que, el decremento logaritmico no es mas que el
logaritmo natural de la tasa de disminucién de dos amplitudes sucesivas separadas
por cierto nimero de ciclos.

A partir de estas amplitudes es factible encontrar el factor de amortiguamiento .
2.2.1.1. Decremento logaritmico entre dos amplitudes sucesivas.
De la ecuacion general para movimiento oscilatorio:
x(t) = X e ntsen(wyt — @)

Ecuacién 35. Ecuacion general para movimiento oscilatorio.
Donde:

X = Amplitud maxima del movimiento del sistema.
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wgq = Frecuencia amortiguada

@ = Angulo de fase

t = Tiempo

La amplitud méxima del movimiento del sistema masa — resorte - amortiguador surge

cuando el término seno de la ecuacion (35) posee un valor unitario (igual a 1). Es decir

aplicando la definicion de decremento logaritmo para la amplitud maxima X; para un
tiempo t; y la amplitud maxima sucesiva X;.; para un tiempo t;,,, la ecuacion

guedaria:

Remplazando estas expresiones en la ecuacién (34) se tiene:

6=m<X’>=m<X?{%”*%M@ﬂ—®)>

i+1 X e7%@n (t+1) « sen(wyt — @)

Dénde: — ——————————— wg = /1 - Zz * Wy
Xe_z‘”ntf*sen< /1—(2*a)n*tj— (Z)>

X e_((’-)n (tj+1) & Sen( 1-— CZ * (U, * tj+1 — (Z))

El valor de la funcion seno tanto para el tiempo t; como para el tiempo t;,, va hacer

igual debido a que ambos se encuentran en el periodo de amortiguamiento T, por lo

tanto la expresion anterior queda:

X, ( Xe_z‘”“tf*sen< 1—(2*wn*tj—®> \
5=m< f):m

X:
J+1 \X e_(OJn (tj+1) & Sen( 1— ZZ * (U * tj+1 — @)/

Donde: - ————-———-—-——————— tiv1 =t + Ty

e t0nt Zoon tj—(~Lwn t Toon tj4+T0n t
— — —Qwp tj—(=Cwp tj — —{wp tj+lwn t;
0=1In (m) = 11’1(6 J ]+1)) — ]n(e ] 1+1)

o= ln(e‘((l)n tj+Cwn t]'+1) =ln (eiwn*( —tj+ t]'+1)) — ln(ecu)an)

Aplicando la propiedad de logaritmo natural queda:

6 = c(,l)an
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2
Donde: - ————————————— T; = ———— "periodo amortiguado

Remplazando la expresion anterior el valor del decremento logaritmico quedaria:

2 _ Gx2m

amJl—ZZ_ J1—(2

2m *

6 = (w,

5=
1-0

Con amortiguamiento muy pequefios &—» 0 la expresion del decremento
logaritmico queda:
6 = 2n(

Ecuacién 36. Razon logaritmica entre dos amplitudes sucesivas.

2.2.1.2. Decremento logaritmico entre dos amplitudes distantes.

Si en la préactica se mide las amplitudes o picos consecutivos del movimiento de un

sistema masa — resorte — amortiguador y se lo replica en un grafico se puede extraer

de la definicién que no solo es para medidas consecutivas o adyacentes sino también

que se lo puede extrapolar para picos distantes, con la finalidad de precisar el valor de

célculo del decremento logaritmico como se lo ve a continuacion:

o

Figura 18. Respuesta al decremento logaritmico para amplitudes distantes.
Realizado por: [6]

Por definicion de decremento logaritmico mostrada en la ecuacion:
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Xo Xp X1 X2 X3 Xn-1
=—+—+—+—+ -+
Xn X1 X2 X3 X4

xn
n
%o _ <_>
Xn Xj+1
Xo Xj
ln( )=n*ln< 1 )
Xn Xj+1
3 - X;
Como la expresion encontrada por definicion: 6=In
j+1

Remplazando en la expresion:

Ecuacion 37. Razon logaritmica conocida dos amplitudes o picos distantes en n
ciclos.

El nimero de ciclos para encontrar una determinada amplitud se determina:

1 1 (xo)
= — %k
" 6 " Xn

21 *
Dénde: 6=

Ecuacion 38. Numero de ciclos.

El intervalo del tiempo de la vida media se obtiene a partir de:

AT =n=*(

Remplazando el valor de ny C en la ecuacion 39 se tiene:

1-

X0 21
AT = * In (—) * | ——
21 * Xn
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1 X0
AT = * n (—)
Z * (*)n le
Ecuacién 39. Intervalo de tiempo vida media.

Una relacion interesante que se obtiene a partir de la razén logaritmica es el factor de

amortiguamiento.

§% =222 « C° + 82

8% = (22n% +6%)+

= X

2%+ 6%

- )
S
62

Ecuacién 40. Factor de amortiguamiento en funcién de la razén logaritmica.

2.3. Factor de Magnificacién (Amplificacion) Dinamica

Las vibraciones forzadas en un sistema son el efecto de la aplicacion de forma
periodica de una fuerza externa con magnitud constante. Por ende, la importancia de
estudiar el factor de amplificacion dinamica, ya que dicho valor define cual va hacer el
comportamiento dinamico que va a tener el sistema vibratorio y a su vez determinar la

exitacion a la que se encuentra sometido.

Para el coeficiente de amplificacion (magnificacion) dinamica se va a considerar solo la
parte permanente (respuesta en el regimen estable) debido a que en dicho regimen

desaparecera cuando la fuerza de exitacion externa F, acabe.

Partiendo de la solucién general que rige el comportamiento dinamico del sistema

vibratorio demostrado en la ecuacion (13)
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x(t) = xp (1) + x, ()

x(t) = e YA cos (wqt) + B sen (wqt))
Fy 1

ks (1= [(1 —72) sen (wnt) — 20 cos(wyB)]

X X X 1

FM:—:—— =
Xo % Xest (1 —12)2 + (20r)2

Ecuacién 41. Respuesta al Factor de magnificacion dinamica.

Graficando el factor de magnificacion dinamica en funcibn de r
<relaci()n de frecuencias (f)) de la ecuacion (41) se encuentra los puntos criticos de
n

la curva.

oFM

0 ¢ (o
o (puntos maximos)

OFM  2r (1—12—20%

= =0
o1 — )2+ (2022

Los valores de r satisfacen la ecuacién en tres casos:

2.3.1. Caso 1: (i) -0

Wn

Cuando los valores de la relacién de frecuencias r tienden a cero, la fuerza armoénica
externa coincide con la fuerza del resorte. Es decir, el valor de la frecuecia ocasionada
por la fuerza externa se asemeja al valor de la frecuencia natural, ocasionando que la

vibracién en el sistema empieza a razon de la fuerza externa.

Fo
x = T * sen (wt)

En este caso el factor de amortiguamiento actua de dos maneras: la primera actua en
la reduccion del factor de magnificaciéon de la respuesta del sistema y la segunda

actua en el aumento del angulo de desfase ¢.

Aqui la deformacién del resorte es la que ocasiona el desplazamiento del sistema.

2.3.2. Caso 2: (i) =1

Wn

En este caso cuando los valores de la relacion de frecuencias r se asemeja a 1, el

factor de magnificacion de la respuesta del sistema alcanza su valor maximo. Es decir,
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el valor de la frecuecia ocasionada por la fuerza externa coincide con el valor de la

frecuencia natural. En este caso es donde se produce la denominada resonancia.

Operar dentro de la resonancia facilmente vibra con poca energia desarrollando
grandes valores de amplitud, por ello se recomienda evitar la zona de resonancia ya
gue este factor puede llegar a ser perjudicial para la seguridad de los equipos ya que

perturba la operacion de estos.

X 1
— para valores de amortiguamiento { < 0.1

1
— | , = —mmm—--——
Xese 20 /1—202 28

2.3.3. Caso 3: (i) - o

Wn

En este caso cuando los valores de la relacién de frecuencias r son mayores a 1 o
tienden al oo, la frecuencia de la fuerza excitadora externa tiende a aumentar su valor
(w — ) debido a que debe contrarrestar la fuerza inercial. En consecuencia, el

sistema permanece en resposo (FM — 0)

X
Xest

6 -

maxima
L =0.0
— Z=0.1
— T =0.2
Z=0.3
=05
Z=1.0

FM

0
0.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 30

w
W,

Figura 19. Factor de Magnificacion dinamica.

Realizado por: Elaboracion propia
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Por lo tanto, el factor de magnificacion dinamica es la relacion entre la parte dinamica
y la parte estética del sistema vibratorio cuando este se encuentra sometido a una

excitacion constante.
2.4. Equilibrio de fuerzas en el sistema.

Las fuerzas actuantes en el sistema masa — resorte - amortiguador visto en el
apartado 2.1.1 deben estar en equilibro dindmico en todo momento y en cada zona de
la relacion de frecuencias (w/w,). Es decir, el conjunto de la fuerza inercial, fuerza

elastica, fuerza amortiguadora y fuerza excitadora externa se anulara (igual a cero).

Figura 20. a) Esquema vectorial de las Fuerzas que intervienen en el sistema. b)
Fuerzas.

Realizado por: [3]

2.4.1. Zona antes de la Resonancia (w/w, < 1)

e<%
®
-k
F L
. =
- o0 A

Figura 21. Esquema del poligono de fuerzas antes de la resonancia.

Realizado por: [3]
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Con base en la figura 21 donde se presenta el poligono de fuerzas actuantes, se tiene
gue para una razon de frecuencias menores a 1, los valores de la fuerza inercial y la
fuerza de amortiguamiento son pequefios, lo que ocasiona que el angulo de fase (9)
tenga un valor igualmente pequefo. Es decir, la fuerza excitadora externa se equipara
con la fuerza elastica ocasionando que el retraso del desplazamiento con respecto a la

fuerza excitadora externa sea casi nulo.

2.4.2. Zonade Resonancia (w/w, = 1)

Figura 22. Esquema del poligono de fuerzas en la resonancia.
Realizado por: [3]

Con base en la figura 22 donde se presenta el poligono de fuerzas actuantes, se tiene
gue para una razén de frecuencias iguales a 1, los valores de la fuerza inercial y la
fuerza de amortiguamiento son grandes, lo que ocasiona que el angulo de fase (6)
tenga un valor de 90°. Es decir, la fuerza excitadora externa se equipara con la fuerza

amortiguamiento al igual que la fuerza inercial se equipara con la fuerza eléstica.

2.4.3. Zonadespués de la Resonancia (w/w, > 1)
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Figura 23. Esquema del poligono de fuerzas después de la resonancia.

Realizado por: [3]

Con base en la figura 23 donde se presenta el poligono de fuerzas actuantes, se tiene
gue para una razon de frecuencias mayores a 1, los valores de la fuerza eléstica y la
fuerza de amortiguamiento son pequefias, lo que ocasiona que el angulo de fase (0)
tenga un valor de 180°. Es decir, la fuerza excitadora externa se equipara con la fuerza

inercial.

3. RESULTADOS, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
3.1. Resultados

Para este capitulo, ya determinado el modelo matematico y las ecuaciones de los
distintos pardmetros fundamentales presentes en un sistema vibratorio, se analiza a
detalle cada variable de las distintas respuestas, con el fin recopilar informacién para

el control de las vibraciones y evitar que caigan en la resonancia.

Con dicho analisis en los resultados obtenidos se conocera que variable sobresale en
la ecuacion y su importancia en el control. Finalmente aportar conclusiones vy
recomendaciones derivados del desarrollo del presente trabajo de integraciéon

curricular.
3.1.1. Respuesta ala ecuacion diferencial derivada del modelo matematico.

En la tabla 1 se observa las ecuaciones de las distintas respuestas para estado
estable y transitorio que tiene un sistema vibratorio, raices para los tres tipos de
amortiguamiento, con la finalidad de de observar las variables que componen cada

respuesta.
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Tabla 1. Respuestas para los distintos sistemas de amortiguamiento tanto para el
estado estable como transitorio.

CARACTERISTICAS DE UN SISTEMA VIBRATORIO

Xn
-+ /c2—1)
= Cle<
(—c— z2—1>
+ ce
Sobre
(>1
amortiguado
-t
| Sobreamortiguado
xp, = (c; + cpt)e~@nt
L A
o
< e
0
Criticamente
LCIDJ mi+cx+kx=0 _ (=1
A i amortiguado
< (HOMOGENEA) 1 - - t
5 Amortiguamiento
w critico
Xn
_ 2
= Xe %nlsen ( /1 —Cwpt
+0)
Sub
(<1 .
amortiguado
, > ¢
Subamortiguado
Qo
% x, (t) = ASen(wt) + BCos(wt)
E Sefial de att
b
é entrada /\
'5 Senoidal . -
9( mi + cx + kx
- B
& = F, sen (wt) L
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(NO
HOMOGENEA) Sefial de xp (t) = ASen(wt) + BCos(wt)
entrada
Rampa 1 ;
t, £
Sefial de
entrada Skp X, (t) = ASen(wt) + BCos(wt)

Fuente: (Propia)

Con base en la ecuacion (33) determinada en el capitulo 2 se muestra la respuesta en
el dominio del tiempo para el comportamiento dinAmico de un sistema vibratorio, en

este caso la posicion.
x(t) = X e %nlsen(wyt + @) + X * Sen (w,t + @)

Derivando 2 veces dicha ecuacion se obtendria la velocidad y aceleraciéon que tendria
el sistema vibratorio. En la figura 24 se estima el desfase existente entre cada variable

del comportamiento dinamico del sistema.

Velocidad ,
/7 Desplazamiento Aceleracion
Sl / X RN
/ \
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
b 90° 180° 270° 360°
/ \
, \
/ \

Figura 24. Desfase entre desplazamiento, velocidad y aceleracion.
Realizado por: [7]

3.1.2. Ecuacién para el factor de amortiguamiento y su relacién con el

decremento logaritmico.
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En la tabla 2 se observa la ecuacion del factor de amortiguamiento y del decremento
logaritmico, con la finalidad de que se pueda descartar variables para establecer una

relacion directa entre dichos parametros.

Tabla 2. Relacion entre el decremento logaritmico y el factor de amortiguamiento.

FACTOR DE
AMORTIGUAMIENTO

AMPLITUDES § = 2n( -
O o SUCESIVAS A
e w
L E =
S B =
w
5 O ) ,4
Q 9| AMPLITUDES 5o 2mr |
0 - DISTANTES ¢

Fuente: (Propia)

El decremento logaritmico es una practica experimental que con la ayuda de la
relacion directa entre el decremento logaritmico y el factor de amortiguamiento permite

obtener el nimero de ciclos y por ende el valor de la amplitud del sistema vibratorio.

3.1.3. Caracteristicas de la ecuacion para el factor de magnificacion

(amplificacién) dinamica.

En la tabla 3 se observa la ecuacién del factor de magnificacién dinamica para los 3
casos existentes, con la finalidad de analizar la resonancia y poder evitarla. El factor
de magnificacién dinamica es la relacion entre la parte dinamica y la parte estatica del

sistema vibratorio cuando este se encuentra sometido a una excitacidon constante.

Con base en la ecuacion (41) determinada en el capitulo 2 para el coeficiente de
amplificacién (magnificacion) dinAmica se va a considerar solo la parte permanente
(respuesta en el regimen estable) debido a que en dicho regimen desaparecera

cuando la fuerza de exitacion externa F, acabe.

X’_X X 1

FM=—=—= =
Xo % Xest (I =122 + (20r)2
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Tabla 3. Factor de magnificacion para los distintos casos.

CARACTERISTICAS DEL FACTOR DE MAGNIFICACION

FACTOR DE MAGNIFICACION DINAMICA

CASO 1: (win) 50

El valor de Ila
frecuecia
ocasionada por la
fuerza externa se
asemeja al valor de
la frecuencia
natural,
ocasionando que la
vibracion en el
sistema empieza a
razon de la fuerza

externa.

CASO 2: (wﬂn)

IR
—_

El valor de Ila
frecuecia

ocasionada por la
fuerza externa
coincide con el
valor de la
frecuencia natural.
En este caso es
donde se produce
la denominada

resonancia.

CASO 3: (i) > oo

Wn

El valor permanece
en resposo (FM —
0) y es el caso mas
Optimo para el
funcionamiento de

un equipo.

™M

maxima

g=00 | |
— Z=01
— T=0.2
7=03
7=05
7=1.0

Fuente: (Propia)
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3.1.4. Caracteristicas de cada zona de la resonancia a partir del equilibrio de

fuerzas.

En la tabla 4 se observa el distinto equilibrio entre las fuerzas del sistema para cada

zona de la resonancia.

Tabla 4. Caracteristicas de cada zona de la resonancia.

CARACTERISTICAS DEL EQUILIBRIO DE FUERZAS

ZONAS DE LA RESONANCIA

ZONA ANTES DE LA
RESONANCIA (w/w, < 1)

En esta zona la
fuerza  excitadora
externa se equipara
con la  fuerza
elastica
ocasionando que el
retraso del
desplazamiento
con respecto a la
fuerza  excitadora
externa sea casi

nulo.

ZONA DE LA RESONANCIA
(w/w, = 1)

En esta zona la
fuerza  excitadora
externa se equipara
con la  fuerza
amortiguamiento al
igual que la fuerza
inercial se equipara
con la fuerza

elastica.

TR

ZONA DESPUES DE LA
RESONANCIA (w/w, > 1)

En esta zona la
fuerza  excitadora
externa se equipara
con la fuerza

inercial.

Fuente: (Propia)
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3.2. Discusion

El presente trabajo de integracidon curricular descrito en este documento se centra en
el desarrollo de un modelo matematico que describa el comportamiento dinamico de
las vibraciones mecanicas, lo cual es de mucha utilidad para ciertas aplicaciones
industriales donde se requiere mover masas grandes con poca energia que es de la

utilidad mas ocupada en estos dias.

Debido a la presencia de la resonancia en los equipos de las industrias es fundamental
analizar cada componente que interviene en un sistema vibratorio con la finalidad de
controlar esos movimientos oscilatorios y evitar que el sistema caiga en resonancia.
Analizar el comportamiento de cada componente de un sistema masa — resorte —

amortiguador mejora el control de las vibraciones mecanicas y su posterior vida Util.

Se desarrollo un modelo matematico que describe el comportamiento dinamico de un

sistema vibratorio cuando se encuentra bajo la aplicacién de una carga externa.
3.3. Conclusiones

El presente trabajo de integracion curricular permitio analizar y estudiar el
comportamiento dinamico de una mesa vibratoria con entrada senoidal a partir del

desarrollo de un modelo matematico que describa dicho movimiento vibratorio.

Mediante el uso de un diagrama de cuerpo libre del sistema vibratorio se determiné las
fuerzas que intervienen y con ello plantear las variables existentes en el desarrollo del

modelo matematico del sistema vibratorio.

El desarrollo de un modelo matematico que describa dicho comportamiento facilito el
analisis de los parametros fundamentales que intervienen en dicho sistema vibratorio y
poder entender la importancia de controlar las vibraciones mecénicas en aplicaciones

industriales.

Conocido el medio de amortiguamiento externo al que va a estar expuesto el sistema
se determind el decremento logaritmico y conocido dicho valor encontrar la ecuacion
gue describa el factor de amortiguamiento y el factor de magnificacion y el valor de la

amplitud del sistema.

Con la ayuda de poligonos de fuerzas y el diagrama de cuerpo libre del sistema
vibratorio se determind el equilibrio de fuerzas existentes en cada zona de la
resonancia para asi observar que fuerza intervienen en zona antes de la resonancia

para su posterior control y evitar que el sistema vibratorio caiga en resonancia.
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Mediante la determinacion de la ecuacion del factor de magnificacion dindmica se
concluyd que para que el sistema no caiga en resonancia el valor de la relacién de
frecuencias debe ser mayor 1 o tender al infinito positivo, con ello se obtendra valores

de amplitud pequefios evitando las perturbaciones de las vibraciones.
3.4. Recomendaciones

Es recomendable aplicar el modelo matematico determinado en este trabajo de
integracion curricular solo a sistemas con 1 grado de libertad y bajo fuerzas
excitadoras senoidales debido a que las fuerzas y los parametros son especificos para
esas condiciones y si varian dichas condiciones lo mas recomendable seria desarrollar

un nuevo modelo matematico que incluya las nuevas modificaciones.

Ser minucioso al momento de estudiar el comportamiento de las vibraciones
mecanicas, ya que un andlisis mal realizado puede acarrear errores en los resultados

a obtener.

Se recomienda validar las ecuaciones obtenidas analiticamente a través de una

simulacién o de un experimento fisico.

Realizar un buen diagrama de cuerpo libre facilita el entendimiento de los parametros
que intervienen en la formulacion de un modelo matemético, por eso se recomienda
analizar bien las cargas tanto externas como internas bajo las cuales se encuentra

sometido un sistema en particular.
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