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Resumen

En este trabajo se desarrolla un algoritmo computacional de dinámica molecu-

lar de n cuerpos que incorpora la propagación de la interacción a velocidad finita,

utilizando como base el algoritmo de Velocity Verlet y las ecuaciones de la diná-

mica newtoniana. La necesidad de abordar este fenómeno radica en comprender y

analizar sistemas complejos que presentan retrasos temporales o espaciales en su

interacciones.En este trabajo, por su relevancia histórica y filosófica en la física, ele-

gimos como ejemplo de interacción la gravedad newtoniana.

El algoritmo desarrollado es utilizado para simular sistemas de 2, 3 y 9 cuerpos.

Estas simulaciones demuestran la capacidad del algoritmo para analizar qué se po-

dría esperar de un sistema de n cuerpos con interacción gravitatoria Newtoniana

que se propaga a velocidad finita.
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Abstract

In this work, a computational algorithm for n-body molecular dynamics is deve-

loped, incorporating the propagation of interaction at finite velocity. The algorithm

is based on the Velocity Verlet algorithm and the equations of Newtonian dynamics.

The motivation behind addressing this phenomenon lies in the need to com-

prehend and analyze complex systems that exhibit temporal or spatial delays in

their interactions. For the purposes of this study, the example of Newtonian gra-

vity is chosen as the interaction to investigate, given its historical and philosophical

relevance in physics.

The developed algorithm is employed to simulate systems consisting of 2, 3, and

9 bodies. These simulations demonstrate the algorithm’s capability to analyze the

behavior of an n-body system with Newtonian gravitational interaction that propa-

gates at finite velocity.
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Capítulo 1

Introducción

En física existen varios fenómenos que presentan ciertas características de retraso

ya sea temporal o espacial descritos por ecuaciones diferenciales con retardo (delay

differential equations, DDE), por ejemplo:

• En el contexto del electromagnetismo, las ecuaciones diferenciales retardadas

pueden ser utilizadas para describir sistemas en los que la respuesta de un

campo electromagnético depende de eventos pasados. Por ejemplo, en el estu-

dio de circuitos eléctricos con elementos retardados, como líneas de transmi-

sión o cables, las señales electromagnéticas experimentan retardos en su pro-

pagación. [9].

• Mecánica celeste:Uno de los problemas que surgen en la mecánica celeste mo-

derna es la necesidad de una integración numérica precisa de las ecuaciones

de movimiento dinámico de la Luna. La acción de las fuerzas de marea se mo-

dela con un retardo temporal, por lo que el movimiento de la Luna se describe

mediante una ecuación diferencial con retardo.[1]

• Dinámica de poblaciones: En ecología, las DDE se utilizan para modelar la

dinámica de poblaciones que están sujetas a factores como la competencia, la

predación, la migración y la estacionalidad. El retraso en la respuesta de una

población a un cambio en el medio ambiente es un ejemplo de fenómeno que

se puede modelar mediante una DDE.[13] [14]

• Óptica: En óptica, las ecuaciones diferenciales con retardos temporales surgen

con frecuencia en el estudio de la dinámica no lineal de los láseres con retro-

alimentación óptica. [6]
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La solución de ecuaciones diferenciales con retardo (DDE) representa un desafío,

ya que muchas de ellas no tienen solución analítica. Por lo tanto, es de gran interés

utilizar métodos numéricos para obtener soluciones aproximadas.

Como muestra del interés en estos fenómenos hacemos referencia al articulo del

2022 "DelayDiffEq: Generating Delay Differential Equation Solvers via Recursive

Embedding of Ordinary Differential Equation Solvers"[16]. Este artículo aborda un

tema importante en las ecuaciones diferenciales con retardos (DDEs). Destaca el de-

sarrollo de DelayDiffEq, un paquete de software en Julia que resuelve eficientemen-

te DDEs con retardos dependientes del estado. Su diseño aprovecha las funciona-

lidades de paquetes OrdinaryDiffEq, acelerando su desarrollo. Es un ejemplo de

cómo un diseño de software puede mejorar la eficiencia en la computación científi-

ca.

Otra muestra del interés en estos fenómenos es la de 2019 "Numerical algorithms

for time-delayed Newtonian gravity"(Algoritmos numéricos para la gravedad new-

toniana con retardos temporales) [5]. En este artículo se explora la idea de que la

precisión de la órbita de Mercurio puede ser explicada por el efecto de una velo-

cidad finita de la gravedad, utilizando un análisis numérico moderno. Dicho estu-

dio implementa el algoritmo del Runge-Kutta que permite simular la interacción

gravitatoria newtoniana, considerando la velocidad finita de la gravedad igual a la

velocidad de la luz, y evaluar su precisión y estabilidad.

La conclusión principal del proyecto citado es que usando solo una gravedad

Newtoniana con retraso temporal no se puede predecir correctamente la precesión

anómala del perihelio de Mercurio. Esto no se debe a un problema numérico, sino

más bien una propiedad del sistema simulado. Los métodos numéricos utilizados en

el proyecto también podrían tener aplicaciones en otros problemas como el cálculo

de potenciales de Liénard-Wiechert en electrodinámica [5].

El estudio de la velocidad de propagación de la gravedad fue en su día un tema

importante en la física teórica. La ley de gravitación universal de Newton, que esta-

blece la fuerza gravitatoria entre dos objetos en función de sus masas y la distancia

entre ellos, asume que la gravedad actúa instantáneamente. Sin embargo, esta ley

no puede explicar algunos fenómenos observados, como la precesión de la órbita de

Mercurio. Por lo tanto, algunos científicos comenzaron a considerar la posibilidad

de que la gravedad tenga una velocidad finita de propagación, y en 1805, Laplace

propuso por primera vez un cálculo para esta velocidad. Aunque su explicación de

que la gravedad se propaga a través de un medio material invisible llamado éter
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resultó ser incorrecta, abrió la puerta a nuevas investigaciones y desarrollos en la

física. [7]

En 1898, Gerber calculó el valor correcto del avance del perihelio de Mercurio

y, basándose en esta fórmula, calculó que la velocidad de propagación de la grave-

dad era de 305,000 km/s. Este fue un importante avance en la comprensión de la

naturaleza de la gravedad y su velocidad de propagación, cálculo que también fue

incorrecto. [4]

En 1915, Albert Einstein propuso la teoría de la relatividad general, que incluía

la idea de que la gravedad se propagaba a través del espacio a una velocidad finita.

Esta teoría explicaba de manera más precisa la forma en que la gravedad afecta a

la curvatura del espacio-tiempo y cómo los cuerpos en movimiento influyen en la

propagación de la gravedad.

Como ejemplo de interacción a velocidad finita, consideramos la interacción gra-

vitatoria Newtoniana a velocidad de propagación finita, siguiendo la idea propuesta

en su día por Laplace.

El presente trabajo tiene como objetivo desarrollar un primer algoritmo de diná-

mica molecular para n cuerpos bajo interacción gravitatoria que se propaga a velo-

cidad finita.

Es importante resaltar dos factores. En primer lugar, hasta la fecha no existe un

algoritmo estándar para abordar fenómenos con características de retraso, y nuestra

propuesta se presenta como una idea más para enfocar el problema. Por tanto, el

algoritmo propuesto se considera un primer acercamiento que requerirá mejoras

adicionales en futuras investigaciones. En segundo lugar, mencionamos que esta

tesis no profundiza teóricamente en una teoría con velocidad finita de la gravedad.
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Capítulo 2

Marco Teórico

2.1. Algoritmo de velocidades de Verlet

En esta tesis se desarrolla un algoritmo basado en el algoritmo de velocidades de

Verlet. Se realiza a continuación una breve descripción de este método numérico.

Las ecuaciones que describen el movimiento de un sistema mecánico en términos

de su posición y velocidad son las ecuaciones de Newton:

d2x
dt2 = a(x)

donde x es la posición de la partícula, t es el tiempo, y a(x) es la aceleración de

la partícula en función de su posición. Y los pasos del algoritmo son [15] [2]:

xn+1 = xn + ∆tvn +
1
2

∆t2a (xn)

vn+1 = vn +
1
2

∆t [a (xn) + a (xn+1)]
(2.1)

Estas fórmulas se utilizan repetidamente para un número determinado de pasos

temporales para obtener una solución completa para el sistema mecánico.

2.1.1. Ventajas del Algoritmo de velocidades de Verlet

Se utiliza este algoritmo como base debido a que la aproximación de velocidades

de Verlet es simple, eficiente y cuenta con un segundo orden de precisión.

A nivel global, este algortimo es de segundo orden, lo que significa que su error

global es proporcional al cuadrado del tamaño del paso de integración. Esto implica
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que al disminuir a la mitad el tamaño del paso de integración, el error global se

reduce aproximadamente a la cuarta parte. Por lo tanto, ofrece una buena precisión

en la evolución del sistema a lo largo del tiempo [12][15].

Sin embargo, a nivel local, es decir, en cada paso de la integración, el método es

de cuarto orden. Esto significa que su error local de truncamiento es proporcional

al cuarto poder del tamaño del paso de integración. En otras palabras, en cada paso

de integración se desprecian términos de las expansiones de Taylor que correspon-

den a un cuarto orden en magnitud. Este mayor orden de precisión permite que el

algoritmo capture con mayor exactitud los detalles locales de la evolución del siste-

ma en comparación al algoritmo de Euler que es de primer orden global y segundo

local[12]. Es importante destacar que estas propiedades teóricas del algortimo de

velocidades de Verlet son una ventaja significativa en términos de estabilidad en la

simulación de sistemas físicos.

Además, el algoritmo es invariante al retroceso temporal y en cuanto al momen-

to angular y la energía se conservan por mucho más tiempo que algoritmos no sim-

plécticos, lo que lo convierte en una excelente elección para la simulación de siste-

mas físicos en la mecánica clásica. Los algoritmos simplécticos ofrecen una ventaja

importante en la simulación de sistemas físicos, ya que garantizan la estabilidad

global. Aunque existen aproximaciones no simplécticas más precisas, estas pueden

desviarse significativamente de su valor inicial en tiempos prolongados [12].

Si bien la integración de las ecuaciones de Newton en un tiempo finito puede

ser representada como una transformación de coordenadas canónica que preserva

las ecuaciones de Hamilton, es altamente deseable que una aproximación numérica

también sea una transformación canónica . Esta aproximación es conocida como una

aproximación simpléctica. [17]

Un algoritmo simpléctico es una transformación canónica en el espacio de fases,

lo que implica que cumple con el teorema de Liouville. Este teorema establece la in-

varianza del volumen del espacio de fases bajo una transformación canónica, lo que

evita situaciones en las que las coordenadas (y, por lo tanto, la energía) aumenten

sin límite ya que esto podría alterar el volumen del espacio de fases [3] [17].

La prueba de que dicha transformación es canónica se reduce a demostrar que el

determinante de su Jacobiano es igual a la unidad [8] [17]:

Det J = 1 (2.2)

Una deducción completa de la simplecticidad del algoritmo de Velocidades de
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Verlet se presenta en el anexo 1.

2.2. Deducción de Laplace sobre la velocidad finita de

la gravedad

Laplace presentó uno de los primeros intentos para poner un limite inferior a la

velocidad de propagación de la gravedad en 1805 mediante su tratado titulado ’A

Treatise in Celestial Mechanics’, deducción presentada a continuación [11]

Figura 2.0: Deducción de Laplace. Interacción entre la Tierra y la Luna con una Gravedad
Newtoniana con velocidad de propagación finita. El punto gris mas grande representa a la
tierra y el gris pequeño de la derecha es la Luna.

Sea el sistema Tierra-Luna que se mueve en la dirección 1 donde:

vT = 3 × 104m/s = Velocidad orbital de la tierra al rededor del Sol

vL = Velocidad de la Luna

R = Distancia entre la Tierra y la Luna

u = Velocidad de la gravedad

Se asume que la fuerza sobre la luna apunta a una posición anterior de la tierra

r(t − dt), formando una componente de fuerza con un ángulo θ que frena el movi-

miento de la luna.
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sen θ =
vTdt
udt

=
vT

u

sen θ =
Fθ

F

Fθ = − GMm
R2 + (vTdt)2

vT

u
(2.3)

Si dt ≈ 0

Fθ ≈ −GMm
R2

vT

u
(2.4)

El trabajo hecho por esta fuerza sobre la luna es:

T = F⃗ · ∆⃗rm

diferenciando con respecto al tiempo tenemos el cambio de energía de la luna :

dE
dt

= Fθ
drm

dt
= Fθvm (2.5)

Siendo la energia del sistema:

E =
−GMm

2R
⇒ dE

dt
=

GMm
2r2

dR
dt

(2.6)

Uniendo las dos ecuaciones anteriores tenemos:

Fθvm =
Gmm
2r2

dR
dt

−GMm
R2

vT

u
vm =

GMm
2r2

dR
dt

(2.7)

Al igualar la fuerza gravitacional con la centrípeta se obtiene:

vm ≈
√

GM
R

Despejando dR
dt de la ecuación (1.5):

dR
dt

= −2vmVE

u
= −2

√
GM

R
VE

u

Integrando esta ecuación obtenemos:
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R3/2 = R3/2
0 − 3

√
GM

VE

u
t = R3/2

0 − 3v0
√

R0
vT

u
t = R3/2

0

(
1 − 6πvTt

uT0

)
Donde T0 es el periodo orbital de la luna.

El efecto de una velocidad finita de la gravedad es que la luna caerá sobre la

superficie terrestre en un tiempo igual a:

∆t =
cT0

6πvT

u
c
≈ 3 × 108 m/s · 2,5 × 106 s

20 · 3 × 104 m/s
u
c
≈ 109 u

c
s ≈ 300

u
c

años

∆t = 300
u
c

años (2.8)

Esta es la ecuación que desarrolló Laplace. Como podemos observar, si suponemos

que la luna tiene una edad de 3 × 109 años, entonces la relación entre la velocidad

de propagación y la velocidad de la luz es la siguiente:

u
c
≈ 107
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Capítulo 3

Incorporando velocidad finita en el

algoritmo.

3.1. Descripción del método utilizado para la implemen-

tación del algoritmo de Velocidad de Verlet con ve-

locidad finita de la gravedad.

Figura 3.1: Interacción de dos partículas con VGP finita.

En primer lugar, se considera dos partículas A y B. El efecto de una velocidad

de propagación finita de la gravedad (VGP) es equivalente a que la partícula A en

la posición r⃗A(t) interaccione con la partícula B en la posición retardada r⃗B(t − δtB)

Donde:

δtB =
|⃗rA(t)− r⃗B(t − δtB)|

VGP
(3.1)

δtA =
|⃗rB(t)− r⃗A(t − δtA)|

VGP
(3.2)

δt representa el tiempo que tarda la interacción gravitatoria en alcanzar la otra
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partícula.

Las ecuaciones de la fuerza de interacción son:

F⃗A(t) = mA⃗aA(t) = −GmAmB
(⃗rA(t)− r⃗B(t − δtB))

|⃗rA(t)− r⃗B(t − δtB)|3
(3.3)

F⃗B(t) = mB⃗aB(t) = −GmBmA
(⃗rB(t)− r⃗A(t − δtA))

|⃗rB(t)− r⃗A(t − δtA)|3
(3.4)

Generalizando esta deducción para el caso de n cuerpos, el algoritmo evalúa la

interacción entre la partícula A y las demás partículas, representando esta interac-

ción como una suma de las interacciones individuales:

F⃗i(t) = mi⃗ai(t) = −
N

∑
j

Gmimj

(⃗
ri(t)− r⃗j(t − δtj)

)∣∣⃗ri(t)− r⃗j(t − δtj)
∣∣3 (3.5)

Donde 1 ≤ i, j ≤ N representan los índices de las partículas del sistema.

3.1.1. Cálculo de δt

Usando una aproximación en series de Taylor de primer orden se escribe:

r⃗A(t − δtA) = r⃗A(t)− v⃗A(t)δtA (3.6)

Remplazamos en la ecuación 3.2 y elevamos al cuadrado.

[−→rB (t)−−→rA(t) +
−→vA(t)(δtA)

] [−→rB (t)−−→rA(t) +
−→vA(t)(δtA)

]
= VGP2δt2

A (3.7)

Sea:
−→rB (t)−−→rA(t) =

−→r (t) (3.8)

∣∣−→r (t)
∣∣2 + 2

[−→r (t) · −→vA(t)
]

δtA +
∣∣−→vA
∣∣2 δt2

A = VGP2δt2
A (3.9)
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Cuya solución es:

δtA =
−2
[−→r (t) · −→vA(t)

]
±
√[

2
[−→r (t) · −→vA(t)

]]2 − 4 ·
[∣∣−→vA

∣∣2 − VGP2
]
·
∣∣−→r (t)

∣∣2
2 ·
[∣∣−→vA

∣∣2 − VGP2
]

(3.10)

Escogemos el valor con + para garantizar el valor positivo:

δtA =

[−→r (t)·−→vA(t)]
VGP2 +

√
[−→r (t)·−→vA(t)]

2

VGP4 +

[
VGP2−|−→vA|2

]
VGP4 ·

∣∣−→r (t)
∣∣2[

1 − |−→vA|2
VGP2

] (3.11)

De igual forma se procede para encontrar δtB.

Al examinar detenidamente la siguiente ecuación, podemos observar que para

valores donde |⃗vA(t)| ≫ VGP, la dependencia del tamaño del paso de integración

δtA es aproximadamente proporcional a δtA = |r(t)|
VGP .

Dado que en el algoritmo utilizamos las siguientes series de Taylor, que depen-

den del valor de ∆t, para calcular la posición:

r⃗n(t + ∆t) = r⃗n(t) + v⃗n(t)(∆t) +
1
2

a⃗n(t)(∆t)2 + σ(∆t) (3.12)

Donde σ(∆t) representa la suma de todos los términos de mayor orden que se

desprecian en la aproximación (error de aproximación).

Es importante asegurarnos de que el valor de δt utilizado en la aproximación

para calcular la posición con un tiempo de retardo:

r⃗A(t − δtA) = r⃗A(t)− v⃗A(t)δtA (3.13)

sea menor o igual al paso temporal ∆t:

δt ≤ ∆t (3.14)

Esto asegura que el error global mantenga el mismo orden que el algoritmo de ve-

locidades de Verlet en términos de precisión global.

Gracias a esta deducción, es importante tener en cuenta que cada sistema tiene

una velocidad mínima de propagación que puede ser simulada. Si la velocidad de

propagación es menor que esta velocidad mínima, el valor de δt superará el valor de

11



∆t, lo que significa que la aproximación de la posición con retardo ya no sería cohe-

rente. Por lo tanto, es crucial considerar este límite y asegurarse de que la velocidad

de propagación sea compatible con el paso de integración elegido para mantener la

coherencia de las aproximaciones en la simulación.

El valor del determinante de la ecuación (3.11) establece un límite para la veloci-

dad de propagación. De forma simplificada, este límite establece que si dos cuerpos

se alejan en línea recta, y la velocidad de propagación es menor que la velocidad

de los cuerpos, el valor de δt será imaginario. Esto implica que en dicho escena-

rio los cuerpos nunca interactuarán, lo cual no es especialmente relevante para una

simulación. Para obtener más detalles sobre este límite, consultar el Anexo 2.

Eventualmente, en futuras investigaciones, será necesario mejorar la aproxima-

ción del valor de δt. En el Anexo 3 se presenta una deducción de δt con un orden

mayor en la ecuación (3.5).

3.2. Funciones de error para evaluar la exactitud del nue-

vo algoritmo

La precisión en la simulación de sistemas planetarios es fundamental para obte-

ner resultados confiables en la predicción del movimiento de los cuerpos celestes.

A continuación se definen dos funciones que permiten evaluar los términos de

mayor orden en las expansiones de Taylor, para asegurarnos de que podemos des-

preciarlos debido a su pequeño valor. De esta forma, garantizamos que el código

desarrollado en esta tesis obtendrá resultados válidos. Las funciones que se expan-

den en series de Taylor son:

r⃗n(t + ∆t) = r⃗n(t) + v⃗n(t)(∆t) +
1
2

a⃗n(t)(∆t)2 +
1
6

˙⃗an(t)(∆t)3 (3.15)

r⃗n(t − δt) = r⃗n(t)− v⃗n(t)(δt) +
1
2

a⃗n(t)(δt)2 (3.16)

Donde ∆t es el paso temporal del algoritmo y δt es el tiempo que tarda en viajar

la interacción. A continuación se define las funciones ϵ y ϵ′.
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Función ϵ

ϵ =
|⃗a(t + ∆t)− a⃗(t)|

|⃗a(t)| (3.17)

Se multiplica por 1 = ∆t
∆t

ϵ =
|⃗a(t + ∆t)− a⃗(t)|

∆t
∆t

|⃗a(t)| (3.18)

Se aproxima el primer término de la derecha de la ecuación anterior como la

derivada de la aceleración, lo cual solo es válido si el valor de ∆t es suficientemente

pequeño.

ϵ =
d|⃗a(t)|

dt
∆t

|⃗a(t)| (3.19)

Se despeja el valor d|⃗a(t)|
dt

d|⃗a(t)|
dt

=
ϵ|⃗a(t)|

∆t
= ˙⃗a(t) (3.20)

Se reemplaza en la expansión de Taylor (3.11):

r⃗n(t + ∆t) = r⃗n(t) + v⃗n(t)(∆t) +
1
2

a⃗n(t)(∆t)2 +
1
2

a⃗n(t)(∆t)2 ϵ

3
(3.21)

La ecuación anterior muestra que el cuarto término en cada coordenada es ϵ
3

veces el tercer término. Por ejemplo, si el valor de ϵ es 10−3, el cuarto término es

3000 veces más pequeño que el tercer término. Esto ilustra la diferencia de magnitud

entre ambos términos.

Función ϵ
′

ϵ
′
=

|⃗v(t − δt)− v⃗(t)|
|⃗v(t)| (3.22)

Se multiplica por 1 = δt
δt

ϵ
′
=

|⃗v(t − δt)− v⃗(t)|
δt

δt
|⃗v(t)| (3.23)

Se aproxima el primer termino de la derecha de la ecuación anterior como la
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derivada de la velocidad:

ϵ
′
=

d|⃗v(t)|
dt

δt
|⃗v(t)| (3.24)

|⃗an(t)| =
ϵ
′ |⃗v(t)|

δt
(3.25)

Se remplaza en la expansión de Taylor (3.12):

r⃗n(t − δt) = r⃗n(t)− v⃗n(t)(δt) +
ϵ
′

2
v⃗n(t)δt (3.26)

La ecuación anterior muestra que el tercer término es ϵ
′

2 veces el tercer término.

Por ejemplo, si el valor de ϵ es 10−3, el tercer término es 2000 veces más pequeño

que el segundo término.

Se implementa el cálculo de estas dos funciones, ϵ y ϵ
′
, en cada paso de inte-

gración. Si en algún momento se supera un valor predefinido, como por ejemplo

ϵmax = 10−3, el algoritmo se detendrá y será necesario repetir la simulación con un

valor de ∆t más pequeño o una velocidad de propagación más grande.

3.3. Modificación del algoritmo

Con la descripción de la interacción a velocidad finita de la sección anterior, pro-

cedemos a realizar modificaciones en el algoritmo de velocidades de Verlet en dos

partes críticas:

• Calculamos el valor δt utilizando las ecuaciones (3.10) y (3.15) y las aceleracio-

nes de las partículas utilizando la ecuación (3.5).

• Introducimos las condiciones de coherencia: δt ≤ ∆t y ϵ ≤ ϵmax.

Para una mejor explicación, se representa el código de forma didáctica con el

menor número de pasos a continuación:

a (0 )= Ecuacion 3 . 5 "PRIMER CALCULO DE ACELERACION"

do step =1 ,T

r = r + dt *v + 0 . 5 * dt * * 2 * a

do i = 1 ,N−1

do j = i +1 ,N
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δtij, δtji = Ecuación 3.10

rij(t − δtij) = rij − vij ∗ δtij

rji(t − δtji) = rji − vji ∗ δtji

aij, aji = Ecuación 3.5


Interacción modificada

enddo

enddo

δt ≤ ∆t

ϵ, ϵ
′ ≤ ϵmax

Condiciones de coherencia

v = v + 0 . 5 * dt * a

enddo

Donde ∆t (también denotado como dt) corresponde al paso de integración, δt es

el tiempo de retardo, T es el número total de pasos a simular, N es el número de

partículas, e i y j son los índices que representan las partículas.

En el caso de una velocidad de propagación muy baja en comparación con la

velocidad de las partículas, es posible que las partículas sigan moviéndose en un

movimiento rectilíneo uniforme de manera indefinida, sin que la interacción gravi-

tacional las alcance.

Por otro lado, si la velocidad de propagación de la interacción gravitacional es

grande en comparación con la velocidad de las partículas, estas pueden estar inicial-

mente en un movimiento rectilíneo uniforme durante un breve período de tiempo

y luego comenzar a interactuar entre sí. En este caso, la interacción gravitacional al-

canzaría a las partículas lo suficientemente rápido como para afectar su trayectoria.

Sin embargo, si se considera que las partículas ya interactuaron en una historia

previa desconocida, los resultados obtenidos serán diferentes. En el caso del algorit-

mo original, donde la interacción se considera instantánea este comportamiento no

ocurre.

En esta simulación, se realiza un cálculo inicial de la aceleración modificada al

inicio del código para permitir la interacción de las partículas desde el principio de

la simulación.
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3.4. Simplecticidad del nuevo algoritmo

Se realizó un estudio sobre la simplicidad del algoritmo, y demostró que el algo-

ritmo no es simpléctico al considerarlo como una transformación de coordenadas.

Al calcular su jacobiano, se encontró que no es igual a 1. Esto indica que el algoritmo

no cumple con la condición necesaria para ser una transformación canónica. Dicha

deducción establece que:

det[Jx] =
1 − ∆t

2
∂A
∂v0

1 + ∆t
2

∂A
∂v1

(3.27)

det[J] = det[Jx] · det[Jy] · det[Jz] ̸= 1 (3.28)

Donde det[Jx] es el Jacobiano de la transformación en el eje x, cabe aclarar que la

transformación tiene la misma forma en todos los ejes.

Se deduce que la transformación no es canónica, por ende el algoritmo no es sim-

pléctico. Se considera importante esta deducción, ya que nos permite anticipar que

la introducción de una velocidad finita en la propagación de la interacción resul-

tará en una disminución de la estabilidad del algoritmo por defecto. La deducción

completa se encuentra en el Anexo 4 de este documento.

16



Capítulo 4

Resultados

Se utilizó unidades astronómicas para medir las distancias, años para medir el

tiempo y unidades de masa terrestre para medir la masa. Estas unidades son útiles

en el estudio de sistemas planetarios. La constante gravitacional tiene un valor apro-

ximado de CG = 0,0001184 en estas unidades. En cuanto a la precisión se utiliza 36

cifras decimales.

En todas las simulaciones se considera el centro de masas como sistema de refe-

rencia.

4.1. Determinación del valor adecuado ∆t (paso tempo-

ral del algoritmo) para cada sistema.

Para calcular dicho valor ∆t tenemos dos condiciones:

• Condición 1: (δt ≤ ∆t)

Cada sistema en particular presenta una velocidad de propagación mínima

VPGmin, por debajo de la cual no se obtienen soluciones coherentes. En este

límite, se cumple que δt = ∆t. Las velocidades que podemos simular deben

ser mayores a VPGmin que en primera instancia se puede aproximar con la

siguiente formula:

VPGmin =
D
∆t

(4.1)

Donde D es la distancia más grande del sistema.
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Debido a esta dependencia del inverso del paso temporal, cuando se busca

simular una VPG más pequeña, es necesario aumentar el valor de ∆t, lo que

afecta los valores de ϵ y ϵ′.

• Condición 2: (ϵ, ϵ′ ≤ ϵmax)

Los valores máximos de ϵ y ϵ′ deben ser lo suficientemente pequeños como

para garantizar que la aproximación sea válida.

4.1.1. Cálculo de ∆t para el sistema Tierra-Luna

Aplicando las condiciones de coherencia generamos la siguiente tabla:

VGP ∆t ϵmax ϵ
′
max

1 × 108c 0,00001 1,0301587 × 10−3 9,381948 × 10−4

1c 0,00001 1,0301584 × 10−3 9,381944 × 10−4

0,06c 0,00001 1,0301537 × 10−3 9,381886 × 10−4

0,008c 0,0001 1,03 × 10−2 7,154 × 10−2

Cuadro 4.1: Valores de ϵ y ϵ
′
para el sistema T-L

En base a este resultado, se consideró que el valor adecuado para ∆t es 0.00001

para el sistema Tierra-Luna. Los valores de ϵ son suficientemente pequeños para no

comprometer la coherencia del algoritmo y se cumple la condición 1: ∆t ≥ δt .

Es importante tener en cuenta que, en caso de que la condición 1 no se cumpla

para velocidades de propagación más bajas, se debe incrementar el valor de ∆t de

tal manera que δt ≤ ∆t.

Los valores de épsilon no son idénticos para un mismo ∆t, pero su variación con

respecto a la velocidad de propagación es pequeña. La diferencia entre los valores

de ϵ y ϵ′ es del orden de 10−9 y 10−7 como se puede observar en la tabla. Los valores

de épsilon son más sensibles al cambio de ∆t.

4.1.2. Cálculo de ∆t para el sistema Sol-Tierra-Luna

Valores máximos de ϵ y ϵ
′

para el sistema Solar:

VGP ∆t ϵmax ϵ
′
max

1 × 108c 0,00001 5,638002 × 10−3 1,079734 × 10−4

5c 0,00001 5,562850 × 10−3 1,0796375 × 10−4

0,5c 0,0001 5,47386 × 10−2 1,0775 × 10−3

Cuadro 4.2: Valores de ϵ y ϵ
′
para el sistema S-T-L
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Se utiliza un valor de ∆t = 0,00001 debido a que los valores de las funciones ϵ

son lo suficientemente pequeños para garantizar una buena aproximación.

4.1.3. Cálculo de ∆t para el sistema Solar (9 cuerpos)

Valores máximos de ϵ y ϵ
′

para el sistema Sol-Tierra-Luna para ∆t = 0,00001

VGP ∆t ϵmax ϵ
′
max

1 × 108c 0,00001 3,991934 × 10−4 3,34302445 × 10−4

90c 0,00001 3,991934084 × 10−4 3,343024476 × 10−4

9c 0,0001 3,9927958 × 10−3 3,34343607 × 10−3

0,9c 0,001 3,99359744 × 10−2 3,34264999 × 10−2

Cuadro 4.3: Valores de ϵ y ϵ
′
para el sistema Solar

Se utilizó un valor de ∆t = 0,0001 porque considero que los valores de ϵ son lo

suficientemente pequeños para garantizar una buena aproximación.

4.2. Simulación el sistema Tierra-Luna

Se realiza una simulación de 1000 años con un paso temporal de 10−5 años, lo

que conlleva a 108 pasos de integración. Masa de la Tierra Mt = 1, masa de la Luna

ml = 0,123. Datos:

• nt = 1000 años

• ∆t = 0,00001 años

• Valores máximos para ϵmax = 1,0301587 × 10−3 y ϵ′max = 9,381948 × 10−4.

• Condiciones iniciales:

Planeta/Satélite Posición inicial (UA) Velocidad inicial (UA/año)
Tierra (−2,91 × 10−6;−3,26 × 10−5;−1,98 × 10−6) (2,49 × 10−3;−2,2 × 10−6;−1,46 × 10−4)
Luna (2,37 × 10−4; 2,65 × 10−3; 1,61 × 10−4) (−0,2; 1,796 × 10−4; 1,19 × 10−2)

Cuadro 4.4: Condiciones iniciales para el sistema Tierra-Luna

Con el objetivo de ilustrar adecuadamente la simulación, se ha dividido la repre-

sentación gráfica de la órbita en dos partes: una que muestra los primeros 1.5 años

de simulación y otra que representa los últimos 1.5 años.
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Figura 4.1: Órbita Lunar al rededor de la Tierra desde el año 0 hasta 1,5 años. Se puede ob-
servar que las orbitas están aparentemente superpuestas, que nos indica que su variación es
muy pequeña.

Figura 4.2: Órbita Lunar desde el año 9998.5 hasta el año 1000. Después de 1000 años, las
órbitas se encuentran separadas, incluso la órbita con una velocidad de propagación 1c re-
presentada en color azul, aunque su variación sea apenas perceptible. La órbita con un radio
más grande corresponde a la VPG más pequeña de 0,06c en color verde.
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A continuación se grafica la distancia entre la Tierra y la Luna:

Figura 4.3: Distancia Tierra-Luna desde el año 0 hasta el año 1. De igual forma se observa
que al inicio las orbitas están aparentemente superpuestas por lo cual no hay una diferencia
apreciable en la distancia. Como dato los picos representan el perihelio y el afelio ya que es
una orbita elíptica.

Figura 4.4: Distancia Tierra-Luna desde el año 9999 hasta el año 1000. Luego de 1000 años se
observa una variación de la distancia de aproximadamente un 0,0006[ua] para VPG = 0,5c
en relación a VPG = 108c. Este comportamiento se observa de manera consistente a lo largo
de toda la simulación, donde la Tierra y la Luna se alejan más a lo largo del tiempo.
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Durante un período inicial, todas las órbitas para diferentes velocidades de pro-

pagación aparentemente se superponen indicando que su variación es mínima. Sin

embargo, a lo largo de 1000 años, se puede notar que las órbitas con una velocidad

de propagación de VPG = 0,06c están más alejadas de la Tierra. Como era de es-

perar, para velocidades de propagación altas el sistema tiende a seguir una elipse

propia del sistema con velocidad de propagación infinita. Además, se puede obser-

var que el efecto de tener una velocidad finita en el sistema Tierra-Luna es que la

distancia de la órbita aumenta con el tiempo.

Velocidades de propagación inferiores a 0,06c, con un ∆t = 0,00001 no generan

resultados válidos en las simulaciones del sistema Tierra-Luna, ya que no cumplen

la condición δt ≤ ∆t.

4.3. Simulación el sistema de 3 cuerpos Sol-Tierra-Luna

Se realiza una simulación de 1000 años con un paso temporal de 10−5 años, lo

que conlleva a 108 pasos de integración. Masa del Sol Mt = 333000, masa de la Tierra

Mt = 1, masa de la Luna ml = 0,123. Datos:

• nt = 1000 años

• ∆t = 0,00001 años

• Valores máximos para ϵmax = 5,638002 × 10−3 y ϵ′max = 1,079734 × 10−4.

• Condiciones iniciales:

Planeta/Satélite Posición inicial (ua) Velocidad inicial (ua/año)
Sol (−1,4 × 10−6;−2,6 × 10−6; 5,2 × 10−12) (1,7×−5;−9,1 × 10−6; 3,4 × 10−11)

Tierra (0,482; 0,862; 5,8 × 10−7) (−5,61; 2,9;−0,00017)
Luna (0,483; 0,864;−0,00019) (−5,82; 3,07; 0,013)

Cuadro 4.5: Condiciones iniciales sistema Sol-Tierra-Luna

Los valores de épsilon aseguran que los términos sean al menos 1500 veces más

pequeños en la primera aproximación con ϵ y 3000 veces más pequeños en el caso

de ϵ
′

aproximadamente.

Con el objetivo de ilustrar nuevamente de forma adecuada la simulación, se ha di-

vidido la representación gráfica de la órbita en dos partes: una que muestra los pri-

meros 5 años de simulación y otra que representa los últimos 5 años.
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En primer lugar se grafica la órbita de la Luna al rededor de la Tierra:

Figura 4.5: Orbita Tierra-Luna desde año 0 hasta el año 5. Las orbitas de color rojo no se
observan porque las azules están superpuestas, lo que indica que su variación es muy pe-
queña.

Figura 4.6: Orbita Tierra-Luna desde año 9995 hasta el año 1000. Se puede observar la dife-
rencia entre las orbitas para diferentes VPG, ya que las orbitas no están superpuestas.
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A continuación la órbita de la Tierra al rededor del Sol

Figura 4.7: Orbita Sol-Tierra desde el año 0 hasta el año 5. Se utiliza una escala de 107 : 1 del
eje z, para una mejor visualización de las variaciones de la órbita.

Figura 4.8: Orbita Sol-Tierra desde el año 9995 hasta el año 1000. Se debe multiplicar el valor
del eje z por 10−7 para obtener el valor real. Luego de 1000 años se puede observar una
notable diferencia entre las orbitas para diferentes velocidades de propagación.
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A continuación las distancias entre el Sol y la Tierra.

Figura 4.9: Distancia Sol-Tierra desde año 0 hasta el año 5. La diferencia entre estas dos
distancias es inapreciable. Sin embargo, como se muestra a continuación, es del orden de
10−5[ua].

Para apreciar la variación entre las distancia se restan los valores de la gráfica

anterior distancia entre el Sol y la Tierra. D1 corresponde al valor con VPG = 108c ,

D2 valor de la distancia con VPG = 5c .

Figura 4.10: Diferencia entre las distancias de las orbitas Sol-Tierra para diferentes VPG,
desde año 0 hasta el año 5. D1 corresponde a la órbita con VPG = 5c, D2 corresponde a la
órbita con VPG = 108c. Para poder observar la variación, se ha graficado la diferencia entre
las distancias durante los 5 primeros años. Dicha diferencia es del orden de 10−5[ua].
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Figura 4.11: Distancia Sol-Tierra desde el año 9995 hasta el año 1000. Al final de la simulación
(1000 años) se observa un aumento del radio orbital del orden de 10−3[ua]

Se observa que en la gráfica inicial de 5 años, todas las órbitas para diferentes

velocidades de propagación aparentemente se superponen, lo cual se puede obser-

var como un único color rojo en la gráfica (4.9). Sin embargo, es importante tener

en cuenta que se espera una variación minúscula que no es apreciable al graficar las

órbitas. No obstante, podemos observar esta diferencia en la gráfica (4.10), la cual

muestra que el radio orbital de la Tierra aumenta a lo largo de los primeros 5 años

en un orden de 10−5[ua].

La gráfica (4.11) nos indica que luego de 1000 años existe una diferencia aproxi-

madamente de un 0,03[ua] en el aumento del radio orbital para una VPG = 5c.

Además, es importante destacar que velocidades de propagación inferiores a 5c

con un ∆t = 0,00001 no generan resultados válidos en las simulaciones del sistema

Sol-Tierra-Luna.

4.4. Simulación del sistema solar (9 cuerpos)

Se realiza una simulación de 1000 años con un paso temporal de 10−4 años.

• nt = 1000 años

• ∆t = 0,0001 años
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• Valores máximos para ϵmax = 3,992795857× 10−3 y ϵ′max = 3,34343607× 10−3.

• Condiciones iniciales:

Planeta/Satélite Posición inicial (ua) Velocidad inicial (ua/año)
Sol (−9,04 × 10−3, 7,2 × 10−6, 2,1 × 10−4) (3,8 × 10−4,−3,3×−3, 1,8 × 10−5)

Mercurio (−0,021, 0,308, 0,026) (−12,3,−0,61, 1,08)
Venus (0,613,−0,391,−0,041) (3,84, 6,25,−0,14)
Tierra (−0,247, 0,952,−0,00015) (−6,16,−1,65,−0,00014)
Luna (−0,004, 1,57, 0,033) (−4,92, 0,40, 0,13)
Marte (4,82, 1,10,−0,11) (−0,65, 2,82, 0,003)
Júpiter (8,19,−5,44,−0,23) (1,01, 1,70,−0,07)
Saturno (13,28, 14,51,−0,12) (−1,07, 0,91, 0,02)
Urano (29,78,−2,76,−0,63) (0,09, 1,16,−0,03)

Cuadro 4.6: Condiciones iniciales Sistema Solar

Mercurio

En primer lugar órbita de Mercurio al final de la simulación (10 años finales):

Figura 4.12: Órbita Mercurio-Sol desde el año 990 hasta el año 1000. Orbitas superpuestas
indican que el cambio es minúsculo.
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A continuación la grafica de la distancia entre Sol y Mercurio a lo largo de los

últimos 10 años:

Figura 4.13: Distancia Mercurio-Sol desde el año 990 hasta el año 1000. Se puede apreciar
aproximadamente las 40 vueltas al rededor del Sol.

Para apreciar la pequeña variación entre las distancia se restan los valores de

la gráfica anterior distancia entre el Sol y Mercurio. D1 corresponde al valor con

VPG = 108c , D2 valor de la distancia con VPG = 9c .

Figura 4.14: Diferencia entre las distancias de las orbitas Sol-Mercurio para diferentes VPG.
D1 corresponde a la orbita con VPG = 9c, D2 corresponde a la órbita con VPG = 108c. Se
puede apreciar que dicha diferencia esta en el orden de 6 × 10−4[ua].
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Jupiter

Figura 4.15: Orbita de Jupiter desde el año 0 hasta el año 1000. Aproximadamente 80 vueltas
al rededor del sol. Y no se observa un cambio apreciable para una VPG = 9c

Figura 4.16: Distancia Jupiter-Sol desde el año 800 hasta el año 1000. Como podemos obser-
var las variaciones son imperceptibles en relación al radio orbital, sin embargo no significa
que no hay variación.
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Figura 4.17: Diferencia entre las distancias de las orbitas Sol-Jupiter para diferentes VPG. Se
puede apreciar que la diferencia esta en el orden de 10−3[ua]. Aproximadamente un orden
de magnitud superior al caso de Mercurio.

Neptuno

Figura 4.18: Orbita de Neptuno desde el año 0 hasta el año 1000. En el caso de Neptuno se ha
graficado las orbitas completas durante el periodo de 1000 años y no se encuentra diferencia
a simple vista.
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Figura 4.19: Distancia Neptuno-Sol desde el año 800 hasta el año 1000. La falta de una va-
riación apreciable se debe al período relativamente corto de simulación en este caso, que
abarca únicamente 1000 años.

Figura 4.20: Diferencia entre las distancias de las orbitas Sol-Neptuno para diferentes VPG.
Se puede apreciar que la diferencia esta en el orden de 2× 10−5[ua] dos ordenes de magnitud
más pequeño que el caso de Júpiter.
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En primer lugar, debemos notar que solo se han representado tres planetas; no

obstante, el comportamiento de las órbitas y las distancias sigue el mismo patrón

que los tres ejemplos. Es decir, presentan una variación minúscula, pero sus órbitas

se alejan paulatinamente. El cambio en las órbitas de todos los planetas del sistema

solar durante un período de 1000 años, con una velocidad de propagación de 9 veces

la velocidad de la luz (VPG = 9c) y un ∆t = 0,00001, induce una variación en la

distancia orbital. Esta variación se muestra en las gráficas de Mercurio (4.15), Júpiter

(4.18) y Neptuno (4.21), y tiene magnitudes aproximadas de 6 × 10−4 ua, 10−3 ua y

2× 10−5 ua, respectivamente,pero no podemos confirmar efectivamente que el radio

orbital siempre aumente; para ello, se requieren simulaciones más extensas.

En el caso del sistema solar y un ∆t = 0,0001, no se obtienen resultados válidos

para velocidades de propagación por debajo de 9c.
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Capítulo 5

Conclusiones

En resumen, hemos logrado el objetivo de desarrollar un programa que permite

simular velocidades de propagación finita suficientemente altas. Sin embargo, es

importante tener en cuenta que existen condiciones estrictas que deben cumplirse

para obtener resultados correctos. Estas condiciones son: δt ≤ ∆t y ϵ, ϵ′ ≤ ϵmax. Si

estas condiciones no se cumplen, los resultados serán incorrectos.

Los resultados muestran que en el sistema Tierra-Luna, la distancia promedio

entre la Luna y la Tierra aumenta de manera proporcional al tiempo a lo largo de un

período de 1000 años. En el caso del sistema Sol-Tierra-Luna, se observa un aumento

aproximado de 0,03 [ua] en el radio orbital de la órbita Sol-Tierra a lo largo de 1000

años. Es importante notar que, aunque las órbitas son teóricamente elípticas, en la

práctica son casi circulares y es por eso a que hablo de un radio orbital. En la órbita

Sol-Tierra, con velocidad (VPG = 5c), se aleja mucho más rápido que para (VPG =

108c).

Para órbitas más amplias como el en el caso del sistema solar, se necesitan simu-

laciones más a largo plazo para apreciar cambios significativos, pero en principio

las orbitas se alejan unas de otras, sin embargo para confirmar si el radio orbital

aumenta se necesitan simulaciones más largas.

En resumen, a medida que el tiempo avanza, las órbitas se vuelven más grandes,

y esta variación es más pronunciada para velocidades de propagación más peque-

ñas.

En cuanto al nuevo algoritmo, se ha demostrado no es simpléctico. Pero pode-

mos afirmar que tiene el mismo orden de error que el de Velocidades de Verlet, ya

que la condición δt ≤ ∆t limita el error en las aproximaciones, asegurando que am-

bos algoritmos mantengan el mismo orden de error global.
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Como recomendaciones, es necesario integrar la energía y el momento en el algo-

ritmo y realizar un estudio teórico para confirmar los resultados. Además, se deben

incluir pequeñas correcciones en el algoritmo para evitar el cálculo de epsilon cuan-

do la velocidad de las partículas es igual a cero, ya que esto resultaría en valores

infinitos, y considerar la posibilidad de un paso de integración adaptable.
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Capítulo 6

Anexo

6.1. Anexo 1: Demostración de la simplecticidad del al-

goritmo de Velocidades de Verlet.

Teorema de Liouville: Sea la transformación (q, p, t) → (Q, P, t)

El teorema de Liouville establece que el volumen en el espacio de fases es invariante[8].

∫
. . .
∫

dq1 . . . dqs dp1 . . . dps =
∫

. . .
∫

dQ1 . . . dQs dP1 . . . dPs (6.1)

Mediante el uso del Jacobiano J de la transformación, podemos escribir la ecua-

ción anterior como sigue:∫
. . .
∫

dQ1 . . . dQs dP1 . . . dPs =
∫

. . .
∫

Det J dq1 . . . dqs dp1 . . . dps (6.2)

Donde

J =
∂ (Q1, . . . , Qs, P1, . . . , Ps)

∂ (q1, . . . , qs, p1, . . . , ps)
(6.3)

Es el Jacobiano de la transformación. La prueba de que dicha transformación es

canónica se reduce a demostrar que [8]:

Det J = 1 (6.4)

Se escribe las ecuaciones del algoritmo de velocidades de Verlet de la siguiente

forma por conveniencia:
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vn+1/2 = vn +
∆t
2

a (xn)

xn+1 = xn + ∆t · vn+1/2

vn+1 = vn+1/2 +
∆t
2

a (xn+1)

(6.5)

Se observa que esta transformación es para una sola de las coordenadas, la cual

es igual en las 3 coordenadas.

Partimos de sus ecuaciones en (2.7) y las evaluamos en dos puntos: (x0, v0) y

(x0 + δx0, v0 + δv0)

Ecuación 1:

vn+1/2 = vn +
∆t
2

a (xn) (6.6)

Función (2.7) evaluada en el punto (x0, v0):

v1/2 = v0 +
∆t
2

a (x0) (6.7)

Función (2.7) evaluada en el punto (x0 + δx0, v0 + δv0)

v1/2 + δv1/2 = v0 + δv0 +
∆t
2

a (x0 + δx0) (6.8)

Restamos (2.8) - (2.9):

− δv1/2 = −δv0 +
∆t
2

[a (x0)− a (x0 + δx0)]

δv1/2 = δv0 +
∆t
2

[a (x0 + δx0)− a (x0)]
δx0

δx0

El segundo término de la parte derecha puede ser aproximado como una derivada

y se obtiene:

δv1/2 = δv0 +
∆t
2

δa(x0)

δx
δx0

Podemos escribir de forma matricial:

(
δx0

δv1/2

)
=

(
1 0
∆t
2

δa(x0)
δx 1

)(
δx0

δv0

)
(6.9)
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Ecuación 2:

xn+1 = xn + ∆t · vn+1/2 (6.10)

Función (2.11) evaluada en el punto (x0, v0):

x1 = x0 + ∆t · v1/2 (6.11)

Función (2.11) evaluada en el punto (x0 + δx0, v0 + δv0)

x1 + δx1 = x0 + δx0 + ∆t · v1/2 + ∆t · δv1/2 (6.12)

Restamos (2.13) - (2.12):

δx1 = δx0 + ∆t · δv1/2

Podemos escribir de forma matricial:

(
δx1

δv1/2

)
=

(
1 ∆t

0 1

)(
δx0

δv1/2

)
(6.13)

Ecuación 3:

vn+1 = vn+1/2 +
∆t
2

a (xn+1) (6.14)

Función (2.15) evaluada en el punto (x0, v0):

v1 = v1/2 +
∆t
2

a (x1) (6.15)

Función (2.15) evaluada en el punto (x0 + δx0, v0 + δv0)

v1 + δv1 = v1/2 + δv1/2 +
∆t
2

a (x1 + δx1) (6.16)

Restamos (2.17) - (2.18):

δv1 = δv1/2 +
∆t
2

δa(x1)

δx
δx1

Podemos escribir de forma matricial:
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(
δx1

δv1

)
=

(
1 0
∆t
2

δa(x0)
δx 1

)(
δx1

δv1/2

)
(6.17)

Remplazamos 2.8 en 2.9 y en 2.10, obtenemos:

(
δx1

δv1

)
=

(
1 0
∆t
2

δa(x1)
δx 1

)(
1 ∆t

0 1

)(
1 0
∆t
2

δa(x0)
δx 1

)(
δx0

δv0

)
(6.18)

(
δx1

δv1

)
= A · B · C

(
δx0

δv0

)
(6.19)

Al calcular su determinante :

det[Jx] = det[A] · det[B] · det[C] (6.20)

det[Jx] = 1 × 1 × 1 (6.21)

det[Jx] = 1 (6.22)

Para demostrar el Teorema de Liouville y establecer las ecuaciones (2.3) y (2.5),

es necesario considerar todas las coordenadas:

Se procede a reescribir la ecuación (2.19) mediante la multiplicación de sus ma-

trices de la siguiente manera:

(
δx1

δv1

)
=

(
1 ∆t
∆t
2

δa(x1)
δx 1 + ∆t2

2
δa(x1)

δx

)(
1 0
∆t
2

δa(x0)
δx 1

)(
δx0

δv0

)
(6.23)

(
δx1

δv1

)
=

 1 + ∆t2

2
δa(x0)

δx ∆t
∆t
2

δa(x1)
δx +

(
∆t
2

δa(x0)
δx

) (
1 + ∆t2

2
δa(x1)

δx

)
1 + ∆t2

2
δa(x1)

δx

( δx0

δv0

)
(6.24)

(
δx1

δv1

)
=

(
Ax Bx

Cx Dx

)(
δx0

δv0

)
(6.25)

Donde:
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Ax × Dx − Bx × Cx = 1 (6.26)

Recordemos que la transformación es igual en las tres coordenadas, por lo tanto,

puede escribirse de la siguiente manera:



δx1

δvx1

δy1

δvy1

δz1

δvz1


=



Ax Bx 0 0 0 0

Cx Dx 0 0 0 0

0 0 Ay By 0 0

0 0 Cy Dy 0 0

0 0 0 0 Az Bz

0 0 0 0 Cz Dz





δx0

δvx0

δy0

δvy0

δz0

δvz0


(6.27)

Se puede demostrar que el determinante de esta matriz es igual a la multiplica-

ción del determinante de las matrices diagonales de tamaño 2× 2, ya que los demás

términos de la matriz son cero. Obteniendo:

DetJ = [Ax × Dx − Bx × Cx][Ay × Dy − By × Cy][Az × Dz − Bz × Cz] = 1 × 1 × 1

(6.28)

DetJ = 1 (6.29)

En conclusión, la afirmación de que el algoritmo de velocidades de Verlet, cum-

ple con la conservación del área en el espacio de fases es correcta. Esto significa que

el algoritmo tiene una estabilidad global y sus coordenadas y energía no crecerán sin

limites, lo que lleva a una conservación de la energía más controlada que algoritmos

no simplécticos.

6.2. Anexo 2: Límite de VPG debido al determinante de

la ecuación de δt

Analicemos el determinante de la ecuación (3.9):

[
2
[−→r (t) · −→vA(t)

]]2 − 4 ·
[∣∣−→vA

∣∣2 − VGP2
]
·
∣∣−→r (t)

∣∣2 >= 0 (6.30)
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[−→r (t) · −→vA(t)
]2

>=
[∣∣−→vA

∣∣2 − VGP2
]
·
∣∣−→r (t)

∣∣2 (6.31)

[−→r (t) · −→vA(t)
]2∣∣−→r (t)

∣∣2 −
∣∣−→vA
∣∣2 >= −VGP2 (6.32)

∣∣−→vA
∣∣2 − [−→r (t) · −→vA(t)

]2∣∣−→r (t)
∣∣2 <= VGP2 (6.33)

Para comprender mejor esta restricción, supongamos que la velocidad y la posi-

ción son perpendiculares lo que conduce a la siguiente expresión:

∣∣−→vA
∣∣2 <= VGP2 (6.34)

Lo que significa que existe una velocidad mínima que podemos simular y es

igual a la velocidad a la que se mueve el cuerpo A.

Ahora supongamos que la velocidad y la posición son paralelas lo que conduce

a la siguiente expresión:

0 <= VGP2 (6.35)

Lo que significa que basta que la velocidad de propagación sea diferente de cero

para obtener valores δt reales.

6.3. Anexo 3: Cálculo de δt con un mayor orden de pre-

cisión.

Deduccion de δt usando una aproximación en series de Taylor de tercer orden.

r⃗2(t − δt) = r⃗2(t) + v⃗2(t)(−δt) +
1
2

a⃗2(t)(−δt)2 (6.36)

Remplazamos en la ecuación 3.3 y elevamos al cuadrado.
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[
−→r1 (t)−−→r2 (t)−−→v2 (t)(−δt)− 1

2
a⃗2(t)(−δt)2

]
[
−→r1 (t)−−→r2 (t)−−→v2 (t)(−δt)− 1

2
a⃗2(t)(−δt)2

]
= VGP2δt2

(6.37)

Luego de multiplicar y reagrupar tenemos:

|⃗r1(t)− r⃗2(t)|2 − 2 (⃗r1(t)− r⃗2(t)) · v⃗2(t)(−δt)

+
[
|⃗v2(t)|2 − (⃗r1(t)− r⃗2(t)) · −→a2 (t)

]
(−δt)2

+ v⃗2(t) · a⃗2(t)(−δt)3 +
1
4
|⃗a2(t)|2 (−δt)4

= VGP2δt2

(6.38)

Donde podemos despejar δt:

A =
1
4
|⃗a2(t)|2

B = v⃗2(t) · a⃗2(t)

C =
[
|⃗v2(t)|2 − (⃗r1(t)− r⃗2(t)) · a⃗2(t)

]
D = −2 (⃗r1(t)− r⃗2(t)) · v⃗2(t)

E = |⃗r1 (t)− r⃗2(t)|2

(6.39)

E + D(−δt) + C(−δt)2 + B(−δt)3 + A(−δt)4 = VGP2δt2 (6.40)

6.4. Anexo 4: Simplecticidad del nuevo algoritmo.

Iniciemos con una descripción de las interacciones.

En el caso del algoritmo original la aceleración es:

a(xn) donde, xn = xA,n − xB,n (6.41)

xn es la distancia entre las dos partículas. En el caso del nuevo algoritmo la acelera-

ción es:
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a(x̄A,n) donde, |x̄A,n| = |xA,n(t)− [xB,n(t − δt)] | = δtBVPG (6.42)

a(x̄B,n) donde, |x̄B,n| = |xB,n(t)− [xB,n(t − δt)] | = δtAVPG (6.43)

En general aunque δtA y δtB pueden estar muy cercanas en valor, no son iguales.

De acuerdo con la ecuación (3.10), el tiempo de retraso δtA depende de las coor-

denadas (xn, vA). Esto implica que la aceleración a(x̄B,n) de la partícula B es una

función de dichas coordenadas (xn, vA). De manera similar para a(x̄B,n).

a(x̄B,n) = a(xn, vA)

a(x̄A,n) = a(xn, vB)
(6.44)

Por lo tanto las ecuaciones del nuevo algoritmo son:

Partícula A:

vA,n+1/2 = vA,n +
1
2

a (xn, vB,n)∆t

xA,n+1 = xA,n + ∆t · vA,n+1/2

vA,n+1 = vA,n+1/2 +
1
2

a (xn+1, vB,n+1)∆t

(6.45)

Partícula B:

vB,n+1/2 = vB,n +
1
2

a (xn, vA,n)∆t

xB,n+1 = xB,n + ∆t · vB,n+1/2

vB,n+1 = vB,n+1/2 +
1
2

a (xn+1, vA,n+1)∆t

(6.46)

Evaluamos todas las funciones en los puntos: (x0, v0) y (x0 + δx0, v0 + δv0).

Ecuación 1:

vA,n+1/2 = vA,n +
1
2

∆t · a (xn, vB,n) (6.47)

Evaluada en (xA,0, v0):

vA,1/2 = vA,0 +
1
2

∆t · a (x0, vB,0) (6.48)
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Evaluada en (x0 + δx0, v0 + δv0).

vA,1/2 + δvA,1/2 = vA,0 + δvA,0 +
∆t
2

a (x0 + δx0, vB,0 + δvB,0) (6.49)

Se resta las dos ecuaciones anteriores:

δvA,1/2 = δvA,0 +
∆t
2

[a (x0 + δx0, vB,0 + δvB,0)− a (x0, vB,0)] (6.50)

Si los valores de δx0 y δvB,0 son muy pequeños, podemos aproximar la función a

utilizando derivadas parciales de la siguiente manera:

δvA,1/2 = δvA,0 +
∆t
2

[
∂a (x0, vB,0)

∂x0
δx0 +

∂a (x0, vB,0)

∂vB,0
δvB,0

]
(6.51)

Al proceder de igual forma para la primera ecuación del algoritmo de la partícula

B, se obtiene:

δvB,1/2 = δvB,0 +
∆t
2

[
∂a (x0, vA,0)

∂x0
δx0 +

∂a (x0, vA,0)

∂vA,0
δvA,0

]
(6.52)

Se resta las dos ecuaciones anteriores tomando en cuenta que: vn = vA,n − vB,n.

δv1/2 = δv0 +
∆t
2

[
∂a (x0, vB,0)

∂x0
δx0 +

∂a (x0, vB,0)

∂vB,0
δvB,0 −

∂a (x0, vA,0)

∂x0
δx0 −

∂a (x0, vA,0)

∂vA,0
δvA,0

]
(6.53)

Se realiza un cambio de variable:

A = a(x0, vA,0)− a(x0, vB,0) (6.54)

Entonces se puede escribir:

∂a (x0, vA,0)

∂vA,0
=

∂A
∂vA,0

=
∂A
∂v0

∂v0

∂vA,0
=

∂A
∂v0

(1) =
∂A
∂v0

(6.55)

∂a (x0, vB,0)

∂vB,0
= − ∂A

∂vB,0
= − ∂A

∂v0

∂v0

∂vB,0
= − ∂A

∂v0
(−1) =

∂A
∂v0

(6.56)

Con estos cambios la ecuación (4.9) toma la forma:

δv1/2 = δv0 +
∆t
2

[
− ∂A

∂x0
δx0 +

∂A
∂v0

δvB,0 −
∂A
∂v0

δvA,0

]
(6.57)
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δv1/2 = δv0

[
1 − ∆t

2
∂A
∂v0

]
− ∆t

2
∂A
∂x0

δx0 (6.58)

Podemos escribir de forma matricial:

(
δx0

δv1/2

)
=

 1 0

−∆t
2

∂A
∂x0

[
1 − ∆t

2
∂A
∂v0

] ( δx0

δv0

)
(6.59)

Ecuación 2:

xA,n+1 = xA,n + ∆t · vn+1/2 (6.60)

Evaluada en (x0, v0):

xA,1 = xA,0 + ∆t · v1/2 (6.61)

Evaluada en (x0 + δx0, v0 + δv0):

xA,1 + δxA,1 = xA,0 + δxA,0 + ∆t · vA,1/2 + ∆t · δvA,1/2 (6.62)

Al restar las dos ecuaciones anteriores:

δxA,1 = δxA,0 + ∆t · δvA,1/2 (6.63)

Luego de realizar el mismo proceso para la partícula B:

δxB,1 = δxB,0 + ∆t · δvB,1/2 (6.64)

Al restar las dos ecuaciones anteriores, tomando en cuenta que vn = vA,n − vB,n,

se obtiene:

δx1 = δx0 + ∆t · δv1/2 (6.65)

Podemos escribir de forma matricial:

(
δx1

δv1/2

)
=

(
1 ∆t

0 1

)(
δx0

δv1/2

)
(6.66)

Ecuación 3:
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vA,n+1 = vA,n+1/2 +
∆t
2

a (xn+1, vB,n+1) (6.67)

Evaluada en el punto (x0, v0):

vA,1 = vA,1/2 +
∆t
2

a (x1, vB,1) (6.68)

Evaluada en el punto (x0 + δx0, v0 + δv0)

vA,1 + δvA,1 = vA,1/2 + δvA,1/2 +
∆t
2

a (x1 + δx1, vB,1 + δvB,1) (6.69)

Se resta las dos ecuaciones anteriores:

δvA,1 = δvA,1/2 +
∆t
2

[a (x1 + δx1, vB,1 + δvB,1)− a (x1, vB,1)] (6.70)

Si los valores de δx0 y δvB,0 son muy pequeños, podemos aproximar la función a

utilizando derivadas parciales de la siguiente manera:

δvA,1 = δvA,1/2 +
∆t
2

[
∂a (x1, vB,1)

∂x1
δx1 +

∂a (x1, vB,1)

∂vB,1
δvB,1

]
(6.71)

Al proceder de igual forma para la primera ecuación del algoritmo de la partícula

B, se obtiene:

δvB,1 = δvB,1/2 +
∆t
2

[
∂a (x1, vA,1)

∂x1
δx1 +

∂a (x1, vA,1)

∂vA,1
δvA,1

]
(6.72)

Tomando en cuenta que: vn = vA,n − vB,n.

Además, realizamos un cambio de variable:

A = a(x0, vA,0)− a(x0, vB,0) (6.73)

Entonces se puede escribir:

∂a (x1, vA,1)

∂vA,1
=

∂A
∂vA,1

=
∂A
∂v1

∂v1

∂vA,1
=

∂A
∂v1

(1) =
∂A
∂v1

(6.74)

∂a (x1, vB,1)

∂vB,1
= − ∂A

∂vB,1
= − ∂A

∂v1

∂v1

∂vB,1
= − ∂A

∂v1
(−1) =

∂A
∂v1

(6.75)

Con estos cambios al restar las ecuaciones (4.27)-(4.28) se obtiene:
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δv1 = δv1/2 +
∆t
2

[
− ∂A

∂x1
δx1 +

∂A
∂v1

[δvB,1 − δvA,1]

]
(6.76)

δv1 = δv1/2 +
∆t
2

[
− ∂A

∂x1
δx1 +

∂A
∂v1

[−δv1]

]
(6.77)

δv1 +
∆t
2

∂A
∂v1

δv1 = δv1/2 −
∆t
2

∂A
∂x1

δx1 (6.78)

δv1 =
1

1 + ∆t
2

∂A
∂v1

δv1/2 −
∆t
2

∂A
∂x1

1 + ∆t
2

∂A
∂v1

δx1 (6.79)

Podemos escribir de forma matricial:

(
δx1

δv1

)
=

 1 0

−
∆t
2

∂A
∂x1

1+∆t
2

∂A
∂v1

1
1+∆t

2
∂A
∂v1

( δx1

δv1/2

)
(6.80)

Ordenamos todas las transformaciones en forma de multiplicación de matrices:

(
δx1

δv1

)
=

 1 0

−∆t
2

∂A
∂x0

[
1 − ∆t

2
∂A
∂v0

] ( 1 h

0 1

) 1 0

−
∆t
2

∂A
∂x1

1+∆t
2

∂A
∂v1

1
1+∆t

2
∂A
∂v1

( δxA,0

δv0

)
(6.81)

Al calcular el determinante :

(
δx1

δv1

)
= A · B · C

(
δx0

δv0

)
(6.82)

Al calcular su determinante :

det[Jx] = det[A] · det[B] · det[C] (6.83)

det[Jx] =
1 − ∆t

2
∂A
∂v0

1 + ∆t
2

∂A
∂v1

(6.84)

det[Jx] ̸= 1 (6.85)
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Se deduce que la transformación NO es canónica, por ende el algoritmo NO es

simpléctico.

6.5. Anexo 5: Código Fortan90.

module parametros

in teger , parameter : : ik ind= s e l e c t e d _ r e a l _ k i n d ( 3 2 , 3 0 7 )

in teger , parameter : : DIM=3

r e a l ( kind=ikind ) , parameter : : CG=0.0001184462068986038 _ikind ! unidades astronomicas −years

r e a l ( kind=ikind ) , parameter : : dt =0.0001 _ikind ! i t e a r a t i o n step

integer , parameter : : N=9 ! numero de p a r t i c u l a s

r e a l ( kind=ikind ) , parameter : : ep =0.1 ! va lor funcion eps i lon

r e a l ( kind=ikind ) , parameter : : epp =0.1 ! va lor funcion eps i lon prima

i n t e g e r ( kind=ikind ) : : step , nt

c h a r a c t e r *80 : : dat in

i n t e g e r : : dat , i , j , l , nn , aux

r e a l ( kind=ikind ) : : eka , epa , eta , re t1 , re t2 , vp , Rsqi j , phi j , dphij , Rsq j i , ph j i , dphji , r t c , Rsq

r e a l : : s t a r t , f i n i s h

r e a l ( kind=ikind ) , dimension ( 3 ,N) : : r , v , a , r r e t , r r e t 1 , a0 , v0 ! ! posic ion , velocidad , a c e l e r a c i o n

r e a l ( kind=ikind ) , dimension (N, 3 ) : : p , k

r e a l ( kind=ikind ) , dimension (DIM) : : R i j , R j i , r e a l _ v e l

r e a l ( kind=ikind ) , dimension (N) : : d i s t ,m

r e a l ( kind=ikind ) , dimension ( 2 ,N) : : acc1

r e a l ( kind=ikind ) , dimension ( 3 ,N) : : orb

r e a l ( kind=ikind ) : : coef ( 0 : 2 )

r e a l ( kind=ikind ) : : mcm

r e a l ( kind=ikind ) , dimension ( 3 ) : : rcm , vcm

r e a l ( kind=ikind ) : : ep1max , ep2max

end module parametros

PROGRAM ver

use parametros

IMPLICIT NONE

c a l l cpu_time ( s t a r t )

nt =10000000 _ikind ! ##numero de pasos termpora/

read ( * , ’ ( a ) ’ ) dat in

dat = len_tr im ( dat in )

r =0.0 _ikind

v =0.0 _ikind

a =0.0 _ikind

m(1)=333000 _ikind

m( 2 ) = 0 . 0 5 5 3 _ikind

m( 3 ) = 0 . 8 1 5 _ikind

m(4)=1 _ikind

m( 5 ) = 0 . 1 0 7 4 _ikind

m( 6 ) = 3 1 7 . 8 _ikind

m( 7 ) = 9 5 . 2 _ikind

m( 8 ) = 1 4 . 5 4 _ikind
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m( 9 ) = 1 7 . 1 5 _ikind

! m( 2 ) = 1 . 0 _ikind

! m( 3 ) = 0 . 0 1 2 3 _ikind

!m=5000 _ikind

! vp=100000000. _ ikind

! vp=100000000000000.0000000000001 _ikind

! vp=10000 _ikind

vp=9 _ikind

! vp=0.5 _ikind

! vp=0.06 _ikind

! vp=0.008 _ikind

wri te ( * , * ) " tiempo a simular : " , nt * dt , " year "

vp=vp*63198 _ikind ! transforma de unidades de c a unidades de ( ua/year )

!####### cambio de coordenadas a l CENTRO DE MASA # # # # # # # # ! ! ! ! ! ! ! !

open ( uni t =1 , f i l e =dat in ( 1 : dat ) , s t a t u s = ’unknown ’ )

do l =1 ,N

read ( 1 , * ) r ( : , l ) , v ( : , l ) , a ( : , l )

end do

do l =1 ,N

mcm=mcm+m( l )

end do

do l =1 ,N

rcm=rcm+m( l ) * r ( : , l )/mcm

vcm=vcm+m( l ) * v ( : , l )/mcm

end do

do l =1 ,N

r ( : , l )= r ( : , l ) −rcm

v ( : , l )=v ( : , l ) −vcm

end do

wri te ( * , * ) r , v

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

! wri te ( * , * ) rcm , vcm , " cm"

! wri te ( * , * ) r , v , " antes "

coef =0 _ikind

a=0 _ikind

aux=0

step =1 _ikind

d i s t =0 _ikind

! open ( f i l e = ’ tiempo . dat ’ , uni t =211 , s t a t u s = ’unknown ’ )

open ( f i l e = ’ epsimax . dat ’ , uni t =21 , s t a t u s = ’unknown ’ )

open ( f i l e = ’ ener . dat ’ , uni t =77 , s t a t u s = ’unknown ’ )

open ( f i l e = ’ d i s t . dat ’ , uni t =13 , s t a t u s = ’unknown ’ )

open ( f i l e = ’ orb . dat ’ , uni t =7 , s t a t u s = ’unknown ’ )

open ( f i l e = ’ dat . dat ’ , uni t =1 , s t a t u s = ’unknown ’ )
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! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! INICIO UN PRIMER CALCULO DE LA ACELACION INICIAL ! 1 1 1 ! ! ! ! ! ! ! ! !

do i = 1 ,N−1

do j = i +1 ,N

coef ( 2 ) = dot_product ( v ( : , j ) , v ( : , j ) ) −vp * * 2

coef ( 1 ) = 2* dot_product ( r ( : , i ) − r ( : , j ) , v ( : , j ) )

coef ( 0 ) = dot_product ( r ( : , i ) − r ( : , j ) , r ( : , i ) − r ( : , j ) )

r e t 1 = ( − coef (1) − s q r t ( coef ( 1 ) * * 2 − 4 * ( coef ( 2 ) * coef ( 0 ) ) ) ) / ( 2 * coef ( 2 ) )

coef ( 2 ) = dot_product ( v ( : , i ) , v ( : , i ) ) −vp * * 2

coef ( 1 ) = 2* dot_product ( r ( : , j ) − r ( : , i ) , v ( : , i ) )

coef ( 0 ) = dot_product ( r ( : , j ) − r ( : , i ) , r ( : , j ) − r ( : , i ) )

r e t 2 = ( − coef (1) − s q r t ( coef ( 1 ) * * 2 − 4 * ( coef ( 2 ) * coef ( 0 ) ) ) ) / ( 2 * coef ( 2 ) )

r r e t ( : , i ) = r ( : , i ) − ( r e t 2 ) * v ( : , i )

r r e t ( : , j ) = r ( : , j ) − ( r e t 1 ) * v ( : , j )

R i j = r ( : , i ) − r r e t ( : , j )

R j i = r ( : , j ) − r r e t ( : , i )

R s q i j = dot_product ( R i j , R i j )

R s q j i = dot_product ( R j i , R j i )

p h i j = −(m( j ) *CG*m( i ) ) / s q r t ( R s q i j )

dphi j = −(m( j ) *CG) / ( ( s q r t ( R s q i j ) ) * * 3 )

p h j i = −(m( j ) *CG*m( i ) ) / s q r t ( R s q j i )

dphj i = −(CG*m( i ) ) / ( ( s q r t ( R s q j i ) ) * * 3 )

p ( i , 1 ) = p ( i , 1 ) + 0 . 5 _ikind * p h i j

p ( j , 1 ) = p ( j , 1 ) + 0 . 5 _ikind * p h j i

a ( : , i ) = a ( : , i ) + dphi j * R i j

a ( : , j ) = a ( : , j ) + dphj i * R j i

enddo

enddo

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! INICIO DEL ALGORTIMO VV ! ! ! ! ! ! ! ! !

do step =1 , nt

r r e t 1 =r

v0=v

a0=a

! v ( : , : ) = v ( : , : ) + 0 . 5 _ikind * dt * a ( : , : )

! r ( : , : ) = r ( : , : ) + dt *v ( : , : )

r ( : , : ) = r ( : , : ) + dt *v ( : , : ) + 0 . 5 d0 * ( dt * * 2 ) * a ( : , : )

a ( : , : ) = 0 _ikind

eka=0 _ikind

epa=0 _ikind

p=0 _ikind

do i = 1 ,N−1

do j = i +1 ,N

coef ( 2 ) = dot_product ( v ( : , j ) , v ( : , j ) ) −vp * * 2

coef ( 1 ) = 2* dot_product ( r ( : , i ) − r ( : , j ) , v ( : , j ) )

coef ( 0 ) = dot_product ( r ( : , i ) − r ( : , j ) , r ( : , i ) − r ( : , j ) )

r e t 1 = ( − coef (1) − s q r t ( coef ( 1 ) * * 2 − 4 * ( coef ( 2 ) * coef ( 0 ) ) ) ) / ( 2 * coef ( 2 ) )

coef ( 2 ) = dot_product ( v ( : , i ) , v ( : , i ) ) −vp * * 2

coef ( 1 ) = 2* dot_product ( r ( : , j ) − r ( : , i ) , v ( : , i ) )

coef ( 0 ) = dot_product ( r ( : , j ) − r ( : , i ) , r ( : , j ) − r ( : , i ) )

r e t 2 = ( − coef (1) − s q r t ( coef ( 1 ) * * 2 − 4 * ( coef ( 2 ) * coef ( 0 ) ) ) ) / ( 2 * coef ( 2 ) )
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i f ( r e t 1 . gt . dt ) then

wri te ( * , * ) " d e l t a t mayor Delta t " , s tep

goto 100

end i f

i f ( isnan ( r e t 1 ) ) then

wri te ( * , * ) "No hay va lores r e a l e s para ( d e l t a t ) a l paso : " , s tep

goto 100

end i f

i f ( isnan ( r e t 2 ) ) then

wri te ( * , * ) "No hay va lores r e a l e s para ( d e l t a t ) a l paso : " , s tep

goto 100

end i f

r r e t ( : , i ) = r ( : , i ) − r e t 2 *v ( : , i )

r r e t ( : , j ) = r ( : , j ) − r e t 1 *v ( : , j )

R i j = r ( : , i ) − r r e t ( : , j )

R j i = r ( : , j ) − r r e t ( : , i )

R s q i j = dot_product ( R i j , R i j )

R s q j i = dot_product ( R j i , R j i )

p h i j = −(m( j ) *CG*m( i ) ) / s q r t ( R s q i j )

dphi j = −(m( j ) *CG) / ( ( s q r t ( R s q i j ) ) * * 3 )

p h j i = −(m( j ) *CG*m( i ) ) / s q r t ( R s q j i )

dphj i = −(CG*m( i ) ) / ( ( s q r t ( R s q j i ) ) * * 3 )

p ( i , 1 ) = p ( i , 1 ) + 0 . 5 _ikind * p h i j

p ( j , 1 ) = p ( j , 1 ) + 0 . 5 _ikind * p h j i

a ( : , i ) = a ( : , i ) + dphi j * R i j

a ( : , j ) = a ( : , j ) + dphj i * R j i

enddo

enddo

! v ( : , : ) = v ( : , : ) + 0 . 5 _ikind * dt * ( a ( : , : ) )

v ( : , : ) = v ( : , : ) + 0 . 5 d0 * dt * ( a ( : , : ) + a0 ( : , : ) )

aux=aux+1

! wri te ( * , * ) v

i f ( s tep . gt . 3 ) then

do i =1 ,N

acc1 ( 1 , i )= s q r t ( dot_product ( ( a ( : , i ) − a0 ( : , i ) ) , ( a ( : , i ) − a0 ( : , i ) ) ) ) /

s q r t ( dot_product ( a0 ( : , i ) , a0 ( : , i ) ) )

ep1max = max( acc1 ( 1 , i ) , ep1max )

i f ( ep1max . gt . ep ) then

wri te ( * , * ) " Simulacion no Coherente , l i m i t e de Epsi lon

superado a l paso : " , s tep , " P a r t i c u l a n0 : " , i

goto 100

endi f

acc1 ( 2 , i )= s q r t ( dot_product ( ( v ( : , i ) −v0 ( : , i ) ) , ( v ( : , i ) −v0 ( : , i ) ) ) ) /

s q r t ( dot_product ( v0 ( : , i ) , v0 ( : , i ) ) )

ep2max = max( acc1 ( 2 , i ) , ep2max )

i f ( ep2max . gt . epp ) then

wri te ( * , * ) " Simulacion no Coherente , l i m i t e de EpsilonPrima

superado a l paso : " , s tep , " P a r t i c u l a n0 : " , i

goto 100

endi f

enddo
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endi f

i f ( aux . eq . 1 0 0 ) then

wri te ( * , * ) 100* s tep/nt ," %" , re t1 , ep1max , ep2max

! ! ! ! ! ! aqui se cambia e l numero datos que se imprimen

do i =1 ,N

r e a l _ v e l = v ( : , i )

eka = eka +0.5 _ikind *m( i ) * dot_product ( r e a l _ v e l , r e a l _ v e l )

epa=epa+p ( i , 1 )

enddo

do nn=1 ,N

write ( 1 , * ) r ( 1 , nn ) , r ( 2 , nn ) , r ( 3 , nn )

end do

wri te ( 1 , * ) ’ ’

wri te ( 1 , * ) ’ ’

e ta = eka+epa

do i =1 ,N

d i s t ( i )= s q r t ( dot_product ( r ( : , i ) − r ( : , 1 ) , r ( : , i ) − r ( : , 1 ) ) )

orb ( : , i )= r ( : , i ) − r ( : , 1 )

enddo

d i s t ( 1 ) = s q r t ( dot_product ( r ( : , 2 ) − r ( : , 1 ) , r ( : , 2 ) − r ( : , 1 ) ) )

orb ( : , 1 ) = r ( : , 2 ) − r ( : , 1 )

d i s t ( 2 ) = s q r t ( dot_product ( r ( : , 3 ) − r ( : , 2 ) , r ( : , 3 ) − r ( : , 2 ) ) )

orb ( : , 2 ) = r ( : , 3 ) − r ( : , 2 )

wri te ( 7 , * ) orb

wri te ( 1 3 , * ) s tep * dt , d i s t

wri te ( 7 7 , * ) s tep * dt , e ta

aux=0

endi f

enddo

100 wri te ( 2 1 , * ) ep1max , ep2max

c l o s e ( 1 )

c l o s e ( 1 3 )

c l o s e ( 7 7 )

c l o s e ( 2 1 )

c l o s e ( 7 )

c a l l cpu_time ( f i n i s h )

wri te ( * , * ) f i n i s h − s t a r t

END PROGRAM ver
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