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Introduccion.

El presente trabajo es un estudio del problema de valoracién de opciones americanas y
su resolucion numérica usando el método de Newton Semi-suave. Para ello en el Capitulo
2 se empieza introduciendo conceptos bésicos como la definicion de Opcion, sus tipos e
implicaciones de su negociacién; para asi entrar en el Capitulo 3 a estudiar cémo se valora
una opcion con el fin establecer principios que permitan calcular o estimar un valor monetario
V(S,t) para ésta, dependiendo del precio S del activo al que se aplica y considerando un
tiempo t dentro de un periodo establecido. Para llevar a cabo la valoraciéon de una Opcién
se requiere tener una nocién del comportamiento del precio del activo a lo largo del tiempo,
asi se introduce un modelo estocastico continuo para el comportamiento del precio a partir
de un movimiento browniano generalizado.

Dado el modelo para el comportamiento de S se aplica a éste el conocido Lema de Ito que
desemboca en la Ecuacién de Black & Scholes (B&S), la cual junto con una funcién de
rentabilidad H modelan el comportamiento de V'(S,t), en realidad, dependiendo de cuan
conveniente sea (econémicamente hablando) que el precio se modele con la ecuacién B&S o
con ‘H. El punto al que denominaremos Sy que diferencia cudndo es conveniente usar B&S o
‘H determina cuando es éptimo ejercer la opcién de cuando es mejor conservarla definiendo
el precio 6ptimo de ejercicio de la opcion.

Con el fin de colocar al problema en un lenguaje matematico conveniente el Capitulo 4 provee
elementos generales sobre: espacios de funciones, sus normas, propiedades, productos inter-
nos y espacios duales necesarios, asi como una introducciéon al estudio de las desigualdades
variacionales y su solucién. Asi, el problema de valoracién de una opcién (en nuestro caso la
opcién de venta) puede ser expresado como un problema a frontera libre que a su vez tiene
una formulacién equivalente como una desigualdad variacional parabdlica definida sobre un
convexo cerrado no vacio que contiene todos los condicionamientos del problema.

En el Capitulo 5 se introducen los conceptos de sistema de complementariedad y de mul-
tiplicadores de Lagrange para poder expresar el problema como un sistema de ecuaciones
diferenciales susceptible de resolverse por el método de Newton generalizado, para lo cual
se hace necesario regularizar (relajar) la condiciéon de complementariedad del sistema. La
regularizaciéon en mencion introduce ademas una familia de problemas regularizados cuyas
soluciones, como se estudiara, convergen hacia la solucion “fuerte” del problema y cuyas



propiedades justifican plenamente la introduccién del sistema de complementariedad y la
existencia del Multiplicador de Lagrange asociado a la condiciéon de obstéaculo.

El Capitulo 6 presenta y define el Método de Newton Semi-suave y sus principales car-
acteristicas, tanto para ecuaciones en dimension finita como para ecuaciones definidas en
espacios de funciones. Por otra parte, el multiplicador de Lagrange asociado a la condicién
de obstaculo motiva el uso de subconjuntos del dominio de dicho multiplicador donde la
condicion es activa o inactiva, y a partir de esa consideracion se introduce para nuestro
problema la Estrategia de Conjuntos Activos e Inactivos. Esta estrategia combinada con una
semi discretizacion del tipo Euler Implicito para la parte temporal nos permite formular el
Algoritmo fundamental presentado en este trabajo, el cual es equivalente a una forma par-
ticular del método de Newton Semi-suave, asumiendo de €l sus propiedades y principalmente
la super-linealidad de su convergencia.

Los detalles sobre el desarrollo del método son considerados también en el Capitulo 6. Debido
a que en cada uno de los pasos del Algoritmo se requiere resolver una variacién de un ecuacién
evolutiva del calor unidimensional a condiciones de frontera tipo Dirichlet se recurre en dicho
paso a la técnica de los elementos finitos de primer orden. La variacién mencionada esta dada
en el sentido de que es necesario acoplar en el método de elementos finitos la estrategia de
conjuntos activos e inactivos.

Una vez implementado el Algoritmo mediante Matlab se recurre a realizar la experimentacién
numérica. En una primera etapa se considera un problema de valoracién de una opcién de
venta resuelta por el Método Binomial y se compara mediante observacién de diferencias
porcentuales con nuestro método al resolver el mismo problema. Ademas se consideran tres
ejemplos mas en donde se prueba la eficacia del método haciendo al igual que en el primero
experimentos para comprobar el tipo de convergencia y medir su radio. Adicionalmente se
prueba en todos los casos que en efecto las soluciones regularizadas convergen a la solucion del
problema, a su vez se realizan experimentos del comportamiento del método ante la variacion
del refinamiento del mallado tanto en la parte temporal como espacial. La presentacién y
conclusiones sobre estos resultados se presentan en el Capitulo 7.



Capitulo 1

Objetivos.

En el presente Proyecto de Titulacion se han planteado los siguientes objetivos:

1.1. Objetivo General.

Planteado el problema de valoraciéon de una opcién, en nuestro caso particular una opcién de
venta americana, modelado por la ecuacién de Black & Scholes y por su funcién de rentabil-
idad estudiar el planteamiento del mismo como un problema a frontera libre y a partir de
su debilitacién y consideracion de su condicion de obstaculo abordar la desigualdad varia-
cional correspondiente. Proponer una estrategia de simulacién de la solucion al problema de
opciones americanas utilizando el método de Newton generalizado y demostrar su eficiencia
numérica.

1.2. Objetivos Especificos.

1. A partir del problema a frontera libre y de una transformacion de sus variables, expresar
la valoracion de opciones como una desigualdad evolutiva y una funcién de rentabilidad
transformada.

2. Hacer un estudio de la existencia y unicidad de una solucion débil al problema y de su
solucién fuerte.

3. Estudiar el sistema de complementariedad apoyados en la introducciéon de un mul-
tiplicador de Lagrange y realizar una regularizacion de dicho sistema, mediante la
formulacién de problemas regularizados, para que el método de Newton generalizado
pueda ser aplicado y justificado.



4. Estudiar la convergencia de las soluciones de los problemas regularizados a la solucion
fuerte, asi como la tasa de convergencia de este proceso apoyados en la técnica de
conjuntos activos e inactivos relativos a la condicién de obstaculo.

5. Utilizando una semi-discretizaciéon temporal y la técnica de conjuntos activos e in-
activos construir un algoritmo que aproxime la solucion al problema y demostrar su
equivalencia con el método de Newton semi suave.

6. Implementar el Algoritmo utilizando Matlab.

7. Demostrar la eficiencia numérica del método considerando la variacién del margen de
error de nuestra solucién comparando con un ejemplo resuelto por el método binomial®,
el tipo y velocidad de convergencia, asi como sus residuos. Observar la variacién del
niumero de iteraciones al variar el parametro de penalizacién v y la particion tanto
espacial como temporal.

'E]l método binomial en la practica es considerado como la mejor aproximacién al problema de valoracion
de opciones.



Capitulo 2

Valoracion de Opciones.

En el presente capitulo comenzaremos conociendo, en términos generales, los conceptos fi-
nancieros pertinentes para abordar el problema de valoracion de las Opciones Financieras
tipo Americano a partir de ciertos conceptos y esquemas referentes a su negociacién en el
mercado de capitales.

Antes de hablar de las opciones en si, se estudiara a leves rasgos el funcionamiento del
mercado de capitales; esto debido a que para entender el funcionamiento y justificar la
existencia de las opciones, primero hay que tener una idea, al menos basica, de lo que es
el mercado y su dinamica: las causas de los cambios de precio, el papel que la informacion
juega en ellos y especialmente los riesgos que entrana la negociacion en un mercado.

2.1. Mercado de Capitales.

En general mercado es el ambito en el cual convergen oferentes y demandantes por algin
producto, bien o servicio al que se lo denominara activo. El término mercado no se refiere
necesariamente a un lugar fisico, sino mas bien a la interaccién, negociaciones y contrata-
ciones libres entre compradores o consumidores y vendedores. De este modo existe un mer-
cado particular para cada producto, bien o servicio. En un sentido mas general, de acuerdo
al activo que se negocia, se pueden tener varios tipos de mercados, por ejemplo: el mercado
de productos, el mercado de trabajo, el mercado monetario, el mercado de capitales, etc.

En nuestro caso mercado de capital surge de la necesidad de las empresas al establecer ne-
gocios. Las empresas necesitan una variedad casi interminable de activos reales. Muchos de
los activos son tangibles, como la maquinaria, las fabricas, oficinas, etc.; otros son intan-
gibles, como los conocimientos técnicos, marcas y patentes. La valoracion de estos activos
intangibles, en cambio, se realiza a través de la venta de los activos financieros o titulos,
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los cuales ademas de incorporar los derechos sobre los activos reales de la firma dan dere-
cho al dinero liquido que éstos producen. En los mercados de capitales internacionales los
activos financieros de mayor difusién son las participaciones de capital, mas conocidos como
acciones. Bstas dan derecho a quien las compra, es decir, al inversionista a participar de los
beneficios que la empresa producira.

A los mercados de capital se los clasifica en mercados primarios y secundarios. Cuando una
empresa planea obtener capital adicional lo puede hacer mediante préstamos o vendiendo
nuevas acciones a los inversores. Las ventas de las nuevas acciones, para obtener nuevo capital,
ocurren en el mercado primario. Por otro lado, las acciones existentes que los inversores se
compran unos a otros, y que por tanto no confieren capital nuevo a la empresa, ocurren en el
mercado secundario. Notese que no solamente las empresas acuden a los mercados de capital
en busca de financiamiento, también lo hacen los gobiernos a través de la emisién de bonos.

2.2. Opciones.

Una opcion es un contrato entre dos partes por el cual una de ellas adquiere sobre la otra el
derecho, pero no la obligacion, de comprarle o de venderle una unidad de un activo para una
fecha futura por un precio fijo. La caracteristica fundamental de las opciones es el caracter
condicional que dan a una de las partes frente a ejercer su parte en el contrato (ya sea
comprar o vender). Por consiguiente, es importante diferenciar al emisor del comprador en
un contrato de opcion.

El emisor del contrato tiene la obligacion de cumplir con la venta o compra del activo
subyacente, mientras que el comprador puede o no comprar o vender el activo subyacente.
Asi mismo, por el derecho adquirido, el comprador debe pagar al emisor una prima. Una
prima es el precio del contrato de opcion y es pagado al momento de la suscripcion del

mismo.

Los contratos de opciones se negocian directamente entre instituciones financieras o en mer-
cados organizados.

2.3. Clasificaciéon de las Opciones.
Las opciones estan clasificadas segtn el tipo de derecho que otorgan, asi:

= Opciones de Compra

= Opciones de Venta
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Y a su vez, de acuerdo al momento en el que se puede ejecutar el contrato en:

= Opciones Europeas

= Opciones Americanas

2.3.1. Opciones de compra.

Este contrato otorga el derecho, pero no la obligacién, a quien lo adquiere a comprar un
activo a un precio fijo. Si se trata de una opcién europea se la podra ejecutar solamente al
vencimiento del contrato. Si se trata de una opcién americana se lo podra hacer en cualquier
momento anterior al vencimiento.

Si se opta por ejercer una opciéon de compra la transaccion completa envuelve lo siguiente: el
pago de la prima del comprador por la opcién de compra del emisor, y posteriormente, el in-
tercambio del activo del emisor por el pago del precio de ejercicio del comprador. Llamaremos

precio de ejercicio al precio al que se fija la compra del activo.

Para el comprador, podemos representar las implicaciones de una opcién de compra a su
fecha de expiracion de la siguiente forma:

ST—K SiST>K
Cr= )
0 siSr < K

donde:
K = es el precio de ejercicio.
St = precio en el mercado del Activo Subyacente.

Cr = valor de la opcién de compra a la fecha de expiracién.

Podemos escribir equivalentemente:

Cr = max[0, S — K]

2.3.2. Opciones de Venta.

Una opcién de venta es un contrato que otorga el derecho, pero no la obligaciéon a quien lo
posee a vender un activo a un precio fijo. Al igual que las opciones de compra, las opciones
de venta pueden ser europeas o americanas.
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Si una opcién de venta es ejercida, la transaccién completa envuelve lo siguiente: el pago
de la prima del comprador por la opcién de venta del emisor y el posterior intercambio del
activo entregado por el comprador por el precio de ejercicio del emisor.

Este intercambio se dara solamente si conviene a los intereses del comprador de la opcidén.
Es decir siempre que el precio de ejercicio sea mayor al precio de mercado.

Podemos escribir las implicaciones de una opcién de venta a su fecha de expiracion de la
siguiente manera:

0 siSp > K

Py = |
K—-5Sr siSp <K

donde:
K = precio de ejercicio.
St = precio en el mercado del Activo Subyacente.

Pr = valor de la opcion de venta a la fecha de expiracion.

Equivalentemente podemos escribir:

Pr = méx|[0, K — St

2.3.3. Opciones Europeas.

Son opciones que solamente pueden ejercerse al momento de expiracion del contrato, e igual-
mente pueden ser compra o de venta, adquiriendo las caracteristicas de una opciéon de compra
o de venta segun sea el caso.

2.3.4. Opciones Americanas.

Son opciones que permiten ser ejercidas en cualquier tiempo antes de su expiracion. Por lo
general las complicaciones en este tipo de opciones no radican en determinar el costo de la
prima, sino mas bien en encontrar su valor a cualquier tiempo antes de su expiraciéon. De
igual manera pueden ser de compra o de venta.
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Figura 2.1: Negociaciéon de una opciéon de compra

2.4. Posiciones Basicas en Opciones.

Se pueden ilustrar las posiciones en contratos de opciones a través de graficos de ganancias
en funcién del precio al momento de vencer el contrato (St).

La figura (2.1) muestra los resultados de la compra de una opcién de compra. El ejercicio de
esta opcién serd optimo siempre que el precio de mercado, al momento de ejercer la opcién,
supere a la suma del precio de ejercicio mas la prima pagada por la opcion, C'. De no ser
asi se habra perdido la prima, puesto que resulta mas conveniente comprar el activo a su
precio actual en el mercado (spot). Por otro lado, la figura también muestra los resultados de
la emisién de una opcién de compra. Quien emite la opcion espera que esta no sea ejercida
puesto que esto significa ganar la prima C'. Si no sucede asi, debera cumplir con la venta del
activo a un precio més bajo que el que paga el mercado.

Los resultados para opciones de venta se ilustran en la figura (2.2). La compra de una opcién
de venta sera conveniente siempre que la suma del precio de mercado y la prima P sea mas
baja que el precio spot. Para un productor que compré la opcion de venta significa vender
mas caro que lo que paga el mercado. Reciprocamente, la emision de una opcion de venta
resultara conveniente si el precio de ejercicio mas la prima no superan al precio de mercado.
Con ello habra ganado la prima.

Comprar una opcion de compra tiene la ventaja de limitar las pérdidas en caso de movimien-
tos extremos a la baja en el precio de mercado. Andlogamente, comprar una opcion de venta
tiene la ventaja que protege al inversionista contra los movimientos extremos al alza en el
precio de mercado.

Considerando una opciéon americana, cualquier dia antes de la fecha de expiracién el com-
prador puede:

14
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Figura 2.2: Negociacion de una opcion de venta

= Vender la opcién en el mercado. Con ello cancela su posicién.
= Ejercer la opcion de compra.

= Retener la opcién y no ejercerla.

Al tiempo de expiracion, la tercera alternativa es equivalente a permitir que la opcién de
compra expire. A esta misma fecha es facil ver, ignorando la primera alternativa, cual de
las otras dos conviene a los intereses del comprador de la opcién. Esto dependera del precio
corriente de las acciones comunes en el mercado. Si el precio de una accién, a esa fecha en el
mercado, es mayor al precio de ejercicio, entonces le sera rentable al comprador de la opcién
el ejercerla, puesto que al hacerlo puede inmediatamente revender, si lo desea, las acciones
en el mercado y lograr una ganancia por el diferencial entre el precio de ejercicio y el de
mercado. Por otro lado, si el precio de mercado de las acciones al momento de ejecutar la
opcién es menor al precio de ejercicio el comprador de la opcion la dejara expirar, pues el
ejercerla le acarrearia pérdidas.

Debe senalarse que en la practica es usual no entregar el activo subyacente sino solamente
el margen de diferencia entre el precio de ejercicio y el precio de mercado al momento de la
ejecucion de la opcion.

Los principales usos de las opciones son la especulacion y la cobertura. La especulacion, como
en cualquier otro activo, consiste en tomar posiciones segin a lo que se cree evolucionaran
los precios. Por otro lado, la cobertura toma posiciones para disminuir la exposicién a los
cambios de precio, dependiendo de la necesidades.
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Capitulo 3

La Ecuacion de Black & Scholes.

Dado que el valor de un derivado financiero depende del precio de un activo mas fundamental
llamado activo subyacente, se hace necesario describir el comportamiento del precio del activo
subyacente para posteriormente valorar un derivado financiero, es decir, es necesario estimar
la diferencia entre el precio de ejercicio y el precio spot (precio actual en el mercado) al
momento en el que se haria efectiva la opcién.

De manera general, se puede decir que el precio de un derivado financiero estara en funcion de
cualquier variable estocastica que influya en el precio del activo y la variable tiempo. Resulta
indispensable entonces tratar de describir el comportamiento de las variables estocasticas
para resolver el problema de la valoracion.

A través de la ecuacion Black & Scholes se puede modelar el comportamiento del precio de
las opciones financieras!. En general, el precio de un derivado financiero estar en funcién de
cualquier variable estocastica que influya en el precio del activo subyacente en el transcurso
del tiempo. Resulta entonces indispensable el estudio de los procesos estocdasticos involucra-
dos para resolver el problema de la valoraciéon de los derivados financieros. A continuacién
se describen las herramientas para la obtencion de la ecuacion de Black & Scholes.

3.1. El proceso de Wiener.

Consideremos el denominado proceso de Wiener, que es un tipo particular de proceso del
Markov, que ha sido usado ampliamente en fisica para describir el movimiento de una particu-
la de gas sujeta a un gran nimero de choques. Se puede entender el comportamiento de una

Las opciones financieras se asumen negociables en Mercados Eficientes, los cuales son mercados donde
la variacién de los precios es resultado de la asimilacién inmediata de la informacién por parte de los
participantes del mercado; haciendo esto que las variaciones sean totalmente aleatorias.
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variable estocéstica, que sigue un proceso de Wiener al considerar los cambios en su valor en
pequenos intervalos de tiempo. Considérese un pequeno intervalo de tiempo At y el cambio
en el precio del activo subyacente Az durante dicho intervalo de tiempo.

Existen dos propiedades basicas que debe cumplir una variable estocastica para que siga un
proceso de Wiener:

1. Se satisface la siguiente relacién:
Az =EVAL
o equivalentemente
2 —2s =&VI— s

donde £ es una variable aleatoria normal estandar.

2. Sean At y Aot dos intervalos de tiempo disjuntos, entonces sus cambios de precio
correspondientes A1z y Asz son variables aleatorias independientes.

El proceso de Wiener, tomado en tiempo y variables continuas, queda completamente
descrito cuando

dz = eVdt (3.1)

Definicién 1. Se dice que Z[-] es un proceso de Wiener o movimiento Browniano si Z es
una funcion definida en algin intervalo I =[0,T] (eventualmente puede ser T' = +00), con
las siguientes propiedades:

1. Z(0) =0

2. VtYa > 0 la variable aleatoria Z[t + a] — Z[t] es independiente de
{Z[s] 1 0< s <t}

3. Vt¥Va > 0:
Z[t +a] — Z[t] = N(0, Va),

donde N(0,+/a) representa una distribucion normal con media 0 y varianza \/a.

Observacion 1. La proyeccion de Z sobre la coordenada t, Z[t], es una variable aleatoria
para todo t € I; en este sentido se dice que {Z[t]},.; es un proceso estocdstico.

Observacion 2. La propiedad 2 implica que el proceso es independiente de su historia.

Los procesos de Wiener se caracterizan porque AZ y su respectivo At se relacionan a través
de la ecuacion:

AZ = VAL (3.2)
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o lo que es lo mismo

Zt+At — Zt + 6\/ At, (33)

donde £ es una variable aleatoria normal estandar.

El proceso de Wiener queda bien definido para tiempo continuo cuando At — 0 obteniendo
que

dz = eVt (3.4)

Observaciéon 3. Notar que E[AZ] = 0 y Var [AZ] = At, siendo esto consistente con la
propiedad 3.

El proceso de Wiener determina que el valor esperado de Z;, o; en cualquier instante futuro
es igual a su valor actual Z;. Esto significa que la tendencia en el cambio de la variable Z;, a¢
es cero a cualquier tiempo futuro. Notese que quien invierte en acciones u otro activo tiene la
expectativa de que éste cambie de precio y asi obtener un beneficio. Por lo tanto el proceso
de Wiener debe ser corregido para reflejar esta expectativa. Esto se hace a través del proceso
de Wiener Generalizado.

3.2. El proceso de Wiener Generalizado.

Definicién 2. El proceso de Wiener generalizado se define para una variable estocdstica x
a tiempo continuo en términos de dZ (Ec: 3.4) como:

dx = adt + bdz (3.5)

donde a y b son constantes.

Para entender la ecuacién (3.5), considérense separadamente los dos componentes de la parte
derecha de esta ecuaciéon. El término adt implica que z tiene un crecimiento esperado de a
por unidad de tiempo. No tomando en cuenta, por el momento, el término bdz la ecuacion
se escribe:

dx = adt

lo cual implica que:
T =ux9+at

donde xg es el valor de la variable x al tiempo cero, observandose asi que la variabilidad para
un tiempo 1" de x seria aT'.
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Por otro lado, el término bdz corresponde a la variabilidad en los cambios de x. El coeficiente
b indica la cantidad de variabilidad del proceso. La cantidad de variabilidad de dx es b veces
un proceso de Wiener.

En un pequeno intervalo de tiempo At el cambio Az en el valor de z, segiin las ecuaciones

(3.2) y (3.5), estd dado por:

Ax = aAt + bEV AL

Por consiguiente, bajo un proceso de Wiener generalizado, Az es una variable aleatoria que
se distribuye normalmente de la siguiente manera:

E[Az] = aAt (3.6)
Var[Azx] = b*At

El proceso de Wiener generalizado es una mejor aproximacion para explicar el comportamien-
to del precio de activos en mercados eficientes. Sin embargo tiene una ligera deficiencia: no
permite caracterizar los cambios de precio en términos porcentuales, lo que es lo habitual.
Esta deficiencia se corrige al tomar a las constantes a y b de la ecuacién (3.5) como funciones

de la variable estocéstica x (precio) y del tiempo ¢. A este procedimiento se le llama proceso
de Ito.

3.3. Proceso de Ito.

Definicién 3. El proceso de Ito es un proceso de Wiener generalizado donde los pardmetros
a y b son funciones dependientes de x y t. Se describe segun la ecuacion:

dr = a(z,t)dt + b(z,t)dz (3.7)

En el proceso de Ito se considera que tanto el crecimiento esperado, asi como la cantidad de
variabilidad son susceptibles a cambiar en el tiempo.
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3.4. Modelo continuo para el comportamiento del pre-
cio y el Lema de Ito.

En primera instancia pareceria adecuado utilizar el proceso generalizado de Wiener para
describir el comportamiento del precio. Esto es un crecimiento esperado constante de a en el
precio, por unidad de tiempo; y una cantidad de variabilidad constante b de los cambios de
precio. Sin embargo, es mucho mas adecuado expresar el crecimiento esperado en el precio
como una proporcion del mismo.

Se puede expresar el crecimiento esperado en el precio como una proporcion constante de
la siguiente forma: Si S es el precio del activo, el crecimiento esperado sobre él es uS para
algin parametro constante .

El término estocastico debe también ser ajustado. Este término que hace referencia a la
variabilidad del precio del activo debe cumplir con que cualquiera sea el precio de la accion,
siempre existira el mismo nivel de variabilidad o incertidumbre sobre el crecimiento en el
precio.

Sea o2 la varianza del cambio proporcional del precio del activo. Esto significa que 02At es
la varianza del cambio proporcional en el precio del activo en el tiempo At y que 02S5%At es
la varianza del cambio actual en el precio del activo, S, durante At. La varianza instantanea
de la tasa de cambio de S es por lo tanto 0252

Estos argumentos sugieren que el precio de un activo, S, debe ser representado a través de un
proceso de Ito, el cual tiene un crecimiento esperado instantaneo .S y una razén de varianza
instantdnea 0252. Por consiguiente, se puede escribir el proceso como:

dS = pSdt + oSdz (3.8)

o equivalentemente:

% = pdt + odz

donde p es la tasa esperada de retorno expresada en términos porcentuales del activo, o es
su volatilidad y dz denota un proceso de Wiener estandar.

Lema 1. Sea S(t) un proceso de Ito, particularmente el proceso (3.8). Sea V(S,t) el precio
de una opcidn tal que V es una funcién suave*. Entonces V(S(t),t) es también un proceso

de Ito, y
ov. v 1, ,0*V ov
= — -+ = —— | dt —dz.
av (,uSaS 5 —1—205 852) +US@S z

2V es suave si sus derivadas parciales de todos los érdenes estan definidas.
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3.5. Deduccion de la Ecuacion de Black & Scholes.

Partamos, por facilidad de notacién, de la versién a tiempo discreto del modelo de compor-
tamiento de precio del activo S.

AS = uSAt + oSAz (3.9)

Considerando el precio de la opcién (V) como funcién del precio del activo (S), se tiene por
el lema de Ito

OV AV 1, 0 v

El siguiente paso serd, a través de una combinacién adecuada de las ecuaciones (3.10) y (3.9),
deshacerse del término Az de incertidumbre. Esto es posible gracias a que el Lema de Ito
establece que en ambas ecuaciones la incertidumbre es la misma. Esto se logra al escoger un
portafolio® conformado por:

ov
08
-V Opciones

Acciones

Definiendo ¥ como el valor de este portafolio, entonces se tiene:

ov
U= — -
V+S&S

y el cambio en el valor del portafolio AW en el tiempo sera:

ov
AV = —-A AS— 11
V+ 505 (3.11)

Sustituyendo las ecuaciones (3.9) y (3.10) en la ecuacién (3.11) tenemos:

OV 1, 0%
A\If_( o 205652)At (3.12)

3Un portafolio es un conjunto de activos definidos por su retorno esperado y la variabilidad observada en
su retorno, es decir, su nivel de riesgo.
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Asi, esta ecuacién no muestra el término que envuelve incertidumbre Az. Consecuentemente
este portafolio es libre de riesgo durante el tiempo At, por lo tanto su tasa de retorno es
r. Entonces en este portafolio se debe cumplir, para el periodo de tiempo corto At, que el
cambio en el valor del portafolio sea:

AV = rUAL (3.13)

Finalmente, para la obtencion de la ecuacion diferencial de Black & Scholes debemos sustituir
la ecuacién (3.12) en la ecuacién (3.13)

ov 1, ,0*V oV
—+ = — | At = -S—]A
(8t+205852) t T(V S@S) t

o equivalentemente:

OV OV 1, L0V B

Bajo la suposicion de ausencia de arbitraje tenemos que el precio de una opcién europea
satisface la ecuacién diferencial parcial (3.14) y tiene una solucién analitica, dada una condi-
cién inicial factible. Esta solucion analitica es conocida como la férmula de Black y Scholes
para valoracién de opciones europeas. En el caso de la opciones americanas en el que se
puede ejercer la opcién a cualquier tiempo antes de su fecha de expiracién, el problema es
més delicado pues no solamente hay que determinar el valor de la opcidén, si no que hay que
determinar si es conveniente ejercer o no la opcién. En el contexto de Black & Scholes la
solucién al problema de valoracién de opciones americanas se puede obtener como solucion
del problema a frontera libre de la ecuacién (3.14) en el dominio R* x [0, 7.

En la siguiente seccién problema a frontera libre serd expresado a través de su formulacién
débil, desembocando en la desigualdad variacional de Black & Scholes.

3.6. La desigualdad variacional de Black & Scholes.

3.6.1. Problema a frontera Libre.

La rentabilidad de la opcion al tiempo ¢ se denota por H(S,t) y estara definida, para una
opcién de venta, por:
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H(S,t) = max {0, K — S(t)}
donde:

K es el precio de ejercicio de la opcidn.

S(t) es el precio del activo a tiempo ¢.

Problema 1 (Problema de Frontera Libre). .- Encontrar V.=V (S,t) y Sy = Sf(t), tal que:

LV(S,;t)=0 para S > S y 0<t<T

V(S,t) =H(S,t) para S< Sy y 0<t<T

con las condiciones de frontera
V(S,t)=0para S — 00 y0<t<T
y la condicion final

V(S,T) =H(S,T) para S > 0,

siempre y cuando V' y g—‘g sean continuas en la frontera libre Sy.

Notemos que la condicién de frontera V(S,t) = K para S — 0 ya estd incluida a través de
la condicién V (S, t) = H(S,t) para S < Sy. La frontera libre Sy que es parte de la solucién,
separa la parte el dominio donde es 6ptimo ejercer la opcién inmediatamente, de la parte
donde es favorable conservar la opcién y por consiguiente el precio 6ptimo de ejercicio de la
opcion. Notemos ademas que el derecho de ejercer la opcién tempranamente conduce a la
condicién V' (S,t) > H(S,t) para todo S >0y 0 <t < T y por consiguiente puede ser visto
como una condicién de obstaculo inferior para el precio de la opciéon Americana V.

3.6.2. Formulacion débil.

Con el fin de formular el problema tomando en cuenta una ecuacién parabdlica y proceder
a presentar su formulacién débil se hacen las transformaciones no lineales siguientes:

2 x 2
S=Ke, t=T- U—Z V(S,t) = Ke 3@ D-(ila-D*+aryp ) (3.15)
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con q := %, para luego de unos célculos® transformar la Ec.(3.14) en la ecuacién parabdlica
del calor:

oy %y

sobre una nueva variable y(z, 7). La transformacién de la funcién de rentabilidad H(.S,t),
resulta en la funcién de rentabilidad transformada:

g, 7) = XD g feB D) _ 5@ g1

La transformacion de los datos en la frontera seria:

lim y(z,7)= lim g(z,7), y(z,0)=g(z,0).

r—+00 r—+o0

Para simplificar el tratamiento de las condiciones de frontera, reducimos el problema a condi-
ciones de frontera homogéneas mediante la sustitucion:

U(JZ,T) = (y(I,t) - g(xvt»

El siguiente paso es cambiar el dominio no acotado R por el dominio computacional:
Q :]xmina xméx[c R
con valores fijos Tpm < 0 < Tpax

Luego, una formulacién débil puede ser encontrada al multiplicar el problema transformado
por una funcién test e integrar por partes. La condicién de obstdculo (en St), asi como la
condicién de frontera homogénea y las condiciones iniciales estan integradas en la definicion
del conjunto de funciones test admisibles:

Ko = {v € T2 (0,0°T/2; HY(9)) £ v(2,7) > 0,0(mis, 7) = 0(mins7) = 0,0(2,0) = 0
(z,7) € Qx]0,0°T/2[}

Las definiciones y notaciones acerca de los espacios de Sébolev usados se pueden consultar
en la seccion Elementos del Analisis funcional.

Observacion 4. Nuestro ICqg es un conjunto convexo, cerrado, no vacio puesto que:

Dados u, v € Ky y 0 € [0,1] tenemos:

 [Qu+ (1 —0)](x,7) =0u(z,7) + (1 —0)v(z,7) >0

4Los detalles de la transformacién y sus célculos se encuentran en el Anexo 1
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w [Qu + (1 — 0)v)(Tmaz, T) = 0w @imae, 7) + (1 — O)0(Tpmaz, T) = Ou(Xppin, 7) + (1 —
N (T min, T) = [u + (1 — 0)v](Tmin, T)
)+

» [Qu+ (1 —0)v](z,0) = Ou(z,0) + (1 — O)v(z,0) =0

a [0u+ (1= 0)0)|r = Oulr + (1 — O] = 0

lo que muestra que [fu + (1 — 0)v] € Ky probando asi la convexidad.
Ahora tomaremos (f,) C Ko tal que || fo — fllz2(0,1;130)) — 0 cuando n — oo.
Probemos que f € Ky.

0= lm, o || fn — f||L2(o,T;H5(Q))

=t e (fy 20 |5 (@) — S @) dadt + [y [0 | fulw) — (o) |dadt).

Tmin

Entonces

Jg&/ /mwm ) — f(a)|dwdt = 0 (3.17)

Sea Ey = UacjoriA tal que m(A)® = 0. Sea Ey = Upciz,inama[B tal que m(B) = 0.

Eziste ¢ > 0 tal que Yx € O, |fu(x) — f(z)| < cinT[fEt jiwmmwmm[sz | fr(z) — f(x)|dzdt.

Asi (3.17) implica que fo(xr) — f(z) cuando n — oo Y € @ donde & =
]OvT[X]xmin7mmax[_Et X Ex

Observaciéon 5. La condicion de frontera en la definicion de ICy es posible, pues si tomamos
he H:(T), donde I’ = {Zmin, Tmax }, entonces existird w € HY(Q) tal que w |p= hAsi v |p€
H%(F) de modo que siendo v —w = ¢ podemos ver que ¢(t) € H} () c.t.p. en [0,T]

Entonces, procedemos formulacién débil multiplicando 3.16 por ¢ € Ky:

Jorrre (fﬂ Supde + [, 2pdr — [, Lsddr — [, %@m) dr =0
; T/2 (fQ o ¢dx+f§z g7 Odr— [fr el — [, 5 gid } [fr g—i¢df—f9 gf: gidx])dT =0

donde tomando a : H}(Q) x H}(Q) — Ry f: H(Q) — R definidas por®

®m(A) denota la medida de A
5Con respecto a la notacién, muy a menudo y si no se genera confusién de notard u = u(t) € Hg ()
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i gu e 9g 990
ow)i= [ TS dn )= [ e s

min

tenemos que,

/ e (%@ -/ T ) = / " )

La forma bilineal a(-,-) es simétrica, coerciva y continua. En efecto, sean u,v € Hj ()
tenemos que:

Tmix Jy, Qv Tmix Qu Ou
a(u,v) = /x ——dzr = /CC %%d:v = a(v,u)

min min

lo que verifica la simetria.

Adicionalmente,

Tmix Ju Ou Tmax /g 2
a(u,v) ::/ %%dw = / (G_x) dx = ‘

Esta propiedad hace de a(-,-) una forma coerciva.

2

ou

ox

2
>l @

L2
La continuidad de a viene de la desigualdad de Cauchy- Schwartz:
(55:)

ox’ 0x ) ;s @

3.6.3. El problema como la Desigualdad Variacional Parabdlica de
Black & Scholes.

< |, v myeen| < Nl 10l g

Para tratar el problema como una desigualdad parabdlica evolutiva, volvamos por un mo-
mento al problema a frontera libre (1) en donde se puede observar lo siguiente:

Si S > Sf, considerando ademés que la condicion para ejercer la opcién favorablemente es

que V(S,t) > H tenemos que:
LV)=0
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y si S < Sy entonces V (S, t) = H(S)
L(V) <0

Adicionalmente, de razonar sobre el valor de la opciéon podemos observar que lo anterior nos
indica que en cada uno de los casos se tiene que o L(V) =00V —H = 0, lo que nos lleva
observar que:

LWV)-(V(S,;t)—H)=0

y asi podemos plantear el problema como lo que se conoce como un sistema lineal de com-
plementariedad, el cual se justificard y se explicard mejor en la secciéon pertinente.

Problema 2. Encontrar V(S,t) con (S,t) € R x [0,T tal que
LWV)-(V(S,t)—H)=0

LV)<0, V(S,t)—H >0

Al aplicar sobre el problema complementario las transformaciones practicadas a £(V') en la
seccién 3.6.2 logramos reescribir el problema en funcién de (3.16):

Wu — f) - (u(z,7) — g(z, 7)) =0 (3.18)

Wu — f) >0, u(z,7)—g(z,7) >0

Por 1ltimo, si consideramos que para la solucién w para este ltimo problema complementario
y v cualesquiera en Ky tenemos que w > 0 y v > 0, de modo que:

/ mm(Ww — (v —w)dx = / maI(Wv — flvde >0>0

gracias a (3.18). Asi,

Tmazx

Wuw(v — w)dz > / flv—w).
para poder reformular el problema de la manera siguiente:

Problema 3. Encontrar w € L*(0,0%T/2; H}(Q)) con 2% € L*(0,0°T/2; H-1(Q)) tal que
w(z,0) =0, w(r) € Ko(7) para todo T €]0,0*T /2|, y es tal que

<g_f,v_w>+a<w,u—w> > f(v—w)

para todo v € Ky
Problema 4. Encontrar w € Ky con tal que %% € L*(0,0°T/2; H-1(Q)) tal que w(z,0) =

Wy € ’CO(O) Y,
o?T/2 ow
/ {<—,v—w>—i—a(w,v—w)—f(v—w)}drzo
0 or

para todo v € KCqy
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Teorema 1. Los problemas (3) y (4) son equivalentes.

Demostracion. Si consideramos un solucién del problema (3), evidentemente ésta resuelve al
problema (4). Reciprocamente, consideremos una solucién del problema (4) y supongamos,
para € > 0y 7 €]0,0*T/2[ cualesquiera,

U:{w site]r—e,m+¢]

veEKy site]r—eT+¢]

Entonces,

(R U P

y como esto se cumple para cualquier intervalo de integracién en |0, 0*T /2 tenemos que se
resuelve el problema (3). O

La discusion sobre la existencia y unicidad de la solucién a nuestra desigualdad variacional
se trata en la seccién 4.2.2.
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Capitulo 4

Estudio Variacional del Problema de
Valoracién de las Opciones
Americanas.

El fin primordial de este capitulo es exponer resultados de existencia y unicidad para nuestro
problema de valoracién de opciones americanas. Para esto, el estudio variacional del problema
mediante su tratamiento como un problema a frontera Libre da un excelente marco tedrico
para abordar dichos resultados.

Bajo el contexto expuesto, primeramente se introduciran los conceptos y herramientas del
analisis funcional requeridos. Asi, el estudio del Problema como problema a frontera libre,
su formulacién débil y su tratamiento como un problema de minimizaciéon nos conducen al

campo de las ecuaciones variacionales parabélicas evolutivas, cuyos resultados en existencia
y unicidad se encuentran ampliamente estudiados por diversos autores.

4.1. Elementos del analisis funcional.

Dado un intervalo [0, 7] C R (generalmente 7" < oo y X un espacio de Banach con norma
|-l ), designamos por LP(0,T; X) el espacio de clases de funciones medibles de t — f(t) y
definidas de [0,7] — X tales que:

1
T P
1 1o o,7ix) = (/ 1% dt) <+o0  p# oo,
0
HfHLoo(o,T;X) = sup ess|/fllxy <4+oco0 p=+o0
te(0,T)
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Los espacios LP(0,T; X) son espacios de Banach dotados de la norma || f|| LP(0,T;X) cuando
p # 400 y con la norma ”f”LOO(O,T;X) cuando p = +00.

Si X es un espacio de Hilbert dotado de un producto escalar (-,)y, el espacio L*(0,T; X)
es un espacio de Hilbert para el producto escalar:

T
Uymmﬂm—l (f.9)x dt

Definicién 4. Sea f una funcion continua. Llamaremos soporte de f, supp(f), al com-
plemento del mayor abierto sobre el que f es nula, o equivalentemente, la adherencia del
conjunto {x; f(x) # 0}. Si supp(f) es compacto diremos que f tiene soporte compacto.

Definicién 5. Sea 2 un abierto de R™, una distribucion sobre () es una forma lineal T :
C*(Q) — R,
p— (T, p) p €CT(Q),}

que verifica la propiedad de continuidad siguiente: para todo compacto K contenido en €,
existe un entero p y una constante C tal que:

Vo € C(Q) (T, ¢)| < C|Sl|l<p 0% (x)
a|xp
rzeK

Denotaremos por ©'(£2) el espacio de distribuciones sobre €.

Designaremos por @ (]0,7[; X) el espacio de funciones infinitamente derivables a soporte
compacto en |0,T[ a valores en X, y por ®'(]0,7[; X) el espacio de distribuciones sobre
10, T a valores en X, definido por

(0,7 X) = L(®(]0,T); X)

en donde L(M; N) es el espacio de aplicaciones lineales continuas de M — N.

En particular a f € LP(0,7;X) se le puede hacer corresponder una distribucién f :
D (]0,7[) — X definida por:

fwwzé oOf (Ot HeD(0,TD

1o (Q) = {f € C>®(Q); f(x) =0Vx € Q— K donde K C Q es un compacto}
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La aplicacién ¢ — f(¢) es lineal y continua de © (]0,7]) — X. Ademds f — f es una
inyeccién y es conveniente identificar f y f. Adicionalmente, si f — Oen LP(0,T; X) = f — 0
en ©'(]0,7]; X), es decir, f(¢) — 0,Vp € © (]0, T[)[GLT]

Dado que ©’(]0,7[; X) C LP(0,T; X), se tiene que algebraicamente y topolégicamente

LP(0,T; X) Cc @ (]0,T]; X)

Para f € ©'(]0,T[; X) definimos af % por

dtk

FE (@) = (f®), ) = (—=1)" (£, M) para todo ¢ € D (]0,T])

de donde, f®) € ®'(]0,T[; X) Vk.

Ademas, si f € LP(0,T;X), ' = % denota la derivada de f en t en el sentido de las
distribuciones en ]0, 7' con valores en X.

Observaciéon 6. Mas adelante se wusard muy convenientemente el hecho de que
(-, Mrezomx) = (5 )zrx), es decir, la identificacion de L*(0,T; X) con su dual.

Sea 2 un dominio acotado onode Ry seap e R con 1 <p< oo

Definicién 6. El espacio de Sébolev WP(Q2) se define por:

WP(Q) = {u € LP(Q);3g € LP(Q) tal que [,up’ = — [, 90 Yo € C=(Q)}

Notaremos H'(Q2) = W2(Q), y adicionalmente, diremos que para cada u € W'P(Q) v’ = g.

Observacién 7. En la definicién de WP diremos que ¢ es una funcién test. Podemos
utilizar indistintamente C1(Q) o C=(Q) como conjunto de funciones test, puesto que si
¢ € CH(Q), entonces p, * p € C=(Y) para n suficientemente grande y p, * ¢ tiende a ¢ en
CH.

Observacién 8. Para definir W? podemos utilizar a su vez el lenguaje de la teoria de las
distribuciones. Toda funcion uw € LP(§2) admite una derivada en el sentido de las distribu-

ciones, que es un elemento del espacio ®' (). Se dice que u € W'P(Q) si esta deriada
distribucional coincide, en el espacio ®' (2), con una funcion de LP(S2).

El espacio W'P(Q) esta dotado de la norma:

[ullwroiy = lull ooy + 14/l o)
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0 a veces, por la norma equivalente

1/p
el ey = (lalay + 1 ooy

El espacio H! esta dotado del producto escalar

(u’ U)Hl = (uv U)LQ + (u/7U/)L2

y por la norma asociada

5 \1/2
lllg = (llellZ2 + 1132)

que es equivalente a la norma W12(Q).
Notacién 1. Llamaremos a (H') el dual de H'.

Definicién 7. Dado 1 < p < oo, se designa por Wy* () la clausura de C1(Q) en W(Q).
Notaremos H} (Q) = W,2(Q).

El espacio W, (Q) esta dotado de la norma inducida por W'?(Q); el espacio H{ (Q) esta
dotado del producto escalar inducido por H'((2).

Definicién 8 (Espacios de Sébolev fraccionarios). Se puede definir una familia de espacios
intermedios entre LP(Q) y WYP(Q). Mds exactamente, si 0 < s < 1(s € R) y si 1 < p < o0,
se define:

WeP(Q) = {u € 1P(); —|7“|‘(‘”) ]ff%)’ € LP(Q x Q)} ,
T—yl P

donde Q2 es un abierto de RY. Se nota H*(Q) = W*2(Q). Por 4ltimo se define W*P(Q) para
s real, no entero, s > 1 como sigue. Se escribe s = m + o con m = parte entera de s y se
define

WP(Q) = {u € W™P(Q); D*u € W7P(Q) para todo o con |a| =m}

4.2. Desigualdades Variacionales Parabdlicas.

Definicién 9. Sea H un espacio de Hilbert. Dado un conjunto K C H y una aplicacion
F: K — H, una desigualdad variacional se define como el problema de encontrar u € K tal
que

(F(u),v—u) >0, para todov € K, (4.1)

donde K es un conjunto cerrado no vacio.

32



4.2.1. Formulacién Abstracta de una Desigualdad Variacional
Parabdlica.

Sean V' y H dos espacios de Hilbert tales que:
= V. C H, lainyeccién de V en H continua, V' denso en H

Designamos por ((,)) (respectivamente (,)) el producto escalar en V' (respectivamente H) y
por || || (respectivamente | |) la norma correspondiente. Entonces tenemos que existe ¢ > 0
tal que

v |ullg < vy, Vv e V.

Se puede identificar a H con su dual siempre que se pueda sumergir H en V', entonces
tenemos una identificacion compatible con la anterior:

s VCHCV' donde V' es el dual de V.

Dotamos a V' de la norma ”dual”

|wll, = sup (w,v)  con [jv]| =1.
veV

Ademas tendremos en cuenta el espacio de Hilbert

H(0,T;V) = {v |ve L*0,T;V),v = % € L*0,T; v’)} (4.2)

dotado del producto escalar (u,v) := (u,v)r20,m;v) + (W, V") L2(0,75v7)

Sea K un convexo cerrado no vacio de V' con ug dado como condicién inicial. Ademas, sea
A € £(V; V') coerciva, i.e., satisfaciendo la condicién

(Av,v)vry > al|v||?, « constante > 0 (4.3)
la que se escribird cuando sea conveniente a(u,v) = (Au, v)yy. Sean f € L*(0,T;V’), y
R={ve H(0,T;V),v(t) € K para casi todo t € [0,T}

Ro={v € H(0,T;V),v(0) = up,v(t) € K para casi todo t € [0,T]}
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El problema general en estudio es encontrar u € £, tal que?
T
/ (W' 4+ Au — f,v —u)dt >0, para todov € &
0

o su forma que se demostré como equivalente en el Teorema 1:

(W' 4+ Au— f,v —u) >0, paratodov e & ct.p.te0,T]

La Desigualdad Variacional Parabdlica. (PVI)

Las Desigualdades Parabdlicas Evolutivas que cuentan entre sus diversas aplicaciones con
diversos problemas de difusién, como el de la calor, la de la presién de un fluido, la de un
gas en otro medio gaseoso y la misma ecuacion de Black & Scholes que puede interpretarse
como un problema de difusién del calor en un dominio unidimensional.

Por ello vamos a plantear el problema en una forma general bajo las siguientes suposiciones:

V = HY(Q), H=L*(Q), con Q abierto en R"

a(u,v) = [,V - uVudzx

f € H de modo que (f,g) = [, fg

K convexo cerrado no vacio de H'(2).

Asi, designando por u(t) la funcién ¢ — u(x,t); se considera entonces el problema de encon-
trar w(t) € K para cualquier t € [0, 7] tal que:

0
<a—w,v — w> +a(w,v —w) > f(v—w), paratodov € K con w(0) =ug, con uy dado en L*(Q).
-
o en el contexto evolutivo, considerando:

R={ve H(0,T;H(Q),v(t) € K c.t.p. en [0,T]}

Ro={v e H(0,T; H(Q),v(0) = ug,v(t) € K c.t.p. en [0, 7]}

El problema consiste en encontrar w € K, tal que:

T(/ow
5oV W +a(w,v —w) — f(v —w) pdr >0, paratodo v € K.
0 T

2En cuanto a la notacién, a menudo y si no se genera confusién se escribird u = u(t) € H
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4.2.2. Estudio de existencia y unicidad de soluciones de la PVI.

Comencemos esta seccion relacionando la PVI con un problema en el que no se involucra
una parte temporal con el fin de establecer relaciones y derivar una técnica apropiada para
estudiar la solucién de la PVI.

Sean V' un espacio de Hilbert y K un conjunto convexo cerrado no vacio en V. Consideramos
el problema de encontrar v € K tal que

a(u,v —u) > (f,v —u) parau,v € K. (4.4)

con a una forma bilineal continua definida sobre V' y f € V’. Para (4.4) el problema de
existencia y unicidad ha sido ampliamente estudiado como aplicacién del teorema de Stam-
pacchia (Ver[Bré]). En el caso del problema parabdlico evolutivo tenemos que considerar una
forma bilineal u, p — a(u, p) definida para u(t) € V' 'y ¢(t) € & donde ¢ estd estrictamente
contenido en el espacio de Hilbert V. En el problema anélogo a (4.4) se debe tener en cuenta
que a(u, p—u) no esta bien definido (ver observacién més adelante )ain en el caso ¢ € KN,
de modo que se tiene que reformular la forma bilineal para este problema y poder formular
as{ una desigualdad variacional bien definida. Esta técnica se puede apreciar en [LS].

Asi, pasamos a formular el resultado fundamental para nuestra PVI, en donde obviamente

se tomara en cuenta la modificacion mencionada de la forma bilineal.

El Resultado Fundamental de Existencia y Unicidad para la PVI.

Consideremos {2 un conjunto abierto en R™ con frontera suave I', y recordando que V =
H'(Q) cuyo espacio dual estd contenido en (H}(Q)) = H~'(Q), definamos:

Vr={ve L*0,T;H' ()),v" € L*(0,T; H' (Q)),v (0) =0} (4.5)

D=

dotado de la norma <||v||%2(07T;H1(Q)) - ||U’||2Lz(07T;H,1(Q))> .

Y

Y

®={peL?0,T;H (Q)),¢ € L*(0,T;L*(Q)), (0) =0} (4.6)

Notemos que ® es un espacio de Hilbert con la norma de Vi y que ademas se tiene que
® C Vp estrictamente.

Las funciones v € Vi estan definidas en 2x]0,7]. Sea ¥ = I' x [0, 7] la frontera lateral de
Qx]0, T}, se puede definir v |5, (en realidad v |[g€ L?*(0,T; H'/?(T")) [Bré] ). Por consiguiente
podemos definir, dentro del contexto de las notaciones de la formulacién abstracta, siendo

K = {v(t) € Hy() tales que v(t) > 0 en casi todo [0, 7]} (4.7)
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el convexo cerrado K, en Vp:

Ro={v e Vr|u(t) € K en casi todo [0,T]} (4.8)

Sean ahora a; ;(x,t) y a, funciones a valores reales que satisfacen

a; ;(z,t) € L>®(2 x0,T7) i,j=1,...,n
Z a;j(2,0)GG > a(f + -+ () para G € R,a > 0 (4.9)
ij=1

para z,t € Q x |0,T[, ag € L>(2 x ]0,T)), ap(z,t) > «a.

Definamos para u,v € L*(0,T; H' (Q)),

a(u,v):/o a (t;u(t),v(t)) dt,
donde

- ow; 0
a(t;w,wy) = /Qai,j(l'at)a_? aj?dfﬂt/sﬂo(%t)wlwzﬂ
] i

1,j=1

y gracias a (4.9) tenemos que a(u, v) es una forma bilineal continua sobre L2(0,T; H' (Q)) y
por ende sobre Vi y

2
a(v,v) > HUHLQ(O,T;HI(Q))

Ahora, redefinamos nuestra forma bilineal a de la siguiente manera a fin de superar los
problemas sobre su definicién:

a(u,p) = a(u, ) — (u,¢"), ueVp,ped

F9) = [ 090yt

Y finalmente establezcamos nuestra desigualdad variacional modificada para poder estudiar
la existencia y unicidad de la solucién.

Observacion 9. Hablar del término a(u,p — u) no tiene sentido debido a que (u,u’) no
estd definida. En la observacidn 10 mostraremos que (u,u’) es formalmente cero y por ello
podemos establecer el siguiente teorema tratando de plantear el problema de manera andloga
al problema (4.4).
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Teorema 2. Sean V y ® definidas por (4.5), (4.6) y Ko el conjunto convexo cerrado
de V' definido por (4.8). Supongamos que se cumple (4.9). Entonces, para f dado en
L*(0,T; L*(Q)). Eziste un tinico u € K, tal que

a(ua 2 U’) - (uv 90/> > (fa 90) (410)

Proposicién 3. La solucion de (4.10) es también una solucion débil de la ecuacion parabdli-

ca:
B (x,t, %) u+ % = f en Qx]0,T], donde

B (l’,t,%) = —Z% <G”%) + ag

sujeta a la condicion inicial u(x,0) =0 y a la condicion de frontera unilateral u =0 en X

(4.11)

Demostracion de la proposicion. Sea 1 € D(2x]0,T[). Si convenientemente tomamos ¢ =
u £ 1 en (4.10) obtenemos:

a(“? \Ij) - (U, 90/) - (f7 \Ij)
Por lo tanto, u satisface la ecuacién parabdlica (4.11), y dado que u € K, este satisface por
definicion
u(z,0) =0,

u=0 en X

De este modo tenemos que el problema parabdlico evolutivo a condicién inicial y condiciones
de contorno del tipo Dirichlet se ve resuelto por la solucion del problema del Teorema 2. [

Demostracién de la Existencia del Teorema 2.

Para esta demostracion usaremos la técnica de regularizacion eliptica. Asi definamos para
e>0
a=(u, @) = a(u, o) + (v, ¢'), donde u,p € ¢

Esta es una forma bilineal continua sobre ®, y adicionalmente tenemos que:
. 2 . 2
ae(p, ) = alp, ) + € ¥ 1120, 7;22(0)) = f (o, €) [l

Por consiguiente, dado que K, N ® es cerrado en @, por el teorema de Stampacchia tenemos
que existe un tnico u. € K, N P tal que

d:—:(usa@ - ue) > (f?@ - ue) para ¢ € Ro no (4'12)

Tomando ¢ = 0 en (4.12) tenemos que:
a(u7 _u) - é(u/, U,) > <f7 _u>7
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luego considerando que |[v/||207;22(0)) = —[W|lz2(0,:22(0)) ¥ usando la desigualdad de
Cauchy-Schwartz podemos escribir:

—a(u, u) +ellv'|* = —(f,u)
= a(u,u) — ellull 20072200 < (f, )
= HUHL2(0TH1(Q — elju'|| g2 (0,T;L2(Q) S C1HUHL2(0,T;L2(Q))

HUHLQ(O,T;H&(Q)) + Vel ll 2o, L2 (HuHm(o,T;Hg(n)) - \/EHu’Hm(o,T;L?(Q))) < arflul[r207;r2(0)-

y observando que:

U . — Vel . ! )
lullz2o @) = VeI llzoro) = 14+(1—V/¢) (Hu ”LQ(O’TLZ(Q))) > 1 para cualquier € <1,
w2022 (92)) [ul|£2(0,7;02(2))

se concluye:
el p20 1 0m:0) + Ve Izl 20,7220 < €15 (4.13)

donde cada c¢; es constante y no depende de €.

Se mostrara ahora que:
HulaHLZ(o,T;H—I(Q)) < ¢ (4.14)
Para esto, tomando en (4.12) ¢ = u. £, ¥ € © (2x]0,T]) tenemos que:

ae(us,¥) = (f, )
= a(ue, ¥) +e(ul,y') = (f V)
= a(ue, V) — (us,¥') +e(u',¢') = (f,9)
= a(ue7¢) - (usa¢> 5( 67¢H> (f, ¢)

Entonces, recordando la proposicién 3 podemos concluir que

Bu. +u. —eul = f (4.15)

Pero por (4.13) u. pertenece a un conjunto acotado de L?(0,T; H' (Q)) con lo cual Bu.
pertenece a un conjunto acotado de L*(0,T; H~' (2)) y se puede reescribir (4.15) como:

U; - 5“;’ = Ge ||g€||L2(O,T;H*1(Q)) <3 (4.16)

Resolviendo (4.16), puesto que u. € L2(0,T; L*(Q)), u. serfa de la forma [Sch]:

elexp(e™!t) sit<0
0 sit>0

u () = /t "Bt - 0)g. (o) do, E.(t) = {

Y puesto que f |E. (t)| dt = 1, obtenemos (4.14).
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De (4.13) y (4.14) se sigue que ||u.|l;; < c4. Consecuentemente, podemos extraer una sub-
sucesién {u,} tal que u, — w converge débilmente en Vy. Como K, es convexo y cerrado,
este es débilmente cerrado y w € R,.

Se mostrara ahora que w satisface

a(w,p —w) — (w,¢") > (f, o —w) para ¢ € Ko NP (4.17)

Se deduce de (4.12) que:
(e, ) — (fr 0 — ue) > Ge(ue, ue) = alue, ue) — (e, U/s) +e Hu/sHi?(O,T;L?(Q)) > a(u., u;)
Tomando & = 7 se tiene que a.(ue, ) — a(w, ¢).Como
a(w,p) — (f, ¢ —w) > liminf a(u,, u,).

Debido a que la forma bilineal coerciva y continua a(u, v) es débil semicontinua inferiormente
y del hecho de que u,, — w débilmente tenemos

lim inf a(u,, u,) > a(w, w),

lo que es equivalente a (4.17).

Prueba de la Unicidad

Tomemos u; y us dos soluciones de nuestro problema
u; € Ro, a(u, o —u;) — (ug, @) > (f,p — u;) para p € Ko NP (4.18)

Se podria tomar ¢ = uy en (4.18) cuando i = 1 y ¢ = uy en (4.18) cuando i = 2, y anadir
las desigualdades correspondientes. Pero la eleccion “p = u;” no esta permitida por que en
general u; no estd en . Esto se corrige tomando ¢ “tan cercano como sea posible a u;”.
Se introduce una sucesién de funciones v, definida por v,,(f) = 0 para ¢t < =, m(t — <)
para % <t< %, 1 para t > %, y una sucesion regularizante p, de funciones pares C'*° con

soporte en [_71, %], Pn >0, [ pa(t)dt = 1. Para v € Vp, se pone:
T30 = 05, ((00) * pp * pn)

si n > 2m, la funcién (v,,v) * p, * p, es cero en ]O, niz — %

invariante por traslacion, asi T"v € R, si b € K,, es mas:

[. Se puede demostrar que K, es

(Ty0) = 0, ((0,00) % pu % pp) + 0 ((0,,0) % pp * 1) (4.19)
pertenece a L*(0,T; L? (2)), tal que T"v € R, N ® si v € K. Escogemos ahora

o=T"usen (4.18)coni=1 y ¢ =T uy en (4.18) con i =2
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Sumando, se obtiene

D N (4.20)
Donde
X7t = a(uy, T 'ug — uy) + alug, T uy — ug)
Y= —(uy, (T us)") — (ug, (T7u)")

zZy = (f, T ug — uy + T, ur — up)
Cuando n — oo, tenemos:

X" — X" =a(uy, 02uy — uy) + alug, 02 u; — uy)

Z;.Ln — M= (f, U?nUQ — U + Dfnul — Ug)

Verificaremos la relacion:

n

0

Usando (4.19), se tiene
Y=y

donde

yr = — / (Omtis, (Omtiz) % po 5 0L )dt — / (Omtiz, (0mtir) % po # 0L )dt
0 0

= [ s, (onus) s pu)dt = [ 0] s (o) ¢ )
0 0

puesto que p, es tal que:

yr = — / (Onst) # pry (Omytiz) * )t — / (Omst) # s, (0mrtiz) * o)t
0 0

Como y =0, (4.21) se cumple. Por lo tanto (4.20) implica
X"+ yYym>zm (4.22)
Ahora haciendo tender m — oo tenemos

X" — —b(ul—u2,u1—u2)
" — 0

Y7 < sup ur (O] 2y sup 1z (O] 2 — 0

t<= t<=
—m —m

Como u; es continua desde t > 0 — L? (0,7;9Q),u; (0) = 0 Entonces (4.22) implica que

—a (Ul — U U1 — UQ> 2 0

40



es decir
a(uy —ugup —uz) =0
ya que
2
a(v,v) 2 Bvllz20mm @) B>0

de donde se sigue que u; = us lo que demuestra la unicidad.

Observaciéon 10. Sin pérdida de generalidad en la demostracion de unicidad anterior, es-
pecificamente en la definicidn de Y,™ podemos tomar u; = uy = u en L*(0,0%T/2; HL(Q)) de
modo que

Asi, cuando n — oo

Y’ITL — Ym = —2/ UmU;n (u, U)LQ(Q) dt,
0

n

y cuando m — oo
m 2
Y™ < sup [lu(t)]|72¢q) — 0-
t<Z

De este modo se justifica que el término indefinido (u,u’) se considere formalmente cero.

Teorema 4. El problema (3) (y su equivalente, el Pbma. (4)) tiene solucion débil unica tal
que w € L*(0,0°T/2; H}(Q)).

Demostracion. La existencia de una solucién débil viene dada por el teorema (2) puesto que
Ko en convexo cerrado no vacio conteniendo al 0 € L?(2) y la forma bilineal a corresponde al
operador parabdlico bajo las mismas condiciones del teorema en mencion y a su interpretacion
como un problema del calor con condiciones iniciales y de frontera tipo Dirichlet. O
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Capitulo 5

Sistema de Complementariedad,
Multiplicadores de Lagrange y
Convergencia de Problemas
Regularizados.

En esta seccion se discute sobre la existencia de una solucién fuerte de nuestro problema,
obtenida como el tnico limite asintético de soluciones a una familia de ecuaciones parabdli-
cas no lineales regularizadas, enfocando el problema desde el punto de vista de los multi-
plicadores de Lagrange. Dichos multiplicadores son caracterizados a partir de un sistema de
complementariedad asociado a cada ecuacién regularizada permitiéndonos discutir ademas
sobre las propiedades del multiplicador Lagrange hacia el que converge la sucesion de estos
multiplicadores.

5.1. Sistema de Complementariedad y Multiplicadores
de Lagrange.

Consideremos una desigualdad variacional parabdlica general en el sentido de su definiciéon
abstracta como en la seccién (5.2) y asi formulemos el problema siguiente:

Sea K = {v € H}(Q) | v >} y sea:
Ro = {v|v € H(0,T; H'(Q)),v(0) = vo,v(t) € K c.t.p. t € [0,T]}

El problema consiste en encontrar w € K tal que para casi todo t € (0,7

<azg—l(€t),v(t) - w(t)> +a(w(t),v(t) —w(t)) > f(v(t) —w(t)), paratodove Ry. (5.1)
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Ademas, si consideramos la siguiente definiciéon podemos obtener resultados de regularidad
adicionales el problema

Definicién 10 (Solucién Fuerte). Se dice que el problema (5.1) posee una solucion fuerte
si siendo w* dicha solucién satisface el resultado de reqularidad w* € H(0,0%T/2; L*(Q)) N
C(0,02T/2; HY(Q)).

En efecto, como se mostrara en la seccién siguiente, el problema posee una solucion fuerte y
podemos entonces plantear el problema en la forma:

Definicién 11 (Sistema de Complementariedad). Sea w* una solucion fuerte del problema
(5.1), entonces éste puede ser escrito en la forma:

(2452, 0()) + alw (1), 0(8) = (1), v(®) = (A(), (1))
(SC) q w* > 1, (w*(t) — (), A(t)) =0 c.t.p. t € (0,T)
A>0

Se dice que esta expresion es un sistema de complementariedad.

Sea el funcional convexo ® : L?*(0,T; L*(Q2)) — R U {—o00, 00} dado por:

B(w) = {0 siw > 1) c.t.p.

(0. 9] en caso contrario.

Entonces, se puede probar que A € 0®(w*(t)), y més atn se puede expresar como A\*(t) €
0P (w*(t)) donde 0P es el sub-diferencial de ® estando dicho sub-diferencial definido por:

0®(w(t)) = {w'(t) € (L*(Q)) =| ®(v) — ®(w) > (w',v — w) para todo v € L*(0,T; L*(2)}
y en este sentido consideremos la siguiente definicion:

Definicién 12. Sea \*(t) € 0P (w*(t)), definido a partir de (SC). X\*(t) es conocido como el
multiplicador de Lagrange asociado a la condicion w > ¢

5.1.1. El problema como un Sistema de Complementariedad.

Recordando la desigualdad variacional del problema descrito en (5.1):

(22, o(5) —u(r) ) + alutr). o) = ) S0(0) — ) 2 0 para todo v €

Ahora denotemos por A a la forma:

ou(T)

2

AMw) = (M71),w(r)) = < 50 ,’LU(T)>—|—G(U(T),w(7))—(f(7'),’w(7')) para todo w € L*(0, %T; H;(Q)).
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donde ademds por ser a(-,-) bilineal y continua se puede, por tanto, asegurar que A\ €
L*(0, %QT; H~(9)). Asumiendo la regularidad necesaria (a probarse en la seccién siguiente),

se puede afirmar que A € L2(0, 7T L*(R)), justificdndose la notacién’:
3

(A(r), w(r)) = (ag(:),w(f)) ta(u(r), w(r)—(f(r), w(r)) para todo w € L(0, %QT; HY(9)).

Ahora, de la conveniente introduccién de A(w) se obtiene el sistema:
{(g—g,w) +a(u,w) — (\w) = (f,w) Yu(t) € HY(Q)
(A v—u)>0 ve K
Tomando el caso de v = h 4+ u con h € K se tiene que:
(AMh+u—u)=(ANh)=(\h)>0
y por tanto A(t) > 0 c.t.p. A su vez, escogiendo v = 0:
(A —u) = =(Xu) =0
Es decir (A, u) < 0. Luego como u € Ky y A > 0, la tinica posibilidad es:
(A u)=0
En conclusion, nuestro sistema de complementariedad es:
(%4, w) + alu,w) — (A, w) = (f,w) para todo w(t) € Hy(Q).
u € Ky

A>0
(A u) =0.

(P)

5.1.2. Problemas regularizados.

Observemos que el problema (P), al expresar explicitamente sus condiciones, puede ser escrito
de la forma:

( (au w) + a(u,w) — (A, w) = (f,w) para todo w(t) € H}(Q).

o7’
u € L*(0,0%T/2; HY(Q)) u(x,0) =0
u>0
A>0
\()\,u) =0,

y mostremos que las tres ultimas condiciones pueden ser expresadas como:
C(u, A) = 0 donde C(u, \) = A — méx(0, A + cu)

para todo ¢ > 0. En efecto, supongamos que A = max(0, A — cu), asi:

1yéase la observacién 6
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= Si A =0 entonces 0 > A — cu, o equivalentemente, u > 0
= Si A=\ — cu, entonces 0 < A + cu, o equivalentemente, A > 0

» En cualquiera de los dos casos anteriores tenemos que se cumple que (A, u) =0

Ahora supongamos que u > 0, A > 0, (A, u) = 0 para mostrar que A = max(0, A\ — cu) para
todo ¢ > 0, o lo que es lo mismo:

- 0 sidA—cu<0
) A—cu siA—cu>0

= Supongamos que A — cu < 0. Sean u € Ky y (¢)n>1 con ¢, = % entonces A\ < c,u.

Asi cuando n — oo se tiene que A < 0 y consecuentemente A = 0.

= Si A —cu > 0 entonces —cu > =\ y (—cu,u) > (=, u) de modo que —clju|* > 0,
es decir, c|lul[* < 0 y consecuentemente v = 0 c.t.p. Lo anterior nos permite afirmar
convenientemente que A = A — cu.

Nuestro sistema de complementariedad es equivalente entonces a:

(%4, w) + a(u,w) — (A, w) = (f,w) para todo w(t) € Hj ().
u e L*(0,0%T/2; HY ()

u(z,0) =0

Clu,\) =0

(P')

Adelantdndonos al hecho de que vamos a resolver el sistema de complementariedad por el
método de Newton generalizado, que se estudiara en el siguiente capitulo, introduzcamos la
nocién de problemas regularizados que nos permitiran usar el método de Newton apropi-
adamente. La razon principal para hablar problemas regularizados es que el operador max
obtenido en (P") va de L? en L* y es un operador no diferenciable (ver teorema 18) y dado
que la diferenciabilidad es necesaria para definir una aproximacién de Newton (ver en la
seccién 6.1.2) existe la necesidad de hacer que nuestro operador méx cumpla esta condicién.
Esto se logra al introducir un 0 < a < 1 tal que:

A = amax(0,\ — cu) (5.2)

Lo cual es equivalentemente a

A = max(0, A — yu) (5.3)

con A € L*(0, %QT, L*(Q)),cuando tomamos A = 0y v = <% Notar que v — oo™ cuando
a — 17. Més adelante veremos que de acuerdo a la eleccién de A el desempefio de la

aproximacién puede ser controlado.
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De lo anterior podemos entonces definir la familia de problemas regularizados que consider-
aremos:

) ) —a(u(r), 6)~ (mix(0, X(r)~7u(r)). ) ~(f(7).6) = 0 ctp. 7 € (0,0°T/2). (5.4

para todo ¢ € H}(Q) y u(0) = g

Observacién 11. Si existe un multiplicador de Lagrange \*(1) € L*(Q) satisfaciendo (SC),
entonces u*(t) es solucion al problema (5.4). De hecho, \*(1) satisface la condicion

N = max(0, A — yu) (5.5)

para todo v > 0. Ademds se tiene que \* € J(u*(t)) si y solo si (5.5) se cumple para algin
v >0, estos resultados son expuestos en [KIK].

5.1.3. Existencia de Solucion Fuerte como limite de las soluciones
a los problemas regularizados.

El objetivo de esta seccion es el mostrar que existe una solucién fuerte al problema (3) como
limite de las soluciones de los problemas regularizados (5.4). Cada problema regularizado
se tratard por medio de un esquema de aproximacion por diferencias finitas. Los resulta-
dos aqui mostrados pueden ser estudiados en detalle [IK]. Aqui nos limitaremos a mostrar
esquematicamente los resultados y las demostraciones que ahi se presentan.

Teorema 5. Consideremos el problema regqularizado (5.4) con f, A € L*(0,02T/2; L*()),
ug € L*(Q2). Entonces para cada~y > 0 existe una tnica solucidn u, € H(0,0°T/2; H1(2))N
L*(0,0°T/2; HY(Y)). Adicionalmente si \(t) = X € L*(Q), ug € H(RQ), entonces u, €
HY(0,0%T/2; L*(Q)) N C(0,02T/2; HY(Q)) N L*(0,0°T/2; HL(Q)).

Esquema demostrativo. Consideremos la aproximacion por diferencias finitas del problema
(5.4):
K1\ _ ok _
(0 0 a1 0), ) (0.3 (r) 0¥ (1), 6)~(74(7), ) para todo 6 € HY(E)
(5.6)
con v’ = uy € L*(Q), fF = = ,C(Ztl)AT f(r)dr, b= L k(Ztl)AT MT)dr y AT = ";—NT N
k=1,2,... Obsérvese que:

u € L*(Q) — max(0, \*(1) — yu(r)) € L*(Q)

es Lipschitz continua y monétona. Considerando,el operador B : H}(Q) — H~(Q) definido

por
Blu) = 1= — Au— mix(0, 3(r) — u(r))
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con A:
A HYQ) — HHQ)
Aw =3 (55
se puede mostrar que B es coercivo, monétono y semicontinuo para todo A7 suficientemente

pequefio e independiente de v > 0. Asf (5.6) tiene una tnica solucién u**! en HZ(Q) para
todo k.

Se toma A1 = max(0, \F — yuFtl) y usando la continuidad y la coercividad de la forma
bilineal a, se logra probar que para todo ¢ € K

1 1 <
S XN a0) = 5o IV 2

AL () — o F L)) >
(L (0 =) > o 2

Tomando ¢ = uF*1 — 4}, se tiene de (5.6) que

0 k i i i
e = B2 + Sy (16 = w120 + LIX 2a) AT + 0 — w2 )

. - (5.7)
< I = woll3aqy + S0y (DM ) + 17 1) + 213 Mgy ) AT

para k=1,2,...Sea

t—kA
u(AllT =uf+ RN T

(uPT — uF) en [kAT, (k + 1)AT]

Asi, observando (5.6) y (5.7), se concluye que la familia u(All es acotada en W (0, ”QTT) =

HY(0,02T/2; H1(Q)) N L?(0,02T/2; H*(2)) y por el lema de Aubin (Ver[KI]), ésta tiene
una subsucesién que converge a algin u., débilmente en H'(0,0%T/2; H~'(Q)) y fuertemente
en L*(0,0°T/2; L*(Q2)). M4s atin para

u(le =" en (EAT, (k4 1)AT],

se tiene que
a?T/2 A
1 2 T
| 1) — a0l - }juu W2y — 0

conforme A7 — 0. De esto se concluye sin pérdida de generalidad, que u( ) - converge al mismo
u, débilmente en L*(0,0%T/2; Hy(Q2)) y fuertemente en L*(0,0%T/2; L2( ), de donde u,
satisface (5.4).

Para probar la wunicidad notar que para u € W(O,‘ﬂTT) se tiene que “Llu(7)||221

2<d1zl(:) ,u(T)) para casi todo 7.
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Sean uy, us € W1(0, ‘#TT dos soluciones a (5.4) con condiciones iniciales u;(0) y u2(0) en L*(£2)
respectivamente y f1, fo € L?(0,02T/2; L*(2)) Entonces de (5.7) se obtiene que

d

Nl (7) = wllzz ) + l[w(7) = w(Niy@ < 14F) = L)z

implicando la existencia de M; > 0 tal que:
lur(7) = uallfegq) + Jo llua(s) = ua(s)[[7 o) ds
< My (s (0) = wa(0) 2oy + fi 1(5) = So() -1 ls)

para todo 7 € [0,02T/2], de modo que se concluye la unicidad de la solucién a (5.4).

Por ultimo se prueba que la solucién a (5.4) obtenida es fuerte. Para ello se define

// maX 0 )\ s) dsdx

y ayudado de (5.6) con ¢ = “AJ y considerando la monotonicidad de ¥ se obtiene la
siguiente acotacion:

Sy (R B A7 + all == — ™)) 4 a(u,ub) + 0, (= )
gwwm>+wm/—>+3zﬁ(memmm+wmmmﬂAr

Se concluye que u(All() es acotado en H'(0,0*T/2; L*(Q2)) N C(0,0*T/2; Hy () y converge
débilmente en H'(0,0°T/2; L*(Q)) y débil* en L*>(0,0*T/2; H3(Q?)) hacia u,. Més atn,
como u., satisface Lu, — Au, = £, con f = méax(0,\ — yu,) — f € L*(0,0°T/2; L*(Q)) y
u(0) = ug € Hy(Q2), se concluye que u, € C(0,0%T/2; HJ(2)) N L*(0,0°T/2;dom(A)). O
Teorema 6. Sea uy € Ko, [ € L*(0,0°T/2; L*(Q)). Entonces el problema (3) tiene una
tnica solucion fuerte u* € H'(0,0%T/2; L*()).

Esquema de la demostracion. Primeramente se toma en cuenta que del proceso de de-
mostracién del teorema (5) se puede concluir que la siguiente estimacion se satisface:

a(uv(t) Uy (1) +f0T ||%u’y )||L2(Q

5.8
<%QMM1+ﬂmw®w+lm IO B o

Entonces, si A = 0 se puede deducir que u, es acotado en H(0,0%T/2; L*(2)) N
C(0,0°T/2; H}(Q)), y por tanto que existe una subsucesién que converge a u* débil-
mente en H'(0,0*T/2; L*(Q2)) y de manera débil* en L*>°(0,0°T/2; H}(Q2)) y fuertemente
en L*(0,0°T/2; L*(Q)) conforme v — oo. Adicionalmente, de (5.7) y considerando que u.,
satisface la ecuacion (5.4) para todo v > 0 se puede mostrar la siguiente desigualdad:

Il = s (1) 22y + S5 (18 = () 2 ) + 21a(5) 25 ) s
< 16 = woll2aiey + 271 oy + Sy (2P + LAy ) s
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para cualquier ¢ € Ko(7), v A (1) = méx(0, \(T) — yu,) casi en todo punto 7 € (0,0%7/2).
Esta desigualdad permite deducir que cuando ¢ = 0

2T/2
| im0, =) ydr =0
conforme v — 0o y consecuentemente u* > 0 c.t.p. y como ademéas
(max(0, —yu,),u — u, (7)) < 0 para todo u en Ky(7)
entonces y* es una solucion fuerte satisfaciendo el problema (3).

Para verificar la unicidad de dicho resultado consideremos que dos soluciones uj y uj al
problema (3),entonces tenemos que

(E(u”{(ﬂ —wy(r),uy(r) u’é(7))+a(u’£ (F) (), i (F) (7)) < (o(7) — fol)s () —

y de ello se puede ver que:

)= ot | i) -39 gats < (10300) = 3Oy + [ 1F6) s

en (0,027 /2],lo cual implica que la solucién fuerte es tnica. ]

Ademsds las soluciones regularizadas poseen la siguiente propiedad (para la prueba de este
resultado ver [KI)):

Corolario 1. Sea A = 0 en (5.6) y observando que a(u(t),ut (7)) > 0 para todo u(r) €

Hy(Q). Entonces uf > uf para v < 4.2

5.2. Existencia del Multiplicador de Lagrange.

En esta seccién se mostrard que para una apropiada seleccién de A la sucesién M (T) =
max(0, A — yu,) converge al multiplicador de Lagrange \* € L*(0,0%T/2) asociado a la
condicién v > 0, conforme v — oo. Para esta secciéon se tendran en cuenta las siguientes
suposiciones:

A € L20,0°T/2; L*(2)), A > 0, A\(7) > f(7) para casi todo 7.

a(u(t),u™ (7)) > 0 para todo u*(7),u(r) € Hy(£2) (5.9)

2A esta propiedad se le denomina monotonia
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En general para problemas con condiciones de obstéculo u > v la condicién es A(7) >
Ay + f(7) v debe ser interpretada en el sentido de que casi para todo 7

(A(T) = (AY + f(1)), ) > 0

Antes de entrar en la demostracion de la existencia del multiplicador de Lagrange consider-
emos los siguientes resultados.

Teorema 7. Si las condiciones (5.9) se cumplen y ug € Ko, entonces la solucion uf a (5.6)
satisface que uﬁ € Ko para todo v >0y u§ < uﬁ para v < % para todo k > 0.

Esquema de demostracion. Para todo k > 0 se define )\'fy > 0 por

k . Tk k+1
AL = max(0, A" — 'yu;r )
donde uﬁ es la solucién a (5.6). En primer lugar se muestra por induccién que uﬁ € Kq para
todo k. Supongamos que uﬁ € Ko. Entonces se puede probar de (5.6) que

ar (—uf ™ (e T) - a(—uft (—uf )T

—l—(—(A(O) + fk) + )\§+17 (_uk+1)+> — é(_ulﬁl’ (_uk+1>+) S 0’

v v v

donde
D N O R =[Gty Yo

pues \¥ — ¥ > 0. De aqui para A7 > 0 suficientemente pequefio H(—u’fY“)JF)H%Q(Q) < 0 de
donde se puede concluir que u’ffl € Ky. Del mismo modo, para u’fy < uﬁ y oy <A

A (T — b (B — W) 4 a(ub T — T (uh T — k)

+()‘§H _ )‘EYH’ (uiﬂ _ u,’j“)*) — ﬁ(ui _ U§7 (uﬁ“ _ ul:/+1)+) <0,

donde

(A,’jﬂ _ )\§+1’ (u,’i“ _ u§+1)+> > 0.

Y de ello se concluye que para A7 > 0 suficientemente pequerio ||(ufH! — U§+1)+)H%2(Q) <0,
lo cual implica que uﬁ“ < ufﬁl para v < 4. O]
Corolario 2. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 7, se tiene que u,(7) = lim u(AlZ €

HY(0,0°T/2; L*(Q)) N C(0,02T/2; H}(Q)) N L*(0,0*T/2; dom(A)) donde dom(A) = H}(Q),

esto, conforme AT — 0%. Adicionalmente, se satisface (6) y

d o
EU’Y(U — Au,(t) — max(0, A —yu,) = f(%). (5.10)
Mads ain u. (1) € Ky para todo v > 0, u,(t) < us(t) para v <74, y

0 < A\ () = méx(0, \(7) — yuy (7)) < A(T) casi en todo (0,5°T/2) x (5.11)
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Esquema demostrativo. Del Teorema (7)se puede deducir que
kLipy ooz G kY « YK
0 < AT (1) = mdx(0, \" — quj) < A" c.t.p.

y ademds que )\5“ es mondtonamente no decreciente conforme v crece hacia el co. En la
prueba del Teorema (5) se puede observar que u, = limul lo cual implica que converge
fuertemente en L?(0,0?) y débilmente en H'(0,02T/2; H-1(2)) N L*(0,0*T/2; Hy(Q)) v u,
satisface (5.10) y (5.11). La propiedad de regularizacién se puede observar en esa misma
prueba si se reemplaza f por f = f — A\, € L*(0,0°T/2; L*(Q)) y ¥, = 0. O

Teorema 8. Bajo las suposiciones del Teorema (7), existe un multiplicador de Lagrange
A€ L?(0,0%T/2; L*(Q)) tal que

9 * * * _
Eu (1) — Au™(7) — f(1) = X" (1) =0

A (1) = max(0, \* — u")

Demostracion Esquematica. Del Corolario (2) se sigue que {u,},>1 es acotado en W (0, "ZTT
y fuertemente en L*(0,02T/2; L*(Q2)). Debido a que u, > 0 para todo v > 0, se tiene
que u* > 0. Mds atn \,(t) es acotado en L*(0,02T/2; L*(2)) y consecuentemente existe
N(1) € L*(0,02T/2; L*(Q)) tal que A\*(7) > 0 en casi todo punto y una subsucesién de
{2\(7)} que converge débilmente a \*(7) € L*(0,0%T/2; L*(2)). Puesto que

o< [ e (M) 230) = () ) dr — [ T =) dr

se tiene que
a?T/2
| e =o
0

Observandose de este modo que el par (u*(7), \*(7)) satisface la condicién de complemen-
tariedad que se muestra en (P’). Tomando el limite en la expresion:

Ou, (1)

(=5, +aluy(7),0) = (M(7),9) = (£(7),4) =0

para todo ¢ € Hj () y para casi todo 7 € (0,5%*T/2], se tiene que:

<au;y) @) +a(u’(7),0) = (A'(7),¢) = (f(7),4) =0

concordando con el multiplicador de Lagrange y con el problema presentado en (P’). O]
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5.3. Tasa de Convergencia de las soluciones de los
problemas regularizados hacia la solucién fuerte.

El objetivo bésico de en esta secciéon es probar la convergencia de w, — u* en el espacio
L>((0,0%T/2) x Q) con tasa %, dadas ciertas condiciones de regularidad. Sea C = {v €
H{Q |v>0ctp. enQ} yseaC* = {v* € H Q| (v*,v) > 0 para todo v € C} denotando
el cono dual. Puesto que v* € H~ () puede ser descompuesto como v* = (v*)* — (v*)~
con (v*)*/~ € C*. Se dird que v* € C* es acotado superiormente por una constante si v*
estd acotado por la funcién constante |[v*|w < 0o si

([0 |oo — 07, U>H*1(Q)7H6(Q) para todo v € C.

Se dird que v* € HJ(Q) es acotado por una constante si (v*)* y (v*)” son superiormente
acotadas por constantes y se toma:

|07 o0 = mdx([| (v*) "I, [| (")~ ).

Adicionalmente, requeriremos de un lema técnico que se describira a continuacién. Con este
fin sea @ un subconjunto abierto no cilindrico de ((0,027/2) x Q) y definamos Q, = {z :
(r,z) € Q}, para 1 € (0,0%T/2) y Qo = {z : (0,2) € Q}, Qo2rjo = {z : (6?T/2,z) € Q}. Sea
(-,-)a, el producto interno usual en .. La restriccién de a al conjunto H'(Q,) x H(£2,) se
notara también por a.

Lema 2. Sea Q = {(1,z) : 7 € (0,6%T/2),x € Q. } un sub-dominio de (0,0°T/2) x Q con
frontera Lipschitzeana, h € L>(0,0%T/2; H'(Q;)) con esssup, ¢ (o o2r/2) |M(7) |0, <0, y
que a(l,¢%) >0, a(¢,¢") > 0, para todo ¢ € H'(Q,), 7 € (0,0°T/2). Sea ¢ > 0, definamos
ye€Y conY ={y e H(Q) | y(r,z) = 0 parat € (0,0°T/2),x € 90, } satisfaciendo
y(0,-) = 0 para casi todo punto en Q, y

o?T/2 s
/ [<8yai>’¢(s>)g +aly(s). 0(s)) + 1(u(). 6, — (a(), () i1y | dr > 0

(5.12)
para todo T € [0,0%T/2] y ¢ € Y. Entonces y € L*°(Q)

1 _ 1
_;esssup‘l'e((),o?T/)]Hg (Tlloe S y(r,2) < ;63551@}776(0,0%/)}”9+(7')||oo para todo x € €2

y todo 7 € [0, 0*T'/2].

Ahora introduzcamos lo que se denominan conjuntos activos e inactivos asociados a la solu-
cién u* del Problema (3):

A" ={(1,2) € (0,0*T/2) x Q| u*(r,2) =0}, Z*{(r,2) € (0,0%T/2) x Q| u*(7,2) > 0},

con fronteras 0A* y 0Z*, respectivamente.

A continuacién se trabaja sobre la convergencia en cada uno de los conjuntos definidos.
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5.3.1. Caso )\ = 0.

Definamos el conjunto
A, ={((r,2) € (0,6°T/2) x Q| uy(r,2) < 0}.

Entonces por la monotonia vista en el Corolario (1) si 0 < A < A < 0o que establece que
u* < uy < u, para 0 <y <4 < oo podemos concluir ademas que:

A*C Ay C A, ctp.

Teorema 9. Suponiendo que dom(A) C C(2), observando que en nuestro problema ||(A(0)+
TN oo = 1) lleo € L(0,06%T/2) y suponiendo ademds que A* y A, para v > 0, son
dominios en R? con fronteras Lipschitz continuas. Entonces para todo v > 0 y 7 € [0,0%T /2]

. 1
[ty (7) — u*(7)] Lo < §5Upessre(0,a2T/2)||(A(0) + £ oo

Esquema demostrativo. Para el caso que consideramos en este teorema, a virtud de (5.4)y
(8) de la seccién anterior, se tiene lo siguiente:

wy,u € L*(0,0°T/2; C(Q)) N H'(0,0%T/2; 9,

asi como también que A* C A, para todo v > 0. A partir de la definicién de A, se puede
afirmar que:

(%uv =qu, — A(u,) — f(1) en A,, u, =0en dA,\ {(c*T/2,2) € A}

Del Lema (2) con Q = A, y h = f se puede concluir que

1
sup |uy [l < —supessreoorrll(f(4) oo, < supessreorry)||(f() oo (5:13)
te[0,02T/2] v

Ahora se estudiara la estimacién en Z*. Sea Y{(r,z) € 9Z* | 7 € (0,0°T/2)} denotando la
frontera lateral de Z* y sea ¥, = {x | (¢t,2) € ¥}. Notar que X, es definido en el sentido c.t.p.
7 € (0,02T/2), debido a que u*(7) € C(Q) para casi todo 7 € (0,02T/2). Para c.t.p. 7 se
tiene que u*(7,-) < 0 en X,. Luego, 0 = supess c(oo2r/2) ||ty || 2o (E7) ¥ uy —u* = —uy > 0 en
3, c.t.p. en OZ* estdn bien definidas. Observando que v < supess e (oo2r/2)||Uy| Lo (Ayr) <
Iméx(0, f)|| = (@), donde A, » = {z | (7,2) € A,}. En T* tenemos

dr

Uy —u*=—uy,>0en 0" uy, —u*=0 en{(0,7) € I*}

{i(uy —u*) — A(uy —u*) = A, — A" <0 enI*
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de donde v = u, — u* satisface (5.12) con vy = 0, h = A\, — X* < 0y Q = Z*. Poniendo
¢ = (u(1) —a)T €Y en (5.12) se sigue que con los argumentos como en la prueba del Lema
(2) tal que para todo 7 € [0,02T/2].

[y (7) = w* (Pl zoe(zs) < @ < —supesszeo2r/2)|(F()) oo

2|

donde ZF = z(7,z) € Z*. Para luego combinando las dos desigualdades obtenidas llegar a la
desigualdad deseada. O

5.3.2. Caso A(1) = ||(A(0) + f(7)*[|w.

Supongamos que A(7) = [|[(A(0) + £(7)) |l € L°(0,02T/2). El resultado de monotonfa del
Corolario 2 implica que u, < us; < u* , para 0 < v <4 < 0o0. Definamos
A, ={(r,z) € (0,6*T/2) x Q| \,(r,7) > 0},
donde A, (7) = max(0, \(7)). Entonces A, C A*.
Teorema 10. Suponiendo que dom(A) C C(Q), observando que en nuestro problema

1(A0) + f( N llo = 1) Tloo € L®(0,0%T/2) y asumiendo que A* y A, son domin-

10s con fronteras Lipschitz continuas. Entonces:

. 1
|ty — u"|| Lo 0,021 /2)x02 < ;SupeSSTE(O,O'QT/mH(f('))JrHoo

Esquema demostrativo. En A, tenemos que A\ — yu, > 0, u* =0y u, > 0 c.t.p.. De ello se

puede mostrar que
* L <
[0 = uy [l zoeay) < Zl[All 0,021/2)

)

Obsérvese que a = supess(rzyer(A, U (T, ) — u (1, 2)|| = supessy 22|l z=(,), donde
Q. €A, yqueux(r)—u,(r) € C(Q), para casi todo 7 € (0,0°T/2). En consecuencia, para
casi todo 7 € (0,02T/2) se tiene que

[w*(7) = s (P[5 < [[07(7) =y (Tl can) < @

donde ¥, = {z | (r,2) € Z} y X = {(r,2) € 0Z* | 7 € (0,0°T/2)}. En Z* se tiene que

{%(U* —Uy) — A(u* —uy) =X =1, <0 enZ,

u—u,>0endZ, y u* —u, =0 en {(0,2) € Z,}

Tomando el producto interno con ¢ = (u* — uy — «)* implica que

* 1 \
[u" = uy [ ez, < a < ;H)\Hm(o,a?T/z)-
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Capitulo 6

El Método de Newton Semi-Suave y
la Estrategia de Conjuntos Activos e
Inactivos.

En este capitulo empezaremos estudiando el Método de Newton Semi-suave en dimension
finita, puesto que permite conocer y dar una idea clara del método a la vez que introduce
conceptos que seran luego extendidos al caso de espacios de funciones. El método de Newton
Semi-suave ha sido ampliamente estudiado para espacios de dimensién finita [FP]).

Luego, se tratara el problema de valoracién como un sistema de ecuaciones diferenciales y un
sistema de complementariedad que se obtiene a partir de la desigualdad variacional obtenida
en el capitulo 5. A continuacion se expresara el sistema de complementariedad como una
ecuacién operacional que involucre funciones Newton diferenciables para finalmente aplicar
una estrategia de conjuntos activos y estudiar su equivalencia con un método de Newton
Semi-Suave.

6.1. El método de Newton Semi-Suave.

6.1.1. El método de Newton Semi-Suave en dimension finita.

Consideremos una funcién G : R" — R™ suave, i.e., G € C*°(R",R™) donde el esquema
aproximativo de Newton viene dada por el modelo lineal:

G(2*) + JG(2*)d, (6.1)

donde JG es el Jacobiano de Gy d = x — 2*.
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Figura 6.1: [lustracién del método de Newton Suave.

El éxito de este tipo de esquema esté basado en el hecho de que (6.1) sea una buena aprox-
imacién de G cerca de zF y en que la ecuacién lineal resultante es resoluble dado que G es
continuamente diferenciable y JG(z*) es invertible.

Definimos z**1 := 2* 4 d* siendo d* una raiz de (6.1). Notemos que esto nos define la iteracién
de Newton usual.

G(a*) + JG(2*)(d* — 2*) = G(aF) + TG (2F) (2T — %) = 0

de donde podemos ver que: " = 2% — JG71(2*)G(2*) y ademds que JG(2¥)d es una buena
aproximaciéon de G(z* + d) — G(z¥).

En el gréfico (6.1) podemos ver un ejemplo de cémo trabaja este método.

En el caso en el que G sea “no suave” y por ende, no diferenciable, se observa que el tratar
de generalizar el método no resulta facil, pues algunas propiedades no resultan razonables
o utiles en el momento de tratar de definir un modelo local que sea andlogo al método de
Newton.

Para obtener un esquema de Newton “no suave” debemos primeramente observar que no
se tiene garantizada la existencia del Jacobiano de G y aun si existiera no hay razon para
esperar que éste se pueda usar para obtener una buena aproximacién de G cerca de algin
punto de interés.
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Generalizando (6.1), asumamos que el modelo buscado de Newton estd dado por:
G(2%) + A(2*, d) (6.2)

donde A(z*,d) es tomado como un modelo de G(x* +d) — G(z*) cerca de d = 0. En realidad
para ser mds precisos podemos decir que hay una familia de aproximaciones A(x) donde
cada elemento A(x,.) € A(x) es una funcién de R™ en R™ que puede ser usado en (6.2).
Muy a menudo tomaremos A = 0G.

Definicién 13. Sea G : Q € R* — R™ wuna funcion no suave, localmente Lipschitz continua
en todo x € ). Definimos el Jacobiano limite de G en T € ) por

JacG(z) = 0G(z) = {H € R™™ | H = lim JG(2%), para alguna sucesion z* — :E}

k—oo

con x* no perteneciente a los puntos donde G sea no diferenciable.

Definicién 14. Sea G : Q2 € R™ — R™ una funcion localmente Lipschitz continua en un
punto T € Q). El Jacobiano generalizado de Clarke de G en &

0G(z) = conv JacG(z).
es decir la envoltura convexa del Jacobiano Limitante®.

Ejemplo 11. Consideremos G : R? — R?, asumiendo que cumple las condiciones requeridas

en la definicion(14) ,
G(z,y) = <H|1;,l3(i Z)) (63)

Con el fin de calcular 0G(0,0) consideremos las cuatro regiones cerradas:

Claramente la union de las cualro regiones es el espacio y la union de sus fronteras B es
un conjunto de medida nula. Notemos que el conjunto B contiene todos los puntos donde G
es no diferenciable, pero también contiene otros donde es continuamente diferenciable, por
ejemplo el semi-eje y positivo.

Considerando las regiones Ry, ..., Ry podemos ver que el Jacobiano generalizado de Clarke
esta dado por la envolvente convexa de los limites de los Jacobianos de G calculados por
sucesiones convergentes a cero desde el interior de cada una de las regiones.

8G(0,0):conv<((1) _01) (8 _11»

La envoltura convexa de un conjunto es la interseccién de todos los convexos en R”*™ que contienen a
dicho conjunto
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Sean p € [0, 1], tenemos que:

9G(0,0) = p (é _01) +(1-p) (8 —11)

de donde:

_(p 1=p
o= (2 1)
Definicién 15. Sea G una funcion localmente Lipschitz de un conjunto €2 de R™ en R™,

decimos que G tiene una aproximacion de Newton en un punto T € §) si existe una vecindad
Y C Q yuna funcion A : (0,00) — [0,00) tal que

1155% A(t) =0,

de modo que para cada punto v € Q' existe una familia A(x) de funciones de R™ en R™
satisfaciendo las siguientes dos propiedades:

a) A(z,0) =0 para todo A(z,-) € A

b) Para algin x € Q' diferente de T y para algin A(x,-) € A

|G(z) + Alz, T — 2) — G(@)|

[ — ]

< A(llz —z) (6.4)

Llamaremos a A un esquema de aproximacion (de Newton) para G en T y si el requer-
imiento b) se puede expresar como:

b’) Eziste una constante positiva L' tal que para todo x € Q' diferente de T y para todo
Az, ) € A(x)
|G(z) + Az, z —z) — G(z)|

= <
[ — |2

Entonces decimos que F' tiene una aprorimacion de Newton fuerte en T y que A es un
esquema de aprozimacion (de Newton) fuerte.

Con la definiciéon anterior se presenta una extension natural del método de Newton suave
para resolver ecuaciones no suaves conservando las principales caracteristicas del método
original, principalmente su rapida convergencia local.

Algoritmo 12. (Método de Newton generalizado)

Datos: zp e R" ye >0
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Paso 1: £ =0
Paso 2: Terminar si G(x) =0

Paso 3: Seleccionar un elemento A(zg,-) en A(zg) y un vector de dy € B(0,¢) tal que

Paso 4: Tomar xy1 = v + dy y k=k+1 e ir al Paso 2

Ahora veamos las propiedades acerca de la tasa de convergencia de este algoritmo:

Teorema 13. Sea G : Q2 C R™ — R"™, con § abierto, una funcion localmente Lipschitz en
una vecindad de xx satisfaciendo G(xx) = 0. Existe una vecindad B(x*,0) de xx tal que si xg
pertenece a B(x*,8) entonces el algoritmo (12) genera una sucesion {x*} que converge siper
linealmente a x*. Si la aprozimacién A es fuerte la tasa de convergencia es cuadrdtica.?

Ahora motivados por estas ideas introduzcamos una clase importante de funciones llamadas
”Semi-suaves”. El Jacobiano Generalizado de Clarke es una herramienta poderosa que nos
permite extender a funciones localmente Lipschitz muchos resultados validos para las fun-
ciones suaves. No obstante, el extender el método de Newton para funciones suaves a fun-
ciones no suaves en general utilizando el Jacobiano generalizado a menudo falla pues en
general un modelo definido por las matrices Jacobianas en dG(z) no define un esquema
aproximativo de Newton de G, esto es, la condicién limite

lfm G(z)+ H(Iz —z) — G(x)

e [ — ]

=0

no necesariamente se cumple para cualquier funcién Lipschitz G (un ejemplo de este hecho
puede ser encontrado en [FP] pg 674).

Las funciones semi-suaves son funciones localmente Lipschitz continuas para las cuales el
jacobiano generalizado de Clarke define un esquema de aproximacion de Newton legitimo.

La definicion formal de este tipo de funciones es la siguiente:

Definicién 16. Sea G : Q C R" — R™, con Q abierto, una funcion localmente Lipschitz
continua en ). Decimos que G es semi-suave en un punto T € ) si G es direccionalmente
diferenciable cerca de T y existe una vecindad Q' C Q de T y una funcion A : (0,00) — [0, 00)
con
limy_oA(t) =0, (6.6)
tal que para cualquier x € Y diferente de T,
|G (x;2 — ) — G'(Z; 2 — )|

[l

< A([lz = z[]) (6.7)

2La demostracién a este teorema se encuentra explicada en [FP], TOMO 2 Pg.645
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Si adicionalmente el requerimiento anterior puede ser escrito como:
@@ -5~ @3]
lim sup

=1 [l — |2

< o0, (6.8)

diremos que G es fuertemente semi-suave en . Si G es (fuertemente) semi-suave en cada
punto de §) entonces decimos que G es (fuertemente) semi-suave en Q.

Por todo lo visto anteriormente podemos decir que para una funcién semi-suave el Jacobiano
generalizado de Clarke 0G(x) es un esquema de aproximaciéon de Newton de G en z y
asi podemos esperar asumiendo condiciones de no singularidad que el siguiente algoritmo
esta bien definido y es stper linealmente convergente.

Algoritmo 14. (Método de Newton Semi-Suave)

Datos: z5 € R”

Paso 1: k=0

Paso 2: Si G(xy) =0, terminar

Paso 3: Seleccionar un elemento H* € G (xy). Encontrar una direccion dy, € R" tal que
G(xy) + H*dpy =0 (6.9)

Paso 4: xp, = xp +dy y k=k+1

Ahora veamos el resultado principal de convergencia de este algoritmo:

Teorema 15. Sea G : Q C R" — R", con Q abierto, una funcion semi-suave en rx € €
satisfaciendo G(xx) = 0. Si 0G(x%) es no singular , existe un § > 0 tal que si xo pertenece a
B(xx, ) entonces el algoritmo (14) genera una sucesion {x*} que converge siper linealmente
a xx. 51 G es fuertemente semi-suave en r* la tasa de convergencia es cuadrdtica.

6.1.2. Meétodo de Newton Semi Suave en Espacios de Funciones.

Sean X y Z dos espacios de Banach y consideremos la ecuacién:
F(x)=0 (6.10)
Donde F': D C X — Z con D C X abierto.

Definicién 17. La funcion F : D C X — Z es llamada Newton diferenciable en un abierto
U C D si existe una familia de funciones A: U — L(X,Z) con A(z) € A tal que

1
lim —

o T |F(x+h) — F(x) — A(z + h)h|| = 0 para todo x € U. (6.11)
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Anélogamente a lo presentado en dimension finita podemos decir que A pertenece a una
familia de funciones tal que {||A(z)7!||} sea acotada de modo que sea 1til para definir el
modelo de aproximacién de Newton

F([Ek) —|—A([Ek)h (612)

A partir de esto, podemos encontrar xj; como x + hj donde hy es un cero de este modelo.

De igual manera, presentamos a continuacion un algoritmo que resuelve dicho modelo.

Algoritmo 16. (Algoritmo de Newton Semi Suave para funciones)

Datos: zg€ D
Paso 1: k=0
Paso 2: si F(zy) =0 terminar.

Paso 3: Elegir A(xy) € A. Encontrar una direccion hy, € U tal que

Paso 4: zp 1 =xx+hy yk=k+1, ir al paso 2.

Este algoritmo demuestra es super linealmente convergente como se muestra en el siguiente
teorema.

Teorema 17. Sea x* la solucion de (6.10) y F' Newton diferenciable en una vecindad abierta
U de z* con derivada A(z) y {||A(z)7Y| : € U} acotado. Entonces la iteracion de Newton:

Tyl = T — A(Jfk)_lF(l‘k) (614)

converge super linealmente hacia x* siempre que ||xg — x*|| sea suficientemente pequenio.

Demostracion. Notar que la iteracion de Newton satisface
g — 2| < [ A@™ + ) TH[F () — Fa®) = Azi) (2, — 7)), (6.15)

dado que z, € U. Sea B(xx,r) tal que este contenida en U y sea M tal que ||G(z)7!| <
MYz € B(xx,r). Aplicamos (6.11) con z = x*. Sea n € (0, 1] arbitrario. Entonces existe
p € (0,7) tal que

1
| P +h) = F(o%) = A(w  +h)h]| < - [bl| < 1A (6.16)

M M
Para todo ||h|| < p. Consecuentemente, si escogemos zg tal que ||[zg — x * || < p entonces
por induccién de (6.15) y (6.16) con h = zj — x* tenemos ||xy — x * | < p y en particular

Tre1 € (%, p). Se sigue que las iteraciones estan bien definidas. Més atin como 7 € (0, 1] es
escogido arbitrariamente x; — x* converge super linealmente. [
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Bajo este contexto consideremos la diferenciabilidad de los operadores max(0, -) : LI(2) —
LP(Q) y min(0,-) : LY(Q2) — LP(Q2) que seran utilizados en los siguientes capitulos.

Teorema 18. Las funciones max(0,-) : L9(Q) — LP(Q2) y min(0,-) : LI(Q) — LP(2) con
1 < p < q< oo son Newton diferenciables en L1(S2) y tienen como derivada generalizada:

1 siy(x) >0
Gmaxs(y)(®) =0 siy(x) <0
d siy(r)=0

1 siy(z) <0
Gums(y)(z) =120  siy(x) >0
0 siy(zr)=0

con § € R.

6.2. Aplicacién del método de Newton semi-suave a la
desigualdad variacional de Black & Scholes.

6.2.1. Semi discretizacion en el tiempo.

Antes de abordar el sistema (P) segin la estrategia de conjuntos activos e inactivos es
necesario hacer una discretizacién con respecto a la variable temporal; para ello se toma
una particién del intervalo [0, %T] en M sub-intervalos equidistantes, es decir, P = {0 =
to,to, ...ty = ";T} contiy1 =t + Aty At = %QTM_l. Luego usamos el método de Euler
para plantear el sistema:

Llamaremos u" a la aproximacion de la solucién de u, ademas:

, i+l

& = % (6.17)
u't? = (1 - O)u' 4 ou'™ (6.18)
f =1 —-0)f +of+ (6.19)

Con f' = f(ti,-).

Reemplazando (6.17), (6.18) y (6.19) en (P) y utilizando un esquema implicito, es decir
0 = 1, se obtiene:
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dt
ui—i—l c ICO
. 2
Nt e L20, 5 T; L*(2))
C(u,\) =0
Observaciéon 12. Es importante recalcar que para cada tiempo fijo el algoritmo re-
solverd segun la estrategia de conjuntos activos e inactivos un problema estdtico.

<"i+1’”i,w> + a(u™ w) — (A w) = (f w) para todo w(t) € HL(R).

A continuacion se describe el algoritmo segun la estrategia de los conjuntos activos e inac-
tivos:

6.2.2. Algoritmo de Conjuntos Activos e Inactivos. (ACAI)

1. Elegir i =0
2w =0y k=0
3. Elegir Apy1 = {(z) : A —yul)(z) >0} Ly = Q — Apyy
4. Resolver para ujt} € H}(Q)
u ™t — it1 3 itl i+1
—xy Y +a(u™ w) — (A =qu", Ay w) = (f7w) (6.20)
5. Elegir
Nt 0 en [y
e A—yuithen Agp

6. Terminar o k = k + 1 y regresar a 3.

7. Si “terminar” actualizar ¢ =i + 1 y regresar a 2.

Ahora estableceremos la relacién entre (ACAI) y el SSNM aplicado a nuestro sistema de
optimalidad.

Definamos: )
A HY(Q) — H Q) tal que

(Au,w) = (—,w) + au, w)

U
AT’
Introducimos la funcién no lineal:

F: Hy(Q) x L*(Q) — H () x L*(Q) tal que
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F(u,\) = (iu maX(O A - +)1)

Una derivada generalizada G en el esquema de aproximaciones A de F en el sentido de
la definicién de Newton diferenciabilidad y correspondiendo a (6.12), del teorema (18) con
0 = 0 esta dada por:

Ahy — hy )

G(Ulm )\k) - <h2 _ ’}/XAk+lh]_

con h = (hy, hy) € H3(Q) x L*().

Por el teorema (17) del presente capitulo tenemos que el paso de Newton viene dado por:

uz-‘,—l ui—i—l 3 ; ;
(k+1):(§k)_G ( +l)\k)F( +1>\k)

A1

Para guardar consistencia con el Algoritmo (16) se requiere que hy = ufjrll — u?jl y hy =

Ak+1 — Ag. Para obtener la equivalencia entre el método de Newton y nuestro Algoritmo
partamos del la ecuacién (6.12)

U?:kll - UZH

Sean du = uith — ut y 0N = Aprr — Mg

ASuttt — 6h = —Au + N+ fH 4
ON — Y X, 0u = — g + max(0, A — yu)

o equivalentemente

Adutt — 0N = — At 4 N+ 4
ON= —Apen [
SA — youtt = =X\ 4+ A+ yug en Apq

Este nuevo sistema coincide con los pasos (3) y (4) del algoritmo de conjuntos activos e
inactivos. Estableciéndose la equivalencia de ambos métodos.
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Figura 6.2: Elemento de la base V},

6.2.3. Meétodo de Elementos Finitos.
Para la implementacion numérica de (ACAI) se utiliza el método de elementos finitos, para
lo cual se discretiza H](2) por espacios Vj, de funciones polinomiales por pedazos sobre (.

(zmax _Imin)

Sea Q() = {Tmin = T0,T1, .., TN41 = Tmaz) UDA particion de 1 con h = “Frerimind y
zj41 = x; + h A lo anterior llamaremos ”triangulacién de 2" que denotaremos por 7.

Sea W), ={g € C°(Q) : g |[k€ PIVK € Tp,} y Vi, = Wi, (N HA ().

Tomaremos como base de Elementos Finitos de V}, al conjunto {¢1, 2, -+, on} tal que:
r—T;_1 . ]
wma o SUTj- <z <
e T—Tj41 . . .
QOJ - Tj—Tj+1 51 I] S x S I]+1
0 siex <x;_1 0T 2> Tjn

El gréfico de la funcién ; es representado en la figura (6.2.3) :

Observacién 13. Si u(x) = Zjvzl uj(x)p;(z) entonces se cumplen las siguientes

propiedades:
v u(zy) =u; 1<j <N
u u(xmm) - u(xmax)

u es continua sobre )

u restringido al intervalo [z, x;41] es un polinomio de grado 1 en .

Estas propiedades caracterizan el subespacio V.
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Ademds se dird que:

® T0,%1, Tyt SOon los nodos de la discretizacion.
v [zg,x1), [T1, 2], -+, [N, TN11] son los elementos geométricos.
= 01,9, N son las funciones de base del subespacio Vj, de tipo elementos finitos

Asi, se aproximard a cada u(t) € Hy(f2) por:

N

un(t) = uy(t)e; (6.22)

J=1
donde los términos u;(t) son funciones de t a determinarse.

Discretizacion.

Para empezar con la discretizacion consideremos la siguiente formulacién del problema en el
paso 4 de nuestro algoritmo.

Luego, el problema discretizado resultante es:

N N N
> i (t)/ o+ uy(t) / Pigrdr =Y uy | @iXa,, pide =
Jj=1 Q 7j=1 Q j=1 Q

ag ag / 3\
_ /Q [E(Wﬁ%(wlax} du + /Q Mode  (6.23)

Si A es la matriz de rigidez N x N de coeficientes:

Ajl:/%%@;dx,
Q

Si M es la matriz de masa de coeficientes

Mjl:/cpjgoldx.
0

Ademas si consideremos la matriz M* que introduce en la resolucién por elementos finitos
la estrategia de activos inactivos, cuyos coeficientes son
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Mﬁaé%ﬂmwwm.

donde
, 1 siz(j)ed
Hinlj) =0 IV A
0 siz(j) € Tr
Si @(t) = (ur(t), us(t), -+ ,un(t)) y si f(t) es el N-vector donde la l-ésima componente es:
dg(t) ~ 99(t) ,
t) = - d
i = [ %580~ 200
y ademas:

Xt = [ e

Entonces la resolucién de (6.23) es equivalente a encontrar u(t) tal que:
1

= - 1 .
R M+ A+ M i = Mt f o+ M

Por otra parte, se verifica que:

2 o .
, B 5 sig=I1
pipdr = . .
/Q]l {—% sij#Lj—Il=1
2p sij=1
odr = 3
A%wx {@su¢w—WA

y a través del método de los trapecios se tiene:

% o) = na)

q OT
| 3@t = wi)
| @die) = 5 |Ghe) - )

Entonces:
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1 4 1
TEN
0 1 4
s Xpa (1) Xy (2) e 0
Mr—h X (1) 4* X (2) Xe11(3)
" : Xiy1(N)
0 Xer1(N = 1) 4% X1 (N)
f(a1,t)
- Ig,t
iy | T
f(xN7t>
E\(l’l,t)
At) = h A(xf’t)
Maw, 1)

Observacién 14. Para la resolucion numérica de f es necesario el estudio previo de la
funcion de rentabilidad transformada:

g(z,7) = 1@’ max{es @) — g3t o},
con q =25 (comor >0y o? #0 entonces ¢ >0 ).
Para todo q se cumple que ¢ — 1 < g+ 1.
Siz € R, entonces £(q—1) < 2(qg+1) y ez — 20D < 0 de donde g(z,7) = 0.
Siz =0, entonces g(0,7) = ex @ VT max{1 — 1,0} = 0.
Siz € R, entonces £(q—1) > (g +1) y e2(™V) — 20D > 0 de donde

g(z,7) = ea@t DT (e5la-1) _ g5latD)y,

Dado que:

lim ei(qul)QT(e%(‘I*l) — e%(qul)) =0

z—0~
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3 7 % % = : :

Figura 6.3: Funcion g

Entonces podemos concluir que g(z, T) es continua. Sea T fijo, el siguiente grdfico representa
dicha funcion.

Adicionalmente, se tiene que:

dg(z,7) JO six >0
O erlatP (@D es(e-1) (et o5ty g j oL hy |j—h| =1
De donde:
lfm ei(q+1)2~r<<q — 1)eg(q71) _ (¢ + 1)€g(q+1)> _ ei(qﬂ)%((q —1) _ (¢ + 1)) _ _eiletD)?r

z—0- 2 2 2 2

9g9(z,7)
ox

. . . s Y ag(-’lfﬂ')
Jyo, el siguiente grdfico representa la funcidn =5

A partir de este hecho podemos concluir que no es continua en el punto (0,7). Sea T
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-4

9g
ox

Figura 6.4: Funcién
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Capitulo 7

Experimentos Numeéricos

En este capitulo se estudia la validez de nuestro esquema de resoluciéon para una opcion
de compra Americana a través de ejemplos numéricos, los mismos que han sido extraidos
de varios trabajos realizados por autores de reconocida trayectoria ver [H|, [KIK], [AP] y
a su vez hemos realizado un ejemplo adicional de nuestra autoria, esto con el propésito de
exponer que el esquema de aproximacion obtenido es valedero en diversos escenarios.

7.1. Primer experimento

Consideremos una opcién americana de venta con precio de ejercicio K = 100 USD, tiempo
de madurez T" = 0,5 anos, tasa de retorno libre de riesgo r = 6 %, volatilidad o = 0,04.
Para empezar se hard una comparacién de V(5,0) obtenida mediante nuestro método con
los resultados para el mismo problema obtenidos al resolverlo por el Método Binomial y
considerado como solucién referencial en [H].

Esto se hace, en primera instancia estudiando la diferencia porcentual entre las dos soluciones
mencionadas al variar el refinamiento del mallado, el parametro de penalizacién, asi como (2.
Ademas se estudian bajo los mismos parametros el nimero de iteraciones totales del método
y la velocidad de convergencia.

A partir de dicho estudio se puede observar en la tabla 7.1 que la diferencia porcentual
entre nuestra soluciéon V (S, 0) y la presentada como solucion referencial en todos los casos es
menor al 4 % por lo que se puede comprobar que nuestro esquema aproxima adecuadamente
a la solucion del problema de opciones americanas. También se observa que dicha diferencia
es inversamente proporcional al tamano del refinamiento del mallado tanto para la parte
temporal como para la espacial puesto que como se muestra en ésta tabla para una particion
espacial y temporal de 50 nodos cada una la diferencia porcentual es de aproximadamente el
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4% pero con una particion espacial y temporal de 300 nodos cada una la diferencia porcentual
disminuye a un valor aproximado de 2,6 %.

En algunos casos al aumentar el tamano del refinamiento de la malla espacial la diferencia
porcentual también aumenta infimamente, como se puede observar para el caso en el que
el N=150 y M aumenta de 250 a 300 la diferencia porcentual aumenta de 2,49 % a 2,55 %,
pero dicho incremento es de orden 10e~* por lo que se lo considera imperceptible.

Debemos notar que el incremento en el nimero de iteraciones mostrado en la tabla 7.1 al
aumentar el mallado temporal no implica que la resolucion del problema estatico se resuelva
con mas esfuerzo sino que al refinar el mallado temporal se resuelve el problema estatico mas
veces.

Smim'mo — 78793 Sméa:imo = 144, Y= 1000
M! \ N? \ Diferencia Porcentual \ No. iteraciones totales SNNM?
50 | 50 0.0433 105
50 | 100 0.0306 106
50 | 150 0.0289 106
50 | 200 0.0252 106
100 | 100 0.0327 202
100 | 150 0.031 515
100 | 200 0.0256 515
100 | 250 0.0242 513
150 | 150 0.0317 319
150 | 200 0.0258 318
150 | 250 0.0249 319
150 | 300 0.0255 319
200 | 200 0.0259 on
200 | 250 0.0253 495
200 | 300 0.0258 105
200 | 350 0.0234 425
300 | 300 0.0262 638

tabla 7.1: Efecto de la variacién del ntimero de iteraciones sobre diferencias % e iteraciones
del SNNM

A continuacién se presentan varias tablas en las cuales se encuentran detallados los calculos de
los resultados expuestos en la tabla (7.1), en dichas tablas se presentan para diferentes precios
en el mercado del activo subyacente el precio de la valoracién mediante nuestra aproximacion
y de la solucién referencial, asi como el diferencia porcentual puntual producida para cada
precio.
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Detalle de calculos

S =789, Spdsime = 144, v = 1000, M = 50, N = 50
S \ V(S,0)"exacto” \ V(S,0) \ Dif. % puntual \ Dif. % global \ Iteraciones SMNM
80 21.6059 21.4752 0.0060
90 14.9187 15.9466 0.0689
100 9.9458 11.0246 0.01085 0.0433 105
110 6.4352 6.5295 0.014.7
120 4.0611 3.9863 0.0184
S =789, Spasime = 144, v = 1000, M = 50, N = 100
S | V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif. % | Dif. % global | Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.9498 | 0.0304
90 14.9187 15.3112 | 0.0263
100 9.9458 10.5848 | 0.0642 0.0306 106
110 6.4352 6.6426 | 0.0322
120 4.0611 4.0611 0
S 78,9, Smasime = 144, 7 = 1000, M = 50, N = 150
S \ V(S,0)Binom. \ V(S,0) \ Dif. % \ Dif. % global \ Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.7744 | 0.0385
90 14.9187 15.0994 | 0.0121
100 9.9458 10.4383 | 0.0495 0.0289 106
110 6.4352 6.6810 | 0.0382
120 4.0611 4.063 | 0.0062
S =789, Smasime = 144, v = 1000, M = 50, N = 200
S \ V(S,0)Binom. \ V(S,0) \ Dif. % \ Dif. % global \ Iteraciones SMNM
80 21.6059 20,6944 | 0.0422
90 14.9187 15.0688 | 0.0101
100 9.9458 10.3527 | 0.0409 0.0252 106
110 6.4352 6.5839 | 0.0231
120 4.0611 4.0223 | 0.0096
S =789, Spasime = 144, v = 1000, M = 100, N = 100
S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif. % | Dif. % global | Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.9515 | 0.0303
90 14.9187 15.3263 | 0.0273
100 9.9458 10.6063 | 0.0664 0.0327 202
110 6.4352 6.6637 | 0.0355
120 4.0611 4.0774 | 0.0040
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S

minimo

— 78,9, Smawimo = 144, 7 = 1000, M = 100, N = 150

S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif. % | Dif. % global | Iteraciones SMNM

80 21.6059 20.7762 | 0.0384
90 14.9187 15.1145 | 0.0131
100 9.9458 10.4599 | 0.0517 0.031 212
110 6.4352 6.7021 | 0.0415
120 4.0611 4.1027 | 0.0102
S =789, Spasime = 144, ~ = 1000, M = 100, N = 200
S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif. % | Dif. % global | Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.6961 | 0.0421
90 14.9187 15.039 | 0.0111
100 9.9458 10.3742 | 0.0431 0.00256 212
110 6.4352 6.6049 | 0.0264
120 4.0611 4.0385 | 0.0056
S =789, Spduime = 144, v = 1000, M = 100, N = 250
S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif.% | Dif.% global | Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.642 | 0.00446
90 14.9187 15.0052 | 0.0058
100 9.9458 10.3328 | 0.0389 0.0242 212
110 6.4352 6.6396 | 0.0318
120 4.0611 4.00614 | 0.0001
S = 78,9, Spdsime = 144, v = 1000, M = 150, N = 150
S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif.% | Dif.% global | Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.7767 | 0.0384
90 14.9187 15.1196 | 0.0135
100 9.9458 10.4672 | 0.0524 0.0317 319
110 6.4352 6.67093 | 0.0426
120 4.0611 4.0183 | 0.00116
S — 78,9, Sinime = 144, ~ = 1000, M = 150, N = 200

minimo

S | V(S,0)Binom. | V(S,0) |

Dif. % ‘ Dif. % global ‘ Iteraciones SMNM

30 21.6059 20.6967 | 0.0421
90 14.9187 15.0890 | 0.0114
100 9.9458 10.3814 | 0.0438
110 6.4352 6.6120 | 0.0275
120 4.0611 4.044 | 0.00042

0.0258

318
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S

e = 18,9y Spmazime = 144, v = 1000, M = 150, N = 250

S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif. % | Dif. % global | Iteraciones SMNM

30 21.6059 20.6425 | 0.0446
90 14.9187 15.0103 | 0.0061
100 9.9458 10.34 | 0.0396
110 6.4352 6.6467 | 0.0329
120 4.0611 4.0669 | 0.0014

0.0249

319

S = 78,9, Spdsime = 144, ~ = 1000, M = 150, N = 300
S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif.% | Dif.% global | Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.6064 | 0.0463
90 14.9187 14.9579 | 0.0026
100 9.9458 10.3124 | 0.0369 0.0255 319
110 6.4352 6.6701 | 0.0065
120 4.0611 4.00822 | 0.00052
S =789, Spasime = 144, ~ = 1000, M = 200, N = 200
S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif. % | Dif. % global | Iteraciones SMNM
80 21.6059 20.6970 | 0.0421
90 14.9187 15.01916 | 0.0116
100 9.9458 10.3851 | 0.0442 0.0259 424
110 6.4352 6.6155 | 0.0280
120 4.0611 4.0067 | 0.0035
S = 78,9, Spasime = 144, v = 1000, M = 200, N = 250

S [ V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif. % | Dif. % global | Iteraciones SMNM

80 21.6059 20.6428 | 0.0446
90 14.9187 15.0129 | 0.0063
100 9.9458 10.3437 | 0.04 0.0253 425
110 6.4352 6.6503 | 0.0334
120 10611 10697 | 0.0021
S =789, Smasime = 144, v = 1000, M = 200, N = 300

S | V(S,0)Binom. | V(S,0) | Dif.% | Dif.% global | Iteraciones SMNM

30 21.6059 20.6067 | 0.0462
90 14.9187 14.9605 | 0.0028
100 9.9458 10.3161 | 0.0372
110 6.4352 6.6737 | 0.03371
120 4.0611 4.085 | 0.0059

0.0258

425
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S

minimo

— 78,9, Smawimo = 144, 7 = 1000, M = 200, N = 350

S | V(S,0)Binom. |

V(S,0) | Dif. % [ Dif. % global | Iteraciones SMNM

30 21.6059 20.5853 | 0.0472
90 14.9187 14.9661 | 0.0032
100 9.9458 10.2892 | 0.0345
110 6.4352 6.66237 | 0.0293
120 4.0611 4.0520 | 0.0022

0.0234

425

S

.
minitmo

- 78797 Smdm‘mo

= 144, v = 1000, M = 300, N = 300

S | V(S,0)Binom. |

V(S,0) | Dif. % [ Dif. % global | Iteraciones SMNM

80 21.6059 20.6070 | 0.0462
90 14.9187 14.9630 | 0.003
100 9.9458 10.3198 | 0.0276
110 6.4352 6.6773 | 0.0376
120 4.0611 4.0878 | 0.0066

0.0262

638

A medida que se incrementa el valor de 7, como se muestra en la tabla 7.2, la diferencia
porcentual se mantiene estable y con un valor aproximado de 2,57 %, para este ejemplo en
particular se observa que la diferencia porcentua se incrementa en un orden de 10e~* siendo
este valor imperceptible y por lo cual dicho incremento no se considera como significativo

para nuestro método.

S =789, Smasime = 144, M = 100,N = 200
v \ Diferencia Porcentual \ No. iteraciones totales de SNNM
1 0.0256 200
20 0.0256 206
50 0.0256 210
100 0.0256 211
500 0.0256 212
1000 0.0256 212
5000 0.0257 213
10000 0.0257 218
50000 0.0257 221
100000 0.0257 222
500000 0.0257 239
1000000 0.0257 241

tabla 7.2: Efecto de la variacién de v sobre la diferencia % e iteraciones del SNNM

El ntiimero de iteraciones es directamente proporcional al incremento del factor de penal-
izacion v, a su vez, se puede observar que la cardinalidad de los conjuntos activos disminuye
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a medida de que este aumenta, lo que verifica que nuestra solucién es una mejor aproxi-
macion de la soluciéon verdadera a medida que ~ tiende al infinito. Como se evidencia en la
tabla 7.3 para un valor de gamma = 1 la cardinalidad de los conjuntos activos para ¢t = 10
(por ejemplo) es de 24 elementos mientras que para gamma = 1000000 dicha cardinalidad
es de 12 elementos para el mismo tiempo.

S i =789, Spazimo = 144, M = 100,N = 200
v | 1]20]50]100 500 [ 1000 [ 5000 | 10000 | 50000 | 100000 | 500000 | 1000000
i=2 [50[50[50] 50 [ 50 [ 50 | 49 48 47 47 46 46
i=3 [46]46 46| 46 | 46 | 45 | 43 42 40 40 39 39
i=4 [42]42]42] 42 | 42 | 40 | 38 36 35 34 34 33
i=5 [39[39[39] 38 |33 36 | 33 32 30 29 29 29
i=6 [36[36]36] 35|35 ] 33 | 29 28 26 25 25 25
i=7 [33/33[33]32[32] 29 | 25 24 22 22 21 21
i=8 [30[30[30] 29|29 | 26 | 22 21 19 18 18 18
i=9 [27]27 27| 271 | 27 ] 23 19 18 16 15 15 15
i=10] 242424 24 | 24 | 20 16 15 13 12 12 12
i=11 212121 21 | 21 | 17 13 12 10 10 9 9
i=12 18] 18 18| 17 [ 17 | 14 10 9 7 7 7 6
i=13[15]14 14| 14 | 14 | 10 7 6 5 5 4 4
i=14[11]11]10] 10 10| 6 4 3 2 2 2 2
=15/ 666 6 |5 2 0 0 0 0 0 0
i=16/ 0l0]0] 01O 0 0 0 0 0 0 0

tabla 7.3: Efecto de la variacion de v sobre el tamano de los conjuntos activos

A pesar de las bondades que presenta nuestro sistema de aproximacion se observa que al
extender el dominio {2 a R se producen ligeros desajustes con respecto a los valores de la
solucién referencial, esto ocurre especialmente al extender la frontera izquierda presentandose
mayor similitud en los resultados al extender la frontera derecha, como se detalla a contin-
uacion en la tabla 7.4 y tabla 7.5. De igual manera se observa que en estos casos cuando se
mantiene el mallado espacial y se incrementa el niimero de nodos en el mallado temporal
la diferencia se incrementa; sin embargo, este incremento es de orden de 1le™3 por lo que
se considera que si bien presenta esta falencia, la misma tiene un impacto minimo en la
aproximaciéon de la solucion.
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Variacion de limites en la frontera. Efectos sobre la diferencia porcentual

Somamime = 144, I = 0,006,y = 1000

S, imimo ‘ N ‘ Dif. Porcentual M = 50 ‘ Dif. Porcentual M = 100 ‘ Dif. Porcentual M = 200

78.9 100 0.0306 0.0327 0.0338

70 121 0.0532 0.0545 0.0555

60 146 0.0611 0.0631 0.0641

50 176 0.0597 0.0616 0.0626

40 214 0.0622 0.0642 0.0652

30 262 0.0621 0.0640 0.0650

20 330 0.0626 0.0645 0.0654

10 445 0.0614 0.0633 0.0643

1 829 0.0602 0.0632 0.0643

Tabla 7.4: Variacion de la frontera izquierda

S inimo = 144, h = 0,006, v = 1000
Smézimo ‘ N ‘ Dif. Porcentual M = 50 ‘ Dif. Porcentual M = 100 ‘ Dif. Porcentual M = 200
144 100 0.0306 0.0327 0.0338
150 108 0.0351 0.0371 0.0381
160 118 0.0458 0.0476 0.0485
170 128 0.0482 0.0498 0.0507
180 137 0.0509 0.0525 0.0533
190 147 0.0469 0.0485 0.0493
200 156 0.0454 0.047 0.0478
250 193 0.0467 0.0483 0.0491
300 223 0.048 0.0496 0.0504
500 308 0.0485 0.0501 0.0509
1000 | 424 0.048 0.0496 0.0504

Tabla 7.5: Variacién de la frontera derecha

A su vez se observa que el radio de convergencia tiende a cero en todos los pasos temporales,
de donde podemos concluir que la convergencia es super lineal evidenciandose una ventaja
en cuanto a la velocidad de convergencia pues en [H1] al resolver el mismo ejemplo por
el método de multi-mallado mondétono para discretizaciones B-spline se muestran tasas de
convergencia de 0,27, es decir, converge mas lentamente.
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Esto se puede evidenciar en las siguiente tabla en la cual se presenta detallados para cada
paso temporal los valores del residuo? asi como el radio de convergencia final (T C) para
cada tiempo.

“el residuo estd definido como R = |uj, , — uf||
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= 78,9, Sazimo = 144, v = 1000 Iteraciones totales SNNM = 212

minimo

M 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Res. 0 0.0254 | 0.0447 | 0.0616 | 0.0770 | 0.0913 | 0.1049 | 0.1179 | 0.1304 | 0.1425
0 0.0002 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0001
0 0 0 9,2¢7" | 447" 0 4,4e7" | 1,36e° 0 0
TC 0 0 0 0.0023 | 0.0011 0 0.0015 | 0.0068 0 0
M 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Res. | 0.1542 | 0.1656 | 0.1767 | 0.1876 | 0.1982 | 0.2086 | 0.2189 | 0.2289 | 0.2388 | 0.2486
0.0001 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0000 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0.0000 | 0.0000 0 0 0 0 0
M 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Res. | 0.2582 | 0.2676 | 0.2769 | 0.2861 | 0.2952 | 0.3042 | 0.3130 | 0.3217 | 0.3304 | 0.3389
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Res. | 0.3473 | 0.3556 | 0.3639 | 0.3720 | 0.3800 | 0.3880 | 0.3958 | 0.4036 | 0.4113 | 0.4189
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M 41 42 43 44 45 46 47 48 49 20
Res. | 0.4264 | 0.4338 | 0.4412 | 0.4484 | 0.4556 | 0.4627 | 0.4698 | 0.4767 | 0.4836 | 0.4904
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M 51 52 53 o4 25 26 S7 o8 99 60
Res. | 0.4972 | 0.5039 | 0.5105 | 0.5170 | 0.5235 | 0.5299 | 0.5362 | 0.5424 | 0.5486 | 0.5548
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
Res. | 0.5608 | 0.5668 | 0.5787 | 0.5728 | 0.5845 | 0.5903 | 0.5960 | 0.6016 | 0.6072 | 0.6127
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M 71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
Res. | 0.6182 | 0.6236 | 0.6290 | 0.6343 | 0.6395 | 0.6447 | 0.6499 | 0.6549 | 0.6600 | 0.6650
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M 81 82 33 84 85 86 87 88 39 90
Res. | 0.6699 | 0.6748 | 0.6796 | 0.6844 | 0.6892 | 0.6939 | 0.6985 | 0.7031 | 0.7076 | 0.7121
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Res. | 0.7166 | 0.7210 | 0.7254 | 0.7297 | 0.7340 | 0.7382 | 0.7424 | 0.7466 | 0.7507 | 0.7588
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TC 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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PROBLEMA TRANSFORMADO M=300 N=300

0.1

0.08

0.06

0.04

Figura 7.1: Ejemplo 1: Resolucién del problema en sus variables transformadas

A continuacion se presentan graficos que muestran la soluciéon del problema transformado,
la soluciéon del problema en sus variables originales a través del tiempo y un grafico que
muestra la Solucién del problema V(S,0).

En el grafico 7.1 se presenta la solucién obtenida mediante nuestro esquema de aproximacién
en las variables transformadas u(x, 7); el cual, como se puede observar en el dibujo es mayor
que cero en [Tmm, Tmax) X [0, éT] En el grafico 7.2 se presenta el Multiplicador de Lagrange
el cual, como se habia evidenciado en la teoria es siempre mayor o igual a cero y a su vez se
puede observar que (u, ) = 0.

En el grafico 7.3 se presentan los conjuntos activos e inactivos, se puede observar que la
cardinalidad de los mismos va disminuyendo a medida que se va avanzando en el mallado
temporal, siendo a partir del nodo 50 este valor idénticamente cero.

En el grafico 7.4 se presenta la solucion al problema de valoracion en sus variables originales

V(S,t) y en el grifico 7.5 se presenta la imagen del la solucién en sus variables originales
pero para el tiempo 0.
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Figura 7.2: Ejemplo 1: Multiplicador de Lagrange

CONJUNTOS ACTIVOS E INACTIVOS

300

300

350

Figura 7.3: Ejemplo 1: Conjuntos Activos e Inactivos
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VALORACIONM=300 N=300

160 05

Figura 7.4: Ejemplo 1: Solucién del problema en sus variables originales

V(S,0) M=300 N=300
25 T T T T

20+ B

15| .

10 .

I | | | I
70 80 90 100 110 120 130 140 150

Figura 7.5: Ejemplo 1: Solucién del problema en V(.S,0)
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7.2.

Segundo Experimento

Este experimento consiste en considerar una opcion americana de venta con tiempo de
madurez T' = 1 ano, con volatilidad o = 0,2, tasa de retorno libre de riesgo » = 0,04 %
y precio de ejercicio K= 100 USD, dicho ejemplo se exhibe en [AP], para el cual se pro-
fundizara en aspectos numéricos como numero de iteraciones que se efectiian en cada paso
temporal al variar el mallado espacial para un M fijo. Luego se evidencia, mediante tablas
y graficamente, cémo se comportan los conjuntos activos e inactivos en el experimento al

variar el refinamiento de las mallas asi como el factor 7.

Empecemos observando en la tabla 7.6 que el nimero de iteraciones del Algoritmo SNNM
es independiente del mallado espacial, en la cual se observa que para M=10 y al variar N
el nimero total de iteraciones es de 27 en casi todos los casos, variando inicamente en una
iteracién en N = 100; también se puede observar que cada problema estatico se resuelve en
un maximo de 4 iteraciones.

S

minimo

— 78,9, Smizime = 144, v = 1000

M| N [#tit.[i=2[i=3]i=4]i=5[i=6]i=7]i=8]i=9]i=10[i=11

10 | 100 26 4 3 4 3 2 2 2 2 2 2
10 | 150 27 4 4 4 3 2 2 2 2 2 2
10 | 200 27 4 4 4 3 2 2 2 2 2 2
10 | 250 27 4 4 4 3 2 2 2 2 2 2

tabla 7.6: Efecto del variacién del nimero de iteraciones sobre iteraciones del SNNM

Haciendo variar el parametro de penalizacién v se observa, en la tabla 7.7, que el niimero
de iteraciones totales es directamente proporcional al incremento de 7. En la tabla 7.8 se
puede observar que a medida que se incrementa vy y se avanza en la particién temporal la
cardinalidad de los conjuntos activos disminuye, lo que indica que nuestra soluciéon es una

mejor aproximacion a medida que ~ tiende al infinito.
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Smfm’mo - 7&9’ szim’mo = 144, M = 100,N =200
Y ‘ No. iteraciones totales SNNM
1 200

20 232

50 240

100 243

500 245

1000 245

5000 246

10000 256

50000 287

100000 206

500000 329

1000000 333

tabla 7.7: Efecto de la variacién del factor de penalizacion v sobre el niimero de iteraciones
totales del SNNM

=789, Smazimo = 144, M = 100,N = 200

mint

v | 1]20]50 100500 | 1000 [ 5000 | 10000 | 50000 | 100000 | 500000 | 1000000
i=2 [61]61[61]61[61L] 61 [ 60 [ 60 59 59 58 58
i=3 |[58|58[58] 58 | 58 58 | 57 | 56 55 54 54 54
i=4 [ 565656 56 | 56 | 56 | 54 | 53 51 51 50 50
i=b |54 |54[54] 54 | 54 [ 53 [ 51 | 50 48 48 A7 A7
i=6 |[53|53[53] 52| 52] 51 [ 49 | 48 46 45 45 45
i=7 [51[51[51]51 |50 [ 50 [ 47 | 45 44 43 43 43
i=8 |50 |50[50] 50 | 49 [ 48 [ 45 | 43 42 41 41 40
i=0 [48[48[48| 48 | 47 | 46 | 43 | 41 40 39 39 39
=10 |47 [47[47] 47 | 46 | 45 | 41 | 40 38 37 37 37
i=11 46 |46 [46 | 46 | 45 [ 43 [ 39 | 38 36 36 35 35
i=12[45[45[45| 45 | 43 | 42 | 38 | 36 35 34 34 33
=526 | 6[5] 5] 2] 0 0 0 0 0 0 0
=534 [4[4] 3] 17] 0 0 0 0 0 0 0
i=pd[3[2[2] 2] 0] 0 0 0 0 0 0 0
i=p5 [ 1]0[0] 0] 0[O0 0 0 0 0 0 0

tabla 7.8: Efectos de la variacion de  sobre el tamano de los conjuntos activos.
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PROBLEMA TRANSFORMADO M=300 N=300

0.08
0.07
0.06
0.0
0.04
0.03
0.02
0.01

-0.01
300

Figura 7.6: Ejemplo 2: Resolucién del problema en sus variables transformadas.

En el grafico 7.6 se presenta la solucién obtenida mediante nuestro esquema de aproximacién
en las variables transformadas u(z,7) y en el grifico 7.7 se presenta el multiplicador de
Lagrange obtenido; en los mismos se puede observar, al igual que en el ejemplo 1, que cuando
u(z,7) es distinto de cero, A(x,7) = 0 y visceversa, con lo que se verifica que (u, A) = 0.

En el grafico 7.8 se presentan los conjuntos activos e inactivos, de la informacién presentada
en la tabla 7.8 la cardinalidad de los conjuntos activos va disminuyendo a medida que se
avanza en la particién temporal, en este grafico podemos observar que a partir del nodo 56
la cardinalidad tiene un valor idénticamente cero.

El gréfico 7.9 presenta la soluciéon al problema de valoracién en sus variables originales
V(S,t). En el grafico 7.10 se presenta la imagen de la solucién en las variables originales

pero para el tiempo 0.

En el gréafico 7.11 se presenta la diferencia entre V' (5,t) y V(S,0).
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MULTIPLICADOR

0.8

Figura 7.7: Ejemplo 2: Multiplicador de Lagrange.

CONJUNTOS ACTIVOS E INACTIVOS

0.9

Figura 7.8: Ejemplo 2: Conjuntos Activos e Inactivos.

350
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VALORACIONM=300 N=300

Ze e
20
15|

10

Figura 7.9: Ejemplo 2: Solucién del problema en sus variables originales.

V(S,0) M=300 N=300
25 T T T T

20+ B

10 .

I | | |
70 80 90 100 110 120 130 140 150

Figura 7.10: Ejemplo 2: Solucién del problema en V(.. 0)
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Figura 7.11: Ejemplo 2: V(S,t) — V(S,0)

7.3. Tercer Experimento

Este experimento, tomado de [KIK], consiste en considerar una Opcién Americana de Venta
con tiempo de madurez T" = 5 anos, con volatilidad ¢ = 0,3, tasa de retorno libre de riesgo
r = 0,06 % y precio de ejercicio K = 10 USD. Se hard un estudio del efecto en el ntimero
de iteraciones de nuestro método al variar el parametro de penalizacién v .Luego se hace un
estudio de tasa de convergencia y residuos y se evidencia cémo se comportan los conjuntos
activos e inactivos en el experimento.

Haciendo variar el pardmetro de penalizacién v se observa en la tabla 7.9 que el nimero de
iteraciones es directamente proporcional al incremento del factor de penalizacién v, a su vez,
se puede observar en la tabla 7.10 que la cardinalidad de los conjuntos activos disminuye a
medida de que el parametro de penalizacién tiende al infinito, con lo que se puede concluir
que a medida que se incrementa 7 nuestra solucién se aproxima de mejor manera a la solucion
real.

Se puede observar que para un tiempo fijo (por ejemplo i = 17) el radio de convergencia

tiende a cero conforme la evolucion de las iteraciones, como se muestra en la figura 7.12, con
lo que se puede evidenciar que la convergencia es super lineal.
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Sminimo = 5’ Smdm’mo == 15, M = 100,N = 200
‘ No. iteraciones totales SNNM
1 286
20 300
50 300
100 300
500 380
1000 396
5000 458
10000 509
50000 636
100000 755
500000 786
1000000 788

tabla 7.9: Efecto de la variacion del factor de penalizaciéon v sobre el nimero de iteraciones
totales del SNNM

Spminimo = D> Smazimo = 15, M = 100,N = 200
v | 1 ] 20 | 50 [ 100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000 | 50000 | 100000 | 500000 | 1000000
i=2 [102]102]102]102]101] 100 | 98 | 98 97 97 96 96
i=3 [ 98[98[98[97[95] 94 ] 92 | 91 90 90 90 89
i=4 | 959595 |94 ]91] 8 | 87 | 86 85 85 84 84
i=b [ 93[92[92]91[87] 8 | 8 | 81 80 80 80 80
i=6 [ 91[9 [89 |88 [84] 82 | 79 | 78 77 7 76 76
i=7 [ 8988|878 |8 | W | 7B | T 74 73 73 73
i=8 [ 878 |8 |8 || 7 | 72| 72 71 70 70 70
i=0 [ 86 [ 85 [8 |8 [75] 7 | 70 | 69 68 68 68 68
i=10 |84 [ 838 |79 73] 70 | 67 | 67 66 65 65 65
i=96 [ 20 [ 18[17 16 [ 13| 12 | 10 9 8 8 8 8
i=97 [ 20 [ 18[17 15[ 13| 12 | 10 9 8 8 8 8
i=08 [ 19 1816|1513 ] 12 | 9 9 8 8 7 7
i=99 [19[17[16 15[ 12| 11 | 9 9 8 7 7 7
i=100 | 19 | 17 [ 16 | 14 [ 12 [ 11 | 9 8 8 7 7 7
i=101 | 18 [ 16 [ 15 | 14 [ 12 | 11 | 9 8 7 7 7 7
i=102] 0 oo Jo[o0o] 0 0 0 0 0 0 0

tabla 7.10: Efectos de la variacién de « sobre el tamano de los conjuntos activos
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0,018
0,016
0,014
0,012
0,01 A
0,008
0,006
o004

0,002

Figura 7.12: Ejemplo 3: Radio de convergencia para ¢ = 17

En la figura 7.13 se muestra la solucién del problema en sus variables transformadas u(z, 7),
como se puede observar dicha solucién siempre es mayor o igual a cero, cumpliendo asi con
las condiciones de nuestro sistema de optimalidad. Se puede observar como la penalizacién
influye sobre el multiplicador de Lagrange en la figuras 7.14 y 7.15, asi, A(z, 7) es mayor que
cero cuando x es elemento del conjunto Activo y es cero cuando x es elemento del conjunto
Inactivo.

En el grafico 7.16 se presenta la solucion al problema de valoracion en sus variables originales,
en el grafico 7.17 se muestra la solucion al problema de valoracién en el tiempo 0.
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PROBLEMA TRANSFORMADO M=300 N=300

300

Figura 7.13: Ejemplo 3: Resolucion del problema en sus variables transformadas.

MULTIPLICADOR

300

Figura 7.14: Ejemplo 3: Multiplicador de Lagrange.
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CONJUNTOS ACTIVOS E INACTIVOS

350

Figura 7.15: Ejemplo 3: Conjuntos activos e inactivos.

VALORACIONM=300 N=300

Figura 7.16: Ejemplo 3: Solucién del problema en sus variables originales.
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V(8,0) M=300 N=300

5 6 7 8 9 10 " 12 13 14 15

Figura 7.17: Ejemplo 3: Solucién del problema en V(S,0).

7.4. Cuarto Experimento

Nuestro ultimo experimento consiste en considerar una Opcion Americana de Venta que
modele la venta de un barril de petréleo con tiempo de madurez T' = 2 anos, con volatilidad
o = 0,9, tasa de retorno libre de riesgo r = 0,07 % y precio de ejercicio K = 38 USD.
Se hard un estudio del efecto del niimero de iteraciones totales al variar el parametro de
penalizacion ~. Luego se evidencia como se comportan los conjuntos activos e inactivos en
el experimento.

Como se observa en la tabla 7.11, el nimero de iteraciones es directamente proporcional al
incremento del factor de penalizacién +, el cual estabiliza el nimero de iteraciones totales a
partir de v = 50000, lo que nos indica que existe un factor de penalizaciéon a partir del cual
se garantiza que el algoritmo de conjuntos activos e inactivos converge de la mejor manera
posible a la solucion.
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Sminimo = 15, Spmazimo = 70, M = 100,N = 200
‘ No. iteraciones SNNM
1 209
20 211
50 211
100 213
500 219
1000 221
5000 233
10000 238
50000 265
100000 272
500000 273
1000000 273
5000000 273
10000000 273
50000000 273
100000000 273

tabla 7.11: Efecto de la variacién del factor de penalizacién ~ sobre el nimero de
iteraciones del SNNM.

A su vez, en la tabla 7.12 se puede observar que la cardinalidad de los conjuntos activos
disminuye a medida de que el parametro de penalizacién aumenta, en este ejemplo en par-
ticular se puede observar que maximo para 13 nodos en el mallado temporal tienen conjuntos
activos no vacios lo que indica que es una buena aproximaciéon a la solucién real.

S pinimo = 19y Smazimo = 70, M = 100,N = 200
v | 1]20]50]100 500 [ 1000 [ 5000 | 10000 | 50000 | 100000 | 500000 | 1000000
i=2 [73[73[72] 7269 ] 68 | 67 [ 66 66 65 65 65
i=3 [66]65[64] 63 | 59 | 57 | 55 | 54 54 54 53 53
i=4 [60[58|57] 55 | 50 | 48 | 46 | 45 45 45 44 44
i=5 [54[52[50 ] 48 | 42 | 41 | 38 | 38 37 37 37 37
i=11 211815 13 [ 10 | 9 7 6 6 6 5 5
i=12|13]11[ 8] 7 [ 4] 4 3 2 2 2 2 1
i=3[4[2[0] 0] 0] 0 0 0 0 0 0 0
i=14/0]0]0]0]O0] O 0 0 0 0 0 0

7.12: Efectos de la variacién de I' sobre el tamano de los conjuntos activos
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PROBLEMA TRANSFORMADO M=300 N=300

05\
04~
03

02

350

0.1
300

Figura 7.18: Ejemplo 4: Solucién del problema en sus variables transaformadas.

A continuacién se presenta en la figura 7.17 la solucion del problema en las variables origi-
nales, en la figura 7.18 se presenta el grafico del multiplicador de Lagrange A(u, 7)

Como se observé en la tablas, para este caso en particular los conjuntos activos son no vacios
maximo para 13 puntos en el mallado temporal, este hecho se puede verificar en el grafico
7.19.

En el grafico 7.20 se presenta la solucién del problema en sus variables originales asi como
en el grafico 7.21 se presenta la imagen de la solucién de sus variables originales pero para
tiempo cero.
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MULTIPLICADOR

350

Figura 7.19: Ejemplo 4: Multiplicador de Lagrange.

CONJUNTOS ACTIVOS E INACTIVOS

350

Figura 7.20: Ejemplo 4: Conjuntos activos e inactivos.
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VALORACIONM=300 N=300

Figura 7.21: Ejemplo 4: Solucién del problema en sus variables originales.

V(S,0) M=300 N=300
25 T T T

20+ b

15 .

10+ .

Figura 7.22: Ejemplo 4: Solucién del problema en V = (5, 0).
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Capitulo 8

Conclusiones

1. El problema a frontera libre (1) estd determinado por su condicién de obstéculo, el
cual determina si la valoracién estd modelada por la ecuacion de Black & Scholes
o simplemente por su rentabilidad. Usando cambios de variable, las condiciones del
problema se expresaron como una ecuacién del calor a valor inicial con condiciones
tipo Dirichlet y una funcién de rentabilidad transformada con condicion de obstaculo
tipo u > 0.

2. El problema a frontera libre transformado puede ser expresado como una desigualdad
variacional sobre el convexo cerrado no vacio que contiene las condiciones iniciales y de
frontera cuya solucion débil existe y es unica. La técnica de regularizacion eliptica nos
dio un marco apropiado para la demostracion de dicho hecho. La existencia también
de una solucion fuerte que se obtiene como un limite de los problemas regularizados
nos da la regularidad necesaria para continuar con el estudio.

3. Dada la suficiente regularidad de aa%*, siendo u* la solucién fuerte al problema, fue
posible la introducciéon de un multiplicador de Lagrange con propiedades de regular-
idad apropiadas para determinar el sistema de complementariedad (P). Para obtener
a partir del sistema de complementariedad una funciéon semi suave que nos permita
obtener una derivada generalizada para aplicar el método de Newton Generalizado se
necesité regularizar el problema, generando a partir de esto una familia de problemas

regularizados y justificar la aplicacion del esquema aproximativo.

4. Las soluciones a los problemas regularizados convergen a la solucién fuerte de modo
que
M
*
| (7) = uy(7)|| Lo () < — con v — 0.
Y
Este proceso de convergencia es muy importante para la valoracién de una opcién, pues

permite encontrar la superficie S(t) = {V(S,t) = H(S,t)} que define el tiempo 6ptimo
de parada. Esto es, podemos aproximar S(t) con tasa % tomando S(t) = {\, = 0}.
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10.

11.

12.

. Al expresarse el sistema de complementariedad (P’) en funcién de los conjuntos activos

e inactivos asociados a la condicion de obstaculo y su respectivo multiplicador de La-
grange, y realizando una semi-discretizacién temporal es posible plantear un algoritmo
de Conjuntos Activos equivalente al método de Newton Semi-suave.

La equivalencia para nuestro problema de la estrategia de Conjuntos Activos y el méto-
do de Newton Semi-suave permite garantizar la convergencia stper-lineal del Algorit-
mo para cada paso en la semi-discretizacion temporal. Luego, el asumir un esquema
Euler-implicito en tal semi-discretizacion temporal nos garantiza la convergencia del
Algoritmo

La simulacién obtenida presenta una eficiencia numérica considerable. Después de re-
alizar varios experimentos numéricos se observa que la diferencia porcentual producida
al comparar el resultado obtenido por nuestro método y el obtenido por el método
binomial siempre esté bajo el 5 %.

Segun lo expuesto en los ejemplos del capitulo 7, en nuestro esquema aproximativo
cada problema estatico se resuelve en aproximadamente 3 pasos, lo cual implica que
el problema global se resolvera en aproximadamente 3M donde M denota el niimero
de particiones en el espacio temporal. De lo anterior podemos comparar este nimero
con el nimero de iteraciones efectuadas por el método binomial para resolver el mis-
mo problema el cual es de orden de N? y con el método de multimallado monétono
mostrado en [H] el cual es del orden M N.

A medida que el factor de penalizacion se incrementa, la cardinalidad de los conjuntos
activos disminuye con lo que se concluye que mientras mayor sea el valor de v de mejor
manera se aproximara la solucion de nuestro problema a la solucion real.

De manera general, se observa que al incrementarse ~ el niimero de iteraciones en las
cuales converge el método aumenta. El mismo efecto se produce cuando se aumenta el
refinamiento en el mallado tanto temporal como espacial; sin embargo, existen algunos
casos que al incrementar dicho mallado el nimero de iteraciones disminuye y siendo
esta disminucién de 4 pasos a lo mucho y se lo atribuye a la naturaleza de la funcion
de rentabilidad transformada g(z, 7).

El método de Newton Semi Suave presenta convergencia superlineal, es decir la tasa
de convergencia tiende a cero segun transcurren las iteraciones.

Al extender la frontera de 2 tanto a la derecha como a la izquierda tedricamente
la aproximacién mejora (ver [H]), sin embargo la diferencia con el método binomial
aumenta y de acuerdo a la teoria se puede asumir que en nuestro caso se obtiene una
mejor aproximacion.
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Apéndice A

Transformacion de la ecuacion de
Black and Scholes a una ecuacion
parabdlica del Calor.

Retomando la ecuacién de Black and Scholes tenemos:

oV ov. 1, ,0*V
_ 1 200V Al
LV 5 —|—TSaS+2CTV 532 rV =0 (A.1)

Con las condiciones de frontera:
V(S,t)=0para S — 00y 0<t<T

y la condicién final

V(S,T) =H(S,T) para S > 0.

Siempre y cuando V' y g—‘s/ sean continuas en la frontera libre Sy.

Si asumimos que r y o son constantes entonces nuestra ecuacién puede ser reducida a una
ecuacion lineal parabdlica de la forma:

—=—+a—x+bu (A.2)

Donde a y b son constantes.
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Para hacer esto posible tomamos:

S = Ke"*

- T
t=T—-—
V = Kv(z,t)

Reemplazando tenemos:

v _ovor Koo,
ot orot 2 Or g

ov.  oVox 10V Ov(x,T)
TS%—T’S%%—TSEE—TK 8;15

*V. 0 (8V> _ 1 (821/ GV) 1 (K82U(;1:,T) K@v(x,T))

052~ 95\os) ~ s2\oz2 o) 52 2 dx

Reemplazando en la ecuacion (A.1):

Kov(x,7) , ov(r,7) 1 5.1 0?v(x,T) Ov(x,T)
> or i Ox +§GS§ K Ox? K oz

Sea q = (%ﬂ), en la ecuacién anterior tenemos:
2

WinT) T g )2 e, (A3

Toda ecuacion que cumple con la forma general de una ecuacion lineal parabédlica puede ser
reducida a una ecuacién de difusién de la forma:
oy 9%y

o~ o2 (A4)
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Para hacer esto posible se elige la sustitucion y(z,t) = u(z,t)l(z)g(t). Esta condicién puede
ser satisfecha tomando:
ax
l(x) = exp (—)

2

wo-enl (59

Para nuestra ecuacion tenemos:

g(t) = exp K@ + q) 71

y(z,7) = v(z, )exp ((q —21)1: N [(q —41)2 . q] T)

De donde

o equivalentemente

o(z,7) = y(z, 7)eap (—<q s [(q b q] )

Con lo que tenemos:

aUgCT,T) . (_(q —21)90 B [(q—41)2 +q] T) [%_y(m) (%m)}

) _ (-5l [ )Y [T (L)

O?y(x,T) Oy(x,7) 1 2
[ e - 025 byt (-5 0)
Reemplazando en la ecuacién (A.3) se obtiene el resultado deseado:
oy 9%
or ~ oa? (4-5)
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Apéndice B

Caddigo fuente del programa resuelto
en Matlab

clear all

K=input (’Precio de ejercicio (USD). K= ’);

T=input (’Tiempo de expiracién del contrato (Anual). T= ’);

r=input(’Tasa de retorno libre de riesgo (Anualizada). r=’);

sigma=input(’Volatilidad del precio del activo subyacente (Desv. est. anualizada)=’);
M=input (’Particiones temporal =’);

N=input (’Particiones espaciales =’);

Smin=input (’Precio minimo =’);

Smax=input (’Precio mdximo =’);

xmin=log(Smin/K) ;
xmax=1log (Smax/K) ;

h=(xmax-xmin) /N;
dt=(sigma~2/2)*(T/M);

x=[xmin:h:xmax] ;

t=[0:dt: (sigma~2/2)*T];
g=r/sigma”2;

%inicializacién de variables
M_U=sparse(N-1,M+1);
M_U(:,1)=zeros(N-1,1);

U_ITERACIONES=sparse(N-1,10);
M_RESIDUOS=sparse(10,M+1);
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RESIDUO=sparse(10,1);
iteraciones=zeros(M+1,1)’;

lambda_barra=zeros(N-1,1);
M_LAMBDA=sparse (N-1,M+1) ;
M_LAMBDA(:,1)=lambda_barra;

G=sparse(N-1,M+1);

for i=1:M

for j=1:N-1

if x(j)<=0 & j<N-1

g(j)=exp((1/4)*((q+1)"2)*t (i+1))*(exp((1/2)*x(j)*(q-1))-exp((1/2)*x(j)*(q+1)));
gl(j)=exp((1/2)*x(j)*(q-1))-exp((1/2)*x(j)*(q+1));
else g(j)=0;

g1(j)=0;

end

end

G(:,1)=g1’;

G(:,i+1)=g’;

end

hestrategia Active-Inactive Set
for i=1:M
INDICA_IN=zeros(N-1,1);
uk_O=sparse(N-1,1);
for j=1:N-1
if (lambda_barra(j)-gamma*xuk_0(j)) > O
INDICA_IN(j)=1;
end
end
U=uk_O;
[u,lambda, INDICA_OUT]=act_inact(i,N,x,t,dt,h,lambda_barra,gamma,INDICA_IN,M_U,q);
cont=1;
U_ITERACIONES(:,1)=uk_O;
U_ITERACIONES(:,2)=u;

while norm(U-u)>1le-5
INDICA_IN=INDICA_QOUT;
U=u;
[u,lambda, INDICA_QUT]=act_inact(i,N,x,t,dt,h,lambda_barra,gamma, INDICA_IN,M_U,q);
cont= cont + 1;
U_ITERACIONES(:,cont+1)=u;
end
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for k=1:cont
RESIDUO(k)=norm(U_ITERACIONES(: ,k+1)-U_ITERACIONES(:,k),inf);
end

nl=norm(U_ITERACIONES(:,cont+1)-U_ITERACIONES(:,cont),inf)
n2=norm(U_ITERACIONES(:,cont)-U_ITERACIONES(:,cont-1),inf)
radconvergencia=nl/n2;

M_UC(:,i+1)=u;

M_LAMBDA(:,i+1)=lambda;
ACTIVOS(:,i+1)=INDICA_OUT;
iteraciones(i+1)=cont;
tasaconvergencia(i+l)=radconvergencia;
M_RESIDUOS(:,i+1)=RESIDUO;

end

%hcambios de variable e incorporacién de condiciones iniciales y de frontera

for j=1:N+1
S(j)=K*exp(x(j));
end

%P_0 seglin Pironneau

for j=1:N+1
if K-S(j)>0
P_0(j)=K-S(j);
else P_0(j)=0;
end

end

Jhtransformacién a variables originales
for i=1:M+1

TT(1)=T-2%(t(i))/sigma”2;

end

V=sparse (N+1,M+1) ;
Vi=sparse (N+1,M+1);

v=sparse(N+1,1);
vi=sparse(N+1,1);
for i=1:M+1
for j=1:N-1
v(j+1)=Kxexp((-x(j+1)*(q-1)/2)-(((q+1)"2) /4)*t (1)) *( M_U(G,i)+ G(j,1));
vi(j+1)=v(j+1) - P_0(j);
end
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V(:,1)=v;
Vi(:,i)=v1;
end

Y%nimero de iteraciones
iteraciones

contfinal=0;

for i=1:M+1
contfinal=contfinal+iteraciones(i);

end

contfinal

Jtamafio de los conjuntos activos e inactivos
cardactivos=sparse(1,M+1);

for i=1:M+1
activos=0;
for j=1:N-1
activos=activos + ACTIVOS(j,i);
end
cardactivos(i)=activos;
end

cardactivos

figure
mesh(TT,S,V)
title ([’VALORACION’,’M=’, num2str(M),’ N=’,num2str(N)]);

figure
mesh(TT,S,V1)
title(’V-V_0’)

figure
mesh (M_LAMBDA)
title (’MULTIPLICADOR’) ;

figure
mesh (M_U)
title([’PROBLEMA TRANSFORMADO’,’ M=’, num2str(M),’ N=’,num2str(N)]);

figure
mesh (ACTIVOS)
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title(’CONJUNTOS ACTIVOS E INACTIVOS’);

figure

plot(S,V(:,M))

title([’V(S,0)’,’ M=’, num2str(M),’ N=’,num2str(N)]);

hgeneracién de datos para interpolacién

DATA=sparse(5,1);

for i= 1:5
DATA(i) =interp1(S,V(:,M),80+(i-1)*10, ’nearest’);
end
DATA

ERROR=sparse(5,1);
HOLTZ=[21.6059, 14.9187, 9.9458, 6.4352, 4.0611];

for i=1:5
ERROR (i) =abs(HOLTZ(i)-DATA(i))/HOLTZ(i) ;
end
ERROR
ERROR_GLOBAL=mean (ERROR)
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