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RESUMEN

En este trabajo se analizan varias interpretaciones del formalismo mecanico cuanti-
co con sus respectivas formas de abordar los dos principales problemas concep-
tuales de la mecanica cuantica. Dichos problemas son: El de la medicién y el de la
justificacion de los fendmenos no locales. Entendiéndose por fenémenos no locales
a la correlacién que guardan dos partes de un sistema (como dos electrones) sin
importar que estas no se puedan comunicar entre si. Al problema de la medicién
se lo aborda explicando las dos formas en las que cambia la funcion de onda. La
primera es una evolucion continua como lo dicta la ecuacion de Schrodinger, la otra
es un cambio abrupto que se da en el momento de la medicion. Al segundo proble-
ma se lo resuelve planteando una interpretacion de la funcidén de onda, que soporta
y justifica los fendmenos no locales, los cuales se han verificado experimentalmen-
te y estan en perfecta concordancia con las predicciones del formalismo mecanico
cuantico.

Se estudian las interpretaciones de Schrédinger, Madelung, De Broglie, Bohm,
las cuales relacionan a la funcion de onda con un campo extendido en el espa-
cio. Asi también se analiza la interpretacion de Copenhague, la cual relaciona a la
funcion de onda con nuestro estado de conocimiento del sistema en estudio. Otras
interpretaciones presentadas como las basadas en la teoria de la informacién par-
ten de la cuantificacion de nuestra ignorancia acerca del sistema, para asi justificar
el formalismo mecanico cuantico.

Finalmente, se propone un marco conceptual y formal basado en la suposicion
de que la realidad carece de identidad intrinseca. A partir de dicha propuesta se
resuelven los problemas estudiados en la primera parte, se da una justificacion
alternativa de las ecuaciones de: Schrddinger, Klein-Gordon y Klein-Gordon para
una particula en presencia de un campo electromagnético; y se plantea un método
para obtener las ecuaciones cuanticas a partir de sus correspondientes ecuaciones
clasicas.
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Introduccion

Un rasgo distintivo de las teorias fisicas es que el experimento delimita su rango
de funcionalidad. Esta afirmacién genera la nocién de que estas teorias son ob-
jetivas, puesto que se basan en los hechos de la experiencia obtenidos mediante
observacion o experimentacion. Sin embargo, notemos que es en el marco del rea-
lismo que nuestras experiencias humanas reflejan total o parcialmente una realidad
independiente del observador. Es decir la afirmacion de que las teorias fisicas son
objetivas esta basada en una postura realista.

El realismo asume que cada suceso y entidad tiene una esencia, es decir, una
identidad y existencia propias e independientes [1]. Sin embargo, dichos sucesos
y entidades pueden ser entendidos partiendo de otras posturas, siendo asi ¢ Por
que la ciencia, especificamente la fisica ha sido desarrollada bajo el marco del
realismo? A mi parecer existen dos respuestas. La una es que antes de la llegada de
la mecanica cuantica los fisicos daban por sentado al realismo como la postura mas
funcional para describir la realidad [2], de tal forma que ni siquiera se consideraba la
posibilidad de cuestionarlo. La otra es que existe un grupo de cientificos y fildsofos,
a quienes Chalmers llama inductivistas ingenuos [3], segun los cuales no importa
cual sea la suposicion que se haga acerca de la realidad, porque la fisica parte de
la observacion.

Segun los inductivistas ingenuos, la ciencia parte del método inductivo, por lo
que las observaciones efectuadas por un observador imparcial y sin prejuicios pro-
porcionan la base del conocimiento cientifico; sin embargo, esta postura es insoste-
nible. El observador no puede ser completamente imparcial ya que las expectativas
del experimentador y la teoria direccionan el tipo de experimentos a realizar y el
tipo de resultados a buscar o refutar. Por ejemplo, Hertz, al efectuar experimentos
para producir y detectar ondas de radio, si hubiera sido completamente imparcial se
habria visto obligado a registrar no sélo las lecturas en varios contadores, la pre-
sencia o0 ausencia de chispas en diversos lugares criticos en los circuitos eléctricos,
sino también el color de los contadores, las dimensiones del laboratorio, el estado
del tiempo, el tamano de sus zapatos, etc [3].



Existe otro grupo de cientificos y fildsofos a los cuales Chalmers denomina in-
ductivistas sofisticados [3], segun los cuales existe diferencia entre como se genera
una nueva teoria y como se la amplia y verifica. Para éstos, las nuevas teorias pue-
den surgir en un momento de inspiracién, es decir, los actos creativos implican la
intervencion de la psicologia individual de los cientificos. Mientras que la verifica-
cién y ampliacion de una teoria hace uso del método inductivo. Asi, por ejemplo,
Newton al formalizar sus ideas establecid una relacion biunivoca entre la posicion
de un objeto y un punto de una curva. Y puesto que para ese entonces ya se con-
taba con las herramientas necesarias para analizar por completo a las curvas, el
analisis de una curva se convertia en el analisis del comportamiento de un objeto
[4]. La suposicion sutil e implicita que hizo Newton es considerar que lo que ve es
la posicidn propia o intrinseca del objeto, esto permite hacer una biyeccion entre la
posicion observada del objeto con un punto. Esta suposicién implica una postura
acerca de la realidad, de lo que puede conocer y del método para hacerlo.

De todo lo dicho se concluye que no se puede evitar hacer suposiciones acerca
de la realidad al desarrollar una teoria cientifica. Es mas, el conjunto de simbo-
los matematicos que corresponden a las teorias fisicas deben ser interpretados en
algun momento para que este formalismo tenga sentido. Esto es de vital importan-
cia, pues el formalismo matematico de la mecanica cuantica todavia no cuenta con
un marco conceptual completamente aceptado, como lo tuvo la mecanica clasica
[3] [6].

Este trabajo examina algunas de las propuestas que buscan proveer un marco
conceptual al formalismo mecanico cuantico, se analiza su funcionalidad al tratar
de resolver el problema de la medicion, y la justificacion que estas brindan a los
fendmenos no locales. Posteriormente, se planteara una propuesta basada en la
suposicion de que la realidad carece de identidad intrinseca, para de esta manera
proveer un marco conceptual y formal que busca justificar la ecuacion de Schrédin-
ger, la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacion de Klein-Gordon para una particula
en un campo electromagnético. Finalmente, se busca propone un método que per-
mita realizar la transicion de las ecuaciones clasicas a sus correspondientes cuanti-
cas.



Capitulo 1

Primeras Interpretaciones

1.1. Interpretacion Electromagnética de Schrodinger

En su articulo [7]: “Cuantizacién como un problema de valores propios” publica-
do en 1926, Schrodinger dio la primera interpretacion a la funciéon de onda ¥, a la
cual denomino “campo escalar mecanico”; ademas postula la ecuacion que lleva su

nombre, la cual es:

ov h?
h— = — AUV + VU
! ot 2m +

donde & es la constante de plank.

Schradinger interpretaba a la teoria cuantica como una teoria clasica de on-
das. Desde su punto de vista la realidad fisica consistia Unicamente en ondas, una
particula, por ejemplo, era considerada como un paquete de ondas. Con su vision
ondulatoria explicaba varios fendmenos cuanticos como por ejemplo el efecto Com-
pton. Dicho efecto era descrito como una reflexion tipo Bragg, entre dos ondas.
También planteaba que ¥ describe un campo que se propaga en el espacio. De
aqui que, propone interpretar a la expresion e¥¥* como la densidad espacial de
carga eléctrica, donde e es la carga total. Debido a esto, la ecuacion de la conser-
vacion de la carga es:

0 o

donde J = {(UVP* — ¥*VV¥). Utilizando estas expresiones Schrédinger hace
ciertas conclusiones consistentes con la experiencia [7].
Asi por ejemplo, notemos que para el caso en el que el sistema es un electron'

U =" cyup(r) exp(2mi(vit + 6y))

La densidad de corriente

eh .
J = o Z CkCn (U V Uy — Uy Vug ) sin 27 (Vg — Vi )t + O — O,
k,m
Y ya que en el estado base de un sistema el término v, — v, se anula, entonces
se tendria una distribucién de corriente estacionaria. Esto provee una explicacion
simple a la ausencia de emision de radiacion de un sistema en su estado base [7].

'¢y,05 son constantes reales y ug(r) se asume es una funcidn real



Su interpretacién de la funcion de onda se afianzaba a través de la observacion
de las lineas espectrales en el efecto Zeeman. Notemos que la distribucion de carga
para el electron es:

p=e Z CkCm Uk U (1) exp(27i[(Vg — Vi)t + O — O,])

k,m

y para la componente = del momento dipolar se tiene:

M= -2 Z ckcma,gfi cos[2m (Vg — V)t + O — O] + const

k,m

donde a(”) = e [ wp(r)azun(r)dr. Sial”) = o) = a\?) = 0lalinea espectral se predice

ausente. Si a,(jfi # 0 pero a,(jQL = a,(:) = 0 la linea deberia estar linealmente polariza-

m
da en el eje z. Las conclusiones obtenidas mediante su interpretacion concuerdan
con lo observado en el efecto mencionado [7].

Sin embargo, la interpretacion de Schrdédinger enfrenté serias dificultades al ser
cuestionadas por Lorentz. Este argumentaba que la visién de una particula como un
paquete de ondas es insostenible, puesto que dicho paquete no podria mantenerse
junto en un volumen mientras se mueve, debido a la dispersién causada por el
medio.

Se debe mencionar que la llamada “mecanica matricial” desarrollada por Heisen-
berg, Born y Jordan es la primera teoria formalmente consistente de los fenédmenos
cuanticos, sin embargo, como se mencioné anteriormente, Schrédinger provee la
primera interpretacion de la funcidén de onda. La “mecanica matricial” surge de la
idea que empled Heisenberg para resolver el problema del oscilador anarmaénico,
la cual consiste en representar a las cantidades fisicas por medio de conjuntos de
numeros complejos dependientes del tiempo.

En 1926 Schrodinger descubre que su propio formalismo y el del calculo matricial
de Heisenberg eran matematicamente equivalentes. Anos mas tarde Von Neumann
ratifica a Schodinger, al demostrar que la mecanica cuantica puede formalizarse
como el calculo de operadores hermiticos en el espacio de Hilbert, y que la teoria
de Heisenberg y de Schrodinger son representaciones particulares de este calculo.
Esto se debe a que Heisenberg hace uso del espacio? i? y Schrodinger del espacio?
C?*(—o00,0), los cuales son realizaciones de dimension infinita del mismo espacio
de Hilbert, por lo cual son isomorfos e isométricos [7].

2Este es el espacio de sucesiones de niimeros complejos cuyas series convergen absolutamente
3Es el espacio de funciones cuadrado integrables



1.2. Interpretacion hidrodinamica de Madelung

Erwin Madelung presenta en 1926 [7] [8] la primera interpretacion hidrodinamica
del formalismo mecdanico cuantico. Esta se basa en el analisis de dos ecuaciones
que se obtienen a partir de la ecuacién de Schrodinger. Para obtener dicho par de
ecuaciones Madelung plantea que:

U = aexp(if)

Donde « y  son funciones que dependen de z, y, z y t. Luego reemplaza esto en
la ecuacion de Schrodinger

ov h?
h— = —AU + VU
! ot 2m +

de donde queda:
2

ih [g—oté + iag—f] exp(if) = —;—m [Aa +2i(Va) - (VB) + iaAf — « (Vﬁ)z} exp(if)+aV exp(if3)

Separando la parte imaginaria de la parte real, se tiene:

oo h?

T (2(Va) - (VB) + aAp) (1.1)

0B  h? ah? 2 o
haﬁ_%&wr%(vﬁ) Tl =0 (-2

Se multiplica a la ec.(1.1) por 2«, y reemplazando ¢ = %5, tenemos:

2@%—? +2a(Va) - (Vo) + a*Ap =0
da? N
E+V-(a V) =0 (1.3)

Luego multiplicando a la ec.(1.2) por -1y reemplazando ¢ = £ 3 nos queda:

dp 1 2 .
E—FE(V@) +E__<_)_ (1.4)

La ec.(1.3) tiene la forma de la ecuacion hidrodinamica de la continuidad. En ba-
se a esta analogia Madelung interpreta a o? como la densidad de masa, y a ¢ como
un potencial de la velocidad del flujo hidrodinamico, el cual esta sujeto a la condicion
dada por la ec.(1.4). Notemos que ésta es similar a la ecuacion de Hamilton-Jacobi,
sin embargo la ec.(1.4) tiene a: 5=, (22) como termino extra. Ahora, si éste junto

con V' corresponden a un potencial total al cual esta sometido el fluido, entonces
22 estard relacionado con las fuerzas internas del fluido. Siendo asi, la ecuacion de




Schrédinger describe el movimiento de un flujo hidrodinamico irrotacional sujeto a
la accién de fuerzas conservativas [7] [8].

Para Madelung la densidad de masa era proporcional a la densidad de carga
de manera que el flujo hidrodinamico corresponde a una distribucion continua de
corriente. Esta interpretacion esta basada en la nocién idealizada de un fluido con-
tinuo, la cual no representa un fluido real, ya que éste es un ensamble discreto de
moléculas. Dicha idealizacion presenta un problema, puesto que ignora a la atomi-
cidad mientras intenta explicar el comportamiento de los atomos [7].

1.3. Interpretacion Probabilistica de Born

Born fue el primero en proponer la interpretacion probabilistica de la funcién
de onda, ésta implica que la “micro-fisica” debe ser considerada como una teoria
probabilistica. Su propuesta se basa en la relacion que Einstein establecié entre
las ondas electromagnéticas y los cuantos de luz. Einstein consideraba el campo
ondulatorio como una especie de “campo fantasma” cuyas ondas guiaban a los
fotones. La intensidad de este campo, es decir el cuadrado de la amplitud, dara la
densidad de probabilidad de encontrar a tales fotones [7].

En el articulo: “La mecanica cuantica de los procesos de colisién” [7], Born apli-
ca las ideas de Einstein a la dispersion de electrones. En dicho articulo analiza la
dispersion de electrones por una fuerza central con potencial esféricamente simétri-
co. Para el caso en que un electron se aproxime por la direccién z a un atomo, se
puede considerar a las funciones de onda inicial y dispersada como ondas planas,
esto siempre y cuando a las ondas se las analice lejos del centro de dispersion. Es
decir, la funcion de onda del electron al aproximarse al atomo se la puede ver como
[7]:

U, =expi(kz — w,t)
y a la funcion de onda dispersada como:

v, — f(k:,@)[eXpi(kr — wt)

]

Ahora, aplicando la idea de Einstein, se puede interpretar a la expresion | f(k, 6]2dQ
como la probabilidad de encontrar al electron dispersado en un elemento de angu-
lo sélido df2. Born luego extendid esta idea para interpretar a la expresion WW*dV
como la probabilidad de encontrar a la particula en el elemento de volumen dV [7].

Born no interpreta a ¥ como un ente fisicamente extendido en el espacio, como
en el caso de la interpretacién que hizo Schrédinger. Born mas bien relaciona a
¥ con nuestro conocimiento del fendémeno fisico. Debido a esto el cambio abrupto

r



en la funcion de onda, o colapso de la funcion onda, se debe al cambio abrupto
en nuestro conocimiento, al tomar conciencia del resultado de una medicion. Note-
mos que partiendo de esta interpretacion ¥ no se dispersaria a causa del medio,
superando asi el problema que se le imputaba a la interpretacion de Schrodinger.

Se intentd encontrar falencias a la interpretacion de Born al tratar de explicar el
experimento de doble rendija de Feymann. Dicho experimento consiste en dejar pa-
sar un haz de electrones por dos rendijas y luego mirar el patrén que estos dejan en
una pantalla ubicada detras de las rendijas. Dicho patron es como el que dejaria un
haz de luz. Dicho fendmeno induce a pensar que la onda asociada a cada electrén
interfiere consigo misma, de esta manera se podria pensar que V¥ estaria relacio-
nada con un campo y no solo seria una representacion de nuestro conocimiento
acerca del fenémeno [7].

Debido a dicha argumentacion, Heisenberg adoptd la interpretacion de Born
adjudicando a V¥ cierto tipo de realidad objetiva. Para Heisenberg, ¥ ademas de re-
flejar nuestro conocimiento acerca del sistema, también era una formulacién cuanti-
tativa del concepto de posibilidad. Dicha posibilidad se refiere a que los eventos no
estan determinados de una manera definitiva, sino mas bien a que la tendencia de
que un evento se de tiene cierto grado de realidad objetiva, una realidad intermedia
entre las ideas y lo material. Este concepto de posibilidad es el mismo concepto de
potentia que Aristételes tenia en su filosofia [7] [9].

1.4. Interpretacion de De Broglie

En 1927 De Broglie propone la teoria de “la doble solucién” [7]. En ésta se con-
sidera que Y describe una onda que guia la trayectoria de las particulas. Segun De
Broglie: tanto en dptica como en “micro-mecanica” las soluciones continuas de la
ecuaciones de onda Unicamente dan informacién estadistica; una descripcion mi-
croscopica exacta requiere del uso de soluciones singulares, que representen la
naturaleza discreta de la materia y de la radiacion [7] [10].

De Broglie parti6 de la ecuacién de Klein-Gordon*

m2c?
h2
y supone que ésta admite dos tipos de soluciones. Debido a que De Broglie con-
sider0 a las particulas como concentraciones de energia en las singularidades del
campo de la onda, una de las soluciones:

Ov = v

Et —pr

u= f(x,y, z,1t)exp <ZT)

“4Para ese tiempo se suponia que dicha ecuacién describia el comportamiento de los electrones.



corresponde a dichas singularidades, y la otra:

Et —pr
U = - =
aexp (2 5 )
era una funcién continua con relevancia estadistica [7].
En la interpretacion de De Broglie, la densidad de probabilidad es

P(x,t) =a® = |¥?

y la velocidad de la particula es
_ ¥
v=-V—
m

con ¢ = Et — pr.

Esta férmula para la velocidad, que puede considerarse como la extrapolacion
cuantica de la conocida p = —V.S, donde S es la accidn, nos daria la trayectoria
de la particula. Debido a esto, esta interpretacion preserva la naturaleza clasica
de las particulas. Por otra parte, la onda guia presenta fendmenos de difraccién e
interferencia, por lo que las particulas que estan siendo guiadas estaran ausentes
en los lugares donde exista interferencia destructiva, y se acumularan en los lu-
gares con interferencia constructiva, lo cual explicaria los patrones de interferencia
presentados por los electrones [7] [10].

1.5. Interpretacion de Copenhague

La interpretacion de Copenhague se caracteriza por los siguientes 5 puntos
[7191[11]:

1. El principio de incertidumbre. El cual implica que en un ensamble de particu-
las, no se pueden medir simultaneamente con total precision dos observables
gue no conmuten.

2. La interpretacion estadistica de la funcién de onda. Segun el cual solo se
pueden hablar de las probabilidades de que un evento ocurra. Debido a esto
las predicciones se las hace en funcion del comportamiento promedio de un
grupo similar de eventos.

3. El principio de complementaridad. El cual se plantea como un principio gene-
ral que incluye tanto a la dualidad onda-particula, como al principio de incerti-
dumbre.

4. Laidentificacion de la funcién de onda con el conocimiento del sistema. Segun
el cual, el hecho de que la funcién de onda sea distinta a cero en alguna



region del espacio, no implica que una onda se encuentre objetivamente ahi,
sino mas bien refleja que nuestro conocimiento del sistema indica que existe
la posibilidad de que dicho sistema se encuentre en esa region. Es decir ¥
no es una entidad extendida en el espacio, sino mas bien una expresion que
contiene de manera codificada nuestro conocimiento del sistema.

5. La actitud positivista de Bohr y Heisenberg.

1.5.1. El principio de Incertidumbre

Segun Heisenberg, la teoria hace predicciones de lo que podemos conocer, 0
experimentar con nuestros sentidos, y no necesariamente refleja el comportamiento
objetivo de un fenomeno. Consideraba que el formalismo mecanico cuantico refleja
que somos incapaces de predecir con certeza la trayectoria, si es que tuviera senti-
do hablar de una. Esto lo embarcé en la busqueda de un principio fundamental que
pudiera explicar, 0 al menos ser consistente, con dicha falta de certeza. Para esto
se planteé dos problemas

1. ¢ El formalismo matematico predice que se puede determinar en un momento
dado, la posicion y la velocidad solo con cierto grado limitado de precisién?

2. ¢Dicha imprecision, si es que es admitida por la teoria, es compatible con la
precision 6ptima obtenida en mediciones experimentales?

Para responder al primer problema, toma para su analisis una distribucién gaus-
siana de la posicion [7], por lo que la funcién de onda esta dada por la expresion’:

¥ (q) = constexp {%}

donde dq es la mitad del ancho de la cresta de la Gaussiana, que segun la in-
terpretacion probabilistica de Born vendria a ser el intervalo en el que con mayor
probabilidad encontremos al electrdn, y por lo tanto la menor indeterminacién acer-
ca de la posicion, ademas dq = v/2Aq, donde Ag es la desviacidn estandard. Ahora
la distribucién del momento es |p(p)|?, donde »(p) se obtiene de una transformada
de Fourier [7]:

—+00

o) = [ e |27 wia) dy

—00

>Por comodidad en esta seccion, en la seccién 4,2 y en los apéndices se trabajard en una dimension, sin

embargo los resultados pueden ser generalizados a tres dimensiones
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Reemplazando ¢ en esta ecuacion se tiene:

—+00

B —2impq q
o(p) = /Constexp{ h 2(&])2] dq

—0o0

0 expresado de una forma mas conveniente:

“+oo
_ 1/q 2impiqg\> —272p%(dq)?
o(p) = /const exp [ 5 (&] + Y exp 2 dq

—0o0

Ahora haciendo:

_q , 2imdq
v= 0q + h
e integrando se obtiene:
2 2,2 5 2
¢(p) = constexp {%ﬁq)}

Esto quiere decir que existe indeterminacion en el momento, y esta es:

h
op = ——
b 2mdq
0 usando desviaciones estandard:
h
ApAg = —
PAqG i

De aqui se ve que la primera pregunta que se planted Heisenberg tiene una
respuesta afirmativa.

Ahora, con respecto a la segunda pregunta, Heisenberg parte de su concepcion
de que los conceptos fisicos y su formulacion matematica corresponden a las rela-
ciones definidas por las impresiones sensoriales del observador. En sus palabras:
“Las leyes naturales que formulamos matematicamente en teoria cuantica no tra-
tan acerca de las particulas en si, pero si hablan de nuestro conocimiento acerca
de las particulas elementales ... El concepto de realidad objetiva ... se evapora en
las matematicas que ya no representan mas el comportamiento de las particulas
elementales, sino mas bien el conocimiento de ese comportamiento” [11]. Notemos
que en ésta cita no niega la posibilidad de una realidad mas alla de la percepcion,
de hecho la acepta sutilmente al hablar de “las particulas en si”.

De todo lo dicho, para Heisenberg, definir un concepto significa prescribir un
experimento para medir la cantidad referida por el concepto. Asi por ejemplo, para
entender el significado de la posicién de un electron podemos imaginar un experi-
mento en el cual lo iluminamos, y lo observamos por medio de un microscopio. Sin
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embargo, debido al efecto Compton, al determinar la posicion estaremos cambian-
do el momento del electrdén. Ahora, segun las leyes de la 6ptica, la precision en la
resolucién aumentara mientras mas pequena sea la longitud de onda A de la radia-
cion. Debido a esto mientras mas precisamente se determine la posicion habra un
mayor cambio en el momento del electrén [7]. Este experimento mental, conoci-
do como “el experimento del microscopio de rayos gamma”, ayudé a Heisenberg a
resolver su segundo problema.

Para analizar dicho experimento mental, podemos partir de la teoria de difrac-
cion optica de Abbe, en la cual el poder de resolucion de un microscopio esta dada
por ﬁ donde ¢ es el angulo subtendido entre el objeto y el diametro del lente.
Esto implica que cualquier medicidn de la posicion involucra una indeterminacion
Az = 72— Ahora, el momento total antes de la colision, entre el electrén y el fotén
usado para observarlo, es ™ = § + p., donde p, es el momento del objeto en la
direccion x. Después de la colision debido al efecto Compton, el fotdn tendra un
momento entre % y % Por lo que, después de la colisién debido a la conser-
vacién del momento lineal se tiene que: p, — 28r< — 7 = p; + 253, de donde se
obtiene que [7]:

2hsin e
Ap, — >~
Pz ;)
debido a que solo nos interesa el orden de magnitud, A" y A" han sido reemplazados
por A. De las relaciones de Ax y Ap, se obtiene:

Ap,Ax = h

con lo que resuelve su segundo problema de manera afirmativa. Al responder de
manera afirmativa, las dos preguntas, Heisenberg resume sus conclusiones en el
principio de incertidumbre.

1.5.2. El principio de Complementaridad

Cuando Bohr formuld el principio de complementaridad no lo hizo basandose
en el principio de incertidumbre, sino mas bien lo plante6 como un principio mas
profundo el cual abarca al principio de incertidumbre. Para explicar la complemen-
taridad usa el siguiente ejemplo: Un electrén pasa por una abertura hecha en un
diafragma, el cual a su vez esta firmemente sujeto a un marco. Dicho marco esta es-
calado y ademas tiene un reloj. Para Bohr, si se especifica la posicion y el instante
en el electron que atraviesa el diafragma, se pierde la informacién exacta de la
transferencia de momento y energia entre el electron y el diafragma, debido a que
éste esta rigidamente conectado al marco. Por otra parte si el diafragma estuviera
suspendido por medio de resortes débiles al marco, entonces se podria determinar
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el intercambio de energia y momento (debido al movimiento del diafragma), pero se
renuncia a determinar la posicion y el tiempo exactos debido a la posicion indeter-
minada del diafragma [7].

Para Bohr, cada observacion traia consigo un incontrolable nuevo elemento,
donde la perturbacion causada por la medicion es siempre desconocida. Esto no
implica que se deba revisar los conceptos clasicos de trayectoria (analisis que hizo
Heisenberg), posicion, momento, sino mas bien la concepcion clasica de explicar.
En sus palabras: el postulado cuantico® nos “fuerza a adoptar un nuevo modelo
de descripcidon designado como complementaridad, en el sentido de que cualquier
aplicacion de los conceptos clasicos excluye el uso simultaneo de otros conceptos
clasicos, los cuales con una relacién distinta son igualmente necesarios para elu-
cidar el fenémeno” [7]. Asi, por ejemplo, si vamos a describir un fenémeno usando
el cuadrivector posicién se esta excluyendo la descripcion a través del cuadrivector
momento. En este sentido, el principio de complementaridad implica una limitacion
en la descripcion, y una renunciacion a la forma clasica de describir.

Para Bohr el postulado cuéntico dice que: todo proceso atémico esta caracterizado por una discontinuidad

esencial.



Capitulo 2

El problema de la medicion y el de los fenomenos no locales

2.1. El problema de la medicién

La interpretacion de Copenhague, en general, hace referencia al modo de co-
nocer y sus limitaciones, evitando hablar de “la realidad en si misma”. Este énfasis
en la forma de adquirir conocimiento da pie al analisis del acto de medir, interactuar
u observar. Para analizar la medicién vamos a basarnos en la definicion de Von
Neumann [12]. Primero notemos que al realizar un experimento el experimentador
toma datos del aparato de medida =, para asi inferir el comportamiento del sistema
medido ¢. Dichos datos son los valores propios de cierto observable A con fun-
ciones propias «;. A partir de esos valores propios se conocen los valores propios
correspondientes al observable B del sistema, con funciones propias o [12].

Segun Von Neumann, la medicién es una interaccion que cambia el estado' o,
del sistema compuesto 7 + ¥, al estado o,y [7][12]. Implicitamente en esta defini-
cion se esta asumiendo que al realizarse la medicion, ¥ esta en un estado propio
correspondiente al observable medido. Esto quiere decir que sin importar cual sea
el estado en el que se encuentre ¥ antes de la medicion, al momento de realizarse
ésta, dicho estado cambiara a un estado propio del observable que se mide. Esto
implica que la funcion de onda evoluciona de las siguientes dos formas:

1. De manera continua como lo dicta la ecuacion de Schrédinger

2. De una forma abrupta conocida como reduccién o colapso de la funcién de
onda, al hacerse una medicion

El problema de la medicion radica en plantear un marco conceptual que explique
por qué al momento de medir, la funcién de estado deja de evolucionar de la forma
1y lo hace de la forma 2.

Para ilustrar mejor el problema se plantea el siguiente ejemplo. Imaginemos un
haz de electrones del cual se va a medir la componente z del spin a través de un
detector situado frente a un aparato de Stern-Gerlach. Las funciones propias del
operador® S, seran notadas como Z,. correspondiente al valor propio +35, y Z_ con
valor propio —%h. El detector puede ser una pared en donde impactara el haz de

' Al producto tensioral a ) b se lo notara simplemente ab
%El operador spin serd notado con la letra S y la direccién de la componente que se mide se la pondra como

subindice
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electrones. Dependiendo de si todo el haz llega a un punto superior se dira que el
valor de la componente = del spin del haz es +3#, y si todo el haz llega a un punto
inferior, el valor de dicha componente sera —%h. De aqui que el observable que se
mide en el detector sera la “posicion de los electrones en la pared”, el cual tiene
tres funciones propias: x., el estado del detector antes de registrar a los electrones,
X+ correspondiente al registro del haz en el punto superior y x_ correspondiente al
registro del haz en el punto inferior.

Notemos que si el haz esta en el estado caracterizado por la funcion propia 7,
entonces el estado del sistema conjunto electrones-detector antes de la medicidn se
encontrara en el estado v, = Z, x,, y después de la medicién el estado sera ¢, =
Z,x+ - Deigual manera si el estado del haz es Z_, el estado del sistema conjunto
antes de la medicion es ¢, = Z_x,, y después de la medicion el estado sera ¢ =
Z_x_. Ahora, si el estado del haz es de la forma

Zy+ 7
V2

el estado del sistema conjunto antes de la medicion sera

Z

(Z+ +Z-)Xo
V2

Por otra parte, notemos que después de la medicién se observara una mezcla es-
tadistica de estados, es decir en este caso la mitad de las componentes = de los
electrones con sus respectivas posiciones en la pared estaran descritas por 7,y
y la otra mitad por Z_y_. Este comportamiento corresponde al tipo de evolucion 2.
Mientras que debido a la evolucion temporal descrita por la ecuacion de Schrddin-
ger (evolucion tipo 1) y a la linealidad del producto tensorial, el estado del sistema
conjunto tendria que ser

¢o:

ZaxX+ +2oXx-

V2
es decir un estado puro, donde todas y cada una de las componentes = del spin
de los electrones y todas y cada una de las posiciones de estos en la pared estan
descritos por 1.

Para resolver el problema de la medicion, se debe explicar donde y por qué co-
lapsa la funcion de onda. En todos los casos que conozco?, los lugares donde ocurre
el colapso son o en el observador o en el aparto de medida. A continuacion se va a
mostrar algunas propuestas para resolver el problema de la medicion.

Y =

3Con excepcién de las interpretaciones relacionadas a la interpretacién de Everett
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2.1.1. El problema de la medicion abordado por la interpretacion de Copenhague

Desde el punto de vista de la interpretacion de Copenhague, el principio de com-
plementaridad requiere dos descripciones excluyentes y complementarias acerca
de la evolucion de la funcién de onda. Segun este principio, la evolucién continua
de la funcion de onda es una forma de describir su evolucidn, mientras que el colap-
so de la misma es la descripcion complementaria. El cambio abrupto en la evolucion
de la funcién de onda no sélo obedece al principio de complementaridad, sino que
también puede ser explicado por la relacion entre ésta y nuestro conocimiento acer-
ca del sistema. Esto se debe a que el cambio abrupto en su evolucién refleja la
adquisicién de conocimiento al momento de medir. En este sentido, la funcion de
onda colapsa en el observador. Wigner estaba de acuerdo en que la medicion se
realiza en el momento en que la informacion llega a nuestro cerebro; afirma que: “el
solipsismo puede ser I6gicamente consistente con la mecanica cuantica, el monis-
mo en el sentido del materialismo no” [6]. De la misma forma, para Von Neumann
la medicion sélo se completa cuando el observador tiene informacion del sistema
estudiado a través del aparato de medida [7][12].

2.1.2. Grabacion Indeleble

A continuacion se va a revisar la solucion planteada por Belinfante [5]. Recorde-
mos el ejemplo del haz de electrones planteado anteriormente, si el sistema con-
junto esta descrito por un estado puro, el valor medio del observable ¢ viene dado
por:

1 * .k * .k
<Q>=3 /(Z+X+ + ZIX1)Q(Zy X+ + Zox-)dT

1 1
<Q>= 3 / ZiXGQZ x4dr + Q/Z*X*QZ_X_dT + Re [/ ZiXiQZ—X—dT}

Donde dr es el volumen que contiene a todas las variables necesarias para espe-
cificar a las particulas y al detector. Por otra parte, si consideramos el valor medio
de @, cuando el estado del sistema conjunto es una mezcla estadistica tendremos
que:

1 * % 1 * %
<@ >= §/Z+X+QZ+X+dT + §/Z_X_QZXCZT
Como se ve la diferenciaentre < Q >y < Q' > es

Q= [ ZiviQzcdr

De aqui podemos decir que si logramos explicar el hecho de que cuando se realice
una medicion Q. _ = 0, entonces estaremos justificando el tipo de evolucion 2.
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Notemos que a |Q, _|? se le puede interpretar como una cantidad proporcional a
la probabilidad de transicion entre los estados Z, xy, y Z_x_, debida a la medicion
del observable (). Por lo que, nuestro requerimiento de que @, = 0, se cumple si
es que los electrones alteran el estado del detector de una manera irreversible, de
tal forma que éste no tenga posibilidad de variar espontaneamente su estado, es
decir se realizaria una grabacion indeleble [5]. Dicha grabacién es una propiedad
que se esperaria de un aparato de medida, es decir se espera que registre el re-
sultado hasta que una accion externa lo regrese a su estado inicial. De aqui que, el
colapso de la funcion de onda es inducido por el acto de grabar. Debido a esto, un
observador o un detector seran los responsables del colapso de la funcion de onda
siempre y cuando tengan la propiedad de grabar. Sin embargo a esta propuesta se
le puede objetar que ningun proceso es completamente irreversible.

2.1.3. Mediciones Clasicas

Esta propuesta plantea que la mecanica clasica no sélo es el limite de la mecani-
ca cuantica, sino también una teoria independiente en la cual existe certeza acerca
de las mediciones a realizarse. De aqui que la funcion de onda obedece él tipo de
evolucion 1 mientras el sistema estudiado no se relaciona con un objeto macroscopi-
co. El tipo de evolucidon 2 surge debido a que al momento de hacer la medicion,
la funcion de onda ya no obedece a las leyes inferidas del comportamiento de la
ecuacion de Schrodinger. Segun Landau [13] la medicién en mecanica cuantica es
la interaccion entre objetos clasicos y objetos cuanticos, la cual ocurre independien-
temente del observador. El principal problema de esta propuesta es que no se tiene
un método para, en la practica, diferenciar el limite entre los objetos macroscépicos
y microscopicos.

2.1.4. La interpretacion de Everett

Everett hace su propuesta con la intencion de aplicar adecuadamente la teoria
cuantica a la relatividad general. Al tratar de responder coémo aplicar la formula-
cidn cuantica a la geometria espacio-temporal, encuentra el problema de que no se
podria dar una descripcion cuantica adecuada del universo, puesto que no habria
nada afuera de él que produzca la transicion de un estado a otro, o que en otras
palabras: colapse la funcion de onda. Incluso se cuestiona como un observador de-
be describir cuanticamente a un sistema que lo incluya. Es decir, se plantea cémo
describir cuanticamente un sistema que no esta sujeto a observacion externa.

Para poder describir este tipo de sistema, Everett propone que la funcién de
onda de cualquier sistema fisicamente aislado evoluciona en todo instante, es decir,
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antes y durante la medicion, unicamente como lo dicta la ecuacion de Schrédinger.
Es decir la medicion no genera el tipo de evolucion 2. Ademas propone que todo
sistema sujeto a observacion externa puede ser considerado como parte de un
sistema aislado mas grande [14]. De aqui, en esta interpretacion, la funcion de
onda es independiente del observador, es decir, es objetiva.

Ahora, tomemos un electrén del ejemplo del haz de electrones y recordemos que
segun el tipo de evolucion 1 después de la medicion dicho electron se encontrara en

el estado puro
ZyX+ +Z-x-

V2

Segun Everett cada una de las componentes de v, es decir, Z, x, y Z_x_, suceden
simultaneamente y son igualmente reales [14]. Esto se explica argumentando que
cada componente corresponde a una historia o mundo diferente*. En esta ramifi-
cacién de mundos, cada mundo evoluciona independiente e indiferentemente del
otro, de tal forma que ningun observador es consciente de dicha ramificacion. Es
decir que cada mundo obedece la ecuacién de Schrédinger con total indiferencia
del otro. Esto se debe a que se asume que se ha hecho una grabacion indeleble, es
decir, se supone que los términos Z, x., Z_x_ son ortogonales entre si, por lo que
el término @, _ relacionado a los fendmenos de interferencia es cero. En el caso de
nuestro electrén se tiene que en el mundo A su estado es Z, x, y en el mundo B
su estadoes Z_y_.

A partir del marco conceptual que Everett plantea, éste llega a la interpretacion
estadistica de la funcién de estado de Born. Debido a esto, en la interpretacion de
Everett, el cuadrado de los coeficientes de cada estado nos dara la probabilidad de
que un electrdn tenga ese estado. Lo cual quiere decir que para el haz de electrones
se tiene que la primera mitad de los electrones del haz se encontrara en el estado
Z.x+ en el mundo A, mientras otra version de esos electrones se encontrara en el
mundo B con Z_x_. La otra mitad de los electrones se encontraran en el mundo
A con Z_x_ y otra version de esos electrones se encontrara en el mundo B con

24 X4

Y=

“En este contexto, un mundo es un conjunto cerrado de subsistemas, como por ejemplo el sistema a medirse

y un observador
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2.2. No localidad

2.2.1. Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen

Einstein nunca crey6 que la mecanica cuantica ofreciera una descripcion com-
pleta de la realidad y busco incansablemente inconsistencias internas en la teoria
cuantica. Durante esta busqueda mantuvo un largo debate con Bohr, el cual inicié en
1913 y tuvo su punto culminante en 1935 cuando Einstein, Poldosky, y Rosen® (EPR)
publican su articulo: “; Puede ser considerada completa la descripcion Mecanico-
Cuantica de la realidad fisica?”. Einstein tenia una postura realista® y no podia acep-
tar, por ejemplo, que una particula no pudiera tener intrinseca y simultaneamente
dos propiedades fisicas como la posicion y el momento. Y ya que desde el punto
de vista de Eistein la mecanica cuantica diferia de dicha postura realista’, entonces
la mecanica cuantica no ofrecia una descripcion fiel de esa realidad objetiva que el
suponia que existe.

El objetivo de EPR era demostrar que la mecanica cuantica no era una teoria
completa. EPR afirmaban que para que una teoria sea completa es necesario que:
“todo elemento de la realidad fisica® debe tener su contraparte en la teoria fisica”
[15]. Ahora, para saber si existe 0 no un elemento de la realidad fisica EPR plantean
que: Si es que no se perturbo al sistema de ninguna forma, y podemos predecir con
certeza el valor de una cantidad fisica, entonces existe un elemento de realidad
fisica correspondiente a dicha cantidad fisica [15].

Para demostrar que la mecanica cuantica no es completa EPR plantean dos
afirmaciones que son mutuamente excluyentes:

1. La descripcion de la realidad ofrecida por la funciéon de onda tal como lo dicta
la mecanica cuantica no es completa

2. Cuando dos operadores correspondientes a dos cantidades fisicas no conmu-
tan estas cantidades no pueden ser reales simultaneamente

Notemos que 1y 2 son mutuamente excluyentes ya que 1 implica que las dos can-
tidades son reales simultdneamente y 2 dice que las cantidades no son reales si-

De aqui en adelante me referiré a ellos como EPR
®Esto se puede ver en la siguiente afirmacién: “Cualquier consideracién seria de una teorfa fisica debe tomar

en cuenta la distincién entre la realidad objetiva, la cual es independiente de la teoria, y los conceptos fisicos

con los que la teoria opera” [15]
7Segtin EPR 1la conclusién usual en mecénica cudntica es que cuando el momento de una particula es

conocido, sus coordenadas no tienen realidad fisica [15]
8Cuando EPR hablan de realidad se refieren a una realidad objetiva independiente del observador
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multaneamente. De aqui que, el objetivo de EPR consiste en demostrar que 2 es
falsa.

Para demostrar que 2 es falsa, EPR plantean el siguiente ejemplo: Imaginemos
que a dos particulas se les deja interactuar por un instante, y luego de dicho instante
ya no interactian mas. El sistema conformado por las dos particulas es descrito por

la funcidn
+o0

+o00
U(zy,29) = / Yp(x2)uy(xy)dp = / e~ @2=Lp/himp/h g,

S s
donde z; y z, son las coordenadas usadas para describir la primera y segunda
particula respectivamente, L es una constante.

Ahora, notemos que u, = €1?/" es funcién propia del operador momento P,

si medimos P; sobre el sistema conjunto y obtenemos el valor propio p,, entonces
después de esta medicion el sistema conjunto es descrito por

Up = e—i(wg—zl—L)po/h

Dicha funcién ¥, es funcién propia del operador momento P,, con valor propio
—p,. Notemos que esto significa que sin tener que hacer otra medicién, es decir sin
afectar el estado ¥, sabemos con certeza cual es el momento de la particula 2.
Esto quiere decir que el observable P; tiene realidad fisica.

Expresemos a ¥ en la base del operador posicion ), con funciones propias

v(xy) = 6(xy — 2)

“+o0
_ / ei(mfachrL)P/hdp - 27‘(’h(5(1’ — I9 + L)

entonces
“+o0

U= / o(zg)v(zq)dx
Notemos que ¢ es funcion propia del observable posicidon ()., y que si por ejem-
plo medimos (), y obtenemos z, la funcién que describe al sistema conjunto des-
pués de la medicion sera
‘IJQ = 5(1’0 — X9 + L)

De aqui que, sin tener que afectar el estado descrito por ¥, sabemos con seguri-
dad que la posicion de la particula 2 sera z, + L. De aqui que, al igual que con el
operador P, el operador (), tiene realidad fisica.

Ahora, EPR hacen uso de la idea de localidad. El término localidad implica que:
Dos partes separadas de un sistema, se mantienen correlacionadas sélo mientras
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se comuniquen entre si. Que las partes se comuniquen entre si quiere decir que
estas interactuan entre si, de forma que dichas interacciones no excedan la velo-
cidad de la luz. La localidad asume que una vez que las partes se aislen de tal
forma que éstas no se puedan comunicar, la Unica forma en que éstas se manten-
gan correlacionadas es a través de la “memoria” del contacto previo [2][11][16][17].
Debido a esto, el término no local implica la correlacion de las partes aun cuando
éstas no puedan comunicarse. También implica que dicha correlaciéon no se debe a
la “memoria” de su contacto previo.

EPR asumen un comportamiento local, debido a esto, argumentan que dado que
las particulas se encuentran suficientemente alejadas y no interactian entre si, la
realidad fisica de la particula 2 no deberia afectarse por la eleccién del observable
a medirse sobre la particula 1 [15]. En este caso los observables a los que se
refieren son P, y ;. De lo que concluyen que las funciones de onda ¥p y ¥
deben describir la misma realidad fisica de la particula 2. Es decir segun EPR ¥ y
U, reflejan distintos aspectos de un grupo de propiedades que existen intrinseca e
independientemente del observador en la particula 2. Por lo tanto, dos observables
conjugados, P» y (), pueden ser simultaneamente elementos de la misma realidad
fisica. Debido a esto, EPR concluyen que la mecanica cuantica no es una teoria
completa.

Desde mi punto de vista, lo que hacen EPR es mostrar que si existiera una
realidad objetiva entonces la mecanica cuantica no ofrece una descripcion comple-
ta de dicha realidad. Notemos que cuando EPR hacen la afirmacion (1): Cuando
las particulas no interactuan entre si, la realidad fisica de la particula 2 no deberia
afectarse por la eleccion del observable a medirse sobre la particula 1; ellos asumen
implicitamente que la particula 2 tiene realidad fisica antes de realizar la medicion
en la particula 1. Ahora, tomando en cuenta la afirmacion (2): Si es que no se per-
turbo al sistema de ninguna forma, y podemos predecir con certeza el valor de una
cantidad fisica, entonces existe un elemento de realidad fisica correspondiente a
dicha cantidad fisica. Entonces, la suposicion de que la particula 2 tiene una reali-
dad fisica antes de hacer la medicién sobre la particula 1 carece de base fuera de
la postura realista, ya que las predicciones hechas sobre la particula 2 se las hace
en base a las mediciones realizadas en la particula 1. Por lo tanto, la afirmacion (1)
solo es valida dentro de una postura realista y local.

A pesar de que la postura realista y local’ de EPR influye en el desarrollo légico
de su demostracion y en la conclusion a la que llegan, la influencia de dicha postura
no es explicita en su trabajo. Sin embargo anos después Bell nos muestra el tipo de

De aqui en adelante, a las teorfas que se basen en el realismo y en la idea de localidad se las denominara:

teorias realistas-locales.
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predicciones a las que tendrian que llegar el conjunto de teorias realistas-locales
con respecto al experimento planteado aqui. Esto nos permite comparar las predic-
ciones de las teorias realistas-locales y las predicciones de la mecanica cuantica,
con los resultados experimentales. A continuacién vamos a ver una version simpli-
ficada del experimento planteado por EPR, el cual es mas facil de reproducir en el
laboratorio.

2.2.2. La version de Bohm

En 1959 Bohm [16] propone una versidn simplificada del articulo publicado por
EPR usando como observables las componentes de spin de dos particulas de spin
1/2. Bohm considera a un par de particulas que se alejan entre si, donde el sistema
conjunto tiene spin total nulo. A cierta distancia de la fuente F' se encuentran dos
observadores A (Alicia) y B (Bernardo) equipados con aparatos de Stern-Gerlach
que les permite analizar el signo de la componente de spin. El analizador de Alicia
puede rotarse 90° y permite medir la componente z o x [16]. La funciéon que describe
a las dos particulas expresado en la base del observable S.; es:

1
V2
Ahora, supongamos que Alicia mide el observable S.; y obtiene el valor +’§, por lo
que al realizar la medicidn la funcién se reduce a ¥ = Z, Z_. Esto quiere decir que
Bernardo podria predecir con certeza, y sin perturbar al sistema, que el valor del
spin de la componente z que obtendra es —’—;. Por lo que S., tiene realidad fisica
para Bernardo.

Ahora, si expandemos a ¥, en la base del observable S,; tenemos que!”:

\I/o (Z-I-Z— - Z—Z+)

1
‘Ijo == §(X+Zf + sz, - X+Z+ + X,ZJF)

Si Alicia mide el observable S,; y obtiene el valor —g‘ entonces V¥, se reduce a

U= %(X_Z_ +X_ Z)=X_X,
De aqui que Bernardo puede predecir el valor de la componente x del spin de la
particula 2, sin afectar el estado de la particula y por lo tanto S,, tiene realidad
fisica. Aqui se tiene el mismo caso que el propuesto por EPR, ya que si asumimos
la postura realista-local, entonces la decisién sobre qué observable se mide en la
particula 1 no debe afectar al estado de la particula 2, por lo que S,2 ¥ S.» deberian
ser elementos de la misma realidad fisica. De lo que se concluiria que la mecanica

cuantica no es una teoria completa.

19Para esto hemos usado el hecho de que: Z, = %()Q_ +X)yZ_= %()ﬁ_ — X_)[16].



22

2.2.3. Desigualdad de Bell

En 1965 John Bell aplica las ideas del realismo-local al experimento planteado
por Bohm. De esta manera obtiene una desigualdad que deben cumplir todas las
teorias realistas-locales, y nos permite comparar los resultados experimentales con
las predicciones de dichas teorias y las predicciones de la mecanica cuantica. De
esta manera pone al alcance de la experimentacion el debate filosofico iniciado por
Bohr y Einstein.

Imaginemos el ejemplo planteado por Bohm, vamos a notar como A(a) al re-
sultado de la medida de Alicia del spin, en la direccion a de la particula 1, y B(b)
al resultado de la medida de Bernardo del spin, en la direccidon b de la particula 2.
Para reflejar la postura realista vamos a plantearnos que existe un grupo de propie-
dades objetivas que estan representadas por el grupo de variables ocultas \. Estas
variables se llaman ocultas debido a que corresponderian a las propiedades inhe-
rentes de las particulas, que no son explicitas o que no se las conoce por completo.
Notemos que \ también se caracteriza por poder permanecer fija mientras a varia.
En esta postura el resultado de una medida depende de )\ y de la orientacién del
analizador. Es decir A = A(a, \), B = B(b,\) y"' AB = AB(a, b, \) [2][16][17].

Para exigir un comportamiento local Bell se plantea que: El resultado B para la
particula 2 no debe depender de la direccidon a en la que se decida medir el spin de
la particula 1, de igual forma A no debe depender de b [17]. Esto quiere decir que:

~ A~

AB(a,b,\) = A(a, \)B(b, \) 2.1)

Ahora, tomemos como unidad de spin a g con lo que los posibles resultados de
las medidas de spin son:
A(a) = £1, B(b) = +1 2.2)

Ademas en el estado singlete en el que se preparan a las particulas se cumple
que'?:
A(a) + B(a) =0 (2.3)

Notemos que, en virtud de ec(2.1) el valor medio de AB es:
E(a,b) = / A(a, \)B(b, ) p(\)dA
A

donde dp = pdX es la probabilidad de que se de cierto valor de AB en el intervalo
[A, A+ dA].

"TAqui AB es el producto de dos niimeros reales, A multiplicado por B, no representa producto tensorial
12Esta relacién se cumple para todas las direcciones
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Supongamos que Alicia y Bernardo pueden hacer mediciones del spin en las
direcciones a, b o ¥'. Bell mostré que los valores medios correspondientes a dichas
medidas satisfacen la desigualdad [2][5][16][17]:

Para esto parti6 de la expresion E(a,b) — E(a, '), usando la ec(2.3) se tiene que:

~

E(a,b) — E(a, ) = A [A(a, N B(b,\) — Ala, A)B(E’,A)] p(\)dX

— _/A [A(d,/\)A(B, \) — Aa, A)A(B’,A)} p(A)dA

Ahora partiendo de la ec(2.2) se tiene que A(b, \)A(b, \) = 1, entonces:

E(a,b) — E(a,b) = — /A Aa, VA, \) {1 — A(b, M)A, A)} p(N)dA

|E(a,b) — E@a, )] < / [1 — A(b, M)A, A)} p(N)dA = 1+ E(b, )

Con lo que queda demostrada la desigualdad (2.4) la cual es la llamada desigualdad
de Bell.

En realidad, esta es una de las desigualdades desarrolladas por Bell. Otros
desarrollaron desigualdades basadas en las ideas de Bell por lo que a todas éstas
se les llama desigualdades de Bell. Notemos que, en el caso que se acaba de ver,
Ay B son variables binarias. Sin embargo, si tomaramos en cuenta el hecho de que
los detectores del spin pueden influenciar en el resultado de la medicidn, entonces
resulta mas conveniente trabajar con Ay B, las cuales son las observaciones pro-
mediadas sobre los grados de libertad ocultos de los instrumentos. De aqui que
—1<A<1y-1< B < 1. Altrabajar con Ay B, y basandonos en las mismas
ideas utilizadas para llegar a la desigualdad (2.4), se tiene un caso mas general
para el cual se cumple la siguiente desigualdad:

—2< C = E(a,b) — E(a, V) + E(a’,b) + E(a’, 1) < 2 (2.5)

La desigualdad (2.4) es mas restrictiva al momento de hacer experimentos, y se
la puede ver como una desigualdad aplicada al caso determinista. Con determinista
se quiere expresar que, en este caso, A y B toman con certeza los valores +1.
Mientras que la desigualdad (2.5) corresponderia al caso no determinista, puesto
que Ay B se comportan como variables aleatorias de las cuales no conocemos
con certeza sus resultados. Este indeterminismo se debe a los grados de libertad
ocultos de los detectores.
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A continuacion vamos a analizar, desde el punto de vista de la mecanica cuanti-
ca, las relaciones que deben cumplir los valores medios involucrados en las de-
sigualdades (2.4) y (2.5). Para esto primero notemos que el valor medio del obser-
vable S,S, es E,n.(a,b) = —cosb,, [5], donde 6,, es el angulo que existe entre las
direcciones a y b. Para el caso particular en que a, by I forman 60° entre si tenemos
qQue: Ene(a,b) = Ene(b, V) = —Ly E,..(a,0) = L por lo que:

\B(a,b) — Ea, )| — E(b, i) = g -1
Como se ve, la mecanica cuantica no satisface la desigualdad (2.4).

Ahora, para comparar las predicciones de la mecanica cuantica con la desigual-
dad (2.5), vamos a imaginar que las coordenadas de Alicia ¢ y a’ son coplanares y
ortogonales entre si, y lo mismo entre las coordenadas de Bernardo b y i'. Ademas,
vamos a imaginar que el sistema de Bernardo se encuentra rotado un angulo ¢ con
respecto al sistema de Alicia, con 0 < ¢ < 27. En este caso

Crne(¢) = cos(3¢) — 3 cos(9)

donde C,,. son los valores que toma C, de la desigualdad (2.5), seglin la mecanica
cuantica.

Existe una amplia gama de valores de ¢ para los cuales se viola la desigualdad
(2.5), por ejemplo para ¢ = 45° C,,. = —2v/2 < —2. Es decir, la mecéanica cuantica
tampoco satisface la desigualdad (2.5).

A partir de mediados de los anos setenta hay una gran cantidad de soporte
experimental [2][5][16][18] que confirma las predicciones de la mecanica cuantica.
En la mayoria de los experimentos se han usado fotones, y en vez de medirse el
spin se detecta la polarizacion. Los fotones en muchos casos han sido producidos
por decaimientos atdmicos en cascada. Sin embargo, es desde la experiencia de
Aspect en 1980, que la mayoria de la comunidad cientifica concuerda con que los
hechos experimentales confirman las predicciones de las mecanica cuantica [16].

Los partidarios de las teorias realistas-locales niegan que los resultados experi-
mentales confirmen los resultados de la mecanica cuantica, argumentando que los
experimentos realizados hasta la fecha:

1. Usan una muestra muy pequena de detecciones y se tiene que asumir que
dicha muestra es una muestra representativa.

2. El sistema (fotones en general) se comunica con el aparato de deteccion de
manera que el sistema prepara con anticipacién una correlacién entre sus
partes, de tal forma que estas tomen en cuenta la disposicion del aparato.
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Con respecto a la primera objecidon existe ya un experimento que no tiene este
problema. En el 2001 se hizo un experimento con iones de Be™, en el cual se de-
tectaron todos los pares originalmente enlazados. La objecién 2 fue superada al
elegir las direcciones de medida al azar mientras los fotones estan en vuelo, lo-
grando asi eliminar una posible conexién causal entre las medidas de polarizacion
en los extremos del aparato [16]. Sin embargo hasta la fecha no se ha hecho un
experimento que supere ambas objeciones simultaneamente.

Notemos que la objecidn 1 no es una objecion fuerte, como diria Bell refiriéndose
a esta objecidn: “. .. es dificil creer que la mecanica cuantica trabaje tan bien para
arreglos experimentales ineficientes y que vaya a fallar cuando los refinamientos
suficientes sean hechos” [16]. De hecho, la evidencia experimental a favor de la
mecanica cuantica ha sido tan fuerte que actualmente las constataciones de la
violacion de la desigualdad de Bell han pasado a un segundo plano. El interés
en estos tiempos se ha volcado al desarrollo de nuevas tecnologias que hagan
uso de los fendmenos no locales como la computacién cuantica, comunicaciones y
procesamiento de informacion por medios Opticos [16].

2.2.4. El analisis de Stapp

Para finalizar esta seccion vamos a mostrar el analisis que hace Henry Stapp
sobre los fenédmenos no locales [19][20]. Stapp no usa el razonamiento de Bell en
el que plantea que los resultados de los experimentos AB son de la forma AB =
AB(a, b, \), puesto que no considera plausible el uso de variables ocultas. Esto se
debe a que, segun él, la mecanica cuantica nos indica que los aparatos de medida
deben ser considerados partes integrales de toda la situacion experimental y por lo
tanto del sistema a medirse, entonces no se puede esperar que haya algo tal como
variables ocultas que estén fijas mientras el experimento cambia.

Vamos a basarnos en el ejemplo de Bohm. Segun Stapp, en este caso los re-
sultados de las mediciones no dependen de ). Los resultados de las mediciones de
Alicia en la direccion @ son A(a), y las de Bernardo en la direccién b son B = B(b).
Supongamos que se van a usar N pares de particulas de las cuales se van a medir
las componentes de spin en las direcciones a, «’, b, /. Para un N suficientemen-
te grande segun la mecanica cuantica se tendra que aproximadamente se cumple
[19][20]:

1 & . A
~ > Aj(a,0)B;(a,b) = — cos(6)a (2.6)
J

Donde A;(a, 13) = +1 especifica el resultado obtenido por Alicia para el par jota-
esimo si es que se mide la componente a en el un extremo y b en el otro extremo,



26

lo mismo para los resultados de Bernardo B;(a, b) = 1.

Ahora vamos a suponer que el angulo que existe entre la direccion a y la linea
de vuelo de las particulas es 6, = 0°, el angulo correspondiente a la direccién o’ es
6, = 90, el correspondiente a la direccion b es 6, = 0°, y el correspondiente a ' es
0 = 135°, finalmente notemos que 4., = 0, — 6,. Para estos casos la ec(2.6) queda:

1 & . .
~ 2 A4(a.b)B;(a.b) = -1 2.7)
J
Len o
¥ 2 A b)By(a, b) = (2.8)
J
1 & - -
~ > Aj(a,0)Bj(a,b) = 1/V2 (2.9)
J
1T
~ > Aj(a V)By(d, V) = ~1/v2 (2.10)
J

Ahora, para exigir la propiedad de localidad, se debe reflejar el hecho de que
los resultados de Alicia no deben depender de qué componente de spin elige medir
Bernardo, por lo que dicha propiedad se la va a expresar a través de:

A;(a,b) = A;(a, ) = A; (2.11)
Aj(a’,b) = Aj(a,b) = A (2.12)
B,(a,b) = B,(a’,b) = B, (2.13)
B;(a,V) = By(a', V) = B; (2.14)

A continuacion se va a probar que la propiedad de localidad no es compatible
con los resultados de la mecanica cuantica. Para esto vamos a reemplazar las ecua-
ciones (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) en las ecuaciones (2.7),(2.8), (2.9) y (2.10), de
donde se tiene que:

1
J
1 N
NZA;Bj =0 (2.16)
J
1 N
NZAJB; =1/V2 (2.17)
J
1 N
v 2 AB = —1/V2 (2.18)
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De la ec(2.15) se obtiene:
A;=—-B;

J

Luego, reemplazando esto en la ec.(2.16), nos da:
1 N
NZA;.Aj =0 (2.19)
J
Ahora, restando a la ec.(2.17) la ec.(2.18) nos queda:

%i(Aj ~ A)B, =2
j
Usando el hecho de que A’ A’ = 1 para todo j, esta ecuacion queda:
~ Z (A;A, — 1A B, =2
De ésta se puede afirmar que:
1 N
NZ (A;A; = D)||A B > V2
j
De aqui se tiene que:
%ZN: AA 1) > V2
A partir de esta se sigue que: j
~ Z — A A > V2
De ésta se tiene que:
1>V2+ % i A A,
La cual junto con la ec.(2.19) nos da: J

1>2

Lo cual es falso por lo que se puede concluir que las predicciones de la mecanica
cuantica son incompatibles con la idea de localidad [19]. Desde el punto de vista de
Stapp la caracteristica no local de la mecéanica cuantica implica que: Ninguna teoria
local que use variables ocultas esta de acuerdo con la mecanica cuantica.

Todos los desarrollos teoricos y experimentales descritos en esta seccion, nos
plantean la inquietud de si debemos adoptar nuevas perspectivas acerca de la reali-
dad fisica. O, en palabras de Clauser y Shimony al referirse a las pruebas experi-
mentales a favor de la mecanica cuantica: “Se debe abandonar totalmente Ia filo-
sofia realista con la cual trabajan la mayoria de los cientificos, o se deben modificar
dramaticamente nuestros conceptos de espacio-tiempo” [2].



Capitulo 3

Otras interpretaciones

3.1. Interpretacion de la Teoria Cuantica en términos de variables ocul-

tas

En 1952, Bohm propone una interpretacion de la mecanica cuantica en la cual
concibe que cada sistema individual tiene un estado preciso y definible. El consi-
dera a las probabilidades de la mecanica cuantica como una necesidad practica,
y no como una manifestacion de un inherente indeterminismo. En este contexto
la mecanica cuantica es analoga a la fisica estadistica, puesto que aqui se habla
en funcién de probabilidades como una consecuencia de la falta de conocimiento
preciso de las propiedades individuales de las particulas [21][22].

Bohm plantea a las variables ocultas como elementos o parametros que nos
permiten dar una descripcion causal, detallada y continua de los procesos cuanti-
cos. Segun él, siempre que usamos descripciones estadisticas de un proceso es
posible expresar dicho proceso en funcidon de tales variables ocultas. Asi por ejem-
plo, desde el punto de vista de la macro-fisica, las coordenadas y el momento de
los atomos individuales corresponden a estas variables ocultas, las cuales a gran
escala se manifiestan s6lo como promedios estadisticos [21].

Ahora, para plantear su interpretacion primero analiza a la ecuacién de Schrddin-
ger, de manera similar a como lo hizo Madelung [21]. Primero toma la ecuacion de

Schrédinger
ov h?
h— = ——AU 4+ VU
! ot 2m v
Y plantea ¥ = Rexp(iS/h), donde Ry S son funciones reales, luego reemplazando
esta funcion en la ecuacion de Schrodinger y separando la parte real e imaginaria

obtiene:

OR 1
o = —3= [RAS +2(VR) - (VS)] 3.1)
05 [(VS)? h2 AR

a—‘{ om V‘%ﬂ G2

Luego plantea que es conveniente escribir P(z,y, z,t) = R*(xz,y, 2,t), donde P(z,y, z,t)
es la densidad de probabilidad, aplicando esto a (3.1) y (3.2), se obtiene:

8—P + V- (PV—S) =0 (3.3)

ot m

28
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2 2 2
9 (VS _h {AP_}(VP)}:O 54)

ot ' 2m ' 4Am | P 2 P?
Notemos que, al comparar las ecuaciones (1.3) y (1.4) con las ecuaciones (3.3) y
(3.4), la diferencia radica en que para Madelung o? es la densidad de masa y no la
densidad de probabilidad. Ahora, en el limite clasico, cuando & — 0, la ec.(3.4) es
la ecuacion de Hamilton-Jacobi, debido a esto S sera interpretada como la accion.
Por otra parte, si imaginamos un ensamble de trayectorias de particulas que sean
soluciones a la ecuacion del movimiento, y éstas son normales a una superficie con
S constante, entonces se sabe que éstas seran normales a todas las superficies con
S constante, y %S sera el vector velocidad v(r) para cualquier particula que pase
por el punto r = (z,y, z). Debido a esto, la ecuacion (3.3) puede ser expresada
como [21]:

oP

AV (PY) =0 (3.5)

La interpretacion de Bohm basada en las ecuaciones (3.4) y (3.5) es la siguiente
[21]: Cada particula tiene valores de posicidn y momento que son precisos y que
pueden variar continuamente. La ec(3.4) define un ensamble de posibles trayecto-
rias para la particula, cada trayectoria se encuentra bajo el efecto de una fuerza
debida a V, y de una fuerza asociada al “potencial cuantico”:

U:

_h2 AP_1(VP)2 _ -hAR
dm| P 2 P2 | 2m R

Ahora, ya que la fuerza total que actua sobre la particula depende de R, y de la
funcion de onda ¥ evaluada en la posicion de la particula, entonces Bohm propone
la existencia del campo ¥ (analogo al campo electromagnético) actuando sobre las
particulas.

El campo ¥ no es una abstraccion matematica, sino un campo extendido en el
espacio. De la misma forma en que el campo electromagnético obedece las ecua-
ciones de Maxwell, el campo-¥ obedece la ecuacion de Schrédinger. En ambos
casos, una vez que se conoce la funcién que describe al campo, podemos calcu-
lar la fuerza que éste ejerce sobre la particula, de tal manera que si conocemos
su posicion y momento iniciales, entonces podremos calcular completamente su
trayectoria. En el caso del campo V la fuerza viene dada por la ecuacion:

d’r h V2R
Mo =V (V‘ 2R )

La propagacion del campo W en el espacio y en el tiempo corresponde a una on-
da que guia a las particulas. Esta onda-guia encarna la idea esencial de la interpre-
tacion de De Broglie. Notemos que la onda obedece a los fendmenos de difraccion
e interferencia, sin embargo las particulas siguen una trayectoria definida. Al igual
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que en la interpretacion de De Broglie, si dicha onda esta sujeta a una interferencia
destructiva en un punto del espacio, dicho punto no formara parte de la trayectoria
de la particula [10].

Ahora, ya que las ecuaciones (3.4) y (3.5) provienen de la ecuacion de Schrddin-
ger, se espera que la interpretacion de Bohm comparta los mismos resultados que
la teoria cuantica. Segun Bohm para que esto suceda se tuvo que haber hecho las
siguientes tres suposiciones [21][22]:

1. Que el campo-¥ obedezca la ecuacion de Schrodinger
2. Que el momento esta dado porp =VS

3. Que no se predice o controla el lugar preciso de una particula, pero en la
practica se tiene una densidad de probabilidad P = |V|%. El uso de la es-
tadistica no es inherente en la estructura conceptual, sino que es una mera
consecuencia de nuestra ignorancia de las condiciones iniciales precisas de
la particula

Por otra parte, Bohm también interpreta a P(r) como una coordenada generali-
zada del campo-V¥, y a S como su conjugada, es decir su correspondiente momen-
to generalizado. Para ver que dicha suposicion es consistente, primero calcula la
energia media desde el punto de vista de la mecanica cuantica, es decir:

2
<H>= /qf (—h—AJrv) Wdr
2m
Reemplazando en esta expresion U = P'/2 exp(iS/h), se obtiene:

2 2 2
< H >= /P(r) {% +V+ ;—m(vpi) ] dr (3.6)

Luego asume que el Hamiltoniano del campo-V viene dado por < H >. Siendo asi,
las ecuaciones del movimiento en términos de P(r) y S(r), son:

- 0< H> 1
p="""7"___"y(P
2 —V(PVS)
. b<H>  [(VS)? K (AP 1(VP)
S==%p  ~ | am PV -\ e

Como se puede ver estas son las ecuaciones (3.4) y (3.5), las cuales provienen de
la ecuacion de Schrodinger.

Bohm justifica el colapso de la funcién de onda a través del comportamiento del
potencial cuantico. Considera una funcion ¥(r’, ", t) = R(x',x",t) exp(iS(r',x",t)/h),
la cual describe al campo-V, correspondiente al aparato de medida y al sistema a
medirse, donde r” son las coordenadas del aparato de medida y r’ las coordenadas
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del sistema. El sistema conjunto se encuentra bajo la influencia de un potencial
cuantico de la forma [21]
hQ

U= 2mR

(Ar/ R+ A R)

Segun Bohm, este potencial sufre violentas oscilaciones al momento de la inter-
accion entre el aparato de medida y el sistema a medirse. Sin embargo, una vez
finalizada dicha interaccion, existe una correlacion entre los valores del aparato de
medida y los valores de la magnitud fisica del sistema, de tal forma que a un rango
or” de valores, le corresponde un solo valor . Segun Bohm, esto se debe a que
las fluctuaciones en el potencial cuantico cesan de tal forma que los valores de r’
dejan de superponerse [21].

Por otra parte, ya que las ecuaciones sobre las que Bohm basa su interpretacion
parten de la ecuacion de Schrddinger, se espera que su teoria sea no local. Es decir
una teoria de variables ocultas no local. De hecho, Bohm sugiere que la no localidad
es el reflejo de un fendmeno que sucede en dimensiones superiores. Y que los dos
sistemas, por ejemplo fotones o electrones, que se encuentran en “entanglement”
corresponden a una misma realidad mas profunda. Para clarificar esta idea, Bohm
hace una analogia entre los fendmenos no-locales, y lo que le sucede a un pez en
una pecera, que esta siendo grabado por dos camaras. Una de las camaras apunta
a su dorso y otra apunta a su frente, y lo que filman las camaras es proyectado en
dos distintos televisores. Cuando el pez se mueva se notara un cambio simultaneo
en los dos televisores, y las imagenes estaran correlacionadas, al igual que lo estan
dos fotones en “entanglement” [23].

3.2. Interpretaciones que usan Teoria de la informacion

3.2.1. Conceptos de Teoria de la informacion

Entropia

Sean: x una variable discreta, p(z) la distribucién de probabilidad para dicha
variable. La entropia H(p) es una medida del promedio de la incertidumbre que se
tiene acerca de una variable aleatoria! z. En este sentido la entropia es maxima
cuando se tiene la maxima incertidumbre. Esta esta definida como:

H(p) == p(z)logp(x)

Tex

"Esta se mide en bits cuando la base del logaritmo es 2
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Para el caso continuo la entropia es:

H(P)=— / P(x)log P(z)dx

— 00

donde P(z) es la densidad de probabilidad de = [24][25].

Informacion de Fisher

Sean # un parametro de una poblacion, y los datos de una muestra de dicha
poblacion, P(y|f) la densidad de probabilidad condicional de que se de y dado 6.

La informacion de Fisher
B dlnP(y|0)\*
I = /P(?/|9) (—80 dy

nos da la cantidad de informacion acerca del parametro # contenida en los datos y
[24][26].

Desde el punto de vista realista se puede suponer que y = 0 + £ donde 0 es
el valor intrinseco de una magnitud fisica como por ejemplo el valor objetivo de la
posicion de cierta particula, y £ es el ruido agregado debido al acto de observar o
medir [30]. Notemos que en este caso los valores que pueda tomar y solo depen-
deran de &, por lo que P(y|0) = P(&). Debido a esto la informacién de Fisher se la
puede escribir de la siguiente manera:

g ()

Esta es la forma paramétrica de expresar la informacion de Fisher [24].

Para el caso en el que se quiera estimar varios parametros 6 = (61,6,,...,6,)
se extiende el concepto de informacion de Fisher al de matriz de informacion de
Fisher, la cual tiene los elementos [24][26]:

OlnP(y|0) dlnP(y|0) a0

? J

Estos elementos en su forma paramétrica serian [30]:

InP (&) dinP
Iz-j:/P(g) 7”;6(5) 72’6@

dg
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Principio de Maxima Entropia y Principio de Minima Informacion de Fisher

El principio de maxima entropia establece que se debe elegir la probabilidad
que bajo ciertas restricciones maximice la entropia. De la misma forma el principio
de minima informacién de Fisher consiste en escoger la distribucion de probabilidad
gue minimize la informacion de Fisher, sujeta a restricciones conocidas del sistema.
Estos métodos son usados para inferir parametros estadisticos o probabilidades.
Estos aprovechan nuestra incertidumbre o nuestro estado de conocimiento acerca
de un experimento estadistico, para asi obtener dichos parametros [27][28].

Asi, por ejemplo, Janes obtiene la funcidn de particion basandose en el método
de maxima entropia [28]. Supongamos que tenemos la variable discreta z; con i =
1,2,...,n con sus correspondientes probabilidades p;, las cuales desconocemos.
Asumamos también que todo lo que conocemos es que el valor esperado de una
funcion f(x) viene dado por:

< flz) >= Zpif(%) (3.7)
i=1

Y que

> =1 (3.8)

Notemos que esta informacion es insuficiente para respondernos la pregunta: 4 Cual
es el valor esperado de una funcion g(x)?. Sin embargo, podemos usar el hecho de
que no tenemos suficiente informacion es decir, que tenemos maxima incertidum-
bre, para asi solucionar nuestro problema. Es decir, vamos a maximizar la entropia?
[28]
H(pi,p2, ..., pn) = —K sz‘ In p;
i

sujeto a las restricciones dadas por las ec.(3.7) y ec.(3.8), y asi encontraremos los
valores de p; y subsecuentemente < g(z) >. Para usar el método de los multiplica-
dores de Lagrange primero establecemos que:

Gi(pi) = sz‘f(%)— < f(r) >

Ga(pi) =) pi—1

Ahora, aplicando el método tenemos que:
VH =aVG; +79VG,

donde a y v son constantes.

2K es una constante positiva que se la introduce para tener concordancia con la base del logaritmo usado
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De esta ecuacion obtenemos [28]:

P = 6_/\_Hf(mi)

Las constantes A\ = % y i = % son obtenidas al reemplazar esta ecuacion en las
ec.(3.7) y ec.(3.8), de donde se obtiene:
< f(@) 5=~ Z()
O
A=InZ(u)

Donde
Z(p) = Z e~ (@)

i
Como vemos, se obtiene la funcion de particién, con lo cual se puede obtener <
g(x) >y muchos resultados de la fisica estadistica.

El principio de maxima entropia ha probado ser eficiente al ser usado en la
mecanica clasica sin embargo, el de minima informacién de Fisher ha mostrado ser
una fuerte herramienta al relacionarlo con la mecanica cuantica [29]. A continuacién
se va a mostrar una aproximacion a la mecanica cuantica, a través del uso de la
informacién de Fisher.

3.2.2. Principio de minima informacion de Fisher y

Ecuacion de Schrodinger

Marcel Reginatto justifica la ecuacion de Schrédinger y la de Klein-Gordon par-
tiendo de dos suposiciones [30]:

1. Que se puede asociar un frente de onda con el movimiento de las particulas.

2. Que la distribucién de probabilidad de la posicidén de una particula debe satis-
facer el principio de minima informacién de Fisher.

Las suposiciones de Reginatto implican que antes de realizarse la medicion, un
ensamble de particulas posee propiedades fisicas objetivas, como por ejemplo la
posicion y la velocidad, y que a su vez tenemos el minimo conocimiento acerca de
estas magnitudes objetivas. Debido a esto para él, el contenido epistemolégico de la
teoria viene dado por la suposicion 2, y el contenido fisico de la teoria se encuentra
en la suposicion 1.

Consideremos un ensamble de particulas descritas por la densidad de probabi-
lidad® P(x,t). Suponiendo que la densidad de probabilidad se conserva, ésta debe

3Se va a conservar la notacidn tensorial usada en el articulo de Reginatto, la cual nos ayudard a visualizar

ciertos aspectos de su propuesta.
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satisfacer:

P <~ 0,
EJFZ(%;%‘ (Pv') =0 (3.9)

ik=1

Ahora, al igual que lo hizo Bohm, supongamos que las trayectorias de las particu-

las son normales a una superficie con S(z*,t) constante, donde S es la accion,
entonces su velocidad en el punto z* es:

3

o . 08

v](x’,t)ZE ngw
k=1

ddnde la inversa de la métrica es la matriz diagonal de elementos ¢’*, donde los
elementos de su diagonal son: (1/m,1/m,1/m). Debido a esto la ec.(3.9) queda:

3

oP w0 (08
a 9%@@)” 10

ik=1

Reginatto plantea que esta ecuacion puede ser obtenida al minimizar con respecto
a S la expresion:

3

s 1 .05 95 ,
@A_/P<§+§Zlg %%H/)dxdt (3.11)

Notemos que la minimizacidén de esta expresion con respecto a P, nos deja con la
ecuacion de Hamilton-Jacobi. Es decir, minimizando a la ec.(3.11) con respecto a
Sy a P obtenemos las ecuaciones del movimiento desde el punto de vista clasico
para un ensamble de particulas.

Segun Reginatto, en la ec.(3.11) todavia existe una considerable libertad para
escoger la densidad de probabilidad, ya que segun la suposicién 2, se debe res-
tringir las posibles densidades de probabilidad usando el principio de minima infor-
macién de Fisher. Sin embargo, antes de hacer uso de dicho principio, Reginatto
define a la cantidad de informaciéon en P como la contraccion de la métrica ¢* con
los elementos de la matriz de informacién de Fisher, es decir:

3 3
, 1 0P 0P ,
by = L iy = k. 12

B Zg /P@x’@a}kd adt Zg k (3.12)

ik=1 ik=1

Reginatto afirma que va a aplicar el principio de minima informacion de Fisher
con la restriccion de que la ec.(3.10) se cumpla, para lo cual minimiza el funcional
[30]:

89S 1~ .05 93 . .. [ 10P P
=0, 4Abp= | P45 g2 n zk/_ OP
AFADg / (at + Qikzlg G +v> d xdt—b\ikzlg ot 5 Tt
(3.13)
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De donde obtiene: .
oP w0 (05 _
ot + g ox? <P%> =0

i,k=1

3

oS 1,05 9 2 PP 10POP\
ot 23 eaa TV AZ (Fave— pigrgm) =0 G19

A estas ecuaciones con A = h/8y ¥ = P'/2exp(iS/h) se las puede obtener partien-
do de la ecuacién de Schrodinger, y partiendo de ellas se puede recuperar dicha
ecuacion.

Notemos la semejanza entre la ec.(3.13) y la ec.(3.6), y que las ecuaciones
ec.(3.10) y ec.(3.14) son la version tensorial de las ecuaciones ec.(3.3) y ec.(3.4)
de la teoria de Bohm. Por otra parte, desde mi punto de vista lo que Reginatto hace
es minimizar el funcional ® 4 con la restriccién de que la informacion:

®p = constante

Notemos que Reginatto obtiene la ecuacion de Schrédinger para una particula,
cuando sus argumentos parten del analisis de un ensamble de particulas, lo cual
nos induce a pensar que existe cierta inconsistencia en su deduccién.

3.2.3. Principio fundamental de la mecanica cuantica propuesto por Zeilinger

Para Zeilinger [31] nuestra descripcion fisica del mundo se la hace en base a
proposiciones. De hecho, la descripcidn completa de un objeto la plantea en ge-
neral como una lista de proposiciones. La postura realista considera que estas
proposiciones reflejan propiedades que el objeto tiene intrinsecamente antes de,
e independientemente de la observacion. Sin embargo, notemos que dichas pro-
posiciones se las obtiene en base a la observacion, y que tales proposiciones son
verificadas en base de futuras observaciones. De aqui que, un objeto es un cons-
tructo que conecta varias observaciones.

Si identificamos con el bit 1 a la proposicién verdadera y con 0 a la falsa, en-
tonces el principio de cuantizacion de la informacidn que Zeilinger propone es: Un
sistema elemental lleva un bit de informacion [31]. Por ejemplo, si una particula de
spin 1/2 se encuentra en el estado 7, la proposicion verdadera sera: La medicion
del spin realizada sobre el eje z dara con certeza el valor +5/2. El spin de esta
particula unicamente lleva la respuesta a la pregunta: ¢ Cual es el spin a lo largo del
eje z?. Ahora ya que ésta es la Unica informacién que el spin lleva, una medicién
realizada en otras direcciones necesariamente tendra un elemento de azar. Debido
a esto, la aleatoriedad irreducible en las mediciones cuanticas se debe a que un
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sistema elemental no lleva suficiente informacion para dar una respuesta definida a
todas las preguntas.

El grado de aleatoriedad depende de la orientacion relativa entre la direccion
de la medicion y la direccion correspondiente al estado propio de nuestra particula.
Por simetria, la probabilidad P de encontrar un cierto valor de spin a lo largo de una
direccion especificada, dependera sélo del angulo 6§ que se forma entre la direccion
de la medicion y la direccion del estado propio. Esto concuerda con las predicciones
de la mecanica cuantica donde P = cos(6/2), para § = 90° se tiene que P = 1/2.
Notemos que en este caso la entropia es maxima, o en otras palabras se tiene
maxima incertidumbre, es decir el sistema elemental no tiene ninguna informacion
acerca de la medicion en esa direccion. Por otra parte, la informacién que lleva
ahora el sistema no es determinada en forma alguna por la informacién que llevaba
antes de la medicion. Debido a esto, en esta propuesta la informacion que el sistema
representa ahora es creada espontaneamente al hacerse la medicion [31].

Para Zeilinger, la cuantizacion es una consecuencia de que, lo que se puede de-
cir acerca del mundo esta expresado en proposiciones, y puesto que la afirmacion
mas elemental es una Unica proposicion, esto obliga a que cualquier cosa que se
diga de un sistema muestre una cuantizacion. Finalmente, notemos que en esta pro-
puesta, al igual que en la interpretacion de Copenhague, el formalismo matematico
representa el conocimiento del sistema.



Capitulo 4

Interpretacion alternativa considerando la ausencia de

identidad intrinseca de la realidad

4.1. Analisis de las interpretaciones presentadas

Hasta aqui hemos revisado algunas interpretaciones que pueden ser clasifica-
das como:

1. Interpretaciones que consideran que la funcion de onda describe a un ente o
un campo obijetivo; tales como la interpretacion de Everett, Schrédinger, De
Broglie, Madelung, Bohm.

2. La interpretacion de Copenhague que relaciona a la funcion de onda con
nuestro estado de conocimiento del sistema.

3. Interpretaciones como las de Reginnato y Zeilinger, que no interpretan direc-
tamente a la funcion de onda.

Con respecto a los casos en que ¥ es interpretado como la descripcion de un
campo objetivo, se tienen problemas al explicar el colapso de la funcion de onda.
Esto se debe a que mientras no se realiza ninguna medicion el campo se encuentra
extendido sobre todas las regiones en que ¥ # 0; sin embargo, al efectuarse una
medicién el campo deja de existir simultaneamente en todos los puntos del espacio
en los que este se encontraba, con excepcion de uno. Esto sélo se podria expli-
car si todos los puntos del campo estuvieran correlacionados en “entanglement”, ya
que de otra forma la informacién de que se esta realizando una medicién tendria
una velocidad finita de propagacion, por lo que el campo no podria contraerse si-
multdneamente.

Sin embargo, la suposicion de que el campo se contraiga simultdneamente im-
plica una contradiccién con la suposicién de que V¥ es objetivo. Esto se debe a
que desde el punto de vista de la relatividad, la simultaneidad es relativa, entonces
existe un observador B para el cual no se esta realizando la medicién. Y ya que
la medicién que realiza un observador A implica un cambio en ¥, entonces se tie-
ne a dos observadores con dos realidades objetivas distintas, lo cual contradice el
concepto mismo de realidad objetiva.

Ahora con respecto a la interpretacién de Copenhague considero que no se le
puede ver al conocimiento del sistema como una realidad objetiva. Supongamos

38
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que el observador Alicia, que esta en la region A en un instante ¢, (con respecto a
su sistema de referencia) realiza una medicion. Alicia tendria un conocimiento del
sistema distinto a Bernardo que se encuentra en la regiéon B, si suponemos que
para él, en el tiempo ¢, medido en su sistema de referencia, la funciéon de onda no
colapsa. Esto sucede si la regién B esta lo suficientemente alejada de tal forma
que, para el tiempo ¢, medido en el sistema de referencia de Bernardo, la luz no
llega con la informacién de lo que le sucede al sistema. De aqui que ¥ no es Unico,
por lo tanto no puede ser objetivo. Sin embargo, para algunos cientificos [5][11] es
un problema considerar que la funcién de onda no sea Unica. Desde mi punto de
vista, esto se debe a que consideran que no se va a tener una realidad en comun
para estudiar. Sin embargo, para tener dicha realidad comun no se necesita una
realidad objetiva. Solo se necesita que la misma realidad emerja para todos los
observadores involucrados'.

Finalmente, me gustaria aclarar que ni la interpretacion de Copenhague, ni mu-
cho menos otra postura presentada aqui, niegan o excluyen una realidad objetiva,
como afirman algunos autores [10][32][33]. Desde mi punto de vista, Heisenberg
tenia una postura positivista al interpretar el formalismo mecanico cuantico, y una
posicion realista al analizar la naturaleza de la realidad. Lo cual se puede elucidar
en la siguiente afirmacién de Heisenberg: La palabra ‘suceder’ ... se aplica al suce-
so fisico, no al acto psiquico de observar, y podriamos decir que la transicion de lo
‘posible’ a lo ‘real’ sucede cuando el objeto interactia con el aparato de medida, y
de este modo el resto del mundo forma parte de esto; dicha transicion no tiene que
ver con el acto de registrar el resultado por la mente del observador. Sin embargo,
el cambio discontinuo en la funcion de probabilidad tiene que ver con el acto de
registrar, porque el cambio discontinuo de nuestro conocimiento en el instante de
registrar es el que tiene su imagen en el cambio discontinuo de la probabilidad [9].

De hecho la posicién mas cercana a excluir el realismo es la de Jordan? el cual
afirma que: “ El electrdn es forzado a una decision. Nosotros lo obligamos a asumir
una posicion definida, previamente éste no se encontraba, en general, ni aqui ni
alla; todavia no habia tomado su decisidén acerca de su posicion definitiva” [7]. Sin
embargo, ademas de asumir la existencia del electron como un hecho intrinseco
de la naturaleza, también rechazaba el hecho de que sus aseveraciones podrian
aplicarse a la macro fisica.

A continuacién se propone un marco conceptual y formal para explicar los fenéme-
nos fisicos, la cual no esta basada en la postura realista.

"La explicacién de como esto puede suceder se encuentra en la siguiente seccién
Dicha postura es conocida como la “formulacién maxima de la interpretacién de Bohr”
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4.2. Propuesta alternativa

“Las cosas no tienen una explicacion para que ocurran sino que, Sim-
plemente porque ocurren, obtienen una explicacion. Pero tal explicacion
carece de cualquier valor ontologico, no es esencial” [34]

El marco conceptual de esta propuesta se basa en la siguiente afirmacion:

Cualquier aspecto de la realidad * carece de ser y existencia intrinsecos*. Estos
emergen de forma condicionada o dependiente, es decir, debido a ciertas con-
diciones. Esto se aplica incluso a dichas condiciones, y si éstas no emergen,
entonces el aspecto de la realidad bajo estudio no se debe considerar como
no existente, sino mas bien como inefable.

Para aclarar mi posicion debo enfatizar que no estoy negando la existencia o la
identidad de las cosas, las cosas son y existen pero de manera dependiente. De
hecho, la identidad de cierto aspecto de la realidad es un conjunto de caracteristi-
cas o propiedades que evitan que dicho aspecto sea el resto de aspectos de la
realidad. En este sentido, el ser y existencia de cada aspecto de la realidad es de-
pendiente de su contexto y viceversa. Asi también, cualquier caracterizacion como:
X existe, X no existe, X existe y no existe, X ni existe ni no existe, surge de manera
dependiente.

Afirmar que el ser y la existencia de cualquier aspecto de la realidad emerge de
manera dependiente, es una caracterizacion de la realidad que asume una ley de
causa y efecto. Esta ley implica que no sélo cada efecto tiene una causa, sino que
el ser y la existencia de cada causa también emerge debido a otra causa. Es decir,
cada causa es en si un efecto. Esto es una serie infinita de eventos relacionados
entre si, donde se excluye la posibilidad de una causa inicial. Desde mi punto de
vista el realismo no obedece dicha ley, puesto que asume una causa inicial’, rom-
piendo asi la cadena de causa y efecto. Por otra parte, argumentar que dicha causa
inicial se causa a si misma no tiene sentido, pues esto implicaria que dicha causa
tuvo que existir antes de haber existido.

Debo aclarar que no estoy negando la existencia de patrones en el comporta-
miento de la naturaleza, sino mas bien estoy afirmando que dichos patrones son
circunstanciales, es decir, emergen de manera dependiente. Ahora, se va a aplicar
estas ideas a la fisica.

3Los términos: “aspecto de la realidad” se refieren a cualquier fenémeno, evento o suceso, cosa o entidad.
40Otra forma de expresar esta afirmacion es: Cualquier aspecto de la realidad carece de identidad y existencia

subyacentes e independientes.
SEn el caso del realismo la causa inicial serfa, por ejemplo: la esencia, la identidad y existencia propias



41

4.2.1. Procesos

Definicion. Un proceso es el conjunto de todos los eventos o causas debido a los cuales
emergen la existencia, y determinado valor de cierta magnitud fisica. Asi también,
se llamard proceso al conjunto de todas las causas debido a las cuales emerge la
identidad y la existencia de cierto objeto. Donde cada causa es en si un efecto, y por
lo tanto, los procesos se generan o se establecen. El conjunto de todos los posibles

procesos que puedan generarse o establecerse serd notado como A.

Desde mi punto de vista, la ciencia se basa en las suposiciones que se hagan
acerca de la naturaleza de la realidad y en el método inductivo. EI método induc-
tivo se basa en la experimentacion y ésta a su vez se basa, por ejemplo: en el
proceso de percepcion humana, la naturaleza de nuestros sentidos, las influencias
fisicas que se usen. A continuacion se plantea un ejemplo donde se muestra como
depende el experimento de la influencia fisica usada.

Imaginemos que un cazador dispara a un pajaro que esta junto a un murciélago.
El orden de los eventos que el cazador ve es: primero la bala sale de su escopeta, y
luego el pajaro impactado por la bala muere, ambos eventos en ese orden temporal
forman parte de lo que sucede para el cazador. Ahora asumamos que el murciéla-
go usa sonido para conocer su entorno y que la velocidad de la bala es mayor a la
del sonido. El orden de los eventos que percibe el murciélago es: primero el pajaro
muere, y luego el cazador dispara. Esto se debe a que el pajaro esta lo suficien-
temente cerca al murciélago como para que primero le llegue la informacion de la
muerte del pajaro. Ambos eventos en ese orden temporal forman parte de lo que
sucede para el murciélago.

Ahora, basandonos en la postura que se propone aqui, el suceso que emerge
para el cazador es equivalente al suceso que emerge para el murciélago, en el sen-
tido de que ninguno tiene una jerarquia de importancia o veracidad con respecto al
otro, y no son meras interpretaciones de un unico hecho que sucede independien-
temente del murciélago y del cazador. Ademas, notemos que los distintos sucesos
se deben a las distintas influencias fisicas que se han usado, que en este caso son:
luz y sonido.

De igual manera, si nos basamos en la postura planteada aqui y en los resul-
tados de la relatividad especial se puede decir que: Una vez que ha emergido la
existencia del observador y de lo que se observa, los intervalos de longitud, de
tiempo, y en general las magnitudes cinematicas y dinamicas dependen de la velo-
cidad relativa que hay entre el observador y lo que se observa. Notemos que usando
cualquier influencia fisica se tiene que el tiempo y la simultaneidad son relativos. Es
decir, si la luz viajara a una velocidad distinta o si se usara otra influencia fisica, los



42

intervalos de longitud y de tiempo dependeran, por lo menos, de la velocidad de la
influencia fisica que se use y de la velocidad relativa.

De todo lo dicho se puede plantear que algunos eventos o causas de los que
dependen la existencia y los valores que puede tomar cualquier magnitud fisica
son: La influencia fisica que se elige para percibir el experimento, la naturaleza de
nuestros sentidos, la velocidad relativa entre el observador y lo que se observa.
Debido a esto, estos eventos forman parte de un proceso.

4.2.2. Inefabilidad

Postulado de Inefabilidad. Cada magnitud fisica (como la posicion, el momento, el tiem-
po), y cada objeto emergen® debido a un proceso, si dicho proceso no se establece, dicha

magnitud u objeto es inefable.

En el postulado, cuando se afirma que: Si no se establece el proceso debido al
cual emerge cierta magnitud u objeto, entonces dicha magnitud u objeto es inefa-
ble, se quiere decir que en este caso la naturaleza de dicha magnitud u objeto es
indescriptible. Asi por ejemplo, supongamos que se analiza la posicion de un movil.
Segun el postulado anterior si no se establece el proceso que haga emerger a la
posicion, no tiene sentido afirmar que el mdvil esta, o que no esta en alguna posi-
cién; asi mismo en este caso, carece de sentido decir que el espacio existe, o que
no existe, simplemente el espacio es inefable. Debido a esto se puede concluir que:

Conclusion de Inefabilidad. Los valores de cierta magnitud que emergen debido a deter-
minados procesos no reflejan nada, o en otras palabras no llevan ninguna informa-
cion, de la naturaleza de dicha magnitud en el estado en el que dichos procesos no se

establecen, pues en ese estado la naturaleza de dicha magnitud es inefable.

Ahora, recordemos que la informacion de Fisher:

1= [ Pulo (%@W)dy

nos da la informacion acerca de 6 contenida en los datos y. Notemos que desde el
punto de vista que se propone aqui, y son los valores de una magnitud que emergen
debido a que se generan distintos procesos, y § representa dicha magnitud fisica en
el estado en el que los procesos no se han establecido. Debido a esto, para reflejar

®Al decir que cada magnitud fisica emerge, me refiero a que emergen la existencia y cierto valor que tome
dicha magnitud. De la misma forma cuando se dice que el objeto emerge, me refiero a que emergen su identidad

y existencia
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la conclusion basta exigir que la informacién de Fisher’ sea cero, es decir:

1_/% (az;;y))Qdy_o (4.1)

Ahora ya que dicha conclusién refleja el hecho de que: sin que se den los pro-
cesos las magnitudes y objetos son inefables, entonces la ecuacién (4.1) a la cual
llamaré condicién de inefabilidad, formaliza en parte al postulado. Es decir, que pa-
ra reflejar que la magnitud y es inefable en el estado en el que los procesos no se
generan?®, se debe aplicar la condicién de inefabilidad a dicha magnitud.

4.2.3. Objetos y Magnitudes Potenciales

Para formalizar completamente el postulado se debe reflejar la situacion de que
cierta magnitud u objeto emergera si se establece determinado proceso. Para lograr
esto, en primer lugar se debe reflejar formalmente que las magnitudes y objetos se
generan, es decir, que de por si no existen. Para lo cual empezaremos por introducir
la siguiente definicion:

Definicion. Se llamaran magnitud potencial y objeto potencial a la posible magnitud fisi-

ca y objeto que emergeria si es que se estableciera determinado proceso

En segundo lugar, se hace explicita la relacion biunivoca que existe entre los
procesos y los valores de las magnitudes a través de la funcion biyectiva F. La
funcion F es tal que y = F(r), donde yeQ2 C R, toma los valores de cierta magnitud
fisica’ y reA. Notemos que, mientras no se fije el argumento de F, la variable y
hara referencia a las magnitudes potenciales.

El conjunto de posibles procesos A debe tener ciertas restricciones que sean
compatibles con las leyes de la fisica. La existencia de estas leyes implica que solo
ciertos procesos pueden establecerse simultaneamente. A continuacion se haran
tres suposiciones acerca del conjunto de procesos y las magnitudes potenciales, de
tal forma que se puedan obtener las ecuaciones de Hamilton-Jacobi y la ecuacion
de la continuidad, las cuales, al ser obtenidas para las magnitudes potenciales,
deben ser interpretadas de manera distinta a la usual.

Sea Q C A el subconjunto de posibles procesos r,, donde a cada uno le corres-
ponde un valor de posicion potencial, P C A el subconjunto de posibles procesos r,,

7Se va a usar la forma paramétrica de la informacién de Fisher. Vease: Informacién de Fisher, en el apartado

3.2.1
80 en otras palabras, para reflejar que la magnitud y carece de identidad intrinseca
9Por facilidad se va a trabajar en una dimensién. Cuando hablemos de posicién, momento, tiempo u otras

magnitudes usaremos, en vez de y, notaciones usuales como z, p, t, etc.
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donde a cada uno le corresponde un valor de momento potencial, T C A el subcon-
junto de posibles procesos r; donde a cada uno le corresponde un valor de tiempo
potencial y M C A el subconjunto de posibles procesos r,, donde a cada uno le
corresponde un tipo de objeto potencial'®. Vamos a suponer que:

1. Se pueden establecer simultdneamente los procesos (7, rp, 'm)-
2. A se mantiene constante en el tiempo.

3. Para cada punto (¢q,p) existe un volumen infinitesimal dV, en el espacio de
fases potencial que lo contiene.

Vamos a enfocarnos en el objeto potencial ~, el cual surgira si se establece
el proceso r,,,. Debido a esto los tripletes que se analizaran seran de la forma'!
(rg; Ty Tmr)-

Notemos que la suposicion (1) implica que para un instante potencial ¢,, el nUme-
ro de objetos potenciales v es igual al nUmero de puntos potenciales (g, p) del espa-
cio de fases potencial. Debido a la suposicién (2), el conjunto de todos los posibles
tripletes (r,, 7, 7m+) Permanecera constante en el tiempo. Por lo tanto el espacio de
fases potencial, y el numero de objetos potenciales v permanecera constante en el
tiempo. Ahora, considerando al conjunto de objetos potenciales + en el espacio de
fases potencial como un fluido, se tiene que estos cumplen con [36]:

=0

8@0; n a(g;q) N 8(3);29)

donde p,, es la densidad de objetos potenciales
Tomando en cuenta la suposicion (3), y lo dicho en el parrafo anterior podemos
concluir que: La densidad de objetos potenciales ~ considerada en un punto dado
del espacio de fases potencial, permanece constante al pasar el tiempo, y que dicha
densidad en ese punto es la misma que en cualquier otro punto. Por lo tanto se tiene

que:
%

dt

Ahora, ya que todos los razonamientos hechos hasta aqui se pueden hacer para

cualquier tipo de objeto potencial, se tiene que en general las magnitudes y objetos
potenciales cumplen con:

=0

dp _
dt

19Un tipo de objeto potencial seria ,por ejemplo, un electrén, otro tipo podria ser un 4tomo

0 4.2)

"Notemos que, si se generan simultdneamente los procesos (rq, s Tp,» T'm~ ), €0tonces la posicion g, el mo-

mento p, y el objeto v llegaran a existir. Ademads, el objeto  ocupara dicha posicién y tendra dicho momento.
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dp 9(pq) | 9(pp)
ot " oqg T op
donde p(q, p) es la densidad de objetos potenciales en el espacio de fases potencial.

Ahora desarrollando la ec.(4.2) se tiene

dp .Op .0Op
Yt Fp— = 4.4
8t+q8q+p6p 0 4.4)

=0 4.3)

y desarrollado la ec.(4.3) se tiene

dp .Op .8p+ {aq @}:O

— 4.5
p % + % 4.5)
Y ya que se cumplen simultaneamente las ecuaciones (4.4) y (4.5), los términos
entre corchetes se deben anular. Entonces

04 __0p

dg  Op
De aqui que, existe una funcion H continua y derivable, tal que:

. 0H . OH

Estos resultados se pueden interpretar como que las suposiciones (1), (2) y (3)
restringen al conjunto A de tal forma que las magnitudes potenciales se relacionan
entre si como lo dictan las ecuaciones de Hamilton. Ahora, ya que la descripcién de
los fendmenos a través de las ecuaciones de Hamilton, y la descripcion hecha por
la ecuacion de Hamilton- Jacobi son equivalentes, se hara uso de esta Ultima'?, es

decir: ,
0S 1 [0S
§+%<%) +V =0 (4.6)

donde S es la accidn.

Notemos que la suposicion (1) implica que para el mismo objeto v que podra emer-
ger para un instante dado ¢, existen muchas posiciones y momentos por emerger.
Sin embargo, de todas las posiciones y momentos posibles sélo emergera una uni-
ca posicion y un Unico momento para dicho objeto. Esto no contradice el principio
de incertidumbre pues como afirma Giriffits: Tanto las mediciones de la posicién y
de momento dan un valor preciso, la dispersion se refiere al hecho de que medi-
ciones en sistemas idénticos no dan resultados consistentes. Uno puede preparar
al sistema de tal forma que mediciones de posicion repetidas den resultados muy
cercanos, pero el precio a pagar es que las medidas del momento en este estado
daran valores ampliamente dispersos [18].

12Por comodidad se usar4 como coordenada generalizada potencial ¢ a la coordenada potencial .
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Ahora, todo lo que puede ser y existir dentro de nuestro universo depende de
A. De aqui que la suposicién (2) es equivalente a suponer que todo lo que nuestro
universo permita ser y existir se mantenga constante al transcurrir el tiempo. Por
otro lado, todos los valores de posicion y momento que se han logrado obtener o
medir en algun momento fueron valores de magnitudes potenciales. De aqui que la
suposicion (3) se cumple.

Finalmente, para formalizar completamente el hecho de que las magnitudes se
generan vamos a relacionar la densidad de objetos potenciales p(x,t) con la densi-
dad de probabilidad P(z,t). Notemos que, aumenta la probabilidad de que un objeto
emerja en un intervalo dx de espacio, mientras mas objetos potenciales le corres-
ponden a dicho intervalo. Por lo tanto, vamos a considerar que P(z,t) = ap(z,t),
donde a es una constate.

4.2.4. Justificacion de la Ecuacion de Schrodinger

Antes de obtener la ecuacion de Schrodinger notemos que el nimero de objetos
potenciales se mantiene constante, independientemente de que p sea funcion de
x,pYyt,odeque pseafuncién de z y t. De aqui que los objetos potenciales cumplen
con:

dp

0
5+£(Pv) =0

Ahora, usando la relacion de proporcionalidad entre P(x,t) y p(x,t), y la relacion
v = %%, la cual es una consecuencia de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, tenemos

que a la ecuacién anterior se la puede expresar asi:

or 10,05 _
ot  mox Ox
Ahora, recordemos que al conjunto de objetos potenciales en el espacio de fa-
ses potencial lo estamos considerando como un fluido. Notemos que la configura-
cion del fluido se especificara al determinar el par (v(x,t), p(x,t)). Sin embargo, la
velocidad se la puede obtener a través de la accion, y para formalizar de manera
adecuada al postulado, p(z,t) sera reemplazado por P(z,t), es decir la configura-
cion del fluido se obtendra a través del par (S(x,t), P(z,t)), el cual es solucion de
las ecuaciones (4.6) y (4.7).
A partir de aqui se usa un procedimiento similar al usado por Reginatto [30] para
obtener la ecuacion de Schrédinger. Notemos que las ecuaciones (4.6) y (4.7) se
obtendran al minimizar el funcional [30]:

oS 1 [0S\
L1—/P<§+%(%> —|—V)dxdt

0 4.7)



47

Ahora, de acuerdo al postulado de inefabilidad las magnitudes del funcional L,
son inefables en el estado en el que los procesos no son generados. Para reflejar
matematicamente esto, debemos aplicar la condicion de inefabilidad a dichas mag-
nitudes. Notemos que S, Py V dependen de z y ¢, debido a esto la condicion de
inefabilidad debe ser aplicada Unicamente a éstos. Sin embargo, para obtener la
ecuacion de Schrodinger se aplicara dicha condicion!? inicamente a z. Por lo tanto
el funcional L, sera restringido exigiendo que se cumpla:

1 (oP\’

por lo que el nuevo funcional a minimizar sera [37]:

S 1 (9S\° 1 (0P\?
Recordemos que la ecuacién de Euler-Lagrange es [37]:

0 0
Fu= 5o(F) = 2 (Fu) =0

donde r = g—’;, w = ’36—‘;, el sub-indice de F' indica la derivada parcial de F' con
respecto a ese sub-indice y F' es el integrando del funcional al cual se le aplica esta
ecuacion. Ahora se va a aplicar la ecuacion de Euler-Lagrange a Ls:

Tomando i = P se obtiene:
@ + L % ’ + V _ i a_P ’ _ 2 % 8_P =0
ot 2m \ Oz P2\ Ox Ooxr \ P \ Oz N
8_S+L 0_5 2_|_V_i a_P 2_ _2 a_P 2_}_%82_P
ot  2m \ Oz P2\ Oz P2\ Ox P 0«2

s 1 [9S\” 20°P 1 [(9P\’
a*%(ﬂ ”(ﬁﬁ‘ﬁ(a—ﬁ )““0 9

Ahora, tomando n = S se tiene:

) (Pas) o

~9x \'m Oz _E_O

13En el caso no relativista no se va a considerar que ¢ carece de identidad intrinseca. Esto implica que, para
este caso, consideramos la posibilidad de que ¢ tenga una identidad completamente independiente, es decir, ¢
no dependeria ni del sistema de referencia, ni de la velocidad de la luz. En el caso relativista la condicién de

inefabilidad también serd aplicada a la coordenada ct
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orP 1 0 _0S
ot T moslor =" @9

Utilizando las dos ecuaciones de Euler-Lagrange (4.8) y (4.9) conjuntamente con
A = % y U = PY2exp(iS/h) se puede obtener la ecuacion de Schrodinger y vi-
ceversa't. En este sentido las ecuaciones ec.(4.8) y ec.(4.9) son equivalentes a la
ecuacion de Schrddinger.

De todo lo dicho se ve que para formalizar el postulado se sigui6 los siguientes
pasos:

1. Hacer uso de la condicion de inefabilidad.

2. Establecer una relacién biunivoca entre los procesos y los valores de las mag-
nitudes.

3. Relacionar a la densidad de objetos potenciales con la densidad de probabili-
dad de la siguiente manera: P(z,t) = ap(z,t), donde a es una constante.

Sin embargo para llegar a obtener las ecuaciones (4.7) y (4.8) también se tuvo que
hacer las suposiciones (1), (2), (3) del apartado 4.2.3.

Ahora notemos que el primer término entre paréntesis del funcional L, corres-
ponde al lado izquierdo de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, éste es:

s 1 [9S\?
=S (5) +v

Esto sugiere un método para pasar de las ecuaciones clasicas a su version cuanti-
ca. Si asumimos que la version clasica viene dada por la ecuacion de Hamilton-
Jacobi, y reemplazamos su correspondiente H, en el funcional'® L,, entonces al
minimizar dicho funcional se obtiene su version cuantica. Para mostrar la utilidad
de este método, en los siguientes parrafos se lo usara para obtener la ecuacion
de Klein-Gordon, y la ecuacién de Klein-Gordon para una particula en un campo
electromagnético.

4Este desarrollo lo realizaron Bohm y Madelung. Notemos que en dicho desarrollo no se introduce el
término ¥ = P'/2 exp(iS/h), sino que al reconstruir la ecuacién de Schrodinger aparece la expresién

P12 exp(iS/h) ala cual simplemente se la nota como ¥
I5También debemos tomar en cuenta que, si nos encontramos en el caso relativista, debemos restringir al

funcional L, aplicando la condicién de inefabilidad a la coordenada ct
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4.2.5. Justificacion de la ecuacion de Klein-Gordon

Para obtener la ecuacién de Klein-Gordon se usa las version relativista de la
ecuaciéon de Hamilton-Jacobi'¢. Esta puede expresarse de la siguiente manera [38]:

2 2
() - () v

donde m, es la masa en reposo de la particula.
Ahora, reemplazando

as\* 1 [/as\* ,,
o= (52) o (ar) o

en el funcional L, y restringiendo a este funcional a través de la condicién de inefa-
bilidad aplicada a la coordenada ct, entonces el nuevo funcional a minimizar es:

aS\> 1 [0S\ ,,\ A [OoP\® B [0P\’
L3—/P<(%) —E(E) +m00 +F<8_[E> +ﬁ(§> dxdt

Se va a aplicar Euler-Lagrange a Ls:
Tomando i = P se obtiene:

2 2
(%) _312(%) +mic +G =0 (4.10)
_gy 0 (LoP) 260 (10P
Oox \ \ Oz 2 ot \P Ot

A (9PN B (opy?
P2 \ox) P2\ ot
Ahora desarrollando G nos queda:
20 (0P\* 229°P 25 (0P\* 28 °P
P \ Ox P ox? 2P\ 0t

A (oPY 8 (orN
P?\ Ox c2P? \ Ot 2P Ot?

Por lo que la ec.(4.10) queda:

8_52_18_,92+22_%82P+2602P+i@_PQ+B a_Pz—O
ox c2 \ Ot o€ P 0z2 2P 0ot? Pz \ Ox cZP?2 \ Ot N

.11

G:

G:

Ahora tomando . = S se tiene:
_0 (2P0 0 (2P 05\
Oor \ m Ox ot \e2m ot )

0 08 10 08

16Vamos a considerar la ecuacion relativista de Hamilton-Jacobi para la particula libre
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A través del par de ecuaciones (4.11) y (4.12), al cual nos referiremos como
KGeq, junto con A = &2, 3 = & y & = P'/2exp(iS/h) se puede obtener la ecuacion

de Klein-Gordon:
, 000 R0V

FIEE 2 o2
Dicho desarrollo se muestra en el Apéndice A. Asi también, a través de la ecuacion
de Klein-Gordon se puede obtener el par de ecuaciones KGeq. Debido a esto, el
par KGeq es equivalente a la ecuacion de Klein-Gordon.
Recordemos que en la teoria cuantica relativista se tiene problemas al tratar de

interpretar a la expresion
__ih (0% 0
e= 2m,,c? ot ot

como la densidad de probabilidad, esto se debe a que esta expresion puede ser
negativa [35]. Sin embargo, desde el punto de vista de la teoria planteada aqui, se
obtiene que la densidad de probabilidad es P = WU~

De hecho si reemplazamos:

U = PY2exp(iS/h)

U = PY2exp — (iS/h)

, pP29p P2 9S
:exp(zS/h)( 5 E—i_ - E)

ot
ov , PY29P  iPY?098S
E—exp(zS/h)( 5 ok E)

en la expresion o, ésta queda como:

ih {PW( 1 OP z‘Pl/?aS)_PI/Q( 1 0P iPl/QaSH

ov
t

2o 2P 2ol T h ot 2P12 9t  h Ot
th 2iP0S PE
T 2me® b Ot moc?
donde F es la energia total, y ya que ésta puede ser positiva 0 negativa se da una
explicaciéon simple al hecho de que ¢ pueda ser negativa.
Por otro lado tomando en cuenta que en el caso no relativista la diferencia entre
la energia total £y la energia en reposo m,c* es pequeiia, se tiene que:

PE

2 — P

Esto explica de manera sencilla del porqué desde el punto de vista de la teoria
cuantica relativista o, a pesar de no ser considerada como una densidad de proba-
bilidad, en el limite no relativista tiende a la densidad de probabilidad [35].
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4.2.6. Justificacion de la ecuacion de Klein-Gordon para particulas en Campos Elec-
tromagnéticos

Ahora, siguiendo el método propuesto, se parte de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi para una particula en un campo electromagnético, la cual es [38]:

as e \> 1 /[0S 2,
(%_EAQC) —C—2<§+6¢) +moc —0

Luego reemplazando

S e \? 1 /0S 2
== —-=-A _ [ Z= 2.2
H, (8:5 . x) 2 ((% +e¢) +mc

en L, y, al igual que en el caso anterior, aplicando la condicion de inefabilidad a la
coordenada ct y a x, entonces se tiene que el funcional a minimizar es:

s e \* 1 A (OP\® B [0P\?
La= / P (a—x‘zf‘r> "2 P (a—x) TP (a) dudt
Aplicando Euler-Lagrange a L,:
Tomando como ;. = P se obtiene:

s e \° 1/85S N\° , X [oP\® B [0P\’
(%—EA;B> —g<§+€¢) +mycC —ﬁ<£> +C2P2 (E) +G—O (413)
Donde:
G- _ 9 (20PN _ 0 (25 0P
 0x \ P ox ot \ 2P Ot

2\ (OP\' 25 (0P
P2\ Ox c2P? \ ot
Entonces la ec.(4.13) queda:

s e \° 1 [0S 2,
(%‘#‘x) e (a—t+€¢) Mo
Y tomando como i = S se tiene:

0 S e o[ 2P [0S
o (o) -5 [ (5 o) 0

oP [0S e 9’S  edA, 1 [oP [0S 0%S do\|
—{a—x (a—x—zAw)”(w—za—x)}*@ [E (E*‘f@b)”(w“a)] =0

(4.15)

08 o,
(E—l—eqﬁ) +mgc

Desarrollando G:

G =

B %EPP N 28 0*P
P 0x?2 2P Ot?

=0

A [OP 2+ B (0P 2_Qa2p+2ﬁa2p
P2\ Ox c2P2 \ ot P 0x2 2P 0t?
(4.14)
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A partir del par de ecuaciones (4.14) y (4.15), al cual nos referiremos como KGEeq,

junto con A = ¥ 3 = 1y = P'/2exp(iS/h) se puede obtener la ecuacién de
Klein-Gordon para una particula en un campo electromagnético, la cual es:
1 2
(hg _ ¢) - (ih£+EAx) +mi| U (4.16)
Jor ¢

También se tiene que, a partir de ésta ecuaciéon se puede obtener el par KGEeq,
dicho proceso se muestra en el Apéndice B. De lo dicho se tiene que, el par KGEeq
es equivalente a la ecuacion de Klein-Gordon para una particula en un campo elec-
tromagnético.

4.2.7. Problemas de la medicion y de Fenéomenos no locales

De los desarrollos realizados para obtener la ecuacion de Schrédinger, se con-
cluye que la funcién de onda que obedece esta ecuacién es una funcién de onda
potencial puesto que sélo depende de magnitudes potenciales. De aqui que la fun-
cion de onda potencial es la que evoluciona de manera continua. Por otra parte,
debido al postulado de inefabilidad, las magnitudes emergen dependiendo de los
procesos. Si un determinado proceso se establece, entonces uno y soélo un valor
de una magnitud fisica emerge. Esto implica que al establecerse un proceso el sis-
tema se encuentra en una funcién propia del observable medido. Y ya que cada
proceso involucra al acto de medir, entonces se tiene que la propuesta planteada,
contempla la evolucién discontinua, o en otras palabras el colapso de la funciéon de
onda. Es decir, la propuesta planteada aqui contempla de manera consistente a
las dos formas de evolucion de la funcién de onda. La consistencia se debe a que
solo la funcion de onda potencial obedece el principio de superposicion, y por ende
s6lo un sistema de particulas potenciales pueden estar en un estado puro. En otras
palabras, la forma en la que la propuesta planteada aqui resuelve el problema de
la medicidén es obteniendo una funcion de onda potencial que obedece a la ecua-
cion de Shrodinger, donde los valores de las magnitudes potenciales dejan de ser
potenciales cuando se realiza una medicion.

Ahora, con respecto a los fendmenos no locales notemos que en esta propuesta,
no se necesita que haya una comunicacién entre dos partes de un sistema para
que los valores de las magnitudes de dichas partes emerjan simultaneamente. Lo
que se necesita es que se establezcan simultaneamente los procesos que hagan
emerger a dichos valores. Esto implica que las funciones de onda de las partes de
un sistema podran colapsar simultdneamente, de forma correlacionada de manera
que no contradigan el estado global que las describe, y sin importar cuan alejadas
estan entre si. Es decir, el marco conceptual planteado también soporta la existencia
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de los fendmenos no locales, sin tener que recurrir, por ejemplo, a influencias fisicas
que superen la velocidad de la luz, o al conocimiento de un sistema con existencia
e identidad propias.

Finalmente, notemos que en esta propuesta la funcion de onda simplemente
colapsa, es decir, no tiene sentido hablar del lugar donde colapsa la funcién de
onda. Esto se debe a que segun el postulado las magnitudes simplemente emergen,
es decir, en esta caracterizacion de la realidad, no es pertinente aplicar la idea de
pertenencia a la existencia. En otras palabras los fendmenos sé6lo suceden, incluso
la propia existencia sélo sucede, no tiene sentido decir que algo le sucede o le
pertenece a tal o cual ente.



Capitulo 5

Conclusiones

Las suposiciones acerca de la naturaleza de la realidad influyen en la formaliza-
cidon de las teorias fisicas. Dichas suposiciones son muy sutiles en la mera descrip-
cion de un fendomeno y en la formalizacion de éste. Sin embargo, éstas se vuelven
relevantes en la generacion de un principio, 0 una teoria. Asi, en las interpretacio-
nes que se exploraron en la primera parte de este trabajo vemos un fuerte arraigo
a la postura realista. Un ejemplo de ello es la influencia de dicha postura en las
conclusiones a las que llegan EPR.

La influencia de las suposiciones acerca de la naturaleza de la realidad en la
formalizacion de una teoria fisica, se hace explicita con la teoria planteada aqui.
Esto se debe a que, partiendo de una postura distinta a la realista, se obtiene el
formalismo matematico de la mecanica cuantica y ademas un marco conceptual
consistente, el cual soporta los fendmenos no locales y contempla las dos formas
de evolucién de la funcion de onda. La teoria propuesta se basa en el aqui llamado
Postulado de la Inefabilidad. Para formalizar dicho postulado se definen las magni-
tudes potenciales, se establece una relacion bi-univoca entre éstas y los posibles
procesos, se relaciona a la densidad de probabilidad P(z,t) con la densidad de
objetos potenciales p(x,t), y se hace uso de la Informacién de Fisher.

Las magnitudes potenciales son relevantes al resolver los problemas concep-
tuales. Asi, al considerar el problema de la medicion concluimos que la ecuacion
de Schrédinger gobierna el comportamiento de las posibilidades, especificamente
describe el comportamiento de las magnitudes y objetos potenciales. En este senti-
do, no se espera que la funcion de onda siga una evolucion continua al momento de
realizarse una medicion, puesto que dicha medicién implica el paso de lo que puede
ser, a lo que es. Ademas se justifican los fenémenos no locales, considerando que
el Uunico requisito para que dos magnitudes potenciales emerjan simultaneamente,
de manera correlacionada sin contradecir el estado global que las describe, es que
se generen simultdneamente los procesos adecuados. Es decir, gracias a la consi-
deracién de las magnitudes potenciales se pudo superar el problema de la medicion
y explicar los fendbmenos no locales.

Por otra parte, la Informacion de Fisher, adoptada especificamente en la condi-
cion de inefabilidad, nos permite obtener resultados formales. Dicha condicion for-
maliza el rasgo fundamental de la propuesta planteada, es decir, refleja la ausencia
de identidad intrinseca de las magnitudes y objetos. Esta condicion nos ayuda a

54
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justificar las ecuaciones cuanticas estudiadas en este trabajo. De hecho, median-
te dicha condicion generamos un método para pasar de las ecuaciones clasicas
a sus correspondientes versiones cuanticas. Debido a esto, se puede decir que lo
que diferencia al formalismo matematico clasico del cuantico, es que el formalismo
cuantico toma en cuenta la ausencia de identidad intrinseca de las magnitudes fisi-
cas. En este sentido la propuesta de que la realidad carece de identidad intrinseca,
se convierte en un principio fundamental y profundo que caracteriza a la mecanica
cuantica.

La teoria planteada no intenta probar cual es la naturaleza de la realidad, sino
mas bien brinda una opcioén distinta de las teorias basadas en la postura realista
para hacer ciencia. Esta teoria es funcional y eficiente, ya que a través de ésta se
justifican la ecuacion de Shrodinger, la ecuaciéon de Klein-Gordon, la ecuacion de
Klein-Gordon para campos electromagnéticos, y se propone el método mencionado.

Para terminar, es necesario recalcar la importancia del Postulado de Inefabili-
dad en el desarrollo del presente trabajo. La formalizacion de éste no solo permite
resolver en forma natural el problema de la medicién y explicar los fendmenos no
locales, sino también permite generar el método mencionado. Finalmente, se reco-
mienda que se use dicho método para la ecuacion de Hamilton-Jacobi relativista
para una particula en un campo gravitacional, y comparar los resultados con la
teoria cuantica de campos. De esta manera se podra observar si éste sigue siendo
efectivo o no.



Apéndice A

Obtencion de la ecuacion de Klein-Gordon a partir del par

KGeq

La ecuacioén ec.(4.11) con A = h?/4y 3 = h?/4 queda:
aS\> 1 [9S 2+22_h_2 l@QP_182P+h2i oP\* 1 (0P’
B m P2\ Oz c2P2 \ Ot

E— R— [E— c —
ox ¢\ ot © 2 |POox? (2P Ot? 4
s . s . 2
Ahora, sumando y restando a ésta ecuacion el termino .5, (%) ; sumando y res-
. 1 P\ 2 . . .
tando el termino ;5 (E) y agrupando al lado izquierdo las derivadas con respecto
a z y en el lado derecho las derivadas con respecto a ¢, nos queda:

w =1 (A.1)

=0

_ L (9PN 18P 1 (9PYT 1 (9S)
2P2% \ Ox 2P 0x2  4P2 \ Ox h? \ Ox

1 ap2+132p+1 apz_i @2
opr2 \ ot 2P 012 ' 4P2 \ Ot n2 \ ot

Reemplazando los siguientes términos:

07\* _ 1 (9PY
or )  4P2 \ oz

hQ

c2

?J 1 (0P 2+ 1 9*P
ox2  2P2 \ Ox 2P 0x2
aJ\> 1 [oP\?
ot )] 2P2\ ot
0*J 1 (0P 2+ 1 9*P
o2 2P2 \ ot 2P Ot2

en la ec.(A.1) nos queda:
L9020  [aI\* 1 [0S\’ L, R2|82J  [0J\® 1 [0S\’
Pl—+—) —=|=— —micc==|—+|=]| 5| =
Ox? Ox h? \ Oz 2 | ot? ot h2 \ ot
Ahora vamos a usar la ec.(4.12) la cual es:

0 oS 10 oS
%(P@—éa(Pa)—o
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Desarrollando esta ecuacion y pasando al lado derecho de la igualdad a las deriva-
das con respecto al tiempo, se tiene:

%S oPas 1 [ %S 8P8S]

prr 22 Y0 L\ pdr YO0
02 Toror 2t o T oo

A ésta ecuacion se la puede poner de la siguiente forma:

pp[10°8 20 (1 0POSN] W [10°S 2 (1 0POS
hox2  h \2PO0x dx )| <2 |hot2  h \2P ot ot

Ahora reemplazando en esta ecuacion los siguientes términos:

01 _ 1 0P
or 2P Oz
oJ _ 10oP
ot 2P Ot

Nos queda:

ey : 2 2 :
2[285 22&]85]_5{185 22&]85] (A3)

c2

hoe? T 0x ox nor oz ot
Ahora sumando las ecuaciones ec.(A.2) y ec.(A.3) nos queda:

h2 [(@ + 382_5) + (Q + £§)2] —m202 — h_z [(@ + 182_5) + (g + 1@
0r?  hox? or hor © c? ot?  h ot? ot  hot
(A.4)

Ahora multiplicando a ambos lados de la igualdad por

7
U = exp <J—i—ﬁ5>

Y notando que:

2 2 - 2 , 2
8\112(8J+235>\I]+<8J+285) T

82 \ 922 ' hos? dr ' hox
PV _ (O i8N (0] 108 .
o2 \ otz h ot ot hot
La ecuacion ec.(A.4) nos queda:
0*v h? 0?0
2 2 2
- V= —_
0x? o€ c2 Ot?

La cual es la ecuacion de Klein-Gordon.



Apéndice B

Obtencion del par KGEeq partiendo de la ecuacion de
Klein-Gordon para una particula en un Campo

Electromangnético

Se va a partir de la ec.(4.16) y se va a llegar a las ecuaciones ec.(4.14) y
ec.(4.15).
La ec.(4.16) es:

2
l(ihﬁ—eqb) U= T

ox

n 2 ea) mee
c? ot ! ¢’ Mo¢

Luego se va a insertar en esta a
U = exp(J +iS/h)

donde J = In P'/2, para hacerlo primero notemos que:

.0 L (0J 108
(zha—eqﬁ) v =1h (a—l—%a) U — epW¥

De aqui que:

1 /.0 2 1

Donde

(0% i9%S (0] i9dS\? o oJ 08

D= —e <m (ZJ 4o @> S — e¢2\IJ>
Por otra parte se tiene que:

.0 e 2
th— +-A, | YV=H+ K

or c
Donde
(32T i8S (0T  i0S\? e A, e 0J i0S
H—Zﬁ(lh(@"}‘ﬁ@)qj—l—zh(%-%ﬁ%) \I/—f-gax\l’ﬁ-zflz(%—f'ﬁ%)g’)

e (0] i0S e 9
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Entonces la ecuacion ec.(4.16) queda:
1
= [C+ D] = H+ K +m2’V (B.1)
C

Ahora separando la parte real e imaginaria de esta ecuacion tenemos que la parte
real es:
C+x=0 (B.2)

C—_h @4_ % 2_i a_S ’ _2€AI8_S+62A2+ 2.2
a ox? ox h? \ Oz c Ox c? o€

_weJ (o] Co1(osY’ _@ﬁ_f(y
X= 2 o ot n\ ot 2ot &

Ahora ya que J = In P'/? se tiene que:

Donde

oJ 10pP

dr 2P Ox
2] 1 (oP\® 10°P
w——ﬁ(%) 2P 027

oJ 10opP

ot 2P ot
?J 1 (aP\® 1 8*P
W"ﬁ(ﬁ)*ﬁﬁ

Reemplazando estas derivadas en la ec.(B.2) se tiene:

s e, \> 1 /[0S > L, R 1 foP\* 1 [oP\®
(20 (5 v ot [ () )

dr c 2\ ot 4
Estaeslaec.(4.14) con A = h?/4y 3 = —h?/4.
Ahora, la parte imaginaria de ec.(B.1) es:

_h l@QP_ 1 0P
2 | Pox2 2P 0t?

_ha2_5_2ha_Ja_S+@an 2ehA, 0J EOQ_S+2haJ85 ehd¢ 2ehpdJ _
0x? Oordr ¢ Ox c Ox c2ot2 2ot ot 2ot 2 ot
Reemplazando aqui las derivadas de J con respecto a x y a ¢t y multiplicando a

ambos lados de la ecuacion por P/h nos queda:

0

025 OP9dS  ePOA,  eA, 0P Po*S 1 0POS eP0¢ epdP

o T oror c or e on T cor Potar 2ot 2ot

oP ([0S e 025 e0A, 1 [oP [0S 0%S e
{%(%‘#‘x)”(@‘gm)}*@{@(&“@”(ﬁ“&ﬂ—0

Como vemos esta es la ec.(4.15).
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