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Yo, RODRIGO PAÚL CAJAMARCA CHAUCA, declaro bajo juramento que el trabajo

aquı́ escrito es de mi autorı́a; que no ha sido previamente presentado para ningún

grado o calificación profesional; y que he consultado las referencias bibliográficas
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DEDICATORIA
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RESUMEN

Por lo general, los procesos económicos son modelados mediante técnicas es-

tadı́sticas. Si bien esta metodologı́a se utiliza con frecuencia, muchas de estas

técnicas no dan buenos resultados, debido principalmente a la presencia de in-

certidumbre en los datos o falta de información del fenómeno de estudio. De la ne-

cesidad de desarrollar nuevas técnicas o métodos alternativos que permitan tratar

este tipo de problemas surge la modelación difusa.

Este trabajo se encuadra en un contexto donde la Estadı́stica e Inteligencia

Computacional van de la mano: la Regresión Difusa. La idea fundamental de es-

ta regresión es generalizar conceptos de regresión tradicional a conjuntos difusos.

Concretamente, se investigará el potencial de aplicar los métodos automáticos de

regresión difusa a cierto tipo de series económicas. En particular, se estudian los

siguientes métodos: mı́nimos cuadrados por lotes, mı́nimos cuadrados recursivo,

aprendizaje desde el ejemplo modificado y agrupamiento difuso combinado. Adi-

cionalmente, se propone el método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado el

cual es una de las principales contribuciones de este trabajo. Cada uno de estos

métodos han sido descritos e implementados en R para el caso unidimensional y

se generalizan para el caso de entradas y salidas múltiples. Finalmente, se mues-

tran resultados numéricos del PIB no petrolero, la Reserva Internacional de Libre

Disponibilidad, un ı́ndice de liquidez financiera y los ı́ndices de precios al consumi-

dor y productor, en las cuales se visualiza el comportamiento y desempeño de los

métodos comparándolos con modelos SARIMA.



ABSTRACT

In general, several applications in economics are modeled using statistics techni-

ques. Although, this methodology is pretty standard the results are not that good

mainly because the uncertainty of the model is actually not taken into account. Fuzzy

techniques are able to handle this problem.

This work states where Statistics and Computational Intelligence converge: Fuzzy

Regression. The main idea of this technique is generalize concepts of statistic re-

gression to fuzzy sets. Here, we investigate the potential of using automated fuzzy

methods for modeling some economic data. Particularly, we discussed: Batch Least

Squares, Recursive Least Squares, Learning from Example and Combined Cluste-

ring. In addition, we proposed a novel method Combined Recursive Least Squares

which represents our main theoretical contribution. All the methods are described

and implemented for the one dimensional case and generalized for the multiple

entrance-multiple output case. Finally, numerical tests for: the non oil PIB, RILD,

and some financial index show the good performance of the methods compared

with SARIMA models.
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4.4.4. Índices de Precios al Consumidor y al Productor de Ecuador . 104

Capı́tulo 5: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 114
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4.14.RILD contraste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.15.Banco Pichincha mı́nimos cuadrados recursivo (MCR) . . . . . . . . . 91

4.16.Banco Pichincha agrupamiento difuso combinado (ADC) . . . . . . . 92

4.17.Banco Pichincha mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 itera-

ciones (MCRC) Gaussiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.18.Banco Pichincha mı́nimos cuadrados recursivo combinado 500 itera-

ciones (MCRC) Gaussiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.19.Banco Pichincha residuos de los métodos automáticos y back testing 93
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Actualmente existen muchos métodos y técnicas diseñadas para modelar una

gran variedad de fenómenos económicos. Lamentablemente, muchos de estos méto-

dos no han dado buenos resultados debido principalmente a la presencia de incerti-

dumbre en los datos; este es el caso de varias técnicas tradicionales, e.g., regresión

clásica, series de tiempo, etc. En la mayorı́a de casos la falta de conocimiento del

sistema, falta de confianza en la información, o la presencia de datos incomple-

tos/imputados constituyen los obstáculos más grandes que los métodos de modeli-

zación deben enfrentar. Afortunadamente, en situaciones como esta la modelación

difusa constituye una opción real y competitiva, ver [1].

Este trabajo se encuadra en un contexto donde la Estadı́stica e Inteligencia

Computacional van de la mano: la Regresión Difusa. La idea fundamental de es-

ta regresión es generalizar conceptos de técnicas tradicionales de regresión a da-

tos que se pueden modelar con conjuntos difusos. Estos conjuntos, en general,

describen de mejor manera los fenómenos inmersos en el sistema. La regresión

probabilı́stica solamente puede modelar el fenómeno de la incertidumbre mediante

la inclusión de intervalos de confianza. La aleatoriedad puede considerarse como

uno de los componentes de la vaguedad, junto a la imprecisión. Sin embargo, otras

formas de incertidumbre se pueden encontrar en la ambigüedad, la incongruen-

cia, problemas de especificación, factores no considerados por la alta complejidad

del sistema, etc. En conclusión existen diversas fuentes de incertidumbre, entre las

cuales la aleatoriedad es sólo una de ellas. En algunos casos es posible incorporar
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estas restricciones a ciertos modelos de regresión probabilı́stica. Lamentablemen-

te, la inclusión de estas restricciones implica que algunos supuestos requeridos por

la teorı́a ya no se satisfagan, como por ejemplo: el valor esperado de los residuos

es cero, la varianza de los residuos es una constante σ2, etc. Esto no ocurre con la

regresión difusa, donde la presencia de un número mayor de restricciones no cons-

tituye un impedimento desde el punto de vista teórico para su aplicación, puesto

que las desviaciones entre los valores de pertenencia observados y los valores de

pertenencia estimados se asumen dependientes de la incertidumbre.

Es por esta razón, que es necesario una herramienta que permita manejar la

ambigüedad, para estos casos la lógica difusa ha demostrado ser muy apropiada,

ver [2]. En la actualidad, los sistemas difusos están siendo usados en campos como

la industria y la ciencia, con aplicaciones en áreas como el control difuso, análisis de

datos e inteligencia artificial, ver [3]. Sin embargo, la implementación de un sistema

difuso puede consumir mucho tiempo, debido a que no existe una herramienta o

instrumento que permita determinar los parámetros del sistema difuso, por lo tanto

es necesario contar con un paquete informático (software) que permita construir

automáticamente sistemas difusos a partir de la información disponible.

Este proyecto está orientado a formalizar, generalizar y extender las propuestas

que se han formulado hasta la fecha sobre la regresión difusa, con el objetivo de

proporcionar un instrumento metodológico a problemas reales en que los datos

disponibles se ven afectados por factores como la imprecisión e incertidumbre. Para

lo cual, nos enfocamos en los métodos automáticos de regresión difusa, los cuales

constituyen una herramienta general para tratar series de datos provenientes de

problemas de diferente naturaleza.

En particular se revisará los siguientes métodos:

Mı́nimos cuadrados por lotes,
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Mı́nimos cuadrados recursivo,

Aprendizaje desde el ejemplo modificado,

Agrupamiento difuso combinado.

Adicionalmente, se propone e implementa el método de mı́nimos cuadrados re-

cursivo combinado el cual es una de las principales contribuciones de este trabajo.

En este método, se explotan las caracterı́sticas más importantes de los métodos

que se encuentran en la literatura, y además ofrece una mayor flexibilidad de di-

seño para la optimización de sistemas difusos.

Cada uno de estos métodos han sido descritos e implementados para el caso

unidimensional, sin embargo, su generalización para el caso de entradas y salidas

múltiple se sigue directamente.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera: en el Capı́tulo 2, se mues-

tra una breve revisión a la teorı́a de conjuntos difusos, funciones de pertenencia, y

sistemas de inferencia difusos, conceptos sobre los que se sustenta este trabajo.

En el Capı́tulo 3, se presentan detalles técnicos de los métodos mı́nimos cuadrados

por lotes, mı́nimos cuadrados recursivo y aprendizaje desde el ejemplo modificado.

Estos métodos se pueden encontrar en la literatura. En el Capı́tulo 4, se propone

el método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado, se generaliza cada uno de

los métodos al caso de entrada y salida múltiple, estos son las principales contri-

buciones de este trabajo. Además, se describe el método de agrupamiento difuso

combinado y se muestran resultados numéricos del PIB no petrolero, la Reserva

Internacional de Libre Disponibilidad, un ı́ndice de liquidez financiera y los ı́ndices

de precios al consumidor y productor, en las cuales se visualiza el comportamiento

y desempeño de los métodos. Finalmente, en el Capı́tulo 5 se presentan conclusio-

nes, ası́ como las posibles lı́neas de investigación futuras.
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CAPÍTULO 2

SISTEMAS DIFUSOS

La representación del conocimiento tradicional se basa en la lógica bivalente o

booleana1, no obstante, el pensamiento humano y su comportamiento están estric-

tamente conectados con la imprecisión e incertidumbre. El problema de capturar la

incertidumbre en problemas reales es muy difı́cil de superar utilizando únicamente

la teorı́a de conjuntos clásica. La álgebra booleana tradicional, caracterizada por

valores categóricos de verdad y falsedad, no es capaz de hacer frente a estos pro-

blemas, para solucionar este inconveniente se han propuesto varias metodologı́as

que tratan de incluir dentro de la modelación diferentes aspectos de incertidum-

bre. Entre los métodos más populares, se destaca la lógica difusa, que constituye

una extensión de la lógica tradicional para valores de pertenencia difusos. En este

capı́tulo se revisa brevemente la teorı́a de conjuntos difusos y se introducen algunas

definiciones que serán utilizadas en los próximos capı́tulos. Esto servirá para de-

mostrar el alcance de esta metodologı́a para su aplicación en problemas del mundo

real.

1Es una estructura que rigoriza las operaciones lógicas Y, O y NO, ası́ como el conjunto de

operaciones unión, intersección y complemento. Se denomina ası́ en honor a George Boole, (2 de

noviembre de 1815 a 8 de diciembre de 1864), matemático inglés que fue el primero en definirla

como parte de un sistema lógico a mediados del siglo XIX. El álgebra de Boole fue un intento de

utilizar las técnicas algebraicas para tratar expresiones de la lógica proposicional. En la actualidad,

el álgebra de Boole se aplica de forma generalizada en el ámbito del diseño electrónico.
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X (Universo)

A

a

b
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X (Universo) 

A
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b

c

(b) Conjunto difuso

Figura 2.1: Lı́mites para los conjuntos

2.1. Conjuntos difusos

La teorı́a de los conjuntos difusos fue propuesta por Lotfi Zadeh [4] para describir

matemáticamente la imprecisión y la vaguedad que se presenta en el pensamiento

y lenguaje diario. En los conjuntos clásicos, la transición de un elemento entre la

pertenencia y no pertenencia es incuestionable debido a que los lı́mites de estos

conjuntos están muy bien definidos. La Figura 2.1a permite comprender esta idea

desde una perspectiva bidimensional. La lı́nea continua representa los lı́mites del

conjunto A; es claro que el punto a es elemento del conjunto A y el punto b no

pertenece al conjunto A.

Para un elemento en un universo que contiene conjuntos difusos, esta transición

es gradual, ya que existen varios niveles de pertenencia debido al hecho de que los

lı́mites de los conjuntos difusos son vagos o ambiguos. La Figura 2.1b muestra la

ambigüedad de los lı́mites en un conjunto difuso
∼

A en el universo X. La región pun-

teada representa los lı́mites de
∼

A, en la región central del conjunto difuso, el punto

a pertenece completamente al conjunto. Fuera de los lı́mites del conjunto difuso, el
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punto b no pertenece. Sin embargo, la pertenencia del punto c es ambigua, ya que

este se encuentra en la región punteada. Si la no pertenencia de un elemento a un

conjunto se representa por el número 0 y la pertenencia completa se representa por

1, entonces el punto c de la Figura 2.1b debe tener algún valor intermedio de perte-

nencia en el intervalo [0, 1]. Es decir, la pertenencia de un punto en
∼

A se aproxima

al valor de 1 a medida que el punto se acerca a la región central del conjunto y el

valor de pertenencia se acerca a 0 a medida que el punto se aleja de los lı́mites de

∼

A. Por lo tanto, la pertenencia de un elemento del universo se mide por la función

que describe la vaguedad o ambigüedad. La visión de la teorı́a clásica de conjuntos

hace énfasis en que los lı́mites de los conjuntos clásicos deben estar bien defini-

dos, de esta manera la pertenencia al conjunto está definida claramente. Es decir,

un elemento puede pertenecer o no a un conjunto. Sin embargo, muchos conjuntos

no pueden ser caracterizados de esta manera, para vencer las limitaciones de los

conjuntos clásicos, se introdujo los conceptos de los conjuntos difusos.

Sea X el conjunto universo. Un conjunto difuso
∼

A en X está caracterizado por

una función de pertenencia µ∼

A
que toma valores en el intervalo [0, 1], ver [4]. Por

lo tanto, un conjunto difuso es una generalización de un conjunto clásico pues la

función de pertenencia permite que tome valores en el intervalo [0, 1] en lugar de

solo {0, 1} (no pertenece ó pertenece respectivamente).

Un conjunto difuso
∼

A en el universo X está representado como un conjunto de

pares,

∼

A = {(x, µ∼

A
(x)) | x ∈ X}

donde µ∼

A
: X → [0, 1] es la función de pertenencia para

∼

A, que asigna a cada

elemento x ∈ X un grado de pertenencia en el intervalo µ∼

A
∈ [0, 1] para el conjunto

∼

A y dado que X es el conjunto universo podemos decir que
∼

A ⊆ X, para más deta-
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lles ver [5].

Cuando el universo X es discreto y finito con cardinalidad n, esto es X =

{x1, . . . , xn}, un conjunto difuso
∼

A puede ser representado como

∼

A =

{

µ∼

A
(x1)

x1

+ · · ·+
µ∼

A
(xn)

xn

}

=

{

n
∑

i=1

µ∼

A
(xi)

xi

}

Y si el universo X es un intervalo de número reales, el conjunto difuso
∼

A puede

ser expresado como

∼

A =

{

∫

X

µ∼

A
(x)

x

}

Los sı́mbolos
∑

, +,
∫

, en las ecuaciones anteriores, hacen referencia a la unión

de los elementos del conjunto, mas no, las operaciones matemáticas, para una

descripción detallada ver [6]. Igualmente, el operador divisor se usa para conectar

un elemento y su valor de pertenencia. Esta notación es muy útil porque se la puede

extender al caso multidimensional. Para todo j = 1, . . . ,M

∼

Aj =

{

∫

X

µ ∼

Aj

(x)

x

}

Un conjunto difuso vacı́o es aquel que tiene valores de pertenencia igual a cero

para todos los elementos del conjunto, es decir
∼

A = ∅ si µ∼

A
(x) = 0 para todo x ∈ X,

para más detalles ver [7] .

Observación 1. La colección de todos los conjuntos difusos en el universo X se

nota como el conjunto difuso potencia P (X). Y puesto que todos los conjuntos

difusos se pueden solapar, la cardinalidad | P (X) | es infinita, ver [8] para más

detalles.
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2.1.1. Relaciones básicas

Sean
∼

A y
∼

B dos conjuntos difusos en el universo X.

∼

A = {(x, µ∼

A
(x)) | x ∈ X}, µ∼

A
(x) ∈ [0, 1]

∼

B = {(x, µ∼

B
(x)) | x ∈ X}, µ∼

B
(x) ∈ [0, 1]

Subconjunto
∼

A ⊆
∼

B si y solamente si µ∼

A
(x) ≤ µ∼

B
(x) para todo x ∈ X.

Igualdad Dos conjuntos difusos,
∼

A y
∼

B, son iguales si sus valores de pertenencia

son iguales, es decir
∼

A =
∼

B si y solamente si µ∼

A
(x) = µ∼

B
(x) para todo x ∈ X.

Pertenencia de un elemento (“∈”) Normalmente este sı́mbolo no se utiliza en los

conjuntos difusos, debido a que la función de pertenencia es la encargada

de asignar el grado de pertenencia de cada elemento. Sin embargo, “∈” se

puede usar para el universo X, dado que el grado de pertenencia de cada

elemento en X es 1 como en un conjunto ordinario.

Cualquier conjunto difuso
∼

A definido en un universo X es un subconjunto del

universo, es decir,
∼

A ⊆ X ⇒ µ∼

A
(x) ≤ µX(x), una descripción más detallada se

puede obtener en [9].

Observación 2. En los conjuntos ordinarios, si un elemento x pertenece a un con-

junto A entonces µA(x) = 1, de lo contrario µA(x) = 0, en términos de los conjuntos

difusos. Si para los conjuntos ordinarios A y B tenemos A ⊆ B, entonces cada

elemento de A se encuentra en B, en cuyo caso µA(x) = µB(x) = 1 y para los

elementos de B que no están en A, tenemos µA(x) = 0 < µB(x) = 1. La igualdad

puede ser expresada en términos de los subconjuntos como A = B si y solamente

si A ⊆ B y B ⊆ A.
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2.1.2. Operaciones

Sean
∼

A y
∼

B dos conjuntos difusos en el universo X.

Unión La unión de los difusos
∼

A y
∼

B es el conjunto difuso definido por la función

de pertenencia

µ∼

A∪
∼

B
(x) = µ∼

A
(x) ∨ µ∼

B
(x)

Intersección La intersección de los difusos
∼

A y
∼

B es el conjunto difuso definido por

la función de pertenencia

µ∼

A∩
∼

B
(x) = µ∼

A
(x) ∧ µ∼

B
(x)

Complemento El complemento del conjunto difuso
∼

A es el conjunto difuso definido

por la función de pertenencia

µ∼̄

A
(x) = 1− µ∼

A
(x)

Para más información ver [10].

2.1.3. Propiedades

Las propiedades de los conjuntos clásicos se pueden adaptar para los conjuntos

difusos, estas propiedades se detallan a continuación:

Conmutativa
∼

A∪
∼

B =
∼

B ∪
∼

A
∼

A∩
∼

B =
∼

B ∩
∼

A
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Asociativa
∼

A∪(
∼

B ∪
∼

C) = (
∼

A∪
∼

B) ∪
∼

C
∼

A∩(
∼

B ∩
∼

C) = (
∼

A∩
∼

B) ∩
∼

C

Distributiva
∼

A∪(
∼

B ∩
∼

C) = (
∼

A∪
∼

B) ∩ (
∼

A∪
∼

C)
∼

A∩(
∼

B ∪
∼

C) = (
∼

A∩
∼

B) ∪ (
∼

A∩
∼

C)

Transitiva

Si
∼

A ⊆
∼

B y
∼

B ⊆
∼

C , entonces
∼

A ⊆
∼

C

Idempotencia
∼

A∪
∼

A =
∼

A
∼

A∩
∼

A =
∼

A

Identidad
∼

A∪∅ =
∼

A y
∼

A∩X =
∼

A
∼

A∩∅ = ∅ y
∼

A∪X = X

Involutiva
¯̄∼
A =

∼

A

Los principios de De Morgan formulados para los conjuntos clásicos también se

pueden aplicar a los conjuntos difusos.

∼

A∪
∼

B =
∼̄

A ∩
∼̄

B

∼

A∩
∼

B =
∼̄

A ∪
∼̄

B

Casi todas las operaciones de los conjuntos clásicos se pueden aplicar a los

conjuntos difusos, excepto el axioma medio de exclusión2 y el de contradicción3,

debido a que los conjuntos difusos se pueden solapar, por tanto un conjunto difuso

y su complemento se pueden superponer, para más detalles ver [8].

2Axioma medio de exclusión A ∪A = X
3Axioma de contradicción A ∩A = ∅
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2.2. Funciones de pertenencia

En general, cualquier función µ : X → [0, 1] puede servir para describir un con-

junto difuso, en la práctica la forma de la función debe reflejar el problema para el

cual se está construyendo el conjunto difuso. Esta función debe mostrar nuestra

percepción del concepto que se desea representar para resolver el problema, da-

do esto, es necesario describir los tipos de funciones de pertenencia más usados.

Todas estas funciones están definidas en el universo de los números reales, una

descripción más detallada en [11].

2.2.1. Tipos de funciones de pertenencia

Delta Es una función que toma el valor de 1 solamente en el punto x̄ del universo

X y 0 en cualquier otro lugar, esta descrita por la siguiente forma

µ(x) =











1, si x = x̄

0, si x 6= x̄

Esta función es muy importante, ya que se utiliza en los sistemas de inferencia

como decodificador del sistema difuso si un valor puntual es necesario (ver

Sección 2.3.1). Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.2.

Gaussiana Esta función tiene dos parámetros:

x̄ es el centro de la función y

σ es el ancho de la función.
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µ(x)

Figura 2.2: Función de pertenencia delta x̄ = 2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0,5

1

x

µ(x)

Figura 2.3: Función de pertenencia gaussiana x̄ = 3 y σ = 1

Y se expresa de la siguiente forma

µ(x) = exp

(

−(x− x̄)2

σ2

)

Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.3.

Campana generalizada Esta función tiene tres parámetros:

a es el ancho de la función

c es el centro de la función y
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0

0,5

1

x

µ(x)

Figura 2.4: Función de pertenencia campana generalizada a = 1, c = 2,5 y b = 2

b es la pendiente de la función.

Esta descrita de la siguiente forma

µ(x) =
1

1 +
∣

∣

∣

x− c

a

∣

∣

∣

2b

Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.4.

Sigmoidal Esta función tiene dos parámetros:

a es la pendiente en el punto de cruce y

c es el punto de cruce.

Se expresa a continuación

µ(x) =
1

1 + exp[−a(x− c)]

Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Función de pertenencia sigmoidal a = 3 y c = 1,5

Triangular Esta descrita por la siguiente forma

µ(x) =







































0, si x ≤ a

x− a

b− a
, si a ≤ x ≤ b

c− x

c− b
, si b ≤ x ≤ c

0, si x ≥ c

donde a < b < c y b es el centro de la función. También se puede utilizar una

forma alterna

µ(x) = máx

(

mı́n

(

x− a

b− a
,
c− x

c− b

)

, 0

)

Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.6.

Triangular simétrica Esta función tiene dos parámetros:

x̄ es el centro de la función y

σ es el ancho de la función.
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Figura 2.6: Función de pertenencia triangular a = 1, b = 2 y c = 4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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1

x

µ(x)

Figura 2.7: Función de pertenencia triangular simétrica x̄ = 2, 5 y σ = 1, 5

Y se expresa de la siguiente forma

µ(x) = máx

(

mı́n

(

x− x̄+ σ

σ
,
x̄+ σ − x

σ

)

, 0

)

Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.7.
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Figura 2.8: Función de pertenencia trapezoidal a = 0,5, b = 1,5, c = 2,5 y d = 4

Trapezoidal Esta descrita por los parámetros a < b < c < d y tiene la forma

µ(x) =



















































0, si x < a

x− a

b− a
, si a ≤ x ≤ b

1 si b ≤ x ≤ c

d− x

d− c
, si c ≤ x ≤ d

0, si d ≤ x

Se puede utilizar una forma alterna

µ(x) = máx

(

mı́n

(

x− a

b− a
, 1,

d− x

d− c

)

, 0

)

Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.8.

Gamma Esta descrita por la siguiente forma,

µ(x) =











0, si x ≤ a

1− ek(x−a)2 , si x > a
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Figura 2.9: Función de pertenencia gamma a = 2 y k = 2

o

µ(x) =











0, si x ≤ a

k(x− a)2

1 + k(x− a)2
, si x > a

Esta función de pertenencia se ilustra en la Figura 2.9.

Estos son solo algunos de los ejemplos de funciones que se pueden utilizar en

los conjuntos difusos.

2.2.2. Caracterı́sticas de las funciones de pertenencia

Dado que toda la información contenida en un conjunto difuso esta descrita por

su función de pertenencia, es necesario caracterizar estas funciones, para más

detalles ver [12].

Núcleo Es la región del universo que se caracteriza por la completa pertenencia

en el conjunto
∼

A. Los elementos que tienen un valor de pertenencia igual a 1

son los elementos del núcleo es decir

Nuc(
∼

A) = {x ∈ X | µ∼

A
(x) = 1}
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Soporte Es la región de universo que se caracteriza por valores de pertenencia

distintos de cero en el conjunto
∼

A. El soporte (Sop(
∼

A)) de un conjunto difuso

son los elementos cuyos valores de pertenencia son mayores a cero, es decir

Sop(
∼

A) = {x ∈ X | µ∼

A
(x) > 0}

Lı́mites Es la región del universo que tiene valores de pertenencia distintos de

cero pero a la vez no tienen completa pertenencia en el conjunto difuso
∼

A.

Los lı́mites (Lim(
∼

A)) tienen elementos cuyos valores de pertenencia varı́an

entre 0 y 1, es decir

Lim(
∼

A) = {x ∈ X | 0 < µ∼

A
(x) < 1}

Altura La altura de un conjunto difuso
∼

A es el máximo valor de la función de perte-

nencia, ver [6], es decir

hgt(µ∼

A
) = máx{µ∼

A
(x)}

Puntos de cruce Son los elementos en el universo para los cuales un conjun-

to difuso
∼

A tiene valores de pertenencia igual 0,5, es decir, para los cuales

µ∼

A
(x) = 0,5.

2.2.3. Clasificación de los conjuntos difusos

Los conjuntos difusos pueden ser clasificados según su función de pertenencia,

para más información ver [11], estos son:

Normal Es el conjunto cuya función de pertenencia tiene al menos un elemento x
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en el universo cuya valor de pertenencia es la unidad. Formalmente, el con-

juntos difuso
∼

A es normal si su función de pertenencia alcanza el valor de 1,

esto es

sup
x∈X

∼

A(x) = 1

El supremo (sup) en la ecuación anterior también hace referencia a la altura

del conjunto difuso
∼

A, hgt(µ∼

A
) = supx∈X

∼

A(x) = 1.

Subnormal Si la función de pertenencia tiene valores menores a 1, entonces al

conjunto se lo conoce como difuso subnormal. Si la altura hgt(µ∼

A
) < 1, el

conjunto difuso es subnormal.

Convexo Es un conjunto cuya función de pertenencia tiene valores de pertenencia

que son estrictamente crecientes o sus valores de pertenencia son estricta-

mente decrecientes o cuyos valores de pertenencia son crecientes y decre-

cientes para valores crecientes en los elementos en el universo. Esto es, si

para cualquier x, y y z elementos del conjunto difuso
∼

A, la relación x < y < z

implica que

µ∼

A
(y) ≥ mı́n[µ∼

A
(x), µ∼

A
(z)]

entonces
∼

A se dice que es un conjunto difuso convexo.

Simétrico Es el conjunto difuso cuya función de pertenencia es simétrica alrededor

de un punto c

µ∼

A
(c+∆x) = µ∼

A
(c−∆x)

con (c+∆x) ∈ X y (c−∆x) ∈ X.

Hay un mecanismo que permite convertir un conjunto difuso subnormal
∼

A en su

contraparte normal. Esto se logra dividiendo la función de pertenencia para la altura
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de conjunto difuso, de la siguiente manera

Norm(
∼

A) =
µ∼

A

hgt(µ∼

A
)

Una propiedad especial de dos conjuntos difusos convexos
∼

A y
∼

B es que la in-

tersección también un conjunto difuso convexo. Es decir, para los conjuntos difusos

convexos
∼

A y
∼

B se tiene que
∼

A∩
∼

B es conexo.

En este trabajo se utilizan funciones de pertenencia Gaussianas y Triangulares

Simétricas, es decir, se utilizan conjuntos difusos Normales y Simétricos.

2.3. Sistemas de inferencia difusos

Los sistemas de inferencia difusos (SID) son conocidos como sistemas de regla

base, para más detalles ver [13]. Estos constituyen la parte principal del sistema

lógico difuso, ya que se encargan de formular reglas que sirven para describir el

sistema. Los SID están basados en los conceptos de la teorı́a de conjuntos difusos,

reglas difusas de la forma SI-ENTONCES y utilizan los conectores lógicos “Y” y

“O” para crear las reglas de decisión. Los SDI son únicos en el sentido de que

pueden procesar simultáneamente información numérica y lingüı́stica.

2.3.1. Estructura de un sistema de inferencia difuso

El sistema de inferencia difuso está compuesto por un codificador difuso, una

regla base, una base de datos, una unidad de toma de decisiones, y finalmente un

decodificador difuso. Un sistema de inferencia difuso se presenta en la Figura 2.10.
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Difuso 

Decodificador 

Difuso 

Entrada

entrada salida

Salida difusa 

Base de conocimientos 

Base de datos Regla Base 

Figura 2.10: Sistema de inferencia difuso

La función de cada elemento es la siguiente:

Codificador difuso Se encarga de transformar las entradas puntuales (definidas

en el universo X) en entradas difusas para alguna proposición en el antece-

dente;

Regla-base Está compuesta por un conjunto de reglas difusas

SI antecedente ENTONCES consecuente

se encarga de describir la relación entre las entradas y salidas;

Base de datos Aquı́ se almacenan los valores de los parámetros del modelo regla-

base. Estos parámetros hacen referencia a factores de escalamiento y detalles

de las funciones de pertenencia (como su tipo y parámetros que la conforman)

de los conjuntos difusos usados;

Toma de decisiones Se encarga de ejecutar las operaciones de inferencia en las

reglas, procesa las entradas usando la regla-base del sistema de inferencia

difuso;

Decodificador difuso Transforma los resultados difusos de la inferencia en salidas

puntuales.
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El sistema de inferencia trabaja de la siguiente manera. La entrada puntual es

transformada a una cantidad difusa utilizando el codificador difuso. A continuación,

se forma la regla base. La base de datos y la regla base se conocen como la base

del conocimiento. Y finalmente, el decodificador difuso se encarga de convertir los

valores difusos en valores puntuales, los cuales son los resultados o la salida del

sistema.

Los pasos del razonamiento difuso del sistema son:

Comparar las variables de entrada con las funciones de pertenencia en la

parte del antecedente para obtener los valores de pertenencia (proceso de

codificación difusa).

Combinar a través de un operador (generalmente la multiplicación o el mı́nimo)

los valores de pertenencia en la parte de la premisa para obtener un peso de

cada regla.

Generar las consecuencias de cada regla dependiendo del peso.

El conjunto de las consecuencias produce una salida puntual (proceso de de-

codificación difusa).

La proposición del antecedente es siempre del tipo “x es A” donde x es una

variable lingüı́stica y A es un término lingüı́stico constante. El grado de veracidad

de la proposición depende de la similitud entre x y A. Dependiendo de la forma del

consecuente podemos encontrar diferentes tipos de sistemas de inferencia, siendo

los más importantes el sistema de inferencia de Mamdani y Takagi-Sugeno que se

detallan a continuación.
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2.3.2. Tipos de sistemas de inferencia difuso

Los sistemas de inferencia difusos más importantes son el sistema de inferencia

de Mamdani propuesto por Mamdani y Assilian (1975) y el sistema de inferencia de

Sugeno (1985) o Takagi-Sugeno, a este sistema también se lo conoce como siste-

ma TS, que se describirán a continuación. Las principal fuente bibliográfica de esta

sección es [13].

Sistema de inferencia de Mamdani Este sistema de inferencia fue uno de los pri-

meros en ser propuesto con el objetivo de controlar una máquina de vapor y

una caldera, basado en un conjunto de reglas de control lingüı́stico construi-

das a partir del conocimiento y experiencia de los operadores. Este modelo se

propuso como una forma de capturar la información cualitativa disponible en

la forma de reglas si-entonces. El mecanismo de inferencia del sistema Mam-

dani puede ser explicado por un sistema de n-entradas y una salida descrita

por M reglas difusas de tipo Mamdani.

R1 : SI x1 es
∼

A
1

1 y . . . y xn es
∼

A
1

n ENTONCES y es
∼

B
1

R2 : SI x1 es
∼

A
2

1 y . . . y xn es
∼

A
2

n ENTONCES y es
∼

B
2

...

RM : SI x1 es
∼

A
M

1 y . . . y xn es
∼

A
M

n ENTONCES y es
∼

B
M

Para un conjunto de xi entradas, con i = 1, 2, . . . , n. El objetivo es determinar

el valor de salida puntual, el cual es un valor decodificado del conjunto de

salida difuso; el mecanismo de inferencia procede de la siguiente manera:

1. Se calcula el grado de satisfacción de cada regla para cualquier conjunto
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de entrada (entrada puntual) por medio

βl = µ∼

A
l

1

(x1) ∧ µ∼

A
l

2

(x2) ∧ · · · ∧ µ∼

A
l

n

(xn)

donde ∧ es el operador mı́nimo o producto.

2. Se determina el consecuente de cada regla dado por

∼

B
′l

= βl ∧
∼

B
l

3. Se suma todos los conjuntos difusos consecuentes

∼

B
′

sum =
M
⋃

l=1

∼

B
′l

= (
∼

B
′1

∪
∼

B
′2

∪ · · · ∪
∼

B
′M

)

4. Finalmente se decodifica el conjunto difuso agregado
∼

B
′

sum, calculando

la coordenada x′ del centro de gravedad del conjunto difuso
∼

B
′

sum

x′ =

n
∑

i=1

µ∼

B
′

sum

(xi) · xi

n
∑

i=1

µ∼

B
′

sum

(xi)

a esta técnica de decodificación difusa se lo conoce como el centro méto-

do del centro de gravedad (CG).

Sistema de inferencia de Takagi-Sugeno En este sistema está compuesto por

dos etapas. En la primera, se calcula el grado de cumplimiento o satisfacción

de cada regla utilizando el producto. Finalmente, se calcula el valor final de la

salida del sistema utilizando un decodificador promedio ponderado. También
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hay que considerar que se modifica la implicación (consecuente) del sistema

de inferencia debido a que se utiliza funciones lineales en lugar de conjuntos

difusos.

El sistema de inferencia difuso Takagi-Sugeno, para M reglas, se representa

como

R1 : SI x1 es
∼

A
1

1 y . . . y xn es
∼

A
1

n ENTONCES y1 = θ10 + θ11x1 + · · ·+ θ1nxn

R2 : SI x1 es
∼

A
2

1 y . . . y xn es
∼

A
2

n ENTONCES y2 = θ20 + θ21x1 + · · ·+ θ2nxn

...

RM : SI x1 es
∼

A
M

1 y . . . y xn es
∼

A
M

n ENTONCES yM = θM0 + θM1 x1 + · · ·+ θMn xn

El sistema de inferencia del modelo Takagi-Sugeno procede de la siguiente

manera:

1. Se calcula el peso de cada regla difusa, utilizando el operador producto

βl =
n
∏

i=1

µ∼

A
l

i

(xi) = µ∼

A
l

1

(x1)× µ∼

A
l

2

(x2)× · · · × µAl
n
(xn) ; l = 1, 2, . . . ,M

2. El valor de salida del sistema está dado por

y0 =

M
∑

l=1

βl · yl

M
∑

l=1

βl

=

M
∑

l=1

βl · (θl0 + θl1x1 + · · ·+ θlnxn)

M
∑

l=1

βl

En su lugar, la salida del sistema también se representa por la siguiente

38



forma normalizada

y0 =
M
∑

l=1

γl · yl =
M
∑

l=1

γl(θl0 + θl1x1 + · · ·+ θlnxn)

donde

γl =
βl

M
∑

l=1

βl

es el grado de pertenencia normalizado.

A este sistema de inferencia se le llama modelo afı́n de Takagi-Sugeno y pro-

porciona el marco adecuado para la descomposición de un sistema no lineal

en modelos lineales localmente válidos, muy apropiado para aplicar técnicas

de control clásicas.

La principal diferencia entre estos dos sistemas se encuentra en el consecuente

de la regla difusa. El sistema de inferencia de Mamdani utiliza conjuntos difusos en

el consecuente, mientras que el sistema de Takagi-Sugeno emplea funciones linea-

les de las variables de entrada.

Ventajas del sistema Mamdani :

Es intuitivo.

Tiene una amplia aceptación.

Se adapta muy bien al diseño de expertos.

Ventajas del sistema Takagi-Sugeno :

Es computacionalmente eficiente.
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Trabaja bien con técnicas lineales.

Se adapta bien al análisis matemático.

Para mayor detalle se puede revisar [14].

Este capı́tulo sirve para presentar los conceptos fundamentales sobre los que se

sustenta este trabajo de investigación, conceptos que son aplicados en las diferen-

tes propuestas sobre métodos automáticos de regresión difusa que se encuentran

en la literatura, y sirven para sustentar el método propuesto.
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CAPÍTULO 3

MÉTODOS AUTOMÁTICOS DE REGRESIÓN DIFUSA

El desarrollo de la teorı́a de conjuntos difusos fue motivado por la percepción

de que las técnicas tradicionales de análisis no son muy efectivas cuando trataban

con problemas en los que las relaciones entre las variables son muy complejas, o

mal definidas como para ser caracterizadas por un modelo especı́fico. Un aspecto

común que se presenta en estos problemas es la falta de conocimiento, impreci-

sión e incertidumbre del fenómeno que se está analizando, caracterı́sticas que se

presenta muy a menudo en diferentes campos de la ciencia e ingenierı́a.

Por lo general, la presencia de incertidumbre en un modelo de regresión tradicio-

nal se refleja en los intervalos de confianza, generalmente con un nivel del 95%. Sin

embargo, se pueden encontrar otras formas de incertidumbre en la ambigüedad,

problemas de especificación o factores no considerados debido a la complejidad

del fenómeno, que no se atribuyen a la aleatoriedad, ver [24]. Esto se traduce en

la creación de restricciones para los modelos, de manera que estos permitan ob-

tener estimaciones más ajustadas. Estas restricciones se pueden implementar en

algunos modelos de regresión probabilı́stica con consecuencias en algunos casos

para los supuestos teóricos de tales modelos. Lo anterior no ocurre con la regresión

difusa. En este contexto, una herramienta versátil son los métodos automáticos de

regresión difusa los cuales constituyen opciones competitivas comparado con técni-

cas tradicionales de modelación.

En este capı́tulo se describe cómo utilizar los sistemas de inferencia difusos pa-
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ra la estimación e identificación en los métodos automáticos de regresión difusa.

Una descripción más detallada se puede encontrar en Passino Kevin y Yurkovich

Stephen [15] y Ross Timothy [16], los cuales constituyen las principales fuentes bi-

bliográficas de este capı́tulo. Para el desarrollo de la teorı́a, en primer lugar se deta-

llan algunas definiciones y luego se describen brevemente los métodos de mı́nimos

cuadrados por lotes, mı́nimos cuadrados recursivo y aprendizaje desde el ejemplo

modificado.

3.1. Principales definiciones

Sea g una función que describe el sistema en estudio, definida por

g : X̄ −→ Ȳ

donde X̄ ⊂ R
n y Ȳ ⊂ R. Se quiere construir un sistema difuso, representado por

la función

f : X −→ Y

donde X ⊂ X̄ y Y ⊂ Ȳ son el dominio y recorrido respectivamente. Mediante la

elección de un vector de parámetros θ se espera aproximar la función g de la forma:

g(x) = f(x | θ) + e(x), (3.1)

para todo x = [x1, x2, . . . , xn]
⊤ ∈ X; donde: n es el número de variables de

entrada, e(x) representa el error aproximación el cual se espera sea mı́nimo. La

i-ésima entrada-salida de la función g se nota como (xi, yi), xi ∈ X, yi ∈ Y y

yi = g(xi), para i = 1, . . . ,M . Luego xi = [xi
1, x

i
2, . . . , x

i
n]

⊤ corresponde el vector
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de entradas para el i-ésimo par de datos. El conjunto de parejas ordenadas de

entrada-salida del sistema se conoce como conjunto de datos de entrenamiento y

se nota

G = {(x1, y1), . . . , (xM , yM)} ⊂ X × Y (3.2)

donde M es la cardinalidad de G.

Los métodos automáticos presentados en este capı́tulo generan reglas base, es

decir reglas que sirven para describir la relación que existe entre las variables de

entrada y salida, o usan una regla base predeterminada para modelar el sistema.

En cualquier caso las reglas están compuestas por antecedentes y consecuentes,

de la forma

SI antecedente ENTONCES consecuente,

las reglas permiten predecir y/o gobernar la salida del sistema con conocimiento

a priori de sus entradas, ver Sección 2.3.

En este trabajo, la mayorı́a de métodos que se presentan incorporan las funcio-

nes de pertenencia Gaussiana para las variables de entrada, pues describen una

amplia gama de fenómenos y se utiliza la función Delta como función de pertenen-

cia de salida. También se puede utilizar funciones de pertenencia triangulares. Sin

embargo, los métodos que se presentan a continuación pueden ser modificados

para cualquier tipo de función de pertenencia, como por ejemplo las descritas en la

Sección 2.2.
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3.2. Mı́nimos cuadrados por lotes (MCL)

En este método se aplica el estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios a con-

juntos difusos. Para aplicarlo, es necesario caracterizar el comportamiento del sis-

tema mediante una regla-base (centros y dispersiones de las funciones de perte-

nencia para las variables de entrada y salida). En los casos donde se desconoce

el comportamiento del sistema es posible utilizar otros algoritmos con la capacidad

de formar reglas, como los métodos de aprendizaje desde el ejemplo, para más

información ver [16].

A continuación, se describe la regresión lineal tradicional para visualizar su

analogı́a con este método, para una mejor descripción ver [17].

3.2.1. Mı́nimos cuadrados ordinarios

Se asume que, la variable dependiente está relacionada con otras variables in-

dependientes o explicativas.

Suponiendo que hay M valores para estas variables. Sea yi la i-ésima observa-

ción de la variable dependiente y sea (xi
1, x

i
2, . . . , x

i
n) la i-ésima observación de las

n variables explicativas, definidas de la misma manera que en la sección anterior. A

continuación, se presenta la notación matricial que será muy útil para determinar el

estimador de mı́nimos cuadrados. Se definen los vectores n-dimensionales

xi =



















xi
1

xi
2

...

xi
n



















y β =



















β1

β2

...

βn
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Utilizando el producto interno de vectores,i.e., xi⊤β = β1x
i
1 + β2x

i
2 + · · · + βnx

i
n,

se reescribe el modelo como:

yi = xi⊤β + ǫi i = 1, 2, . . . ,M

y se nota

Y =



















y1

y2

...

yM



















, ǫ =



















ǫ1

ǫ2

...

ǫM



















, X =



















x1⊤

x2⊤

...

xM⊤



















=



















x1
1 . . . x

1
n

x2
1 . . . x

2
n

... . . .
...

xM
1 . . . xM

n



















Dado que el número de columnas de X es igual al número de filas de β, se

puede escribir

Y = Xβ + ǫ (3.3)

Se puede calcular el error utilizando un estimador β̂ de β como

yi − xi⊤β̂,

a este término se le conoce como residuo de la observación i. A continuación

se forma la suma de cuadrados residual (SCR)

SCR(β̂) =
M
∑

i=1

(yi − xi⊤β̂)2 = (Y −Xβ̂)⊤(Y −Xβ̂)
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luego

SCR(β̂) = (Y −Xβ̂)⊤(Y −Xβ̂)

= (Y ⊤ − β̂⊤X⊤)(Y −Xβ̂)

= Y ⊤Y − β̂⊤X⊤Y − Y ⊤Xβ̂ + β̂⊤X⊤Xβ̂

= Y ⊤Y − 2Y ⊤Xβ̂ + β̂⊤X⊤Xβ̂ (3.4)

al derivar con respecto a β̂ (3.4)

∂SCR(β̂)

∂β̂
= −2X⊤Y + 2X⊤Xβ̂

e igualando a cero se tiene

X⊤Xβ̂ = X⊤Y

Donde β̂ es el estimador de mı́nimos cuadrados. A este conjunto de ecuaciones

se las conoce como ecuaciones normales. Si la matriz X⊤X es no singular entonces

β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y (3.5)

En el método de mı́nimos cuadrados ponderado se utiliza una matriz diagonal

W , M ×M cuyos elementos wii > 0 para todo i = 1, 2, . . . ,M y los elementos fuera

de la diagonal son cero. Los wii pueden ser usados como ponderadores para los

elementos de G. En este caso el estimador está definido por

β̂ = (X⊤WX)−1X⊤WY (3.6)
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3.2.2. Mı́nimos cuadrados por lotes

Para aplicar los mı́nimos cuadrados, se utiliza el sistema difuso definido a conti-

nuación (para más información ver [16]),

f(xi | θ) =

R
∑

l=1

blµil

R
∑

l=1

µil

i = 1, . . . ,M (3.7)

donde,

µil =
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2


 l = 1, . . . , R (3.8)

R representa el número de reglas en la regla-base y n es la dimensión del vector

x. Es importante señalar que el parámetro R se desconoce para algunos métodos,

en algunos casos es determinado por el algoritmo directamente. Los bl son los

centros de las funciones de pertenencia de salida y los clj, σ
l
j son los centros y dis-

persiones de las funciones de pertenencia de entrada respectivamente. Hay que

señalar que la dispersión relativa, σl
j de la j-ésima variable de entrada de la l-ésima

regla es mayor que cero. Los centros y dispersiones de las funciones de pertenen-

cia de entrada se pueden inicializar utilizando un proceso heurı́stico.

Observación 3. El sistema difuso (3.7)-(3.8) se utiliza en todos los métodos descri-

tos. Es importante señalar que el parámetro R se desconoce para algunos métodos,

en algunos casos es determinado por el algoritmo directamente.

Para la inicialización de los centros se utiliza la siguiente ecuación

clj = xl
j +

1

2
(xl+1

j − xl
j) l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n (3.9)
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A las dispersiones se debe asignar una constante mayor que cero

σl
j = σ > 0 l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n (3.10)

El valor de σ se determina de manera heurı́stica.

Luego por (3.7)

f(xi | θ) = b1µi1

R
∑

l=1

µil

+
b2µi2

R
∑

l=1

µil

+ · · ·+ bRµiR

R
∑

l=1

µil

i = 1, . . . ,M

si se nota:

ξil =
µil

R
∑

l=1

µil

l = 1, . . . , R,

entonces,

f(xi | θ) = b1ξi1 + b2ξi2 + · · ·+ bRξiR

es decir,

yi = f(xi | θ) = θ⊤ξi (3.11)

donde:

θ =



















b1

b2

...

bR



















y ξi =



















ξi1

ξi2
...

ξiR



















i = 1, . . . ,M

Se puede apreciar que (3.11) es similar al modelo de regresión lineal (3.3). La di-

ferencia radica que en lugar de la matriz X, se consideran los números difusos de la

matriz ξ, es decir, los lotes o particiones formadas por las funciones de pertenencia

de las variables de entrada, ver Passino Kevin y Yurkovich Stephen [15].
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Finalmente, si se nota Φ = ξ y se aplica el método de mı́nimos cuadrados, el

estimador está dado por

θ̂ = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤y (3.12)

note la similitud con 3.5.

El método de mı́nimos cuadrados por lotes ha probado ser muy eficiente para

una gran variedad de aplicaciones. Sin embargo, en algunas aplicaciones la matriz

Φ⊤Φ podrı́a estar mal condicionada, debido a que la dimensión de Φ depende de M .

Este método se encuentra esquematizado en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Mı́nimos cuadrados por lotes

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM matriz de la variable de salida

σ > 0
1: R←M − 1

2: clj ← xl
j +

1

2
(xl+1

j − xl
j) l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

3: σl
j ← σ l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

4: para i← 1,M hacer
5: para l ← 1, R hacer

6: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2




7: fin para
8: ξil ← µil

R
∑

l=1

µil

9: fin para
10: Φ← ξ(x)

11: θ̂ ←
(

Φ⊤Φ
)−1

Φ⊤y

12: devolver f(x | θ̂)← θ̂⊤ξ(x)
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EEstimaddor !

Figura 3.1: Esquema de funcionamiento de mı́nimos cuadrados recursivo

3.3. Mı́nimos cuadrados recursivo (MCR)

El método de mı́nimos cuadrados recursivo es, como su nombre lo indica, una

versión recursiva del método de mı́nimos cuadrados por lotes. Este método utiliza

una parte del conjunto de entrenamiento y no es necesario el cálculo de la inversa

de Φ⊤Φ, de esta manera es más eficiente y estable computacionalmente. Al ser un

algoritmo recursivo, θ̂(k) se calcula mediante θ̂(k − 1), xk, y yk, una vez que se ha

calculado θ̂(k) se repite la iteración K veces, donde k es un ciclo sobre el conjunto

de entrenamiento G y K es el número de iteraciones. La Figura 3.1 muestra el es-

quema de funcionamiento de este método, para más detalles ver [18].

Al igual que para el MCL, se utiliza la función de pertenencia Gaussiana para las

entradas y una función Delta para las salidas; bl, c
l
j se definen como en la Sección

3.2. Cabe señalar que el ancho relativo, σl
j de la j-ésima variable de entrada de la

l-ésima regla es mayor que cero. Para la inicialización de los centros y dispersiones

se utiliza las ecuaciones (3.9) y (3.10) de la sección anterior.

Sea P (k) la matriz n× n definida como

P (k) =
(

Φ⊤Φ
)−1

=

(

k
∑

i=1

xi(xi)⊤

)−1

, (3.13)
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y notemos θ̂(k − 1) el estimador de mı́nimos cuadrados en el instante k − 1. Se

asume que Φ⊤Φ es no singular para todo k, entonces

P−1(k) =
k−1
∑

i=1

xi(xi)⊤ + xk(xk)⊤,

por tanto

P−1(k) = P−1(k − 1) + xk(xk)⊤, (3.14)

por (3.6) se tiene

θ̂(k) = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤Y =

(

k
∑

i=1

xi(xi)⊤

)−1( k
∑

i=1

xiyi

)

= P (k)

(

k−1
∑

i=1

xiyi + xkyk

)

(3.15)

entonces,

θ̂(k − 1) = P (k − 1)
k−1
∑

i=1

xiyi

y ası́

P−1(k − 1)θ̂(k − 1) =
k−1
∑

i=1

xiyi,

reemplazando P−1(k − 1) en la ecuación anterior; de (3.14) se obtiene

(P−1(k)− xk(xk)⊤)θ̂(k − 1) =
k−1
∑

i=1

xiyi

finalmente por (3.15)

θ̂(k) = P (k)(P−1(k)− xk(xk)⊤)θ̂(k − 1) + P (k)xkyk

= θ̂(k − 1) + P (k)xk(yk − (xk)⊤θ̂(k − 1)) (3.16)

3.15 permite calcular el estimador θ̂(k) en cada paso k, donde el error está dado
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por (yk − (xk)⊤θ̂(k − 1)).

Para actualizar θ̂ en (3.16) se requiere P (k); tomando en cuenta que

P−1(k) = P−1(k − 1) + xk(xk)⊤ (3.17)

se debe calcular la inversa en cada paso, lo cual tiene un elevado costo compu-

tacional, si el conjunto de datos es muy grande. Para solventar esto, se utiliza el

Lema de la Matriz Inversa1, ver [19].

Nótese que

P (k) = (Φ⊤(k)Φ(k))−1,

= (P−1(k − 1) + xk(xk)⊤)−1,

por lema de la matriz inversa con A = P−1(k − 1), B = xk, C = I, y D = (xk)⊤,

se obtiene

P (k) = P (k − 1)− P (k − 1)xk(I + (xk)⊤P (k − 1)xk)−1(xk)⊤P (k − 1) (3.18)

y

θ̂(k) = θ̂(k − 1) + P (k)xk(yk − (xk)⊤θ̂(k − 1)) (3.19)

Con la aplicación del lema de la matriz inversa se evita la inversión de una ma-

triz; ya que en su lugar únicamente se calcula el inverso del escalar (I+(xk)⊤P (k−

1)xk)−1 . Las ecuaciones (3.18) y (3.19) caracterizan P (k) y θ̂(k) y permiten descri-

bir el método de mı́nimos cuadrados recursivo.

1Sean A, C y (C−1+DA−1B) matrices cuadradas no singulares, entonces A+BCD es invertible

y (A+BCD)−1 = A−1 −A−1B(C−1 +DA−1B)−1DA−1. Al lema de la matriz inversa también se lo

conoce en la literatura como la identidad de Woodbury.
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Para inicializar el algoritmo, es decir, elegir θ̂(0) y P (0), se utilizan generalmente

θ̂(0) = 0 y P (0) = P0 = αI para algún α > 0. Otra opción es mediante una aproxi-

mación heurı́stica.

Al igual que el método de mı́nimos cuadrados por lotes, se obtiene un algoritmo

de mı́nimos cuadrados recursivo ponderado, en este caso se utiliza un factor 0 <

λ ≤ 1 que se lo conoce como un “factor de pérdida de memoria” y sirve para dar

mayor peso a la información más recientes en la optimización. Cuando λ = 1 se

obtiene el método MCR original. En el método de mı́nimos cuadrados recursivo

P (k) se define como:

P (k) = 1
λ
(I − P (k − 1)xk(λI + (xk)⊤P (k − 1)xk)−1(xk)⊤)P (k − 1)

θ̂(k) = θ̂(k − 1) + P (k)xk(yk − (xk)⊤θ̂(k − 1))
(3.20)

En el sistema difuso (3.7), se reemplaza xk con ξ(xk) en (3.20)

P (k) = 1
λ

{

I − P (k − 1)ξ(xk)
[

λI + (ξ(xk))⊤P (k − 1)ξ(xk)
]−1

(ξ(xk))⊤
}

P (k − 1)

θ̂(k) = θ̂(k − 1) + P (k)ξ(xk)
[

yk − (ξ(xk))⊤θ̂(k − 1)
]

lo cual se esquematiza en el Algoritmo 2.

Se puede apreciar en el Algoritmo 2 que el cálculo de µik, P (k) y θ̂(k) se encuen-

tra anidado dentro del lazo de la linea 5. Dado que los centros clj y las dispersiones

σl
j de las funciones de pertenencia de las variables de entrada son constantes, los

valores de pertenencia µik requieren de una iteración para su cálculo, lo cual se

repite K ×M , creando una matriz de tamaño K ×M . Por esta razón, es necesario

realizar una modificación de este algoritmo, con el fin de optimizar tiempo y recur-

sos computacionales, esto se esquematiza en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 2 Mı́nimos cuadrados recursivo

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM matriz de la variable de salida

K número de iteraciones del algoritmo

σ > 0, α > 0, 0 < λ ≤ 1
1: θ̂(0)← 0
2: P (0)← αI

3: clj ← xl
j +

1

2
(xl+1

j − xl
j) l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

4: σl
j ← σ l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

5: para k ← 1, K ×M hacer
6: para l ← 1, R hacer

7: µik ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2




8: fin para
9: ξik ← µik

R
∑

l=1

µik

10: P (k) ← 1
λ

{

I − P (k − 1)ξ(xk)
[

λI + (ξ(xk))⊤P (k − 1)ξ(xk)
]−1

(ξ(xk))⊤
}

P (k −
1)

11: θ̂(k)← θ̂(k − 1) + P (k)ξ(xk)
[

yk − (ξ(xk))⊤θ̂(k − 1)
]

12: fin para
13: devolver f(x | θ̂)← θ̂⊤ξ(x)
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Algoritmo 3 Mı́nimos cuadrados recursivo modificado

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM matriz de la variable de salida

K número de iteraciones del algoritmo

σ > 0, α > 0, 0 < λ ≤ 1
1: θ̂(0)← 0
2: P (0)← αI

3: clj ← xl
j +

1

2
(xl+1

j − xl
j) l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

4: σl
j ← σ l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

5: para i← 1,M hacer
6: para l ← 1, R hacer

7: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2




8: fin para
9: ξil ← µil

R
∑

l=1

µil

10: fin para
11: s← 0 contador auxiliar

12: para k ← 1, K ×M hacer
13: si s ≤M entonces
14: s← s+ 1
15: si no
16: s← 1
17: fin si
18: P (k) ← 1

λ

{

I − P (k − 1)ξ(xs)
[

λI + (ξ(xs))⊤P (k − 1)ξ(xs)
]−1

(ξ(xs))⊤
}

P (k −
1)

19: θ̂(k)← θ̂(k − 1) + P (k)ξ(xs)
[

ys − (ξ(xs))⊤θ̂(k − 1)
]

20: fin para
21: devolver f(x | θ̂)← θ̂⊤ξ(x)
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3.4. Aprendizaje desde el ejemplo modificado (AEM)

En esta sección se discute un enfoque muy intuitivo para la construcción de

un sistema difuso f para que se aproxime a la función g, el cual se conoce co-

mo aprendizaje desde el ejemplo modificado. Este método se basa en técnicas de

optimización para determinar los parámetros del sistema difuso. En este caso se

generan automáticamente reglas y funciones de pertenencia, por esta razón este

método es una alternativa viable a problemas en los cuales se carece de informa-

ción a priori del sistema.

De manera análoga a la sección anterior se consideran funciones de pertenencia

Gaussiana, el método se describe de la siguiente manera:

1. construcción de un sistema difuso inicial: dados el par de datos de entrada

y salida (xi, yj) ∈ G, donde i = 1, . . . ,M , se forma un sistema difuso inicial con

(x1, y1) y se inicializa el número de reglas R = 1

f(xi | θ) =
b1

n
∏

j=1

exp

(

−1

2

(

xi
j − c1j

σ1
j

)2
)

n
∏

j=1

exp

(

−1

2

(

xi
j − c1j

σ1
j

)2
) i = 1, . . . ,M (3.21)

donde c1j = x1
j , σ

1
j = σ0 (parámetros de las funciones de pertenencia de las

variables de entrada) y b1 = y1 (parámetro de la función de pertenencia de la

variable de salida), para todo j = 1, . . . , n. Una vez que se inicializa el sistema

difuso, el método forma reglas difusas y selecciona parámetros utilizando los

Pasos 2 y 3.

2. evaluación de los datos de entrenamiento: se utiliza un factor de tolerancia
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εf que sirve para determinar el error que se acepta en el cálculo. Para cada

par de datos de entrenamiento (xi, yj) ∈ G se evalúa

si |f(xi | θ) − yi| ≤ εf , entonces el sistema difuso f representa correcta-

mente (xi, yi) y por lo tanto, no es necesario añadir ninguna regla a f . Se

repite este paso, con el siguiente par de datos de entrenamiento.

si |f(xi | θ) − yi| > εf , entonces se añade una regla para representar

(xi, yi) sobre g modificando los parámetros de las funciones de pertenen-

cia. Continuar al Paso 3

3. codificación de parámetros del sistema difuso: si no se cumple la condi-

ción del Paso 2, se añade una nueva regla R = R + 1, bR = yi y cij = xi
j, para

todo j = 1, . . . , n. La modificación de los σi
j para i = R se la hace utilizando

los centros de las funciones de pertenencia de la forma

n∗

j = argmı́n{|ci′j − cij| : i′ = 1, 2, . . . , R, i′ 6= i}

donde j = 1, 2, . . . , n y cij es fijo. Aquı́ n∗
j denota el indice i′ de los ci

′

j que

minimiza la expresión. Y finalmente se actualiza los σi
j para i = R colocando

σi
j =

1

ω
| cij − c

n∗

j

j | j = 1, 2, . . . , n (3.22)

donde ω es un factor que determina la sobreposición de las funciones de per-

tenencia. Se asume que para los datos de entrenamiento (xi, yi) ∈ G, xj
i 6= x

j′

i′

para cualquier i′ 6= j′, para cada j′ 6= j′ nunca se tendrá σi
j = 0. Esto implicarı́a

que hay una función de pertenencia de entrada con dispersión cero; es decir,

una función de pertenencia vacı́a. Se puede observar en (3.22) que el factor

de ponderación ω y la dispersión σi
j tienen una relación inversa, es decir, pa-
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ra un ω más grande se tiene una menor sobreposición. Una vez que el Paso

3 se ha completado, se repite el Paso 2, hasta que el número de datos de

entrenamiento (xi, yi) ∈ G se haya terminado.

Dado que el parámetro εf caracteriza la exactitud con la que opera el sistema

difuso, la elección de εf determina el número de reglas, es decir, un valor muy

pequeño de εf significa muchas reglas para un conjunto de datos y viceversa. En el

Algoritmo 4 se detalla este método.

Observación 4. La parte más importante en la construcción de sistemas difusos

es la elección del número de reglas difusas R, para lo cual es necesario el criterio

de expertos, ver [20]. Algunas aplicaciones especı́ficas limitan el número de reglas

del sistema, ya sea por las caracterı́sticas especı́ficas del fenómeno o por su costo

computacional. En general, existe una compensación entre la complejidad compu-

tacional y la capacidad funcional basada en el número de reglas difusas R.
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Algoritmo 4 Aprendizaje desde el ejemplo modificado

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM matriz de la variable de salida

εf > 0, ω > 0
1: R← 1
2: b1 ← y1

3: θ̂ ← b

4: c1j ← x1
j j = 1, . . . , n

5: para i← 1,M hacer
6: para l ← 1, R hacer

7: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2




8: fin para
9: ξil ← µil

R
∑

l=1

µil

10: f l(x)← θ̂⊤ξ(x)
11: si |f l(x)− yl| > εf entonces
12: R← R + 1
13: bR ← yl

14: θ̂ ← b

15: cRj ← xl
j j = 1, . . . , n

16: n∗
j ← argmı́n{|cl′j − clj| : l′ = 1, 2, . . . , R, l′ 6= l}

17: σl
j ←

1

ω
| clj − c

n∗

j

j |
18: fin si
19: fin para
20: devolver f(x | θ̂)← θ̂⊤ξ(x)
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CAPÍTULO 4

MÉTODOS AUTOMÁTICOS DE REGRESIÓN DIFUSA

COMBINADOS

En este capı́tulo, se plantea la formulación e implementación del método de

mı́nimos cuadrados recursivo combinado [34], se generaliza los métodos al caso

de entrada-salida múltiple, que son las principales contribuciones de este trabajo.

Además se presenta el método de agrupamiento difuso combinado descrito por Ke-

vin Passino y Stephen Yurkovich [15] y finalmente se valida el desempeño de todos

los métodos descritos en este trabajo para series económicas concretas, como son:

Producto Interno Bruto (PIB) no Petrolero de Ecuador,

Reserva Internacional de Libre Disponibilidad (RILD) de Ecuador,

Índice de Liquidez de Instituciones Financieras y

Índices de Precios al Consumidor y al Productor de Ecuador.

4.1. Agrupamiento difuso combinado (ADC)

Los algoritmos de agrupamiento son procesos de aprendizaje no supervisado

que tienen como objetivo descomponer un conjunto de elementos en grupos o cla-

ses, basados en la similitud, ver [25]. La similitud es entendida matemáticamen-

te, en espacios métricos se define mediante distancias. Los métodos clásicos de
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agrupamiento dividen los datos en un número c determinado de subconjuntos mu-

tuamente excluyentes y se basan en la teorı́a clásica de conjuntos. Los métodos

de agrupamiento difusos permiten que los objetos pertenezcan a diferentes clases

simultáneamente, con diferentes grados de pertenencia, siendo c el número total

de subconjuntos difusos definidos (clases o grupos). Además, esta metodologı́a a

probado ser muy eficiente cuando se trata de construir funciones de pertenencia

para las variables de entrada de un sistema, como se podrá observar en el método

de agrupamiento difuso combinado.

El método de agrupamiento difuso combinado se compone de dos etapas. En la

primera, se identifican las reglas del sistema mediante el algoritmo c-medias difuso.

El algoritmo particiona o divide los datos de entrada en conjuntos difusos agrupando

datos similares en una misma clase; a diferencia de otros algoritmos de clasifica-

ción un objeto puede pertenecer a varias clases con algún grado de pertenencia,

más detalles ver [21]. En la segunda etapa se aplica los mı́nimos cuadrados para

caracterizar el conjunto de salida.

El agrupamiento difuso c-medias permite que los elementos de los grupos ten-

gan diferentes grados de pertenencia. El algoritmo determina estos grados de per-

tenencia µil y los centros de clase vl de manera iterativa, minimizando la siguiente

función objetivo:

J =
M
∑

i=1

R
∑

l=1

(µil)
m|xi − vl|2, (4.1)

donde: m > 1 es un parámetro que sirve para determinar la sobreposición entre

las clases (también se lo conoce como factor de superposición), M es el número de

pares de entrada-salida (xi, yi) en el conjunto de entrenamiento G, R es el número

de reglas que se quiere calcular (clases o grupos), vl = [vl1, v
l
2, . . . , v

l
n]

⊤ l = 1, . . . , R

es el vector de centros de clases y µil i = 1, . . . ,M y l = 1, . . . , R es el grado de
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pertenencia de xi en el l-ésimo grupo y |x| =
√
x⊤x, ver [22].

El sistema difuso considera que la salida es una función lineal de las entradas,

i.e., sistema difuso Takagi-Sugeno, ver Sección 2.3, de la forma:

Si H l entonces gl(x) = al,0 + al,1x1 + · · ·+ al,nxn, (4.2)

donde: n es el número de entradas y H l es un conjunto difuso de entrada dado

por

H l = {(x, µHl(x)) : x ∈ X1 × · · · × Xn}

aquı́ Xi es el i-ésimo universo y µHl(x) es la función de pertenencia asociada con

H l que representa la premisa para la regla l y gl(x) = a⊤l x̂, a⊤l = [al,0, al,1x1, . . . , al,nxn]

y x̂ = [1, x⊤]⊤, l = 1, . . . , R. El sistema difuso resultante es el promedio ponderado

de las salidas gl(x) es decir:

f(x | θ) =

R
∑

l=1

gl(x)µHl(x)

R
∑

l=1

µHl(x)

(4.3)

donde R es el número de reglas en la regla-base.

El algoritmo funciona de la siguiente manera. Primero se especifica el “factor

de solapamiento” m, si m > 1 los puntos con menor grado de pertenencia, tiene

menor influencia en el cálculo de un centro nuevo. Luego, se especifica el número

de grupos (clases) R que se desea calcular, el cual es igual al número de reglas en

la regla base y debe ser menor o igual al número de datos en el conjunto de entre-

namiento G, es decir, R ≤ M . Además se debe especificar un nivel de tolerancia
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ǫc > 0, este parámetro determina el error permitido en el cálculo para los centros de

los grupos. Entonces se procede a inicializar los centros de los grupos vl0. Para lo

cual se define:

Xmı́n = mı́n{xj, j = 1, . . . , n}

Xmáx = máx{xj, j = 1, . . . , n}

y luego

vl0j = Xmı́n,j + l

(

Xmáx,j −Xmı́n,j

R + 1

)

j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , R (4.4)

A continuación, se calculan los nuevos centros vl utilizando los centros iniciales,

de manera que la función objetivo (4.1) sea minimizada. Las condiciones para la

minimización J están dadas por,

vlnew =

M
∑

i=1

xi(µnew
il )m

M
∑

i=1

(µnew
il )m

(4.5)

donde

µnew

il
=

[ R
∑

k=1

( |xi − vlold|2
|xi − vkold|2

)
1

m−1

]−1

(4.6)

para i = 1, 2, . . . ,M y l = 1, 2, . . . , R y

R
∑

l=1

µnew
il = 1.

Luego, se compara la distancia entre los centros nuevos de los grupos vlnew y los
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centros previos vlold utilizando la condición

|vlnew − vlold| < ǫc l = 1, 2, . . . , R (4.7)

si se cumple (4.7) significa que los centros vlnew representan los datos, el algo-

ritmo de agrupamiento termina y se procede con la decodificación de la salida. Si

no, se continua iterando usando las ecuaciones (4.5) y (4.6) hasta que los centros

nuevos satisfagan (4.7).

Para la decodificación de la salida, se calcula la función gl(x) = a⊤l (x̂), l =

1, 2, . . . , R para cada regla, es decir para cada centro de grupo vl, se minimiza el

cuadrado del error entre la función gl(x) y parte de la salida, concretamente se

minimiza la función Jl

Jl =
M
∑

i=1

(µil)
2(yi − (x̂i)⊤al)

2 (4.8)

donde, l = 1, 2, . . . , R, yi es la parte de la salida del i-ésimo par de datos

d(i) = (xi, yi) y el producto entre (x̂i)⊤ y al define la salida asociada con la l-ési-

ma regla para el i-ésimo punto de datos de entrenamiento, ver [21].

Al observar (4.8), se puede notar que la minimización de Jl respecto a al corres-

ponde a un problema de mı́nimos cuadrados ponderados, cuya solución es

al = (X̂⊤D2
l X̂)−1X̂⊤D2

l Y,
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donde,

X̂ =







1 . . . 1

x1 . . . xM







Y = [y1, . . . , ym]⊤

D2
l = (diag[µ1l, . . . , µMl])

2

El método se describe en el Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Agrupamiento difuso combinado

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM matriz de la variable de salida

R número de reglas (clases o grupos)

ǫc > 0, m > 1
1: Xmı́n ← mı́n{xj, j = 1, . . . , n}
2: Xmáx ← máx{xj, j = 1, . . . , n}
3: vl0j ← Xmı́n,j + l

(

Xmáx,j −Xmı́n,j

R + 1

)

j = 1, . . . , n , l = 1, . . . , R

4: vlnew ← vl0 l = 1, . . . , R
5: mientras |vlnew − vlold| > ǫc i← 1, . . . ,M , l ← 1, . . . , R hacer

6: µnew

il
←
[ R
∑

k=1

( |xi − vlold|2
|xi − vkold|2

)
1

m−1

]−1

7: vlnew ←

M
∑

i=1

xi(µnew
il )m

M
∑

i=1

(µnew
il )m

8: fin mientras
9: para i← 1,M hacer

10: x̂i ← [1, xi]
11: fin para
12: X̂ ← x̂⊤

13: Y ← [y1, . . . , ym]⊤

14: D2
l ← (diag[µ1l, . . . , µMl])

2

15: para l ← 1, R hacer
16: al ← (X̂⊤D2

l X̂)−1X̂⊤D2
l Y

17: devolver gl(x)← a⊤l x̂

18: fin para
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4.2. Mı́nimos cuadrados recursivo combinado (MCRC)

Hasta ahora se han descrito brevemente los métodos automáticos de regresión

difusa que se encuentran en la literatura, ver [15, 16]. En esta sección, se propone el

método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado, lo cual constituye el principal

aporte teórico de este trabajo. Este método se compone de dos etapas. Primera-

mente, se utiliza el algoritmo c-medias difuso para la identificación de las reglas del

sistema. En la segunda etapa, se aplica el método de mı́nimos cuadrados recursi-

vo para caracterizar el conjunto de salida. Se considera esta combinación como la

más adecuada, debido a que los resultados obtenidos tienen una mayor precisión y

además requieren un bajo nivel computacional para su cálculo, como se verá en la

Sección 4.4.

El método de mı́nimos cuadrados recursivo, es un método que necesita que la

regla-base del sistema esté completamente especificada, i.e., número de reglas,

centros de funciones de pertenencia, etc. Puesto que las reglas del sistema en los

métodos automáticos se encargan de predecir y/o gobernar las salidas de los sis-

temas difusos, es necesario un algoritmo que permita una adecuada especificación

de reglas. Es aquı́ donde los algoritmos de agrupamiento difuso han probado ser

muy eficientes tal como quedó probado para el caso del método de agrupamiento

difuso combinado. Por esta razón, para mejorar la interpretabilidad de las reglas del

sistema, utilizaremos en el método propuesto el algoritmo c-medias difuso.

Una vez que se tiene especificada las reglas del sistema, se procede a la aplica-

ción del método de mı́nimos cuadrados recursivo. Este método posee caracterı́sti-

cas muy útiles para ser implementado:
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no requiere la inversión de una matriz, como en el caso de los mı́nimos cua-

drados por lotes y agrupamiento difuso combinado; en su lugar, se calcula

únicamente el inverso de un escalar,

los mı́nimos cuadrados recursivos son más eficientes al incluir las reglas del

sistema, ver [15],

la convergencia del método es competitiva respecto a otras técnicas, ver [26].

El método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado se describe a continua-

ción:

1. determinar el número de centros R, e inicializarlos

R = c,

vlnew = vl0 l = 1, . . . , R

para lo cual se aplica la ecuación (4.4) de la Sección 4.1

2. calcular una partición de los datos, asignando cada punto al grupo más cer-

cano utilizando la función de pertenencia

µnew

il
=

[ R
∑

k=1

( |xi − vlold|2
|xi − vkold|2

)
1

m−1

]−1

,

3. calcular los nuevos centros de los grupos

vlnew =

M
∑

i=1

xi(µnew
il )m

M
∑

i=1

(µnew
il )m

,
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4. si |vlnew − vlold| ≤ ǫc para i = 1, . . . ,M , l = 1, . . . , R la partición es estable, es

decir el proceso se detiene. Si no se regresa al paso 2.

5. se inicializa los parámetros del método de mı́nimos cuadrados recursivo (MCR),

θ̂(0) = 0, P (0) = αI

6. se calcula los grados de pertenencia utilizando los centros, i = 1, . . . ,M y

l = 1, . . . , R

µil =
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − vlj

σl
j

)2




ξil =
µil

R
∑

l=1

µil

7. se aplica el MCR, ver Algoritmo 3

P (k) = 1
λ

{

I − P (k − 1)ξ(xk)
[

λI + (ξ(xk))⊤P (k − 1)ξ(xk)
]−1

(ξ(xk))⊤
}

P (k − 1)

θ̂(k) = θ̂(k − 1) + P (k)ξ(xk)
[

yk − (ξ(xk))⊤θ̂(k − 1)
]

Este método se esquematiza en el Algoritmo 6. El cual utiliza el Algoritmo 3, ya

que esta es una versión más eficiente del Algoritmo 2.

Observación 5. Existen algunas consideraciones que se deben tener en cuenta

al aplicar el algoritmo c-medias difuso. Primero, se debe inicializar del número de

reglas R (grupos o clases) y los valores de los centros de las clases, ya que los

resultados son sensibles a la elección de estos valores iniciales.

Observación 6. La función objetivo (4.8) influye directamente en el desempeño del

Algoritmo 6, por esta razón debe ser resuelta eficientemente si no se toma en cuen-

tan los valores atı́picos, ver [23].
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Algoritmo 6 Mı́nimos cuadrados recursivo combinado

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM matriz de la variable de salida

K número de iteraciones del algoritmo

R número de reglas (clases o grupos)

ǫc > 0, m > 1, 0 < λ ≤ 1
1: Xmı́n ← mı́n{xj , j = 1, . . . , n}
2: Xmáx ← máx{xj , j = 1, . . . , n}
3: vl0j ← Xmı́n,j + l

(

Xmáx,j −Xmı́n,j

R+ 1

)

j = 1, . . . , n , l = 1, . . . , R

4: vlnew ← vl0 l← 1, . . . , R
5: mientras |vlnew − vlold| > ǫc i← 1, . . . ,M , l← 1, . . . , R hacer

6: µnew
il

←
[ R
∑

k=1

( |xi − vlold|2
|xi − vkold|2

)
1

m−1

]−1

7: vlnew ←

M
∑

i=1

xi(µnew
il )m

M
∑

i=1

(µnew
il )m

8: fin mientras

9: θ̂(0)← 0
10: P (0)← αI

11: σl
j ← σ j = 1, . . . , n

12: para i← 1,M hacer

13: para l← 1, R hacer

14: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xij − vlj

σl
j

)2




15: fin para

16: ξil ← µil
R
∑

l=1

µil

17: fin para

18: s← 0 contador auxiliar

19: para k ← 1,K ×M hacer

20: si s ≤M entonces

21: s← s+ 1
22: si no

23: s← 1
24: fin si

25: P (k)← 1
λ

{

I − P (k − 1)ξ(xs)
[

λI + (ξ(xs))⊤P (k − 1)ξ(xs)
]−1

(ξ(xs))⊤
}

P (k − 1)

26: θ̂(k)← θ̂(k − 1) + P (k)ξ(xs)
[

ys − (ξ(xs))⊤θ̂(k − 1)
]

27: fin para

28: devolver f(x | θ̂)← θ̂⊤ξ(x)
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4.3. Generalización al caso de entrada-salida múltiple

La extensión de los métodos al caso de entrada y salida múltiple se realizó bajo

dos premisas fundamentales:

las variables dependientes deben ser no correlacionadas entre sı́,

optimizar el tiempo de respuesta y los recursos computacionales.

4.3.1. Mı́nimos cuadrados por lotes entrada-salida múltiple

En este método, existen dos bloques principales de cálculo. El primero corres-

ponde al cálculo de los valores de pertenencia µil y el segundo al del vector θ̂. Dado

que los valores de los centros y dispersiones de las funciones de pertenencia de las

variables de entrada se mantienen constantes, ası́ como los valores de pertenen-

cia para las variables de entrada, por lo tanto, al generalizar el método varı́an los

vectores yh como se muestra en la lı́nea 11 del Algoritmo 7. También es necesario

crear de una matriz de parámetros θ̂h para h = 1, . . . , H, tal como se describe en el

Algoritmo 7.

4.3.2. Mı́nimos cuadrados recursivo entrada-salida múltiple

Para la generalización al caso múltiple, se ha considerado la versión modificada

del método de mı́nimos cuadrados recursivo (Algoritmo 3). Al igual que en el caso

anterior, se observan dos bloques de cálculo, en el primero se calcula los valores de

pertenencia µil y en el segundo los parámetros P (k) y θ̂(k). Lo cual implica variar

ysh e incluir un lazo en la lı́nea 11, ver Algoritmo 8.
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Algoritmo 7 Mı́nimos cuadrados por lotes entrada-salida múltiple

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM×H matriz de las variables de salida

σ > 0
1: R←M − 1

2: clj ← xl
j +

1

2
(xl+1

j − xl
j) l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

3: σl
j ← σ l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

4: para i← 1,M hacer
5: para l ← 1, R hacer

6: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2




7: fin para
8: ξil ← µil

R
∑

l=1

µil

9: fin para
10: Φ← ξ(x)
11: para h← 1, H hacer

12: θ̂h ←
(

Φ⊤Φ
)−1

Φ⊤yh

13: devolver fh(x | θ̂h)← θ̂h
⊤

ξ(x)
14: fin para
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Algoritmo 8 Mı́nimos cuadrados recursivo entrada-salida múltiple

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM×H matriz de las variables de salida

K número de iteraciones del algoritmo

σ > 0, α > 0, 0 < λ ≤ 1
1: θ̂(0)← 0
2: P (0)← αI

3: clj ← xl
j +

1

2
(xl+1

j − xl
j) l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

4: σl
j ← σ l = 1, . . . , R, j = 1, . . . , n

5: para i← 1,M hacer
6: para l ← 1, R hacer

7: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2




8: fin para
9: ξil ← µil

R
∑

l=1

µil

10: fin para
11: para h← 1, H hacer
12: s← 0 contador auxiliar

13: para k ← 1, K ×M hacer
14: si s ≤M entonces
15: s← s+ 1
16: si no
17: s← 1
18: fin si
19: Ph(k)← 1

λ

{

I − Ph(k − 1)ξ(xs)
[

λI + (ξ(xs))⊤Ph(k − 1)ξ(xs)
]−1

(ξ(xs))⊤
}

Ph(k−
1)

20: θ̂h(k)← θ̂h(k − 1) + Ph(k)ξ(x
s)
[

ysh − (ξ(xs))⊤θ̂h(k − 1)
]

21: fin para

22: devolver fh(x | θ̂h)← θ̂h
⊤

ξ(x)
23: fin para
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4.3.3. Aprendizaje desde el ejemplo modificado entrada-salida múltiple

A diferencia de los algoritmos anteriores, este método no puede ser separado

por bloques de cálculo debido a que el condicional de la lı́nea 12 modifica los va-

lores de los centros clj y las dispersiones σl
j de las funciones de pertenencia de las

variables entrada, lo cual hace que varı́en estos valores para cada yh, h = 1, . . . , H.

La generalización se obtiene incluyendo un nuevo lazo que contenga todo el cálcu-

lo, lı́nea 5 del Algoritmo 9. En este método, es necesario al aplicación de matrices

dinámicas para el parámetro θ̂h.

4.3.4. Agrupamiento difuso combinado entrada-salida múltiple

Se puede observar que este método tiene dos bloques. Primero se calculan los

centros difusos, del Algoritmo 10 lı́nea 5 y el luego se ejecuta la decodificación di-

fusa, lı́nea 16. Para su generalización, se modifica la lı́nea 17, haciendo variar Yh y

se incluye el lazo de la lı́nea 15, ver Algoritmo 10.

4.3.5. Mı́nimos cuadrados recursivo combinado entrada-salida múltiple

Este algoritmo está compuesto por tres bloques de cálculo. El primero, que se

encarga de calcular los centros difusos, lı́nea 5. El segundo bloque se determinan

los valores de pertenencia µil. Y finalmente, se calcula los parámetros P (k) y θ̂(k).

La generalización, se obtiene modificando las lineas 26 y 27, y se incluye un nuevo

lazo en la lı́nea 18, ver Algoritmo 11.
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Algoritmo 9 Aprendizaje desde el ejemplo modificado entrada-salida múltiple

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM×H matriz de las variables de salida

εf > 0, ω > 0
1: R← 1
2: b1 ← y1

3: θ̂ ← b

4: c1j ← x1
j j = 1, . . . , n

5: para h← 1, H hacer
6: para i← 1,M hacer
7: para l ← 1, R hacer

8: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xi
j − clj

σl
j

)2




9: fin para
10: ξil ← µil

R
∑

l=1

µil

11: f l(x)← θ̂⊤ξ(x)
12: si |f l

h(x)− ylh| > εf entonces
13: R← R + 1
14: bR ← ylh
15: θ̂h ← b

16: cRj ← xl
j j = 1, . . . , n

17: n∗
j ← argmı́n{|cl′j − clj| : l′ = 1, 2, . . . , R, l′ 6= l}

18: σl
j ←

1

ω
| clj − c

n∗

j

j |
19: fin si
20: fin para

21: devolver fh(x | θ̂h)← θ̂h
⊤

ξh(x)
22: fin para
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Algoritmo 10 Agrupamiento difuso combinado entrada-salida múltiple

Entrada: XM×n matriz de las variables de entrada

YM×H matriz de las variables de salida

R número de reglas (clases o grupos)

ǫc > 0, m > 1
1: Xmı́n ← mı́n{xj, j = 1, . . . , n}
2: Xmáx ← máx{xj, j = 1, . . . , n}
3: vl0j ← Xmı́n,j + l

(

Xmáx,j −Xmı́n,j

R + 1

)

j = 1, . . . , n , l = 1, . . . , R

4: vlnew ← vl0 l = 1, . . . , R
5: mientras |vlnew − vlold| > ǫc i← 1, . . . ,M , l ← 1, . . . , R hacer

6: µnew

il
←
[ R
∑

k=1

( |xi − vlold|2
|xi − vkold|2

)
1

m−1

]−1

7: vlnew ←

M
∑

i=1

xi(µnew
il )m

M
∑

i=1

(µnew
il )m

8: fin mientras
9: para i← 1,M hacer

10: x̂i ← [1, xi]
11: fin para
12: X̂ ← x̂⊤

13: Y ← [y1, . . . , ym]⊤

14: D2
l ← (diag[µ1l, . . . , µMl])

2

15: para h← 1, H hacer
16: para l ← 1, R hacer
17: alh ← (X̂⊤D2

l X̂)−1X̂⊤D2
l Yh

18: devolver glh(x)← a⊤lhx̂

19: fin para
20: fin para
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Algoritmo 11 Mı́nimos cuadrados recursivo combinado entrada-salida múltiple

Entrada: XM×n matriz las variables de entrada

YM×H matriz de las variables de salida

K número de iteraciones del algoritmo

R número de reglas (clases o grupos)

ǫc > 0, m > 1, 0 < λ ≤ 1
1: Xmı́n ← mı́n{xj , j = 1, . . . , n}
2: Xmáx ← máx{xj , j = 1, . . . , n}
3: vl0j ← Xmı́n,j + l

(

Xmáx,j −Xmı́n,j

R+ 1

)

j = 1, . . . , n , l = 1, . . . , R

4: vlnew ← vl0 l← 1, . . . , R
5: mientras |vlnew − vlold| > ǫc i← 1, . . . ,M , l← 1, . . . , R hacer

6: µnew
il

←
[ R
∑

k=1

( |xi − vlold|2
|xi − vkold|2

)
1

m−1

]−1

7: vlnew ←

M
∑

i=1

xi(µnew
il )m

M
∑

i=1

(µnew
il )m

8: fin mientras

9: θ̂(0)← 0
10: P (0)← αI

11: σl
j ← σ j = 1, . . . , n

12: para i← 1,M hacer

13: para l← 1, R hacer

14: µil ←
n
∏

j=1

exp



−1

2

(

xij − vlj

σl
j

)2




15: fin para

16: ξil ← µil∑R
l=1

µil

17: fin para

18: para h← 1, H hacer

19: s← 0 contador auxiliar

20: para k ← 1,K ×M hacer

21: si s ≤M entonces

22: s← s+ 1
23: si no

24: s← 1
25: fin si

26: Ph(k) ← 1
λ

{

I − Ph(k − 1)ξ(xs)
[

λI + (ξ(xs))⊤Ph(k − 1)ξ(xs)
]−1

(ξ(xs))⊤
}

Ph(k −
1)

27: θ̂h(k)← θ̂h(k − 1) + Ph(k)ξ(x
s)
[

ysh − (ξ(xs))⊤θ̂h(k − 1)
]

28: fin para

29: devolver fh(x | θ̂h)← θ̂h
⊤
ξ(x)

30: fin para
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4.4. Aplicación a modelos económicos

En esta sección se presentan resultados de pruebas numéricas realizadas con

información del Producto Interno Bruto (PIB) no petrolero de Ecuador1, la Reserva

Internacional de libre Disponibilidad (RILD) de Ecuador2, un ı́ndice de liquidez finan-

ciera3 y los Índices de Precios al Consumidor (IPC) y Productor (IPP) de Ecuador4,

con el objetivo de validar los métodos propuestos y analizar su comportamiento.

Los resultados para cada una de las aplicaciones numéricas fueron obtenidos

mediante la aplicación desarrollada (ver [35]). Para ello se implementaron los méto-

dos:

mı́nimos cuadrados por lotes (MCL),

mı́nimos cuadrados recursivo (MCR),

aprendizaje desde el ejemplo modificado (AEM),

agrupamiento difuso combinado (ADC),

mı́nimos cuadrados recursivo combinado (MCRC) (método propuesto).

Estos métodos fueron implementados utilizando funciones de pertenencia Gaus-

sianas y Triangulares. Únicamente en el caso del agrupamiento difuso combinado

no se implementó estas funciones, debido a que este método define especı́ficamen-

te su función de pertenencia.

1Los datos son obtenidos de los Boletines del Banco Central del Ecuador.
2Esta información proviene de la Dirección de Estudios del Banco Central de Ecuador.
3Esta información corresponde a los Boletines Financieros publicados mensualmente por la Su-

perintendencia de Bancos y Seguros.
4Los datos son obtenidos de los Boletines del Instituto Nacional de Estadı́sticas y Censos.
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Para visualizar de mejor manera el desempeño de cada método, se estandari-

zaron los datos, es decir, se utilizó una escala porcentual o en su defecto se nor-

malizaron y estandarizaron las variables, ver [27].

En algunas aplicaciones se dividió al conjunto de datos en conjunto de entrena-

miento y un conjunto de pruebas (back testing). Concretamente, en el conjunto de

entrenamiento se aplican los métodos, después se calculan las predicciones y se

evalúa la capacidad predictiva de cada método. Además, para contrastar los resul-

tados se calcularon modelos de series de tiempo (SARIMA) para las aplicaciones

de la RILD, el ı́ndice de liquidez y los ı́ndices de precios al consumidor-productor.

Estos cálculos se los hizo utilizando el paquete estadı́stico forecast y la función au-

to.arima del software R, ver [28].
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Figura 4.1: PIB mı́nimos cuadrados por lotes (MCL)

4.4.1. Producto Interno Bruto (PIB) no Petrolero de Ecuador

El PIB no petrolero es el valor de los bienes y servicios de uso final generados

por agentes económicos durante un perı́odo. Su cálculo se deriva de la construcción

de la matriz Insumo-Producto, que describe los flujos de bienes y servicios en el

aparato productivo, desde la óptica de los productores y de los usuarios finales.

Las variables que se consideraron para este modelo son las siguientes:

Variable Descripción

Y Producto interno bruto no petrolero de Ecuador

X1 Materia Prima

X2 Inflación anual

X3 Formación bruta de capital fijo (FBKF)

X4 Consumo de hogares

Las series anuales corresponden al perı́odo 2001 - 2007. En esta aplicación no

se hace back testing debido a poca información.

En la Figura 4.1 para el caso de la función de pertenencia Gaussiana el ajuste es

mejor, pues esta función describe de mejor manera la tendencia del PIB, comparado

con el ajuste de la función Triangular.
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Figura 4.2: PIB mı́nimos cuadrados recursivo 100 iteraciones (MCR)
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Figura 4.3: PIB aprendizaje desde el ejemplo modificado (AEM)

La Figura 4.2 presenta el ajuste del método de mı́nimos cuadrados recursivo,

aquı́ se utilizaron 100 iteraciones, para ambas funciones de pertenencia, se aprecia

que en ambos casos, las estimaciones no se asemejan a los valores reales de la

serie.

En el caso del aprendizaje desde ejemplo modificado, ambas funciones descri-

ben eficientemente la tendencia de la serie, pero la función de pertenencia Triangu-

lar ajusta de mejor manera que la función Gaussiana, ver Figura 4.3.

La Figura 4.4 muestra el desempeño del agrupamiento difuso combinado con 2

y 3 centros, aquı́ el ajuste con 3 centros es superior al ajuste con 2 centros, la serie

pronosticada se sobrepone a la serie del PIB.

El método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado se aprecia en la Figura
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Figura 4.4: PIB agrupamiento difuso combinado (ADC)
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Figura 4.5: PIB mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 iteraciones (MCRC)
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Figura 4.6: PIB residuos de los métodos automáticos

4.5, se aplicaron 100 iteraciones, con 2 y 3 centros, en este caso se observa que

para ambos centros los pronósticos no se ajustan a la serie original, aun cuando se

incrementa el número de centros.

La Figura 4.6 presenta la suma de errores para cada uno de los métodos. Los

métodos de agrupamiento difuso combinado tienen el menor error acumulado, le

sigue los métodos de mı́nimos cuadrados por lotes, el aprendizaje desde ejemplo

modificado con función triangular y finalmente el método de mı́nimos cuadrados

recursivo con función triangular. Se concluye que en este caso los métodos de

agrupamiento difuso combinado dan mejores resultados ya que estos tienen un

ajuste superior comparado con los demás métodos. Es importante notar que para

esta aplicación hay solamente 7 observaciones en las series. En este contexto el

ajuste obtenido para los métodos combinados es eficiente.
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4.4.2. Reserva Internacional de Libre Disponibilidad (RILD) de Ecuador

La administración de las reservas internacionales requiere objetivos claros, sis-

temas de control fuertes y una apreciación realista de las limitaciones que se tienen.

Un manejo eficiente de estas reservas implica una administración macroeconómica

exitosa para un paı́s. La mayor parte de los bancos centrales tienden a mantener

reservas en forma de bonos; los cuales, devengan intereses de bajo riesgo u otros

activos de riesgo similar en algún tipo de divisa. Lo anterior constituye un intento de

asegurar los valores de mercado de sus activos externos, que son susceptibles de

tener cambios, de manera que sean siempre mayores que el valor de los pasivos

monetarios.

Es de gran importancia para un paı́s asegurar y fortalecer su capacidad de afron-

tar acontecimientos inesperados, como son los choques financieros exógenos. Es-

trategias sanas de manejo de reservas conllevan una amplia gama de objetivos de

polı́tica, tales como:

asegurar un alto nivel de confianza en las polı́ticas monetaria y cambiaria de

la economı́a, particularmente en regı́menes de tipo de cambio fijo;

mantener divisas lı́quidas durante los ataques de los choques externos;

darle confianza a la comunidad internacional de que la economı́a es capaz de

cumplir con sus obligaciones externas.

Particularmente, los depósitos que realizan, tanto el sector público como el siste-

ma financiero privado, en el Banco Central del Ecuador, por ser exigibles a la vista,

están respaldados por la Reserva Internacional de Libre Disponibilidad (RILD), la

cual por su carácter de activo de reserva del paı́s y por su tamaño, es el componente

de mayor importancia en los activos del Banco Central del Ecuador.

83



Los recursos de la RILD son invertidos, por mandato legal, en los mercados fi-

nancieros internacionales, bajo los principios de seguridad, liquidez y rentabilidad.

Una parte de los rendimientos obtenidos se revierte al Presupuesto General del Es-

tado y otra parte es transferida mensualmente al Instituto Ecuatoriano de Seguridad

Social (IESS), para mejorar las prestaciones a favor de sus afiliados. Básicamente,

la RILD corresponde al monto de activos externos de alta liquidez que tienen una

contrapartida en los pasivos del balance del Banco Central del Ecuador 5.

El Banco Central del Ecuador, calcula la reserva monetaria de libre disponibili-

dad que sirve de base para mantener los sistemas de canje, reserva financiera y

otras operaciones del Banco Central del Ecuador, ver [29].

Se propone modelar la RILD considerando las variables:

Variable Descripción

Y Reserva internacional de libre disponibilidad (RILD) de Ecuador

X1 Ingresos al sistema financiero

X2 Egresos del sistema financiero

X3 Exportaciones de petróleo

X4 Importaciones de derivados de petróleo

La información corresponde a series mensuales del perı́odo enero 2007 - agosto

2010. Para este caso se considera como conjunto de entrenamiento al perı́odo com-

prendido enero 2007 - diciembre 2009 y como conjunto de pruebas (back testing)

al perı́odo enero 2010 - agosto 2010.

A continuación, se presentan los resultados de los métodos de mı́nimos cua-

drados por lotes, mı́nimos cuadrados recursivo, agrupamiento difuso combinado y

mı́nimos cuadrados recursivo combinado.

5Cabe recordar que antes de adoptar la dolarización de la economı́a ecuatoriana, el concepto

que se manejaba era el de Reserva Monetaria Internacional, mismo que significaba el saldo entre

activos y pasivos externos bajo control de las autoridades económicas del paı́s; sus componentes

eran el oro monetario, los derechos especiales de giro, la posición y uso de la reserva en el Fondo

Monetario Internacional (FMI), los activos en divisas y otros tı́tulos de crédito.
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Figura 4.7: RILD mı́nimos cuadrados por lotes (MCL)
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Figura 4.8: RILD mı́nimos cuadrados recursivo 100 iteraciones (MCR)

La Figura 4.7 muestra el ajuste para el método de mı́nimos cuadrados por lotes,

con funciones de pertenencia Gaussiana y Triangular, se observa que el ajuste en

el conjunto de entrenamiento es bueno para ambas series, pero al momento de

realizar el back testing, los pronósticos para ambas series se tornan volátiles.

En el caso del método de mı́nimos cuadrados recursivo con 100 y 500 iteracio-

nes (Figura 4.8 y Figura 4.9 respectivamente), para la función Gaussiana (Figura

4.8a y Figura 4.9a), el ajuste en el entrenamiento es un tanto volátil; aun cuando

existe una similitud en el comportamiento entre la serie entrenada y la serie original.

Cuando se analiza el back testing se nota cierta semejanza con los valores reales

de la RILD. En el caso de la función de pertenencia Triangular (Figura 4.8b y Figura

4.9b), se observa que el entrenamiento es superior, pero los pronósticos en el back
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Figura 4.9: RILD mı́nimos cuadrados recursivo 500 iteraciones (MCR)
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Figura 4.10: RILD agrupamiento difuso combinado (ADC)

testing no se asemejan a la serie original.

Para el agrupamiento difuso combinado, se utilizaron 12 y 24 centros, los re-

sultados se pueden observar en la Figura 4.10. En el caso en el cual se utiliza 12

centros (Figura 4.10a) en el conjunto de entrenamiento se aprecia una semejan-

za con la serie original, algo muy parecido sucede con los pronósticos en el back

testing. Cuando se aumenta a 24 centros (Figura 4.10b), se observa una mejora

muy significativa tanto en el conjunto de entrenamiento como en el back testing,

capturando de mejor manera los cambios de tendencia.

En el método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado con 100 y 500 itera-

ciones (Figura 4.11 y Figura 4.12) se utilizaron 12 y 24 centros. Con 100 iteraciones

en ajuste del conjunto de entrenamiento es muy parecido para 12 y 24 centros, pero
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Figura 4.11: RILD mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 iteraciones (MCRC)

Gaussiana
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Figura 4.12: RILD mı́nimos cuadrados recursivo combinado 500 iteraciones (MCRC)

Gaussiana
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Figura 4.13: RILD residuos de los métodos automáticos y back testing

cuando se calcula los pronósticos hay mejores resultados con 12 centros, ver Figu-

ra 4.11a. Lo mismo sucede cuando se incrementa a 500 iteraciones, es decir, con

12 centros los pronósticos se asemejan mucho más a la serie real (Figura 4.12a).

La Figura 4.13 presenta para cada uno de los métodos la suma de errores del

modelo y back testing. Los mejores métodos según estos criterios son mı́nimos

cuadrados por lotes, agrupamiento difuso combinado 24 (24 grupos) y mı́nimos

cuadrados recursivo combinado 12 100 (12 centros, 100 iteraciones).

Con el objetivo de comparar los resultados de los métodos automáticos, se cal-

culó un modelo SARIMA para la RILD utilizando el mismo conjunto de entrenamien-

to, los resultados del modelo SARIMA muestran que el modelo más apropiado para

su estimación y pronóstico es un SARIMA(3, 0, 0)(1, 0, 0). Los resultados del mo-

delo SARIMA son comparados con los mejores métodos automáticos en la Figura

4.14. Se puede apreciar que los métodos de mı́nimos cuadrados por lotes, agru-

pamiento difuso combinado 24 y el modelo SARIMA son los mejores cuando se

ejecuta el entrenamiento (residuos de los modelos), pero cuando se calculan los

pronósticos (residuos del back testing), los métodos de agrupamiento difuso combi-

nado 24 y mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12 100 son más competitivos,

por tanto estos métodos poseen una mejor capacidad predictiva.
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Figura 4.14: RILD contraste
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4.4.3. Índice de Liquidez de Instituciones Financieras

La liquidez de una institución financiera se entiende como la capacidad de contar

con los fondos necesarios para:

cumplir oportunamente con los compromisos financieros adquiridos, esto es

cubrir retiros de depósitos a la vista, pagar una deuda, o pagar a proveedores;

aprovechar oportunidades de negocio, es decir, compra de cartera, inversión

a tasa atractiva, etc.

Cuando una institución enfrenta una escasez de fondos para cumplir sus obli-

gaciones, tiene la necesidad de conseguir recursos alternativos o vender activos

en condiciones desfavorables. Esto conlleva un alto costo financiero o una elevada

tasa de descuento, incurriendo en pérdidas de valoración. Razón por la cual una

institución debe establecer e implementar polı́ticas y procedimientos idóneos que

le permitan una adecuada administración de su liquidez, considerando la comple-

jidad y volumen de las operaciones que realiza. Dichas polı́ticas y procedimientos

deben considerar los posibles escenarios y la forma en la que la institución res-

ponderá en el caso de que tales eventos se conviertan en realidad, ver [33]. Sin

embargo, la preferencia por la liquidez puede llevar a acciones dañinas a la conve-

niencia económica general. Por ejemplo, si hay incertidumbre o los precios decaen,

la población en general puede preferir mantener sus dineros, tendencia que si se

generaliza, puede llevar a una disminución de la demanda o incluso a una corrida

bancaria.

El siguiente modelo considera el ı́ndice definido como:

Liquidez =
Fondos disponibles

Total de depósitos a corto plazo

por lo que se consideraron las siguientes variables:
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Figura 4.15: Banco Pichincha mı́nimos cuadrados recursivo (MCR)

Variable Descripción

Y1 Índice de liquidez Banco Pichincha

Y2 Índice de liquidez Banco Internacional

Y3 Índice de liquidez Banco Amazonas

X1 Índice de precios al consumidor

X2 Inflación

La información corresponde a las series mensuales del perı́odo enero 2006 -

octubre 2010. Como conjunto de entrenamiento se consideró al perı́odo enero 2006

- diciembre 2009 y como conjunto de pruebas (back testing) al perı́odo enero 2010

- octubre 2010.

A continuación, se presentan los resultados de los métodos de mı́nimos cua-

drados recursivo, agrupamiento difuso combinado y mı́nimos cuadrados recursivo

combinado para Banco Pichincha.

La Figura 4.15 muestra el ajuste para el método de mı́nimos cuadrados recursivo

con 100 y 500 iteraciones y con función de pertenencia Gaussiana. Se observa que

el ajuste en el conjunto de entrenamiento recoge la tendencia de la serie original,

pero al momento de realizar el back testing, los pronósticos no se asemejan a los

valores observados.
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Figura 4.16: Banco Pichincha agrupamiento difuso combinado (ADC)
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Figura 4.17: Banco Pichincha mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 itera-

ciones (MCRC) Gaussiana

Para el agrupamiento difuso combinado, se aplicó 12 y 24 centros, los resultados

se observan en la Figura 4.16. Con 12 centros (Figura 4.16a) en el conjunto de

entrenamiento se aprecia una semejanza con la serie original, algo similar sucede

con los pronósticos en el back testing. Pero cuando se incrementa a 24 centros

(Figura 4.16b), se observa una mejora muy significativa tanto en el conjunto de

entrenamiento como en el back testing, capturando mucho mejor la tendencia de la

serie original.

En el método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado con 100 y 500 itera-

ciones (Figura 4.17 y Figura 4.18) se utilizaron 12 y 24 centros. Con 100 iteraciones

el ajuste del conjunto de entrenamiento es muy parecido para 12 y 24 centros, lo
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Figura 4.18: Banco Pichincha mı́nimos cuadrados recursivo combinado 500 itera-

ciones (MCRC) Gaussiana
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Figura 4.19: Banco Pichincha residuos de los métodos automáticos y back testing

mismo ocurre cuando se calcula los pronósticos, en estos casos no se asemejan

a la serie del ı́ndice de liquidez, ver Figura 4.17a. Lo mismo ocurre cuando se au-

menta a 500 iteraciones, no se observa ninguna mejora (Figura 4.18a). Esto podrı́a

deberse a que el comportamiento de este indicador es muy volátil.

La Figura 4.19 presenta para cada uno de los métodos la suma de errores del

modelo y back testing. Los mejores métodos según estos criterios son agrupamien-

to difuso combinado 24 (24 grupos) y mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12

500 (12 centros, 500 iteraciones).

A continuación se calculó el modelo SARIMA para el ı́ndice de liquidez del Banco

Pichincha utilizando el mismo conjunto de entrenamiento, los resultados del modelo
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Figura 4.20: Banco Pichincha contraste
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SARIMA muestran que el modelo más apropiado para su estimación y pronóstico es

un SARIMA(0, 1, 0)(2, 0, 0). Los resultados del modelo SARIMA son comparados

con los mejores métodos automáticos en la Figura 4.20. El método de agrupamiento

difuso combinado 24 y el modelo SARIMA son los mejores al momento de la esti-

mación (residuos de los modelos), si se evalúan los pronósticos (residuos del back

testing), los métodos de agrupamiento difuso combinado 24 y mı́nimos cuadrados

recursivo combinado 12 500 son más competitivos.
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Figura 4.21: Banco Internacional mı́nimos cuadrados recursivo (MCR)
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Figura 4.22: Banco Internacional agrupamiento difuso combinado (ADC)

A continuación, se presentan los resultados de los métodos de mı́nimos cua-

drados recursivo, agrupamiento difuso combinado y mı́nimos cuadrados recursivo

combinado para Banco Internacional.

La Figura 4.21 muestra el método de mı́nimos cuadrados recursivo con 100 y

500 iteraciones con función de pertenencia Gaussiana. Se observa que el ajuste en

el conjunto de entrenamiento recoge la tendencia de la serie original, lo mismo ocu-

rre cuando se ejecuta el back testing, en este caso no se aprecia ninguna diferencia

significativa cuando se varia el número de iteraciones.

Para el método de agrupamiento difuso combinado, se aplicó 12 y 24 centros,

los resultados se observan en la Figura 4.22. Con 12 centros (Figura 4.22a) en el

conjunto de entrenamiento se aprecia una semejanza con la serie original, algo muy
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Figura 4.23: Banco Internacional mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 ite-

raciones (MCRC) Gaussiana

Jun−06 Dic−06 Jun−07 Dic−07 Jun−08 Dic−08 Jun−09 Dic−09 Jun−10
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Mes

Liquidez Internacional

MCRC 12 500

Back testing

(a) Centros c = 12

Jun−06 Dic−06 Jun−07 Dic−07 Jun−08 Dic−08 Jun−09 Dic−09 Jun−10
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Mes

Liquidez Internacional

MCRC 24 500

Back testing

(b) Centros c = 24

Figura 4.24: Banco Internacional mı́nimos cuadrados recursivo combinado 500 ite-

raciones (MCRC) Gaussiana

parecido sucede con los pronósticos en el back testing. Al incrementar a 24 centros

(Figura 4.22b), se observa una mejora muy significativa tanto en el back testing,

capturando de mejor manera la tendencia de la serie original.

El método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado con 100 y 500 iteracio-

nes (Figura 4.23 y Figura 4.24) se utilizaron 12 y 24 centros. Con 100 iteraciones

el ajuste del conjunto de entrenamiento es muy parecido para 12 y 24 centros, lo

mismo ocurre cuando se calcula los pronósticos, ver Figura 4.23a. De la misma

forma, cuando se aumenta a 500 iteraciones, no se observa ninguna mejora (Figu-

ra 4.24a). Aun cuando el ajuste no se asemeja a la serie, este método modela la
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Figura 4.25: Banco Internacional residuos de los métodos automáticos y back tes-

ting

tendencia del fenómeno.

La Figura 4.25 presenta para cada uno de los métodos la suma de errores del

modelo y back testing. Los mejores métodos según estos criterios son agrupamien-

to difuso combinado 24 (24 grupos) y mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12

500 (12 centros, 500 iteraciones).

Nuevamente, se calculó un modelo SARIMA para el ı́ndice de liquidez del Banco

Internacional utilizando el mismo conjunto de entrenamiento, los resultados del mo-

delo SARIMA muestran que el modelo más apropiado para su estimación y pronósti-

co es un SARIMA(0, 1, 0)(0, 0, 2). El modelo SARIMA es comparado con los me-

jores métodos automáticos en la Figura 4.26. Al igual que el ı́ndice de liquidez de

Banco Pichincha, se aprecia que el método de agrupamiento difuso combinado 24

y el modelo SARIMA son los mejores al momento de la estimación (residuos de

los modelos), y al calcular los pronósticos (residuos del back testing), el método

mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12 500 es más competitivo.
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Figura 4.26: Banco Internacional contraste
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Figura 4.27: Banco Amazonas mı́nimos cuadrados recursivo (MCR)
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Figura 4.28: Banco Amazonas agrupamiento difuso combinado (ADC)

A continuación, se presentan los resultados de los métodos de mı́nimos cua-

drados recursivo, agrupamiento difuso combinado y mı́nimos cuadrados recursivo

combinado para Banco Amazonas.

En la Figura 4.27 se observa el método de mı́nimos cuadrados recursivo con 100

y 500 iteraciones con función de pertenencia Gaussiana. El ajuste en el conjunto de

entrenamiento recoge la tendencia de la serie original, lo mismo ocurre cuando se

ejecuta el back testing, nuevamente no se aprecia ninguna diferencia significativa

cuando se varia el número de iteraciones.

Para el agrupamiento difuso combinado, se utilizó 12 y 24 centros (Figura 4.28).

En este caso se observa que al incrementar el número de centros a 24, se logra un

mejor ajuste en el entrenamiento, lo cual se refleja en los pronósticos, cuando se
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Figura 4.29: Banco Amazonas mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 itera-

ciones (MCRC) Gaussiana
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Figura 4.30: Banco Amazonas mı́nimos cuadrados recursivo combinado 500 itera-

ciones (MCRC) Gaussiana

aplica el back testing.

El método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado con 100 y 500 iteracio-

nes (Figura 4.23 y Figura 4.24) se utilizaron 12 y 24 centros. Con 100 iteraciones

el ajuste del conjunto de entrenamiento es muy parecido para 12 y 24 centros, lo

mismo ocurre cuando se calcula los pronósticos, se observa que no hay un buen

ajuste, pero el modelo logra ajustar adecuadamente la tendencia de la serie, ver

Figura 4.23a. De la misma forma, cuando se aumenta a 500 iteraciones, no se ob-

serva ninguna mejora, Figura 4.24a.
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Figura 4.31: Banco Amazonas residuos de los métodos automáticos y back testing
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Figura 4.32: Banco Amazonas contraste
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La Figura 4.31 presenta para cada uno de los métodos la suma de errores del

modelo y back testing. Los mejores métodos según estos criterios son agrupamien-

to difuso combinado 24 (24 grupos) y mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12

500 (12 centros, 500 iteraciones).

Al igual que en el caso anterior se calculó un modelo SARIMA para el ı́ndice

de liquidez del Banco Amazonas utilizando el mismo conjunto de entrenamiento,

los resultados del modelo SARIMA muestran que el modelo más apropiado para

su estimación y pronóstico es un SARIMA(2, 1, 1)(0, 0, 0). Los resultados de los

mejores métodos automáticos y del modelo SARIMA son comparados con en la

Figura 4.32. Se puede notar que el método de agrupamiento difuso combinado 24

y el modelo SARIMA son los mejores al momento de la estimación (residuos de

los modelos), pero cuando se calculan los pronósticos (residuos del back testing),

al igual que el ı́ndice de liquidez del Internacional el método mı́nimos cuadrados

recursivo combinado 12 500 es más competitivo.
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4.4.4. Índices de Precios al Consumidor y al Productor de Ecuador

Los ı́ndices de precios al Productor (IPP) y al Consumidor (ICC) a menudo son

vistos como los diferentes precios de los productos a lo largo de una cadena de pro-

ducción. Por lo general, los precios de producción son los precios de las mercancı́as

de entrada, que se utilizan para producir bienes finales. Los precios al consumidor

son los precios de los bienes finales, que se venden a los consumidores.

Si el IPP e IPC están relacionados por la cadena de producción, los cambios

en los precios de los materiales sin procesar (precios de productos básicos) deben

pasar a través de los precios de los bienes intermedios y terminados y en última

instancia al precio al consumidor, ver [30].

Según el Instituto Nacional de Estadı́sticas y Censos, el ı́ndice de precios al

consumidor (IPC), es un indicador mensual nacional que mide los cambios en el

tiempo del nivel general de los precios, correspondientes al consumo final de bie-

nes y servicios de los hogares de estratos de ingreso: alto, medio y bajo; residentes

en el área urbana del paı́s, en donde se investiga el precio para los 299 artı́culos

de la canasta fija de investigación [31]. El ı́ndice de precios al productor (IPP) es un

indicador de alerta a la inflación, que mide la evolución de los precios de los bienes

producidos para el mercado interno y la exportación, se calcula a partir de precios

al productor, que se recogen en la fase de venta del bien producido mediante entre-

vista directa en los establecimientos manufactureros y mineros, en las unidades de

producción agropecuaria (UPAs) y en los establecimientos pesqueros, ver [32].

Para esta aplicación se consideraron como variables dependientes los ı́ndices

de precios y como variables independientes los precios de algunos productos bási-

cos, los que se detallan en la siguiente tabla:
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Figura 4.33: IPC mı́nimos cuadrados recursivo (MCR)

Variable Descripción

Y1 Índice de precios al consumidor (IPC) de Ecuador

Y2 Índice de precios al productor (IPP) de Ecuador

X1 Precio aceites

X2 Precio azúcar

X3 Precio cereales

X4 Precio bebidas

La información corresponde a las series mensuales del perı́odo enero 2006 -

noviembre 2010. Para esta aplicación se consideró como conjunto de entrenamien-

to al perı́odo enero 2006 - junio 2010 y como conjunto de pruebas (back testing) al

perı́odo julio 2010 - noviembre 2010.

A continuación, se presentan los resultados de los métodos de mı́nimos cua-

drados recursivo, agrupamiento difuso combinado y mı́nimos cuadrados recursivo

combinado, para el ı́ndice de precios al consumidor.

La Figura 4.33 muestra el método de mı́nimos cuadrados recursivo, con 100 y

500 iteraciones, se observa que no existe un diferencia significativa entre los con-

juntos de entrenamiento, cuando se varia el número de iteraciones, de hecho hay

cierta volatilidad en el entrenamiento, lo cual no sucede con la serie original, dando
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Figura 4.34: IPC agrupamiento difuso combinado (ADC)
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Figura 4.35: IPC mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 iteraciones (MCRC)

Gaussiana

como resultado pronósticos volátiles en el back testing.

En el agrupamiento difuso combinado, sucede algo parecido al caso anterior

(Figura 4.33), se presenta cierta volatilidad durante el entrenamiento, lo cual reper-

cute en los pronósticos, haciendo que estos se vuelvan inestables. No se obtiene

ninguna mejora cuando se varı́a el número de grupos (12 y 24 centros).

Con los mı́nimos cuadrados recursivos combinados se obtienen mejores resul-

tados en los pronósticos, para el caso de 12 centros, aun cuando el entrenamiento

no se asemeje a la serie del IPC (Figura 4.35 y Figura 4.36).

Las Figuras 4.33 a la 4.36 muestran el desempeño de cada uno de los métodos

automáticos comparado con el valor observado. La Figura 4.37 presenta para cada
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Figura 4.36: IPC mı́nimos cuadrados recursivo combinado 500 iteraciones (MCRC)

Gaussiana
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Figura 4.37: IPC residuos de los métodos automáticos y back testing
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Figura 4.38: IPC contraste
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uno de los métodos la suma de errores del modelo y back testing. Los mejores

métodos según estos criterios son agrupamiento difuso combinado 24 (24 grupos)

y mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12 100 (12 centros, 100 iteraciones).

Al igual que en los casos anteriores, se calculó un modelo SARIMA para el IPC

utilizando el mismo conjunto de entrenamiento, los resultados del modelo SARIMA

muestran que el modelo más apropiado para su estimación y pronóstico es un SA-

RIMA(1, 1, 0)(1, 0, 0). Los resultados del modelo SARIMA son comparados con los

mejores métodos automáticos en la Figura 4.38. El método de agrupamiento difuso

combinado 24 y el modelo SARIMA son los mejores al momento de la estimación

(residuos de los modelo), y al calcular los pronósticos (residuos del back testing), el

método mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12 500 y el modelo SARIMA son

más competitivos.
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Figura 4.39: IPP mı́nimos cuadrados recursivo (MCR)
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Figura 4.40: IPP agrupamiento difuso combinado (ADC)

A continuación, se presentan los resultados de los métodos de mı́nimos cua-

drados recursivo, agrupamiento difuso combinado y mı́nimos cuadrados recursivo

combinado, para el ı́ndice de precios al productor.

La Figura 4.39 muestra el método de mı́nimos cuadrados recursivo, con 100 y

500 iteraciones, se observa que no existe un diferencia significativa entre los con-

juntos de entrenamiento, cuando varia el número de iteraciones, en este caso los

pronósticos no se aproximan al comportamiento de la serie en el back testing.

Para el agrupamiento difuso combinado, se presenta una situación similar al

caso del IPC, el ajuste durante la etapa de entrenamiento se vuelve volátil, lo que

incide en los pronósticos, ver Figura 4.40.

Como sucedió en el IPC, el método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado
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Figura 4.41: IPP mı́nimos cuadrados recursivo combinado 100 iteraciones (MCRC)

Gaussiana
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Figura 4.42: IPP mı́nimos cuadrados recursivo combinado 500 iteraciones (MCRC)

Gaussiana
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Figura 4.43: IPP residuos de los métodos automáticos y back testing

tiene mejores resultados para el caso de 12 centros, esto se observa en las Figuras

4.41 y Figuras 4.42.

En las Figuras 4.39 a la 4.42 se puede apreciar el desempeño de cada uno de

los métodos automáticos comparado con el valor real. La Figura 4.43 presenta para

cada uno de los métodos la suma de errores del modelo y back testing . Los mejores

métodos según estos criterios son agrupamiento difuso combinado 24 (24 grupos)

y mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12 100 (12 centros, 100 iteraciones).

Se calculó un modelo SARIMA para el IPP utilizando el mismo conjunto de entre-

namiento, los resultados del modelo SARIMA muestran que el modelo más apropia-

do para su estimación y pronóstico es un SARIMA(1, 1, 0)(0, 0, 0). Los resultados

de los mejores métodos automáticos son comparados con el modelo SARIMA en

la Figura 4.44. Al igual que el IPP, se puede apreciar que el método de agrupa-

miento difuso combinado 24 y el modelo SARIMA son los mejores al momento de

la estimación (residuos de los modelos), pero cuando se calculan los pronósticos

(residuos del back testing), el método mı́nimos cuadrados recursivo combinado 12

500 y el modelo SARIMA son más competitivos.
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Figura 4.44: IPP contraste
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se describen los métodos automáticos de regresión difusa: mı́ni-

mos cuadrados por lotes, mı́nimos cuadrados recursivo, aprendizaje desde el ejem-

plo modificado y agrupamiento difuso combinado. Se generalizan los métodos al

caso de entrada y salida múltiple, lo cual permite aplicarlos a una gama de pro-

blemas más amplia. Además, se propone un nuevo método mı́nimos cuadrados

recursivo combinado, el cual ha mostrado un gran desempeño tal como se puede

observar en las pruebas numéricas realizadas. En general, los resultados obteni-

dos son muy alentadores y corresponden a una medida cuantitativa del potencial

de estos métodos en aplicaciones económicas.

Para el caso del PIB no petrolero, considerando que el número de observaciones

empleado es pequeño y sin embargo los métodos logran describir y caracterizar la

tendencia de la serie. Con un mayor número de observaciones (RILD, ı́ndice de li-

quidez e ı́ndices de precios), existe mayor eficiencia al caracterizar la tendencia y

sobre todo el back testing en los métodos automáticos y en particular en los méto-

dos combinados y el método propuesto. Esto se debe a que una mayor cantidad de

información contribuye al mejoramiento en la construcción de reglas del sistema lo

que caracteriza de mejor manera al fenómeno de estudio. El mismo criterio justifica

el mejor desempeño de los métodos combinados. En general, el back testing del

método propuesto proporciona estimaciones muy competitivas comparadas con los

modelos SARIMA y los métodos de la literatura.

Como regla general, para definir métodos combinados, proponemos usar méto-

114



dos de extracción de reglas para inicializar los parámetros del sistema difuso y luego

utilizar algún método de mı́nimos cuadrados, dependiendo de la aplicación que se

considere, de esta manera se podrı́a investigar los métodos:

aprendizaje desde el ejemplo modificado combinado: aprendizaje desde ejem-

plo + mı́nimos cuadrados,

aprendizaje desde el ejemplo modificado recursivo: aprendizaje desde ejem-

plo + mı́nimos cuadrados recursivo

El estudio de estos métodos es un problema abierto.

Finalmente, cabe señalar que la precisión requerida y el costo computacional

son parámetros a tener en cuenta al momento de decidir que método aplicar, e.g.,

el método de mı́nimos cuadrados recursivo no requiere la inversión de una matriz y

por tanto es más estable numéricamente. Sin embargo, su costo computacional es

elevado comparado con el método de mı́nimos cuadrados por lotes. Por otra parte,

la escala de los datos puede causar inestabilidad en los algoritmos. Por esta razón,

en general, es recomendable estandarizar los datos.

Definir un criterio automático de selección de los métodos para una aplicación

cualquiera es un problema abierto que esperamos sea parte de un trabajo futuro.
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A. Librerı́a de funciones

Para esta aplicación se desarrolló un librerı́a en el paquete R, el cual es un len-

guaje de programación para análisis estadı́stico que permite a los usuarios definir

sus propias funciones, también posee una amplia gamma de herramientas estadı́sti-

cas. Entre sus ventajas:

Reducen el tamaño de los archivos ejecutables: gran parte del código puede

estar almacenado en bibliotecas y no en el propio ejecutable lo que redunda

en una mejor modularización1.

Pueden estar compartidas entre varias aplicaciones: si el código es suficien-

temente genérico, puede resultar de utilidad para múltiples aplicaciones.

Facilitan la gestión y aprovechamiento de la memoria del sistema: la carga

dinámica permite al sistema operativo aplicar algoritmos que mejoren el ren-

dimiento del sistema cuando se carguen estas bibliotecas. Además, al estar

compartidas, basta con mantener una copia en memoria para todos los pro-

gramas que la utilicen.

Brindan mayor flexibilidad frente a cambios: es posible mejorar el rendimiento

o solucionar pequeños errores distribuyendo únicamente una nueva versión

de la biblioteca dinámica. Nuevamente, está corrección o mejora será aprove-

chada por todas las aplicaciones que compartan la biblioteca.

1En programación orientada a objetos, la Modularidad es la propiedad que permite subdividir una

aplicación en partes más pequeñas, cada una de las cuales debe ser tan independiente como sea

posible de la aplicación en sı́ y de las restantes partes.
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# MÉTODOS AUTOMÁTICOS DE REGRESIÓN DIFUSA (mard)

# RODRIGO PAÚL CAJAMARCA

# FECHA INICIO 2011-03-15

El script esta disponible gratuitamente en [35].

# Función: mard_ValPertenenciaNormal

# Cálculo de la matriz Xi para los puntos de entrenamiento (valores de pertenencia), para función normal

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# C: Matriz de centros de funciones de pertenencia de variables de entrada

# Sigma: Matriz de dispersiones de funciones de pertenencia de variables de entrada

# R: Número de reglas del sistema

# SALIDAS:

# Xi: Valores de pertenencia

mard_ValPertenenciaNormal <- function(X,C,Sigma,R)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

Mu <- matrix(NA,nrow=R,ncol=M)

den <- matrix(NA,nrow=1,ncol=M)

Xi <- matrix(NA,nrow=R,ncol=M)

for(l in 1:M){

for(i in 1:R){

Mu[i,l] <- 1

for(j in 1:n){

Mu[i,l] <- Mu[i,l]*exp(-0.5*((X[l,j]-C[i,j])/Sigma[i,j])^2)

}

}

den[l] <- sum(Mu[,l])

Xi[,l] <- Mu[,l]/den[l]

}

return(Xi)

}
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# Función: mard_centros

# Calcula los centros de las funciones de pertenencia para las variables de entrada

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# R: Número de reglas del sistema

# SALIDAS:

# C: Matriz de centros de funciones de pertenencia de variables de entrada

mard_centros <- function(X,R)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

C <- matrix(NA,nrow=R,ncol=n)

for(j in 1: n){

for(i in 1: R){

C[i,j] <- abs(X[i+1,j]-X[i,j])*0.5 + X[i,j]

}

}

return(C)

}

# Función: mard_centros_iniciales

# Calcula los centros iniciales para el agrupamiento difuso c-medias

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# c: Número de centros (Número de reglas del sistema)

# SALIDAS:

# V: Matriz de centros iniciales para funciones de pertenencia de variables de entrada

mard_centros_iniciales <- function(X,c)

{

minmax <- matrix(NA,nrow=n,ncol=2)

V <- matrix(NA,nrow=R,ncol=n)

for(j in 1:n){

minmax[j,1] <- min(X[,j])

minmax[j,2] <- max(X[,j])

for(i in 1:R){

V[i,j] <- minmax[j,1] + i*((minmax[j,2] - minmax[j,1])/(R+1))

}
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}

return(V)

}

# Función: mard_centros_difusos

# Calcula los centros difusos para el agrupamiento difuso c-medias

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# V: Matriz de centros iniciales para funciones de pertenencia de variables de entrada

# R: Número de reglas del sistema

# e_c: Tolerancia para el cálculo de centros

# m: Parámetro de solapamiento

# SALIDAS:

# V: Matriz de centros difusos finales para funciones de pertenencia de variables de entrada

mard_centros_difusos <- function(X,V,R,e_c,m)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

flg <- 0

numiter <- 0

Mu <- matrix(NA,nrow=M,ncol=R)

VNew <- matrix(NA,nrow=R,ncol=n)

while(flg == 0){

Mu <- mard_fcm_mu(X,V,m)

for(j in 1:R){

num <- matrix(0,nrow=1,ncol=n)

den <- 0

for(i in 1:M){

num <- num + X[i,]*(Mu[i,j]^m)

den <- den + (Mu[i,j]^m)

}

VNew[j,] = num/den

}

test <- matrix(0,nrow=1,ncol=R)

for(i in 1:R){

test[1,i] = sqrt(as.numeric(t(V[i,]-VNew[i,])%*%(V[i,]-VNew[i,])))

}

for(i in 1:R){
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flg <- 1

if(test[1,i]>e_c){

flg <- 0

i = R

}

}

V <- VNew

}

return(V)

}

# Función: mard_fcm_mu

# Calcula los valores de pertenencia para el agrupamiento difuso

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# V: Matriz de centros difusos para funciones de pertenencia de variables de entrada

# m: Parámetro de solapamiento

# SALIDAS:

# Mu: Valores de pertenencia

mard_fcm_mu <- function(X,V,m)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

Mu <- matrix(NA,nrow=M,ncol=R)

for(i in 1:M){

for(j in 1:R){

z <- 0

for(k in 1:R){

z <- z + (as.numeric(t(X[i,]-V[j,])%*%(X[i,]-V[j,]))/as.numeric(t(X[i,]-V[k,])%*%(X[i,]-V[k,])))^(1/(m-1))

}

Mu[i,j] <- 1/z

}

}

return(Mu)

}
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# Función: mard_Xhat

# Crea la matriz Xhat para el agrupamiento difuso combinado

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# SALIDAS:

# Xhat: Matriz de variables de entrada modificada

mard_Xhat <- function(X)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

Xhat <- matrix(NA,nrow=M,ncol=n+1)

for(i in 1:M){

Xhat[i,1] <- 1

for(j in 1:n){

Xhat[i,j+1] <- X[i,j]

}

}

return(Xhat)

}

# Función: mard_adc

# Calcula el método de agrupamiento difuso combinado

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# Y: Matriz de variable de salida

# R: Número de reglas del sistema

# e_c: Tolerancia para el cálculo de centros

# m: Parámetro de solapamiento

# SALIDAS:

# output: Estimaciones para la matriz de las variables de entrada

# V: Matriz de centros difusos para funciones de pertenencia de variables de entrada

mard_adc <- function(X,Y,R,e_c,m)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

V <- mard_centros_iniciales(X,R)
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V <- mard_centros_difusos(X,V,R,e_c,m)

Mu <- mard_fcm_mu(X,V,m)

Xhat <- mard_Xhat(X)

Dhat <- matrix(0,nrow=M,ncol=M)

A <- matrix(0,nrow=n+1,ncol=R)

for(j in 1:R){

for(i in 1:M){

Dhat[i,i] <- Mu[i,j]^2

}

A[,j] <- (solve(t(Xhat)%*%Dhat%*%Xhat))%*%t(Xhat)%*%Dhat%*%Y

}

Muf <- mard_fcm_mu(X,V,m)

output <- matrix(NA,nrow=1,ncol=M)

numf <- matrix(0,nrow=1,ncol=M)

denf <- matrix(0,nrow=1,ncol=M)

for(i in 1:M){

numf[1,i] <- 0

denf[1,i] <- 0

for(j in 1:R){

numf[1,i] <- numf[1,i] + as.numeric(t(A[,j])%*%Xhat[i,]*Muf[i,j])

}

denf[1,i] <- denf[1,i] + as.numeric(sum(Muf[i,]))

output[1,i] <- numf[1,i]/denf[1,i]

}

return(list("output"=output,"V"=V))

}

# Función: mard_mcr_mod

# Calcula el método de mı́nimos cuadrados recursivo modificado

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# Y: Matriz de variable de salida

# sigma_1: Dispersión para las funciones de pertenencia de las variables de entrada

# NRLS: Número de iteraciones para el proceso recursivo

# lambda: factor de pérdida de memoria

# SALIDAS:

# output: Estimaciones para la matriz de las variables de entrada

# thetahatresult: Parámetro theta estimado
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mard_mcr_mod <- function(X,Y,sigma_1,NRLS,alpha,lambda)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

Sigma <- matrix(sigma_1,nrow=R,ncol=n)

R <- M - 1 # R número de reglas

NRLSM <- NRLS*M

C <- matrix(NA,nrow=R,ncol=n)

C <- mard_centros(X,R)

thetahatpast <- matrix(0,nrow=R,ncol=1)

thetahat <- matrix(0,nrow=R,ncol=NRLSM)

Ppast <- alpha * diag(R)

eyeP <- diag(R)

P <- matrix(NA,nrow=R,ncol=R)

Xi <- matrix(NA,nrow=R,ncol=M)

Xi <- mard_ValPertenenciaNormal(X,C,Sigma,R)

Xiaux <- matrix(0,nrow=R,ncol=1)

lm <- 0

for(k in 1: NRLSM){

if(lm <= M){

lm <- lm + 1

if(lm > M){

lm = 1

}

}

Xiaux <- Xi[,lm]

Yaux <- Y[lm,]

factor <- as.numeric(1/(lambda + as.numeric(t(Xiaux)%*%Ppast%*%Xiaux)))

P <- (1/lambda)*(eyeP - factor*(Ppast%*%Xiaux%*%t(Xiaux)))%*%Ppast

thetahat[,k] <- thetahatpast + (Yaux - as.numeric(t(Xiaux)%*%thetahatpast))*(P%*%Xiaux)

Ppast <- P

thetahatpast <- thetahat[,k]

}

thetahatresult <- thetahatpast

output <- matrix(NA,nrow=1,ncol=M)

output <- t(thetahatresult)%*%Xi

return(list("output"=output,"thetahatresult"=thetahatresult))

}
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# Función: mard_mcl

# Calcula el método de mı́nimos cuadrados por lotes

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# Y: Matriz de variable de salida

# sigma_1: Dispersión para las funciones de pertenencia de las variables de entrada

# SALIDAS:

# output: Estimaciones para la matriz de las variables de entrada

# thetahat: Parámetro theta estimado

mard_mcl<- function(X,Y,sigma_1)

{

M <- dim(X)[1] # M número de entradas y salidas de datos

n <- dim(X)[2] # n número de variables de entrada

R <- M - 1 # R número de reglas

C <- matrix(NA,nrow=R,ncol=n)

C <- mard_centros(X,R)

Sigma <- matrix(sigma_1,nrow=R,ncol=n)

Xi <- matrix(NA,nrow=R,ncol=M)

Xi <- mard_ValPertenenciaNormal(X,C,Sigma,R)

Phi <- matrix(NA,nrow=M,ncol=R)

Phi <- t(Xi)

thetahat <- matrix(NA,nrow=M,ncol=1)

thetahat <- solve(t(Phi)%*%Phi)%*%t(Phi)%*%Y

output <- matrix(NA,nrow=1,ncol=M)

output <- t(thetahat)%*%Xi

return(list("output"=output,"thetahat"=thetahat,"C"=C))

}

# Función: mard_mcrc

# Calcula el método de mı́nimos cuadrados recursivo combinado

# ENTRADAS:

# X: Matriz de variables de entrada

# Y: Matriz de variable de salida

# R: Número de reglas del sistema

# e_c: Tolerancia para el cálculo de centros
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# m: Parámetro de solapamiento

# sigma_1: Dispersión para las funciones de pertenencia de las variables de entrada

# NRLS: Número de iteraciones para el proceso recursivo

# lambda: factor de pérdida de memoria

# SALIDAS:

# output: Estimaciones para la matriz de las variables de entrada

# V: Matriz de centros difusos para funciones de pertenencia de variables de entrada

mard_mcrc <- function(X,Y,R,e_c,m,NRLS,sigma_1,alpha,lambda)

{

M <- dim(X)[1]

n <- dim(X)[2]

Sigma <- matrix(sigma_1,nrow=R,ncol=n)

V <- mard_centros_iniciales(X,R)

V <- mard_centros_difusos(X,V,R,e_c,m)

C <- matrix(NA,nrow=R,ncol=n)

C <- V

NRLSM <- NRLS*M

thetahatpast <- matrix(0,nrow=R,ncol=1)

thetahat <- matrix(0,nrow=R,ncol=NRLSM)

Ppast <- alpha * diag(R)

eyeP <- diag(R)

P <- matrix(NA,nrow=R,ncol=R)

Xi <- mard_ValPertenenciaNormal(X,C,Sigma,R)

lm <- 0

Xiaux <- matrix(0,nrow=R,ncol=1)

for(k in 1: NRLSM){

if(lm <= M){

lm <- lm + 1

if(lm > M){

lm = 1

}

}

Xiaux <- Xi[,lm]

Yaux <- Y[lm,]

factor <- as.numeric(1/(lambda + as.numeric(t(Xiaux)%*%Ppast%*%Xiaux)))

P <- (1/lambda)*(eyeP - factor*(Ppast%*%Xiaux%*%t(Xiaux)))%*%Ppast

thetahat[,k] <- thetahatpast + (Yaux - as.numeric(t(Xiaux)%*%thetahatpast))*(P%*%Xiaux)

Ppast <- P

thetahatpast <- thetahat[,k]
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}

thetahatresult <- thetahatpast

output <- matrix(NA,nrow=1,ncol=M)

output <- t(thetahatresult)%*%Xi

return(list("output"=output,"V"=V))

}
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