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Resumen

En el presente trabajo se estudiardan algunas propiedades algebraicas de las ma-
trices circulantes, y su relacion con el poliedro de recubrimiento. Se caracterizan las
inversas de la clase particular de las matrices circulantes con coeficientes en {0, 1}, y se
emplean estos resultados para obtener una nueva familia de desigualdades validas para
el poliedro de recubrimiento asociado a ellas. Por otra parte, se presentan algoritmos
polinomiales para la solucion del problema de recubrimiento asociado a matrices cir-
culantes con coeficientes en {0, 1}, asi como para la separacién de una clase especifica

de desigualdades.

VIII



Abstract

In this paper we study some algebraic properties of circulant matrices, and its
relation to the covering polyhedron. We characterize the inverse of a particular class
of circulant matrices with coefficients in {0,1}, and use these results to obtain a new
family of valid inequalities for the covering polyhedron associated to them. On the other
hand, we describe polynomial algorithms for solving the covering problem associated
to circulant matrices with coefficients in {0,1}, as well as the separation of a specific

class of inequalities.
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Capitulo 1
Fundamentos algebraicos

En el presente capitulo se revisaran algunos conceptos basicos del dlgebra lineal que
seran utilizados posteriormente. Esta revision incluye propiedades de la descomposicion
espectral de un operador lineal de dimensién finita, las cuales estan relacionadas con
el estudio de los valores y vectores propios de su matriz asociada. Se realiza ademds un
breve estudio del operador matricial conocido como Transformada de Fourier Discreta
y de algunas de sus propiedades. Se describen también las matrices circulantes.

En adelante, los indices de matrices y vectores seran contados desde cero.

1.1. Valores y vectores propios

En el presente trabajo se abordara el estudio espectral de las matrices circulantes
con el objetivo de explotar sus propiedades algebraicas en el contexto de un problema
combinatorio. Para cumplir con este objetivo es necesario recordar primero algunos

resultados clasicos del dlgebra lineal. Para su demostracién ver, por ejemplo, [27], [19].

Definicién 1.1.1. Sea M € C™ " wuna matriz cuadrada con coeficientes complejos.
Se define a su polinomio caracteristico como el polinomio pyr(\) = det(M — AI). Los

valores de \ que satisfacen py(N\) = 0 se llaman valores propios de M.

A partir de la definicién anterior, se sigue que el polinomio py, () tiene exactamente
n raices complejas (contando las respectivas multiplicidades). Ademds, para cada raiz
de par (M), el operador lineal asociado a M — Al no es biyectivo, por lo cual existe un
subespacio vectorial no trivial Vy, € CV*¥ tal que Vy = ker(M — AI). Dicho espacio
V) es conocido como el subespacio propio de M asociado al valor propio A, y cada
elemento v de V), que por tanto verifica la relacion Mv = Av se dice un vector propio

de M asociado al valor propio A.



Proposiciéon 1.1.1. Para toda matriz cuadrada M € C™ " invertible existen una
matriz J € C™" triangular superior y una matriz ortogonal B € C"*", tales que

M = BJB™!. La matriz J se conoce como la forma de Jordan asociada a la Matriz M.

La forma de Jordan asociada a una matriz M tiene por elementos de la diagonal
los valores propios de M. En caso de que la matriz J sea diagonal, se dice que M es

diagonalizable.

Proposicién 1.1.2. Vectores propios asociados a valores propios distintos son orto-

gonales.

Corolario 1.1.3. Si una matriz M tiene valores propios distintos dos a dos, entonces

M es diagonalizable.

Proposicién 1.1.4. Si J es la forma de Jordan asociada a M, es decir, M = BJB™!,
entonces, para todo polinomio f, f(M) = Bf (J) B~'. En particular, de esto se sigue

ademds que si A es valor propio de M, entonces f (\) es valor propio de f (M) .

1.2. Transformada de Fourier discreta

Sea x = (x1,%3,...,x,) € C". Se define a su Transformada de Fourier Discreta
(TFD) X = F (z) como el vector (X, Xa,...,X,) € C" cuyas componentes son

n
_2miy s
Xy = E zje~ M parak=1,...,n.

Jj=1

Al ser una aplicacion lineal entre espacios de dimensién finita, podemos escribir
F (z) = Fz, donde la matriz F = (fy), . estd dada por fy, = 67D v ¢ — ¢=2mi/n
es la principal raiz n-ésima de la unidad.

Puesto que la matriz F' es invertible, se sigue que la Transformada de Fourier
Discreta representa un isomorfismo en C".

En algunos casos, la transformada suele definirse como \/%?7: (x), con el objetivo
de tener una transformacion unitaria, es decir una isometria. La TFD ha sido usa-
da extensamente en diversos campos como el procesamiento de sefiales [18], [20] la
digitalizacion de imdgenes [26] y en la resolucién de sistemas de ecuaciones. Se de-
scriben algunos ejemplos de su aplicacion, para mas detalles se sugiere al lector revisar
las respectivas referencias.

En el procesamiento de senales se usa la TFD para eliminar las ondas de mas alta
frecuencia de una senal discreta y periddica, o cuando se conocen los valores de una senal
continua y periddica en instantes discretos. Dada una senal periddica, su TFD es su

representacion en una base ortogonal en la que la proyeccién sobre los vectores propios



asociados a los valores propios de menor modulo corresponden a las altas frecuencias
de la senal original; por tanto, al eliminar dichas ondas y usar la inversa de la TFD se
obtiene una una senal con ruido reducido. Dentro de este campo, se emplea también
una transformada multidimensional, descrita por ejemplo en [15].

En el tratamiento de imégenes digitales es necesario tomar en cuenta que una ima-
gen esta formada por pixeles, cada uno de los cuales es representado por un nimero
entero o un vector, dependiendo si la imagen es en escala de grises o a color. En la
compresion de iméagenes, se calcula la transformada de una imagen dada, que sera otra
imagen del mismo tamano. En ésta se eliminan los pixeles correspondientes a las altas
frecuencias, y luego se obtiene la imagen comprimida al calcular la transformada in-
versa. El resultado es una imagen que es similar a la original y cuyo almacenamiento
requiere menos memoria [26.

Para la mejora o realce de imagenes se usa una idea similar, ya que un patréon de
distorsién en una imagen digital (por ejemplo barras verticales u horizontales) puede
ser identificado en la transformada de ésta. Al eliminarlo y aplicar posteriormente la
transformada inversa, se obtiene una imagen sin el patrén de distorsion, mejorando
asi la calidad de la imagen sin influir en la memoria necesaria para almacenarla [26].

Esta transformada es muy usada en conexion con las matrices circulantes, que estan
definidas en la Seccién 1.3. Como se observa en dicha seccion, los valores propios de
una matriz circulante coinciden con la TFD del vector correspondiente a su primera
fila.

En la practica, se emplea para los calculos computacionales una variacién de la
TFD llamada Transformada de Fourier Répida (FFT por sus siglas en inglés). El
algoritmo usado para su cédlculo tiene una complejidad computacional de O(nlogn), y
es computacionalmente mas eficiente que el algoritmo usado para el célculo de la TFD,
cuya complejidad es de O (n?).

La transformada de Fourier discreta tiene propiedades analogas a su similar continua
la cual es estudiada en anadlisis, para mas resultados referentes a la TFD ver, por

ejemplo, [20].

1.3. Matrices circulantes

Una matriz circulante M € K™*™ es una matriz en la que cada fila se obtiene a

partir de la fila anterior, mediante la rotacién de un elemento a la derecha. Es decir,

si su primera fila es ¢I' = (cg, ¢1,. .., Ca 1), S j-ésima fila esta dada por ¢! P~1, donde



P es la matriz:

01 0 0
00 1

P = 0 0
0 0 1
10 -~ 0 0

A continuacion, se exhiben algunas propiedades béasicas de esta matriz P, las que

seran de utilidad a lo largo de la presente seccion.

27

Proposicién 1.3.1. Los valores propios de la matriz P son \j =en’,j=0,1,...,n—

1, y sus vectores propios correspondientes son w; = (exp(%lj));:ol .

Demostracidn. El polinomio caracteristico asociado a la matriz Pesp (\) = (1)" (\" — 1).
Es decir, los valores propios de P son las raices n—ésimas de la unidad .
El espacio propio asociado a A; es la solucion del sistema P — \;I = 0. Este espacio

es generado por el vector w; = (exp(%l N ]
Proposicién 1.3.2. La matriz P es ortogonal, es decir PPT = PTP = I.

Demostracion. Sea Q = PPT, puesto que P = (5i,j_1(m0dn)) , entonces () =

nxn

(Gif),1 > CONL Gij = S pro Ok 1(modn) Ok —1(modn),j = Oij, €s decir PPT = T. O

Proposicién 1.3.3. La matriz P verifica la ecuacion

P"—1=0.

Demostracién. El polinomio caracteristico asociado a P es p(A\) = (1)" (A" —1). De

esto se sigue directamente que p(P) = P" — [ = 0. ]
Lema 1.3.4. P" % = (Pk)T

Demostracion. De las proposiciones anteriores, se sigue que la siguiente cadena de

igualdades es vélida.

P* (P = 1=p"
(Pk)T — Pn—k'



Una matriz circulante tiene la forma

Co C1 ... Cp—2 Cp—1
Cn—1 Co C1 Cn—2
C= Cno1 Co
C2 RS €1
C1 Co N G | Co

Observar que C' queda determinada por su primera fila, por lo que se empleara en

adelante la notaciéon C' = Circ(co,cq, .. ., cp—1). Ademads, se puede verificar que

n—1
C=> cP. (1.1)
j=0

Este tipo de matrices son usadas en el procesamiento digital de imagenes [15], [26]
debido a que son diagonalizadas por medio de una Transformada de Fourier Discreta.
También son usadas en encriptacién de datos [23]. Ademds, estas matrices representan
funciones en el grupo ciclico Z/nZ. Numéricamente, la solucién de un sistema de ecua-
ciones asociado a una matriz circulante es menos compleja computacionalmente que
para el caso general, pues se pueden aprovechar las propiedades de la Transformada de

Fourier Discreta.

1.3.1. Propiedades de las matrices circulantes

A continuacién se recopilan algunos resultados relativos a las matrices circulantes
en general. Los detalles omitidos en algunas demostraciones pueden ser consultados,
por ejemplo, en [17].

Dado un campo K, una K —4&lgebra A es un K —espacio vectorial, en el cual existe
ademas un producto - : A x A — A que es bilineal respecto a las operaciones de A

como espacio vectorial. Es decir,

(M) v = Mu-v), Yu,v € AN € K,
u-(v+w) = u-vtu-w, Yu,v,w € A,

(u+v) - w = w-w+v- w,Vu,v,w € A.

Una base para la K —algebra es una base de A como K —espacio vectorial.



Observacion 1.3.1. El conjunto M, ., C K™*" de las matrices cuadradas con las
operaciones usuales de suma, producto por escalar y producto matricial forma una

K —dlgebra de dimension n?.

Proposicién 1.3.5. Sea K un campo. El conjunto C, C K"*" de las matrices circu-
lantes con las operaciones usuales de suma, producto por escalar y producto matricial
forma una K—dlgebra de dimensién n. El conjunto B={P’;0<j <n-—1} es una

base para esta K-dlgebra.

Demostracion. A partir de (1.1), es inmediato verificar que C, dotado de la suma
matricial y el producto por escalar es un K —espacio vectorial de dimensién n con base
B, ademés, para todo par P*, P/ de elementos de B, el producto P¥P/ = P*Ji € B C
C,. Puesto que el producto de matrices distributivo respecto a la suma y homogéneo

respecto al producto por un escalar, se tiene el resultado deseado. O]

Corolario 1.3.6. En caso de que una matriz circulante C' sea invertible, su inversa

también es una matriz circulante.

Demostracion. De la proposicion anterior y de la observacién, se sigue que C,, es una
subdlgebra de M,,,,. En particular, puesto que la matriz P° = I € C,, se sigue que
C,, es un subanillo de M,,,,; por lo cual los inversos multiplicativos de los elementos
invertibles de C,, (para el producto usual de matrices en M,,«,,) pertenecen también a
Ch. m

Proposicién 1.3.7. Sea C = Z;‘;& ¢;P; € C,. Entonces, CT = Z?;Ol c; PP € C,,.

Demostracion. Sea C' = Z?;& c¢;P7. Puesto que del Lema 1.3.4 se conoce que P =
(Pk)T, se sigue directamente que CT = Z}:& c; P71 € C,. O

En nuestro estudio nos limitaremos al caso particular K = Q C C. Existen también
estudios sobre estas matrices en campos finitos y sobre anillos, ver por ejemplo [8].

Dado un anillo A, el conjunto de polinomios con coeficientes en A con las operaciones
usuales de suma y producto se denomina el anillo de polinomios sobre Ay se denota
por A[z]. Dado un polinomio p(z) € Alx], el anillo A[z]/p(x) estd formado por las
clases de equivalencia médulo p(z). Dos polinomios ¢(z),r(x) estan en la misma clase

de equivalencia médulo p(z) si y solamente si p(z)|q(x) — r(x).

Observaciéon 1.3.2. El anillo Q[x]/(z™ — 1) es ademds un dlgebra de dimension n.
Cada elemento de esta dlgebra es la clase de equivalencia representada por un polinomio
de grado inferior o igual a n — 1. Una base para esta dlgebra estd dada por {[z'] : 0 <
i<n-—1}.



Proposicién 1.3.8. Existe un isomorfismo ¢ entre el dlgebra de las matrices circu-
lantes C,, y el dlgebra Q[z]/(z™ — 1).

Demostracion. Basta tomar el homomorfismo ¢ : C, — Q|z]/(2" — 1), definido por
p(P)=2a"1=0,...n—1. O
Observacién 1.3.3. Un polinomio p(x) es invertible mddulo ™ — 1 si y sdlo si
ged (2 — 1,p(x)) = 1. Esto se sigue directamente de la definicion del mdzximo comin

divisor entre dos polinomios.

Por la proposicién anterior, una matriz circulante C' € C, es invertible si y solo si

su polinomio asociado ¢ (C') es coprimo con z" — 1.

Proposiciéon 1.3.9. Si n es un numero primo, los elementos C' de C, que no son
invertibles son exactamente aquellos que satisfacen 17C = 0, o aquellos en los que

todas las entradas son iguales.

Demostracion. Si n es primo, la tnica factorizacién con coeficientes racionales (salvo
producto por escalar) de 2 — 1 estd dada por 2 — 1 = (z — 1) Y7, *.

Por tanto, un polinomio p(z) en C[z]/(z™—1) es invertible si y s6lo si p(x) es coprimo
con g(z) = S p—sa® y con r(x) = x — 1, por lo que los elementos no invertibles son
miltiplos de 7 (z) o de ¢ (x) . De la Proposicién 1.3.8, se sigue que para C' = ZZ;& i P*,

si () ¢ (C) entonces existe d () = S p— dpr® tal que

n—1 n—1
Z gt = (r—1) Z dpa”
k=0 k=0

—_

= (dk—l - dk) fEk,
0

i

(donde los indices son tomados médulo n). De esto se sigue que

n—1
1”c = Z e’

k=
n—

= o

(dpy1 — di) 17

|
(]

=0

I
;Dw

Reciprocamente, si 17C' = 0, tomando ¢(z) = Z;é dpx®, condy =0, d;i_1 = d;+c;,
1 <i<n-—1,sesigue que ¢ (C) = ¢(x) (x —1).
Anglogamente, ¢ (z) | (C) si y s6lo si existe d (v) = S p—y dpa* tal que

n—1 n—1 n—1
E gt = ! dpa®
k=0 j=0 k=0



por tanto, ¢; = 23:01 dj, 0 <i <n—1. Es decir C' = Circ(co, ..., c,—1) tiene todas

sus entradas iguales. O

Proposicién 1.3.10. Los valores propios de una matriz C = Circ (co,c1, ..., ¢n1)
estan dados por \,, = Z;:g c; exp(%mj)7 para 0 <m < n-—1, y sus vectores propios
correspondientes estdn dados por wy, = (exp(2my))"=;.

Demostracion. Dado que la matriz circulante C' se expresa como C' = Z?Zl c; Pty
puesto que los valores propios de la matriz P son A, = exp(%m), m=1,2,...,n,el

resultado se sigue directamente de la Proposicion 1.1.4 O

Se sigue directamente de la definicién de la TFD y de la proposiciéon anterior que la
transformada de Fourier discreta del vector (co, ¢y, ..., ¢, 1) coincide con la diagonal
de la matriz de valores propios de C' = Circ (co, ¢1, ..., Cp1).

Ademas, de la proposicién anterior obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.3.11. Sea C = Circ(cg, ¢, ..., Cq_1) una matriz circulante invertible,

entonces

()" = Circe (F~Vinvvec (F (co,c1,- .-y Ca1))) s
donde invvec(v)el vector cuyas entradas son los inversos multiplicativos del vector v.

Para el célculo de la inversa de una matriz circulante general mediante este método,
basta conocer la transformada de Fourier discreta del vector (cg, 1, ..., ¢,—1). La com-
plejidad computacional de la inversiéon depende por tanto del algoritmo que se usa para
calcular dicha transformada, y se puede alcanzar el orden O (nlogn) si se emplea el
algoritmo FFT. Esta misma propiedad permite resolver de manera eficiente un sistema
de ecuaciones asociado a una matriz circulante.

En el presente trabajo nos concentraremos en una clase particular de matrices
circulantes de orden n x n cuya primera fila tiene k£ 1’s consecutivos, seguidos de n — k
ceros, con 0 < k < n. Es decir, nos interesan las matrices C* € C, cuyos elementos

estan dados por

1, sij—i=t modn, 0<t<k-—1,
Cij =
v 0, en caso contrario.

Se puede caracterizar la invertibilidad de C* en una forma similar a la de la Proposi-

cion 1.3.9. Para esto demostraremos en primer lugar dos lemas previos.



Lema 1.3.12. Sean n, k € Z, entonces ged (g@ (Cff) , T — 1) =1.

Demostracion. Puesto que Ck = Z?:o PJ | se tiene que ¢ (C’ff) = Z?:o J. Si deno-
tamos gcd(gp (C’,"f) T — 1) = p(z) # 1, puesto que (z — 1) es un polinomio de gra-
do 1, esto sucede si y sélo si p(x) =  — 1. Entonces existe ¢ (z) € Z[x], tal que
¢ (CF) (z) = q(z) (z — 1), en particular se tendrd que ¢ (C¥) (1) = ¢(1)(1—1), lo

cual es una contradiccién pues ¢ (1) = k # 0, lo que muestra que p (z) = 1. ]

Lema 1.3.13. Sean n, k € Z, tales que ged (n, k) = d, entonces ged (x” —1,2F — 1) =

x?— 1.

Demostracion. Puesto que se conocen todas las raices del polinomio z™ — 1 en C [z],

éste puede ser expresado como producto de polinomios de grado 1, como

n—1

2mi
x”—le(I—en]),
J=0
de forma similar se tiene que
k—1
2mi
b —1= H (:v—ek’").
m=0

Por tanto, ged (:)3" —1,2¢ — 1) es el producto de los factores comunes de primer
grado entre 2" — 1 y 2¥ — 1. Un polinomio de primer grado = — a es divisor comin
de 2" — 1y 2¥ — 1 si y sélo si a puede ser expresado como a = e = e%m, donde
0<j<n-—1,0<m < k. Es decir, los valores m, j € Z, son soluciones de la ecuaciéon
diofantica

LM g<i<n—1, 0<m<k (1.2)
n k
De manera equivalente, j&k =nm,0 < j <n,0<m < k.
Sean nq, k; tales que n = nid y k = kid, entonces la ecuacion toma la forma

jk1 =mnym con ged(ny, ki) = 1. De aqu{’i se sigue que ki|m

y n1|j. Asi, las soluciones para (1.2) estdan dadas por j = tny,m = tk;, 0 <t < % =
. d—1 N d—1

-+ = d. Por tanto, las raices de ged (z" —1,2% — 1) son {e%ml} = {e%t} Y
t=0 t=0

entonces, ged (93” —1,2% — 1) = f;& <a; — e%t) =7 1.



Lema 1.3.14. Una matriz C* es invertible si y solamente si ged(n, k) = 1.

Demostracion. Sea d = ged (n, k). Partiendo del hecho que ¢ (CF) = Z?;S 27, se sigue
que (z — 1) ¢ (C¥) = 2* — 1. Del Lema 1.3.13 se tiene que ged ((z" — 1), (27 — 1)) =
ged ((m 1) (CH,(z-1) Z;:é J:j) =2t —-1=(z-1) Z?;é 27, De esto se sigue
que ged (go (CH) ,Z;:OI xj> = Zj;(l) 27. Por el Lema 1.3.12, ged (¢ (CF) ;2 —1) =1,
y por tanto, ged ((,0 (ij) ,rt — 1) = Z;l;é 27. En particular, ged ((,0 (Cﬁ) , 't — 1)

=1
si y s6lo si d = 1. De la Observacién 1.3.3 se sigue el enunciado. [

Proposicién 1.3.15. Los valores propios de una matriz circulante C* estdin dados por
Am = Zf;é exp(2tmyj), para 0 <m <n—1.

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicién 1.3.10. [
Proposicién 1.3.16. Para toda matriz circulante C*, el espacio propio asociado al
valor propio \g = k, es el espacio de dimension 1 generado por 1 € R"™. Ademds, no

eziste otro vector propio de C* que tenga todas sus coordenadas positivas.

Demostracion. Los valores propios de C* estdn dados por la fémula

De esto se sigue que para j = 0 se tiene el valor propio \g = k, ademas, para j # 0,
I\ < Z;:Ol ‘eQW%i‘ = k. Es decir, el valor propio \g = k tiene multiplicidad uno.

De la Proposicion 1.1.2, los vectores propios asociados a Aj, 1 < j < n — 1, son
todos ortogonales al vector 1. Por lo tanto, ninguno de éstos tiene todas sus coordenadas

positivas. ]

De la definicién de las matrices C¥, ademds se verifica que si (C¥)" = d;;

; {l,ﬁi—jztanLOStgk—L

0, en caso contrario;

por tanto se puede expresar la transpuesta de una matriz C* como

(ch)" = prkck, (1.3)

Proposiciéon 1.3.17. Los valores propios de la matriz (C’,’f)T son los conjugados de

los correspondientes valores propios de CF.
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Demostracion. Sea \; = Zf:_ol 2% un valor propio de C*. De las Proposiciones 1.3.15

y 1.3.7 se sigue que el correspondiente valor propio de (CS)T es

27 (n=D)l;
n

2ril;
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Capitulo 2
Recubrimiento de conjuntos

Dados un conjunto S, con |S| = m, una familia 7 = {X;, X5, ..., X,,} de subcon-
juntos de S, y un vector de pesos ¢ € R", el problema de recubrimiento consiste en
encontrar una subfamilia M C 7 de peso ) x,em G minimo tal que todo elemento
de S pertenezca al menos a un conjunto en M, es decir, tal que UXl-eM X; = S. Este

problema puede formularse como un programa lineal entero

min 'z,

Az > 1, (PR)
re€{0,1}",

donde las columnas de A € {0,1}""" son los vectores de incidencia de cada miembro

de 7 y las variables de decisién indican cudles conjuntos de 7 son seleccionados dentro

de la subfamilia M :

El problema de recubrimiento de conjuntos es un problema cldsico de optimizacion
combinatoria y se presenta en diversas aplicaciones, en especial las que tienen que ver
con la ubicacion estratégica de objetos dentro de una red, como por ejemplo el en-
rutamiento vehicular [11], la localizacién de antenas transmisoras [16], de estaciones de
radio [29], localizacién de guardias en galerias de arte [22], [28], asignacién de horarios
[24], [25] entre otros.

Es conocido que este problema es NP-dificil, por lo que es poco probable encontrar
un algoritmo eficiente para su solucién general. Adn asi, algoritmos polinomiales han

sido formulados para ciertos casos particulares (ver, por ejemplo, [9]).
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2.1. Fundamentos de teoria poliedral

En esta seccion se exponen algunos conceptos y resultados basicos que seran usados
en el resto del documento, en especial en lo referente a la geometria poliedral, asi como
algunos teoremas fundamentales de la programacién lineal.

Recordemos que un programa lineal puede formularse de la siguiente manera:

max clz,

Az < b,
r € R",

donde A € Q™" b e Q" y c € Q" Es decir, un programa lineal consiste en op-
timizar una funcién lineal sobre una region factible P = {x € R" : Az < b} definida
por restricciones lineales. Este conjunto P se conoce como poliedro y a continuacion se

describen algunas propiedades del mismo.

2.1.1. Poliedros y politopos

En adelante, V' denotard un espacio vectorial sobre el campo de los reales y X :=
k . .
{x;};_, un subconjunto finito de V.
Una combinacion afin es una combinacién lineal v = ), | oyx; tal que ) ;o = 1.
Un conjunto W C V cerrado para la operacién de combinacion afin se llama espacio

afin. La envolvente afin de un conjunto X C V, es el conjunto

k k
aff (X) = {Z%xi : Zai =1,z EX}.
i=1 i=1

Un conjunto X = {xi}le se dice afinmente independiente, si ninguno de sus ele-
mentos puede ser descrito como combinacién afin de los demas.

Dado un espacio afin A, se conoce que la cardinalidad de cualquier conjunto X C A
afinmente independiente y maximal respecto a la inclusién es la misma. Este valor se

emplea para definir la dimensién de A por
dim (4) = | X| — 1.

Un conjunto {z} formado por un sélo punto es un espacio afin de dimensién 0. Por
otra parte, dados z,b € R" la recta (z) + b = {tx + b,t € R} es un espacio afin de
dimensién 1. Finalmente, si ¢ € R",d € R, el hiperplano {m sl = d} es un espacio

afin de dimensién n — 1.

13



Dado () # M C R™ | se define la dimensién de su envolvente afin por
dim (aff (M)) = dim ((M — z)),

donde z es un elemento fijo, pero arbitrario, de M, M —x =:{y—z:y € M}, y (V)
indica el espacio vectorial generado por Y.

Una combinacion conica de elementos de X = {:Ei}le es una combinacién lineal
x =)y ., a;z; con coeficientes no negativos. Andlogamente, la envolvente cénica de X
es el conjunto .

cone (X) = {Zaixi e X, o > 0} )
i=1

La dimensién de un cono se define como la dimensién de su envolvente afin.

Un conjunto M C R"™ se dice convezo si para todo par de puntos x,y € M, y para
todot € [0,1], te + (1 —t)y € M.

Proposicién 2.1.1. Sea {M;},., una familia de conjuntos convexos, entonces M =

Nics M; es un conjunto convezo.

Demostracion. Sean z,y € M. Entonces, x,y € M;, para todo ¢+ € I. Por tanto, para
todot € [0,1], y paratodo i € I se tiene tx+(1 — t)y € M,. Es decir, tz+(1 —t)y € M,

y M es convexo. O

Por otra parte, la unién de conjuntos convexos no necesariamente es convexa. Por
ejemplo, si x # y € R", {z} e {y} son convexos mientras que {z} U {y} = {z,y} no lo

es.

Definicién 2.1.1. Dado X = {x;}}_, C R, se define a la envolvente convexa de X

como el conjunto

k k
conv (X) = {Zaixi : Zai =1,0; >0,2; € X}.
i=1 i=1

Definicién 2.1.2. Sean A € R™*™ y b € R™. El conjunto P = {x € R" : Ax < b}, el
cual es la interseccion de un numero finito de semiespacios afines cerrados de R™, se

conoce como poliedro.
Un poliedro acotado se conoce como politopo.
Proposicion 2.1.2. Un poliedro es un conjunto convexo.

Demostracion. Por la Proposicién 2.1.1, basta verificar que cada semiespacio afin de

R™ es un conjunto convexo. En efecto, si H = {x ceR":clx < d} , tomando cualquier
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par de puntos, x,y € H y para todo t € [0, 1] se verifica
T T T _
cte+(1—-t)y)=tce+(1—-t)cly<td+(1—t)d=d,

de donde tx + (1 —t)y € H. O

Dados dos conjuntos A, B C R", se define su suma de Minkowski como

A+B={a+b:ac Abe B}.

El siguiente resultado es una caracterizacién fundamental de los poliedros. Expresa
que todo poliedro puede considerarse alternativamente como una interseccion finita
de semiespacios cerrados o la suma de Minkowski entre la envolvente convexa y la
envolvente cénica de dos conjuntos finitos. (Para la demostracién de este resultado,

ver, por ejemplo [31]).

Teorema 2.1.3. Un conjunto P C R™ es un poliedro si y sélo si existen conjuntos
finitos V', Y C R" tales que P = conv (V') + cone (V).

Debido a que un politopo es un conjunto acotado, mientras que un cono no lo es,

se tiene la siguiente observacion.

Observacion 2.1.1. Todo politopo puede ser expresado como la envolvente convexa de

un numero finito de puntos.

La dimensién de un poliedro P C R", se define como la dimensién de su envolvente

afin, dim P := dim (aff (P)). Si dim P = n se dice que P es de dimensién completa.

Definiciéon 2.1.3. Sean ¢ € R",d € R, y P un poliedro en R™. Se dice que la de-

sigualdad lineal ¢’z < d es vdlida para P si todo punto de P la satisface, es decir, si
'z <dVxeP

k
Proposicion 2.1.4. Dado un conjunto {c%;)x < di} , de desigualdades validas para

1=

un poliedro P, y dado t € R% | la desigualdad Zle ticz;)x < Zle t;d; es valida para P.

Demostracion. Puesto que t; > 0, para todo 1 < i < k, se tiene que Vx € P, ticﬁ)x <
t;d;. Sumando estas desigualdades véalidas se sigue que Zle ticz)x < Zle t;d; es valida
para P. O

Definicién 2.1.4. Una desigualdad vdlida ¢’z < d se dice desigualdad de soporte si
eriste T € P tal que ¢c'Z = d. El hiperplano definido por c'x = d se llama entonces

hiperplano de soporte del poliedro P.
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Definicién 2.1.5. Un conjunto de la forma
F::Pﬂ{xeR”:ch:d},
donde ¢’z < d es una desigualdad vdlida para P se llama una cara de P.

Observar que F' = PN {:17 eR": Tz < d} N {x cR": —clx < —d}, por lo que
una cara de un poliedro es en si misma un poliedro. Consecuentemente, la dimension
de una cara es la dimensién de su envolvente afin: dim F' := dim(aff (F")).

El poliedro P en si mismo es una cara de P, pues la desigualdad 0x < 0 es vélida
para P. Ademas, debido a que la desigualdad 0z < 1 es valida, se tiene que el conjunto
vacio es también siempre una cara de P. El resto de caras de un poliedro son llamadas
caras propias.

Las caras de dimensién 0, 1 y dim(P)-1, se denominan respectivamente, vértices,
aristas y facetas de P. En particular, las facetas son las caras propias maximales. Si
{x eR":cly = d} es el hiperplano de soporte de una faceta F' de P, se dice entonces
que la desigualdad ¢’z < d induce una faceta.

A continuacién se revisan algunas propiedades de las caras de un poliedro P.

Proposicién 2.1.5. Sean Fi, Iy caras de un poliedro P, entonces F' = F1 N Fy es una

cara de P.

Demostracion. Fy y Fy pueden ser descritas como {x cR": ClT.T = dl} NP =F1vy
PN {x e R™: ch = dg} = F5, respectivamente, donde las desigualdades clTx <dy
cT'z < dy, son vélidas para P. Se tendrd entonces que para todo x € F, clx + clv =
di + do, y por la Proposicién 2.1.4 se sigue que ¢! x + clz < dj + dy es una desigualdad
valida para P. Luego F'= PN {x ER":cle+cdr=d + d2} es una cara de P. [

Proposicién 2.1.6. Sea P un poliedro de dimension d. Toda faceta F' de P contiene

d puntos afinmente independientes

Demostracion. Por la definicién de faceta, dim (F) = d — 1. Luego, F' tiene d puntos

afinmente independientes. O

Finalmente, se presenta un resultado de gran importancia para la programacion

lineal, para su demostracién, ver, por ejemplo, [13, seccién 6.2].

Proposicién 2.1.7. Si un poliedro tiene un vértice, entonces todas sus caras tienen al

menos un vértice.
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2.1.2. Programas lineales y enteros

En la programacion lineal, se estudian problemas de optimizacién de funciones
lineales sobre poliedros. Consideraremos en adelante el siguiente programa lineal, al

que llamaremos primal:

méx clz,
(PL) Az <'b,
r € R",

con A€ Q™" be Q"yc e Q" El conjunto de soluciones factibles P = {z € R" : Ax < b}
es un poliedro. Si P = (), se dice que (PL) es un programa no factible. Por otra parte, del
Teorema 2.1.3, se conoce que existen conjuntos finitos V, Y tales que conv(V') +-cone(Y) =
P. Si ¢ econe(Y'), puede demostrarse que P contiene una sucesion de puntos (x;),.y
tal que la sucesién correspondiente de valores de la funcién objetivo (chi)ieN es no
acotada en R. En este caso, se dice que (PL) es un programa no acotado.

Si (PL) es factible y acotado, entonces puede demostrarse que existe al menos un
x* € P tal que 'z < ¢a* Vo € P. Un punto z* con esta propiedad es una solucién
6ptima de (PL), y c’2* € R se conoce como el valor éptimo de (PL). Notar que
c's = c¢'2* es un hiperplano de soporte para P. Luego, el conjunto de las soluciones
6ptimas para (PL) es una cara de P. En caso de que P tenga al menos un vértice, de la
Proposicién 2.1.7 se sigue que existe un vértice de P que es solucién éptima de (PL).
Estas soluciones asociadas a vértices de P son llamadas soluciones béasicas.

Si existe y € R™, y > 0, tal que ATy = ¢, se tendré entonces que b7y > (Aa:)Ty =
2T ATy = c"z. Es decir, el valor de y”b es una cota superior para el valor éptimo de la
funcién objetivo de (PL).

Con esta motivacién se define el programa dual a (PL) como el problema de en-
contrar una cota superior de valor minimo. El mismo puede formularse como un nuevo

programa lineal:

min by,
(DL) Aly =,
y>0.

Un resultado fundamental de la programacién lineal es que los valores 6ptimos de

(PL) y (DL) coinciden. Esto se conoce como Teorema de la Dualidad [30, Capitulo 1].

Teorema 2.1.8. Los valores optimos de la funcion objetivo de un problema de progra-
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macion lineal y el de su programa dual coinciden, es decir,

méx clw = min bly
s. t. Ax <b, s.t. Aly=c,
>0,
r e R™ v =
y € R™

El resultado anterior es el resultado central de la programacion lineal e implica que
toda soluciéon 6ptima a un programa lineal posee un “certificado de optimalidad”: una
solucién factible asociada al programa dual.

Un programa entero es un programa lineal en el que las variables de decision estan
sujetas ademas a restricciones de integralidad, es decir, se exige que éstas tomen tnica-

mente valores enteros.

T

max c'x,
(PE)Q st. Az <hb,
reL,

con Ae Q" beQmyce Q.

Definimos la relajacion lineal de (PE) como el programa lineal

max clz,

(PL) Ax < b,
r € R",

obtenido al eliminar las restricciones de integralidad de (PE).

Si llamamos R y P a los conjuntos factibles para (PE) y (PL) respectivamente,
se tiene entonces que R C P, lo que implica que el valor de la solucién éptima para
el programa entero estara acotado por el valor éptimo del programa lineal. Podemos

hacer la misma observacion para el programa dual, y verificamos que:

max clx < méx cl'z = min by < min by
Ar < b, Ax < b, ATy = ¢, ATy = ¢,
reZm". r e R™ y >0, y >0,
y € R"™. y L.

En general, las desigualdades en esta cadena son estrictas. Es decir, para programas
enteros, no existe un equivalente al Teorema de Dualidad. La excepcion la conforman
casos especificos generalmente asociados a problemas combinatorios clasicos como el

de flujo méximo, cuyo problema dual es el de corte minimo [13, pp. 26, 57 |.
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Considerar el conjunto factible de (PE), R = { Az < b,x € Z"} . Se define al poliedro
integral P; asociado a (PE) por P; = conv (R) . Es facil demostrar que Py es efectiva-
mente un poliedro. Ademas, como cada cara de P; contiene puntos de R, serd equiva-

lente optimizar sobre R que sobre P;. Como resultado se tiene el siguiente lema:

Lema 2.1.9. Sean c € Q", A € Q™™ y b e Q™. Entonces:

mix 'z = méx clx
Az < b, x € P =conv ({x € Z": Az < b}).
x L.

Puesto que sabemos que P; es un poliedro, una estrategia posible para resolver
(PE) es describirlo mediante un sistema de desigualdades lineales, para posteriormente
aplicar técnicas de la programacion lineal. Sin embargo, aunque se conocen algoritmos
de transformacion entre las representaciones de un poliedro, su orden de complejidad
computacional es muy elevado, lo que los vuelve inaplicables en la practica. Si o’z < 8
es una desigualdad valida para P, se tiene que la desigualdad |o|” 2 < | 8] es satisfecha
por todos los puntos de R, y por tanto es también valida para P;. De este modo, es
posible obtener de forma dindmica nuevas desigualdades validas para el P;, las cuales
son anadidas a las restricciones originales creando un programa lineal cuyo conjunto
factible P verifica P, c P C P. Por tal razén, el valor 6ptimo de la funciéon objetivo
sobre P ser4 una cota superior para (PE), al menos tan ajustada como la obtenida al
resolver (PL).

Por otro lado, Chvatal[12] demostré que P’ = {x e R™: LyTAJ x < LyTbJ Wy € QT}
es un poliedro tal que P; C P’ C P. Este poliedro se conoce como clausura de Chuvdtal
de P. Repitiendo el proceso recursivamente, se define P;,; = (P;)" y entonces se ob-
tiene una sucesién de poliedros, {P;};°, donde P, D Py D Py Vi€ N, con P, = P. Un
resultado importante descrito en [12] es el hecho de que para todo poliedro P existe
un ¢ € N tal que P, = P;. A partir de este resultado, se define el rango de Chuvdtal de
un poliedro P por

Ch(P)=min{ie N: P, = Pr}.

Aunque existe un algoritmo finito para obtener P; a partir del cédlculo recursi-
vo de clausuras de Chvétal, el mismo es inaplicable en la préactica debido a su gran
complejidad computacional. Sin embargo, el estudio teérico del rango de Chvétal de
poliedros asociados a problemas combinatorios puede ser de interés para entender el
comportamiento de los algoritmos basados en el esquema de planos cortantes descrito

arriba.
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2.2. Resultados poliedrales para el problema de re-

cubrimiento
Recordemos la formulacion del problema de recubrimiento como programa entero:

min 'z
Az > 1, (PR)
z € {0,1}",

con A€ {0,1}" "y ce Q.
En lo que sigue se denotara al politopo entero asociado al problema de recubimiento

por

Q" (A) ;== conv{x € {0,1}" : Ax > 1}.

De manera similar, la relajacién fraccionaria de @Q* (A) se define como la regién

factible de la relajacion lineal de (PR), y la misma serd denotada por

QA) ={zeR": Az >1,0<z<1}.

La estructura del poliedro @Q* (A) ha sido ampliamente estudiada en trabajos an-
teriores, ver por ejemplo [21], [4], [9]. A continuacién se resumen algunos resultados
basicos.

Dada una matriz A € {0,1}"", se denotard por N’ al conjunto de las entradas
en la fila i cuyo valor es uno, es decir N* := {1 < j < n:a; = 1}. Se asume que cada
fila de A contiene al menos 2 entradas distintas de 0. Caso contrario, el programa es

no factible o puede ser reducido a uno de menor tamano.
Proposicién 2.2.1. Q* (A) es de dimension completa.

Proposicién 2.2.2. Q* (A) es mondtono hacia arriba. Es decir, si x € Q* (A), en-
tonces y € Q*(A), Ve <y < 1.

Proposicién 2.2.3. La desigualdad x; > 0 define una faceta de Q*(A) si y sdlo si
IN\{j}] > 2 para todo 1 < i < m.

Proposicién 2.2.4. Todas las desigualdades x; < 1 definen facetas de QQ*(A).

Proposicién 2.2.5. Todas las desigualdades que definen facetas o’z > aqg para Q*(A)

tienen o« > 0 si g > 0.

Proposicién 2.2.6. Las unicas desigualdades de soporte para Q*(A) con coeficientes

enteros y lado derecho igual a 1 son las del sistema Ax > 1.
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Han sido descritas algunas familias de desigualdades que inducen facetas para
Q*(A). Por ejemplo en [21] , [4] se presentan algunos resultados concernientes a de-

sigualdades obtenidas por levantamientos.

2.2.1. El problema de recubrimiento asociado a matrices cir-

culantes

El caso particular del problema de recubrimiento asociado a una matriz circulante C*
ha sido objeto de varios estudios en los ultimos anos, en los que se han caracterizado
facetas y vértices del poliedro Q* (C¥), [6], [3]. En la presente seccién, se presentan
algunos de los resultados mas relevantes obtenidos hasta el momento.

Una desigualdad valida para el problema de recubrimiento en matrices circulantes

es la llamada desigualdad de rango, la cual se escribe como

nz_:lx > {%1 (2.1)

En caso de que n # 0mod k esta desigualdad define una faceta de Q* (C¥)[4].

También se puede ver que para k > 3, la matriz C* cumple las hipétesis de
la Proposicién 2.2.3, por lo cual para este caso, las desigualdades de no negatividad
inducen facetas.

En [3], las autoras demuestran que para el caso de matrices circulantes la Proposi-
cién 2.2.5 puede mejorarse. Se tiene en ese caso que ay = 1 implica a > 0. También se
presenta una forma alternativa de obtener los resultados de [21] y [4] para el caso de
una matriz circulante C*. En este trabajo, se usan ademads los resultados de [14] sobre
circulantes minimamente no ideales para obtener caracterizaciones de nuevas facetas,
definidas por lo que se conoce como menores circulantes de C*.

Dados un conjunto V' de vértices, y una familia H de subconjuntos de V, el par
G = (V, H) se conoce como hipergrafo. Los conjuntos h € H son llamados hiperaristas
de GG, puesto que generalizan la nocién de arista en un grafo.

Dada una matriz A € R™*" cuyas entradas son 0 y 1, es posible asociar a A un
hipergrafo dado por V' ={1,2,...,n}, y una hiperarista h; para cada filai =1,...,m
de A, definida por j € h; <= a;; = 1,Vj € {1,2,...,n}. Reciprocamente, dado un
hipergrafo G, su matriz asociada A tiene una columna por cada vértice, y sus filas son
los vectores de incidencia de cada hiperarista. A se conoce como la matriz de incidencia
de G. En caso de que ninguna hiperarista esté contenida en otra se tiene una familia
de Sperner, también llamada clutter. Equivalentemente, esto significa que en la matriz
asociada a dicho hipergrafo, no existen filas F;, Fj tales que F; < Fj.

Dados un hipergrafo G = (V, H) asociado a una matriz A y un conjunto N de
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vértices de G, se define al menor G/N obtenido por la contraccion de A por N como
el hipergrafo G/N = (V (G/N),H (G/N)), donde V (G/N) =V \ N,y H(G/N) es el
conjunto de elementos minimales de {S\N : S € H (G)}.

Similarmente, el menor obtenido por el borrado de G por N, denotado por G\ N,
es el hipergrafo G\N = (V (G\N),H (G\N)), donde V (G\N) = VAN, y H (G\N)
={S e H:SNN =10}. Usaremos en adelante A/N y A\N para denotar respectiva-
mente las matrices de incidencia de G/N y G\N.

Las operaciones de contracciéon y borrado tienen interpretaciones desde la teoria
poliedral [21]. Si A es la matriz asociada a un politopo de recubrimiento Q* (A), en-
tonces

Q*(AA\N)={z € Q*(A) :z; =1,Yie N},

Q*(A/N)={zx € Q*(A): x; =0,Vi € N}.

El hipergrafo C (C’ff) asociado a C* | cuyo conjunto de vérticeses V = {0,1,...n — 1}
y sus hiperaristas estan dadas por h; = {i,i+1,...,i+k—1} con0<i<n—1, (en
adelante,la suma y resta de indices se entenderan dadas Z,,) es en particular una familia
de Sperner.

Generalizando los resultados obtenidos en [14], en [2] se caracterizan aquellos con-
juntos N C V para los cuales la matriz C¥/N es también una matriz circulante C¥,
llamada en este caso un menor circulante de CF.

Se considera el digrafo G (C’T’f) definido sobre el conjunto de vértices {0,1,...,n — 1}
de C (C’nk) y cuyos arcos estan dados por (i,j) € A <= k< j—i < k+ 1(modn).
Se busca dentro de este digrafo un conjunto disjunto de circuitos (D;)%,, cada uno
con el mismo nimero de vértices. Si N; denota el conjunto de vértices de D;, entonces
N := UL, N; estd asociado a un menor circulante C*/N. Observar que d puede ser
igual a 1, es decir, N puede ser el conjunto de vértices de un circuito en G (C’,"f)

Llamaremos W al conjunto de vértices en N, para los cuales el arco (i, j) del circuito
Dy verifica j —i=k+1,y W:=UL W,

El siguiente resultado caracteriza la existencia de menores circulantes en C* :

Lema 2.2.7 ([14],[2],[7]). Sea 2 < k < n—2. C* tiene un menor circulante de la forma

C* si y sélo si existen ny,ng,n3,d € Nyng > 1, nyd < k, (ng +n3)d < n tales que
1. nny = kng + (k + 1)ns,
2. ged(nl,n2,n3) =1,
3. en este caso, ademds, n' =n — (ny+n3)d y k' =k — nyd.

. / . ’
Diremos en este caso que C¥ es un menor de C¥, asociado a los pardmetros

ni,nz, N3, de Z+‘
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En el lema anterior, con las notaciones previamente establecidas se tiene que |W| =
nsd, |N| = (ng + n3) d y ademds se puede ver que cada uno de los d circuitos tiene ng
arcos de longitud k, ng arcos de longitud k& + 1 y “envuelve” n; veces al grafo G (C,'i) :

En [2], el autor define la variable m = ny+ng y demuestra que la ecuacién diofantica

en la primera condicién del Lema 2.2.7 tiene soluciones si y solamente si

Em] | (k+1)m
n | n '
De ser éste el caso, las soluciones para dicha ecuacién estan dadas por

nid = ’Vk—m-‘ , ned = —nin+m(k+1), nad = nin — mk,
n

donde ged (ny, ng, ng) = 1. Es decir, el valor de m determina los valores de ny ng y ns.

Asociados a los menores circulantes, se han definido nuevas desigualdades que son
validas para Q* (C’ﬁ) .

Lema 2.2.8 ([7]). Dado un menor circulante C¥,, de C*, la desiqualdad

2 wit+ Y mi> [%ﬂ (2.2)

iew igw
es valida para Q* (ij) . Esta desigualdad se conoce como desigualdad de menor aso-

. /
ciada a C%.

En la demostracién de este teorema, se puede verificar ademas que si llamamos 1y

al vector de incidencia de los nodos de N¢:= V\ N, se tiene que

(C’,’f]lNc)Tx: (k’—l—l)Zazi—i—k’in > |N|=n, (2.3)
iew igw
de donde, tras dividir por k' y tomar la parte entera, se obtiene la desigualdad (2.2).
Diremos que un menor C¥ es relevante si m—ﬂ > {%W y n' # Omodk’. Se ha
demostrado que si un menor no es relevante, su desigualdad asociada estd dominada
por la desigualdad de rango y las desigualdades que definen ) (Cq’j) . En [7] se presenta

una condicion necesaria y suficiente para que un menor sea relevante para Q* (Cﬁ)

Lema 2.2.9 ([7]). Un menor C%, con n' =n— (ng+mns)d y k' = k —nyd es relevante

si y solo si dng > kr, donde 1 <r <k'—1 yn' =rmodk.

Ademsds, también se presenta una condicién suficiente para que un menor relevante

induzca una faceta de CF.

Lema 2.2.10 ([3]). La desigualdad asociada a un menor C¥, de C*, con n' = 1modk y

!

tal que [%w > (%W , induce una faceta de CF.
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En particular, se ha demostrado [10] que estas desigualdades, junto con aquellas
del sistema original y la desigualdad de rango, describen completamente el politopo
Q0 (CH)

En base al estudio computacional de diversas instancias especificas del problema,
en [10] se conjetura que Q* (C’,’f) estd completamente descrito por las desigualdades de
Q (C’ﬁ) , la desigualdad de rango y las desigualdades asociadas a menores circulantes.

En general, el nimero de facetas de QQ* (Cff) es exponencial respecto a n. Desde
el punto de vista algoritmico, es importante por tanto considerar el problema de sepa-
racion: dado un punto T € R", verificar si T € Q* (C’fj) o caso contrario encontrar un
vector w € Q" tal que w'z < wlz, Vo € Q* (C’ff) . Los algoritmos de separacion se
suelen usar dentro de esquemas de solucion basados en planos cortantes. Por ejemplo,
se puede tomar T como la soluciéon de una relajacién del problema original.

En la practica, se buscan vectores w asociados a estructuras combinatorias. En el
caso particular de Q* (C’ff) , nos interesa verificar si existen o no desigualdades de la
forma (2.2) que sean violadas por el punto 7.

En [7] se demuestra que en el caso de que los pardmetros del menor C’T]ff sean

d,ny =1, ne, ng = rmod k—d, la desigualdad asociada a tal menor puede ser reescrita

COImo:
n—1
eWw =0
donde a(d,r) = ¢ — 75 +1,8(d) = m.

Por lo cual, el problema en este caso es equivalente a encontrar un conjunto W aso-
ciado a un menor de parametros d,n; = 1, nq, ng = rmod k — d, tal que la desigualdad
(2.4) sea violada por . El problema de separacién para desigualdades de menor no
ha sido resuelto de manera general. Sin embargo, existen algoritmos para ciertos casos
particulares. Para el caso d = ny = 1, el unico valor posible para r en (2.4) tal que
el menor sea relevante es 7 = 1. A partir de esto, en [7], [10] se presenta el siguente
algoritmo:

Fijando el vértice 0 dentro del circuito, se define el grafo K* = (V, A) por

V= {vf,z' € ZLyn,j € L1} U{t}y el conjunto de arcos A = A; U A,, con

s Ay ={(W,]®) i+ k+1<1<n—1,1—i=1modk, }.

w Ay ={(v,t):i<n—(k+1), n—i=1(modk)}.

donde @ indica la suma médulo k — 1.

Los costos son definidos por ¢ (vf,vin) =Ty —p(d),V (vf,vfn) €A c(t) =
To—B(d), ¥ (0,1) € A
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Se demuestra (Lema 11 de [7]) que un camino de v a t en este grafo corresponde
a un conjunto W asociado a un menor de pardmetros ny = d =1 tal que 0 € W, y que
su costo es igual al valor obtenido al evaluar T en el lado izquierdo de (2.4).

De esta forma, se obtiene un algoritmo polinomial para separar desigualdades aso-
ciadas a menores con parametros ny = d = 1 : para cada 0 < i < n, reetiquetar los
nodos ciclicamente de forma que 7 tenga la etiqueta 0 y al ejecutar el algoritmo de
camino méas corto de v a ¢ para cada grafo, verificando en cada iteracién si el costo

del camino obtenido es inferior a L' := a (1,1) — 31 7.

Ejemplo 2.2.11. Consideremos n = 29,k =3 y N = {0,4,7,10,14,18,22,26} . Sea
T € Q(Cyy) el vector dado por x; =0 sii € N, z; = 5 sii ¢ N. En el grafo K3, el
camino mds corto tiene por conjunto de vértices V = {v,viy, v, vig, 195, t} y su costo

es Y iew (@i — B(d)) = =2, mientras que 2 — 3 +1— 3. = —% Es decir, T viola la

ecuacion 2.4 asociada al menor definido por W = {0, 10, 14, 18,22} .

En [7], se usan las propiedades demostradas en [2] para separar puntos mediante
desigualdades correspondientes a un tipo especifico de menores circulantes , al que los

autores denominan d-alternantes:

Definicién 2.2.1. Sea W = {is : s € Zgn, } C Zy con0 <iig < iy < ... < lgns—1 <n—1
un subconjunto que define un menor relevante de C* con pardmetros d > 2, ny = 1,

no, n3. Entonces, el menor definido por W es un menor d-alternante si para cada
j € Zd, VI/‘7 = {Z.j-i-td 1t e an}

Esto significa que un menor d—alternante se obtiene a partir de un conjunto de
circuitos en G (CF) tales que cada circuito da una vuelta a G’ (C¥) y los arcos de

longitud £ + 1 de cada circuito alternan.

Ejemplo 2.2.12. Considerar los menores circulantes de C% inducidos por W = WOU
wt:

1. WO ={7,14,21} y W' = {8,15,22},
2. WO = {7,14,21} y W' = {12,25, 32}.

El caso (1) corresponde a un menor 2-alternante, mientras que el caso (2) no.

En ambos casos los paramétros asociados al menor son d = 2, ny = 1, ny = 2,
nsy = 3.

En efecto, para el caso (1), se verifica la definicion de menor 2—alternante, pues
en este caso ig = 7,1y = 8,1y = 14,13 = 15,04 = 21,15 = 22 y asi WO = {ig,iz.i4} ¥
Wt = {iy,i3.i5} .

Mientras que para el caso (2), ig = 7,11 = 12,0y = 14,43 = 21,14 = 25,i5 = 32 y

WO = {ig,ig.i3} y W' = {i1,i4.i5} y por tanto no es un menor 2— alternante.
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Figura 2.1: Camino més corto en



Para este tipo de menores, las autoras plantean un algoritmo de separacion eficiente,
que consiste en construir un nuevo grafo con varias copias de los vértices originales, de
forma que los circuitos a separar se transformen en caminos. A continuacién se presenta
una breve descripcion de este algoritmo, para mayores detalles, asi como los andlisis de
validez y complejidad, ver [7].

Dados C* y dos enteros d, r tales que 2 < d < k—2,1 < r < k—d, se buscan todos
los subconjuntos W C Z,, que definen un menor d-alternante de C* tal que |W| = dns,
con ng = r(mod(k — d)).

Para esto, en primer lugar se define un vector 6 = (0;);*, de distancias entre nodos
consecutivos de W. Es decir, si W = {ig, 01, ldgns—1}, 0 <t < i1 < oo < lgns_1 <
n — 1, entonces 0y = iz 1 — is. De la definicion de menor alternado, se sigue que se

verifica la propiedad

0s = dsrqmod k, Vs € Zy,, (2.5)
por tanto, basta con tomar vectores de posibles distancias a = (ag,a1,...,aq-1)
tales que
d—1
k+1<) a,=iq—ig=lmodk. (2.6)
s=0

El problema de separacién C¥—SP(d, r, a), consiste en determinar si existe un menor
d—alternante W con ng = rmod k' tal que 0 € W, §, = a, mod k, para s € Z, y tal
que un punto dado T viole la desigualdad (2.4) asociada a dicho menor.

Las autoras presentan una transformacion de este problema de separacion a un
problema de caminos més cortos en un grafo K¥(d,r a), definido como se indica a
continuacion.

El conjunto de vértices de K¥(d,r,a) estd dado por:

V= (UiEZd,jEZk_d_H, ji) u{t}

donde V} = {vi(p) : p € Zy,} para todo i € Zg,j € Li—_gsr-
El conjunto de arcos A de K¥(d,r a) se define como la unién de los conjuntos

presentados a continuacion:

m Para0<i:<d-—2
A= {(0}(0) 1 (@) 0< i <d—2pta;<g<n-1,

q—p=a;modk},sia; >1,

Al = {(Ué(p)7vj+l(p +1)): 1 <i<d-—2}, caso contrario.

s A= {0 (p),04(q) 1 j<k—d+r—2pt+as1<g<n-—1,
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q—p=ag_1modk},siazq>1,

Ay = {(U]C-lfl(p% voap+1):j<k—d+r— 2}, caso contrario.

= Ay = {0} () 00(@) :p+ag1 Sg<n—1, ¢—p=azmodk},siaz >
1

’

Az = {(v,‘fié_l(p% Ug_d_l(p + 1))}, caso contrario.

= Ay = {(Ug:cll—i-r—l(p)’t) p<n—1, n—p=as1modk, ag_1 # 1} ,slag_q > 1,

Ay ={(v{=},,_1(n—1),t)}, caso contrario.

Los costos sobre los arcos (v (p),v) € A estan dados por ¢ (v} (p),v) =7, — 3 (d).

Puesto que el grafo dirigido presentado anteriormente es aciclico, el problema de
caminos mas cortos sobre éste puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Finalmente, para resolver completamente el problema de separacién para menores
d—alternantes de C*  es necesario resolver el problema de caminos més cortos en
K¥(d,r,a) para cada valor de 1 < r < k — 1, y para cada a € Z¢ que satisfa-
ga (2.6), verificando en cada iteracion si el costo del camino obtenido es inferior a
LA = a(d,r) — Z?:_Ol x;. Puesto que las autoras demuestran ademas que el niimero
de vectores a € Z¢ que verifican (2.6) es polinomial en n, se obtiene de este modo un
algoritmo polinomial para separar desigualdades asociadas a menores con pardametros

ny =1, ng =rmodk — d.
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Capitulo 3
Propiedades algebraicas de Cfg

Empleando algunas proposiciones presentadas en el Capitulo 1, al igual que con-
ceptos fundamentales de la teoria de numeros, en este capitulo se describen nuevos
resultados referentes a propiedades algebraicas de C¥, asf como las implicaciones para
la estructura del poliedro de recubrimiento asociado a matrices circulantes; en algunos
casos se proveen demostraciones alternativas de proposiciones conocidas.

Denotaremos en adelante a C* simplemente por C. Observar que las desigualdades
de la forma v'Cz > o1, v € Q" son vélidas para Q(C¥), pues son combinaciones
cénicas de las desigualdades del sistema Cx > 1. En particular, 1 € R" es el vector

propio de CT asociado al valor propio k, de lo cual se sigue que

K172 = (CT1)" = = 17Cz > 171,
lo cual es equivalente a

n
]{IZLL'Z >n,
i=1

de donde se obtiene la desigualdad de rango descrita en la Seccién 2.2.1

n
> w7
e A
=1
En la siguiente seccion se presentan desigualdades similares obtenidas a partir de
las propiedades algebraicas de la matriz C*.

3.1. Desigualdad de rango generalizada

Como se senald en la Seccién 2.2.1, se han descrito hasta el momento algunas
familias de desigualdades que definen facetas de Q*(C*). Adem4s de las desigualdades
de @ (C,’i), se han estudiado la desigualdad de rango y las desigualdades asociadas
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a menores. En esta seccién, presentamos una clase de desigualdades que generaliza
algunas de las familias anteriores. Por su similaridad con la desigualdad de rango las
hemos denominado desigualdades de rango generalizadas. Se expone a continuacion una

condicién suficiente para que una desigualdad de este tipo sea valida para Q* (Cff)

Lema 3.1.1. Dados una matriz C = C*, y un vector v € R?, la desigualdad

—_

n—

I
o

con w = Cv, es una desigualdad vdlida para Q) (Cﬁ) :
Demostracién. Basta observar que w’z = v'C%Tx > 01 =" v, O

A partir de esta desigualdad, si Wy, = min,—g__,—1 {w;}, se obtiene un corte vélido

para Q* (C¥)
e
Wmin Wmin

Las desigualdades asociadas a menores descritas en la seccién 2.2.1. constituyen un

caso particular de estas desigualdades, con v = Iy, como se puede verificar a partir
de la desigualdad (2.3).
A continuacion se presenta una condicién suficiente para que una desigualdad de la

forma w”z > v"1 sea vélida para Q* (CF).

Lema 3.1.2. Dados una matriz circulante C = C¥, con ged(n, k) = 1, y un vector
w € RY, la desigualdad
Z?gol W
k
es una desigualdad valida para Q) (ij) si C'w e R

wlx >

Demostracion. Puesto que ged(n, k) = 1, se sigue del Lema 1.3.14 que la matriz C' es
invertible. Sea v = C~lw € R?. Del lema anterior y usando el hecho de que k es el

valor propio de C7 asociado a 1, se tiene que, para todo z € Q (C’S) ,

wle > 170
= LTy



O

El lema precedente permite obtener una cota inferior para el valor de la solucion

6ptima del problema de recubrimiento asociado a una matriz C* y a un vector w € VA

min w!z
sa Crr>1 (PRC)
z e {0,1}".

Si ged (n, k) = 1, entonces

Esta ultima desigualdad es ademéas un corte valido para QQ* (ij) .

3.2. Caracterizacién de la inversa de C*

Como se senal6 en la Seccién 1.3.1, la matriz C* es invertible si y solamente si n y
k son coprimos, es decir, si ged(n, k) = 1. La inversa de C* puede calcularse empleando
la Transformada de Fourier Discreta, conforme se indica en el Corolario 1.3.11. En
esta seccion, se propone un método alternativo, basado en las propiedades de C,, y en

resultados elementales de la teoria de numeros.

Lema 3.2.1. Sean n, k € Z, tales que ged(n, k) = 1. Entonces el morfismo de anillos
or: (Zn,+,:) — (Zy,+,-) definido por ¢, () = kx, es un automorfismo en el grupo
aditivo (Zy,+).

Demostracion. Para cada z,y € Z,, ¢, (v +vy) =k (x +y) = kx + ky, lo que muestra
que @, es un morfismo de (Z,,+, ) en (Z,, +, ).
Puesto que (n,k) = 1, existen s,t € Z tales que sn + tk = 1. Al tomar [t] como

la clase de equivalencia de ¢ médulo n, se tiene que ¢, ([t]) = [1], por lo cual, para
0 <i < n—1se tiene que g, ([it]) = [i], lo que muestra que ¢, es biyectiva, y por
tanto es un automorfismo del grupo (Z,, +). O

Lema 3.2.2. Sean n,k € Z tales que ged (n, k) = 1. Entonces existen s,t € Z que

verifican

sn+1=(t—-1)k,
0 <
t

= A

s<k-1
<t<n



Demostracion. Puesto que ged (n, k) = 1, se sigue que existen 3,1 € Z tales que 3n +
tk = 1. El ntimero § puede ser escrito de forma tnica como § = hk —s, con h € Z y
0 < s <k — 1. Entonces se verifica que sn + 1 = (f—l— hn) k. Tomando t =t + hn + 1,
puede verse claramente que 0 < (t — 1)k =sn+1 < (s+1)n,esdecir, 1 <t <ny

ademds sn + 1 = (t — 1) k, completando la demostracién. O

Como se establecié en la Seccién 1.3.1, si la matriz C* es invertible, entonces su
matriz inversa también es circulante. Es suficiente, por tanto, encontrar el vector corres-
pondiente a la primera fila de dicha matriz, o equivalentemente a su primera columna.
En lo sucesivo, las sumas de los indices se consideran definidas en Z,,.

Sea a = (ao, . . . ,an,l)T la primera columna de la columna de la matriz (Cﬁ)_l . El

producto escalar de a con la j—ésima fila de C¥, es igual a d; ;, es decir:

Zai =1, (3.1)

yparal <j<n-—1,

> ai=0. (3.2)

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) se sigue, al restar una ecuacién de la siguiente, que
para i & {n —1,0}:

A; = Ajtk- (33)
Ademas,
ap—1 + 1= A1 (34)
y
ap = ay + 1. (3.5)
Consideremos el vector @ = (ag, A, Aoky - - - a(n_l)k)T donde los productos son toma-

dos en Z,. Por el Lema 3.2.1, @ es una permutacién del vector a. De las ecuaciones
(3.3), (3.4) y (3.5), se sigue que estos vectores tienen solamente dos entradas diferentes.
En efecto, sea? € {0,...,n — 1} tal que ik = n—1mod n, cuya existencia y unicidad

estdn garantizadas por el Lema 3.2.1. Entonces, para 0 <7 <n — 1,

c, sii =0,
a; =ag =4 c—1, sil <<,
c, sit<i<n-—1.

En particular, notar que ¢ = ax_1 = ap y ax = a,_1 = ¢ — 1. Es decir, las entradas

de a iguales a ¢ aparecen en el intervalo circular (ay_1, ask_1, ..., @n_k, o)

32



De la ecuacion (3.1) si llamamos v = [{0 < j <k —1:a; = c}|, se sigue que
ac+ (k—a)(c—1) =1, (3.6)

de donde

1
C:E(k_&+1>'

Sean s,t € Z los enteros asociados a n, k en el Lema 3.2.2. Conocemos que (t — 1) k—
1 = sn. Notar que el intervalo circular (ak_l,agk_l, e O —1)h—1 = Qg = ao) corres-
ponde a la sucesion (alk_l)}f: que contiene a todos los elementos cuyo valor es c. Para
contabilizar el nimero « de estos elementos cuyos indices estan entre 0 y £ — 1, se debe
determinar la cantidad de indices [k — 1, con 1 <[ <t — 1, cuya clase de equivalencia

modulo n pertenece a {0,1,...,k — 1}, es decir,

a={1<I<t—1:pn<Ilk—1<pn+k—1, para algin 0 < p < s}|.

Sip=0yl=1, obtenemos 0 < k —1 < k — 1. De manera similar, cuando p = s, y
I =t—1,severificasn < (t —1)k—1 < sn+k+1. Ademds, para cada 0 < p < s, existe
exactamente un nimero de la forma [k — 1 en el intervalo de k enteros consecutivos
{pn,...,pn+ k — 1}. Por lo tanto,

a=s+1.

s

k
Resumimos los resultados expuestos en esta seccidn en el siguiente teorema:

Es decir, entre 0 y & — 1 existen s 4+ 1 elementos cuyo valor es ¢ =1 —

Teorema 3.2.3. Sean 0 < k < n € Z, con ged (n, k) = 1. Entonces la matriz C* es

wnvertible y su inversa esta dada por:

-1 )
(CS) = Clirc(ag, Gp—1,an—2,-..,a1),

donde
ai:{ 1_%7 sit=jk—1modn, para 1 <j<t—1,

2 caso contrario,

y los enteros s,t son los presentados en el Lema 3.2.2.

Para hallar los enteros s,t se puede usar, por ejemplo, el algoritmo de la division
euclideana, el cual tiene una complejidad computacional de O (10g2(n)) . De esta ma-

nera, el teorema anterior permite obtener un algoritmo de inversién para matrices C*
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cuya eficiencia supera a la del algoritmo basado en FFT presentado en el Corolario
1.3.11.

Ejemplo 3.2.4. La matriz inversa de Ci5 es la matriz circulante

1 _3 1 1 1 _3 1 1 1 _3 1 1 1
1 4 1 1 1 4 1 4 4 4 1 1 4
1 1 _3 1 1 1 _3 1 1 3 1 1
1 4 4 1 1 1 1 1 1 1 4 1 4
1 1 1 _3 1 1 L1 _3 1 1 1 _3 1
1 4 1 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 _3 1 1 1 _3 1 1 1 _3
1 4 4 1 4 1 1 4 4 1 1 1 4
_3 1 1 1 1 _3 1 1 3 1 1 1
4 1 1 1 1 4 1 4 1 4 1 1 4
1 _3 1 1 1 1 _3 1 1 1 _3 1 1
1 14 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4
D = 1 1 3 1 1 1 r _3 1 1 r _3 1
1 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 _3 1 1 1 1 _3 1 1 1 _3
1 4 4 4 1 1 1 1 4 1 1 1 4
_3 1 1 1 _3 1 1 1 1 _3 1 1 1
1 1 1 1 4 1 1 4 1 4 1 1 4
1 _3 1 1 3 1 1 1 1 3 1 1
1 1 1 4 1 4 1 4 4 1 4 1 4
1 1 _3 1 1 1 _3 1 1 1 1 _3 1
1 4 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 _3 1 1 L1 _3 1 1 1 L _3
1 4 4 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
_3 1 1 1 _3 1 1 1 _3 1 1 1 1
4 1 4 4 4 1 1 4 1 1 1
En efecto, ged (13,4) = 1, por lo cual C{; es invertible. Ademds, los enteros s =

3, t = 11 werifican las condiciones del Lema 3.2.2. Por tanto, del Teorema 3.2.3

ita; =2V ={4j—1mod13,1 <j <10} = {3,7,11,2,6,10,1,5,9,0} mientras que
{ i

las entradas restantes tienen el valor —%.

34



Capitulo 4
Algoritmos

En este capitulo se presenta un algoritmo combinatorio para la soluciéon del proble-
ma de recubrimiento asociado a matrices circulantes. Se describe, ademas, un algoritmo
para la separacion de desigualdades asociadas a cierto tipo de menores, los cuales los
hemos denominado autoalternantes, por su similaridad con la estructura de los menores

alternantes estudiados en [7].

4.1. Solucién al problema de recubrimiento en C*

Consideremos el problema de recubrimiento asociado a una matriz circulante:

min w’z,
st Ckx>1, (PRC)
z e {0,1}".

Presentamos a continuacién un algoritmo combinatorio para la solucién de PRC,
para lo cual se demostrara primero que dicho problema se puede reducir a un conjunto
de problemas de caminos mas cortos.

En primer lugar, notemos que todo recubrimiento vélido asociado a C*, contiene al
menos uno de los nodos del conjunto {0,1, ...,k — 1}. En efecto, si llamamos y = C*x,
entonces Yo > 1 si y solamente si al menos uno de los valores xy x1, ... x,_; es no nulo.

De manera similar, como g; > 1 para todo 0 < 7 < n, se sigue que dentro de cada
intervalo ciclico con k elementos consecutivos en Z,, {i,i + 1,...,i+ k — 1} existe al
menos un nodo perteneciente al recubrimiento. (A menos que se indique lo contrario,
en adelante asumiremos que las operaciones de suma y resta de indices estan definidas
sobre Z").

A partir de esta observacién se obtiene el siguiente lema intuitivo:
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Lema 4.1.1. Un vector x € {0,1}" es el vector de incidencia de un recubrimiento
asociado a C* si y sélo si v # 0 y para todo i € Z, tal que x; = 1, existe 1 < r < k,

tal que ;. = 1.

Demostracion. Si x es un recubrimiento, de las observaciones anteriores se sigue direc-
tamente que, para cada ¢ € Z,, existe 1 < r <k, tal que x;,, = 1.

Reciprocamente, si x # 0 no es el vector asociado a un recubrimiento, entonces
existe un intervalo circular J = {j,j+1,...,j+k — 1} C Z, tal que z; = 0,Vi € J.
Sea t el menor entero no negativo tal que z;_; = 1. Entonces, se tiene ademds que
Tj_4yr =0, paral <r < k. O

Definimos el grafo dirigido G = (V, A), donde V = {0,1,...,n} y (i,j) € A <
1 < j—1i <k (con la resta usual en Z). Definimos los costos sobre los arcos como

Cij = Wy, z:(),l,n—l

Proposiciéon 4.1.2. Las n primeras componentes de un vector de incidencia x que
marca los nodos de un camino de 0 a n en G, representan una solucion factible para
el problema PRC' con xq = 1. Reciprocamente, el vector de incidencia de toda solucion
factible para PRC con xo = 1 puede ser extendido al vector de incidencia de un camino

de 0 an en G. El costo del camino y del recubrimiento son ambos iguales a Z;:(} W;T;.

Demostracion. Sean 1,j dos nodos consecutivos en un camino P de 0 a n en G. Por
construccion se tiene que 0 < 7 — i < k — 1. De aqui se sigue que P contiene al menos
un nodo del intervalo {i,i+1,...,i+k — 1}, para 0 < i < n — k. Como ademds 0
pertenece al camino, el vector (zg,z1,...,%, 1) formado por las n primeras compo-
nentes del vector de incidencia de P verifica las condiciones del Lema 4.1.1, por lo
cual representa un recubrimiento. De manera similar, todo vector soluciéon de PRC con
xg = 1, puede extenderse al vector de incidencia de un camino de 0 a n en G anadiendo
la componente z,, = 1. De la definicién de los costos sobre los arcos de G, se sigue que el

.. . . —1
costo de Py el costo de su recubrimiento asociado son ambos iguales a "  w;x;. [

De la proposicion anterior, se sigue que PRC puede resolverse empleando repetida-
mente algin algoritmo de caminos mas cortos. Para 0 < j < k — 1, definimos el grafo
dirigido G7, reetiquetando los vértices de G en forma ciclica, de modo que al vértice j
le corresponda la etiqueta 0. De esta forma, al encontrar el camino maés corto de 0 a n
en GYobtenemos un recubrimiento de peso minimo para PRC que satisface z; = 1.

Se obtienen asi k recubrimientos de peso minimo S(j), 0 < j < k—1. Sean
) los vectores de incidencia correspondientes. Como todo recubrimiento factible
contiene algin nodo de {0,...,k — 1}, la solucién 6ptima para PRC estd dada por
z* =argmin {w" 2z : 0 < j <k —1}.
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Figura 4.1: Camino més corto en G? para la solucién de PRC-C%,

Observar que los grafos G’ son todos aciclicos y contienen cada uno O (nk) arcos.
Esto implica que el algoritmo aqui presentado para (PRC) puede implementarse de tal

forma que alcance una complejidad computacional de O (nk?).

Ejemplo 4.1.3. Sea w = (10,8,2,3,5,3,7,2,8,3,2)T. Considerar la instancia de
PRC, dada por

min wlx
sa.  Clha>1, (PRC-C}))
ze{0,1}".
Se construyen entonces los grafos G7, j = 0,1,2 con la estructura mencionada

anteriormente. Para este caso, la solucién del problema de camino mds corto para G*
es el camino que pasa por los nodos {2,5,7,10} con una distancia total de 9, la cual es
menor que los valores de las soluciones dptimas en G° y G. Por lo tanto, la solucion
de PRC-C3, estd dada por z* = (0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,1) cuyo peso es wlz* = 9.
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4.2. Algoritmo de separaciéon para menores autoal-

ternantes

Estudiando las idea detras del algoritmo de separacion para menores d—alternantes
propuesto en [7], se describe en esta seccién un algoritmo para la separacion de desigual-

dades asociadas a menores n; —autoalternantes, los cuales se definen a continuacion.

Definicién 4.2.1. Sea W ={is:s € Z,,} C Z, con0<ipg<i3 <...<lp,1 <n—1
un subconjunto que define un menor circulante de C*, con pardmetros d = 1,n1,n2,n3.
Llamaremos entonces al menor definido por W un menor ni-autoalternado si para cada
0<j<ni—1, 44 —t;=tmodk, paral <t <s= VZ—‘;’J —1.

Ejemplo 4.2.1. Considerar los menores circulantes de C5y inducidos por W :
1. W =140,2,4,11,13,15,27} = {0,11,27} U {2,13} U {4, 15},

2. W ={0,4,8,11, 15,26, 27}.

Se ve en entonces que el caso (1) corresponde a un menor 3-autoalternante de
parametros d = 1, ny = 3, ng = 9, n3 = 7, puesto que en este caso, el conjunto W
determina un ciclo en G (Cﬁ) en el cualig=0,1; = 2,19 = 4,143 = 11, 14 = 13, i5 = 15,
ig = 27 y se verifica que ig—1ig = 2mod b y ademds, is—is = iy —1i1 = 13— 19 = 1 mod 5.

Por su parte, en el caso (2),i9g =0, iy =4, 15 =8, i3 = 11, iy = 15, i5 = 26, ig = 27

y se tiene 15 — iy = 26 —8 = 3mod 5 por tanto W no define un menor 3-autoalternante.

Observar que cada vuelta del circuito W contiene s + 1 o s + 2 nodos de G.
A partir de resultados similares a los presentados en la Seccion 2.3 para menores
alternantes, en la presente seccién se propone un algoritmo de separacién eficiente tras

convertir el problema de separacién en un problema de caminos mas cortos.

Lema 4.2.2. La desiqualdad asociada a un menor circulante de C*, con n = Bmod k
definido por W con pardmetros d = 1,ny,n2,n3, con ng = rmodk (k —ny) es equiva-

lente a la desigualdad
1 n r —
i—— | > || - — i 4.1
Z(‘” k(k—n1)>—M =y 0 2@ (4.1)
i€EW =0

2, si(k—p)(k—ny) <r,
donde u(r)=4¢ 1, sil<r <(k—p3)(k—ny),
0, sir=0=p.
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Figura 4.2: Conjunto W = {0,2,4, 11,13, 15,27} que define un menor 3-autoalternante
(Ejemplo 4.2.1)

Demostracion. Los parametros asociados al menor verifican las condiciones del Lema

2.2.7, de lo cual se sigue que

n(k—mny) =k(n—(ny+mn3)) —ns

Por lo tanto, (”_1(51_2;”3)) — n(l’z(?_lgj)”?’ = %+ 5y De esto, si n = Smodk, y
ng = rmodk (k —ny), se sigue que {—‘”‘,8?;"3”1 = L%J + k&?’;;) + [% + —k(kim)-‘ 5
ademas,
2, si(k—=p)(k—mny) <,
a) =D — " | =1 si<r <= B) (k=)
kR (k=) ) SLLETS !
0, sir=0=p.
Es decir,

[(n —k(?; n3))-‘ _ {%J - =D 7; - +u(r)+ - (k;nj o

Puesto que ng = [W| =", 1, al reemplazar la ecuacién anterior en (2.2) se tiene

el resultado deseado. O

Dados C* y dos enteros ny,r tales que 2 < ny < k—2,1 <7 < k(k—ny), se
buscan todos los subconjuntos W C Z,, que definen un menor n;-autoalternante de C*

tal que |W| = n3 con n3 = r(mod k(k — ny)).
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Definimos § = (@)?igl como el vector de distancias entre nodos consecutivos de
W, es decir 6j = ij—o—l — ij donde W = {io,il,...,in3_1} C Zn, y 0<ip<i <... <

ins—1 < n — 1. Se verifica entonces que

0j =0jpn, modk,0<j5<ng—ny —1

Puesto que ademas, k +1 < Z{:;”*l ds = 1mod k, consideraremos el vector a =
(ag, a1, ..., an,—1) € Z;* tal que
ny—1
k+1< ) a=1modk. (4.2)
t=0

Ademas, para cada j € Z,, existe 0 <[ < n;—2 tal que Zi:o aj+t = s+1—nmodk
0 Zizo aj+; = s+ 2 —nmod k, pues esta condicion es necesaria para que cada vuelta
del circuito asociado al menor se conecte con la siguiente.

Para un punto dado Zse define el problema de separacién C*¥ — (ni,a,ns), co-
mo el problema de buscar si existe un menor n; —autoalternado W con |W| = ng =
rmod (k —ny), tal que 0 € W, 6, = as modk, para s € Z,, y tal que Z viole la
desigualdad (4.1) asociada a dicho menor.

De manera analoga a los resultados de Bianchi et al. [7, Lemas 14 - 17], se convierte
este problema de separacién en un conjunto de problemas de caminos mas cortos sobre

un grafo dirigido A% (ny,a,r). Los vértices de A%(ny,a,r) estdn dados por:

V= (UiGan ,jeZSHVji) U {t}

donde V} = {vi(p) : p € Z,} para todo i € Zy,,,j € Zs.

El conjunto de arcos A de A% (n1, a) es la unién de los siguientes conjuntos de arcos:

» Para cada i € Z,
Al = {(Wi(p), v (q)) 1 1<i<d—2p+a;<qg<n—1,¢g—p=a;modk}, si
CLZ%].

Al = {(U;.(p),v§+1(p +1)): 1<i<d- 2} , caso contrario.
s Ay = {0 (p), 004 (@) s pFasi <qg<n—1, ¢—p=ag1modk}, siag s #
1.

Ay = {(v" ' (p), 02, (p+ 1))}, caso contrario.

s Az ={(vi(p),t): p<n—1, >0, p+j=nmodk,ie{s,.s+1}}.

Asignando a cada e = (vj-(p),v) €Acon0<i<n—1,0<;7<s5-1,0<p<n-—1,

un costo ¢, = T, — se tendra que el costo total del camino que pasa por el

1
k(k—n1)’
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conjunto de vértices V' es:

vi(p)eV’

que coincide con el lado izquierdo de (4.1) Notar ademds que a partir del conjunto V'
se define el conjunto W = {p : v;- (p) e V' } que induce un menor n;—autoalternante
con parametros (n,a,ng) .

Puesto que el grafo dirigido presentado anteriormente es aciclico, el problema de
caminos mas cortos sobre éste puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Finalmente, para resolver completamente el problema de separacién para menores
n;—autoalternados de C*, es necesario resolver el problema de camino méas corto en
AF(ny,a,n3) para cada valor de a € Z¢ que verifique (4.2) y cada valor de n3 que

verifique (2.2) con d = ged (ny, ng, n3) = 1.

Ejemplo 4.2.3. Sean n =29, N = {0,2,4,6,7,9,12,13,15,17, 19, 20,22, 24, 26,27} ,
k =5. Sea x € R? el vector cuyas componentes son x; =0, sii € N, x; = % sii &€ N.
Separaremos la desigualdad correspondiente a un menor 3-autoalternante con a =
(2,2,2) y con pardmetrosd=1,n; =3, no=9,n3="71y.
Se construye el grafo A34(3,(0,2,2),7) y en este caso, el camino mds corto que
estd asociado al menor 3-autoalternante determinado por W = {0, 12,14, 16, 18,10, 22}
—%, 25—9J —%2)—#2—173:—%, lo que prueba

que en este caso, la desigualdad (4.1) correspondiente a dicho menor es violada.

cuyo costo total es ¢ (W) = maientras que L
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Figura 4.3: Esquema del camino més corto en A3 (3,(2,2,2),7)
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