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Resumen

El politopo de conjuntos estables STAB(G) ha sido ampliamente estudiado desde el
enfoque de planos cortantes. En particular, para las antiwebs en los trabajos de Holm
et. al [27] y [29] se encuentran cotas superiores e inferiores para el rango de Chvétal
de las relajaciones de arista ESTAB(W:) y de clique QSTAB(W:). En este proyecto
hemos estudiado otro de los métodos clasicos para la generacién de planos cortantes, el
propuesto por Lovész y Schrijver [33], y su aplicacién a ESTAB(G). Hemos probado que
el indice N, de ESTAB(Wnk) es 1 y presentamos ademas una construccién que genera

cotas superiores para el indice N de ESTAB(W:) para ciertas familias de antiwebs.



Abstract

The stable set polytope STAB(G) has been widely studied from the viewpoint of cutting

planes. In particular, for antiwebs Holm et. al in [27] and [29] presented upper and lower

bounds for the Chvatal rank of the edge relaxation stable set polytope STAB(W:)

and the clique relaxation stable set polytope QSTAB(W:). In this project we study

another classical cutting planes relaxation proposed by Lovész and Schrijver [33] and
its application to STAB(G). We prove that the index N, of ESTAB(Wk) is equal

n

to 1 and we also present a construction that yields upper bounds for the N-index of
ESTAB (W:) for certain families of antiwebs.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Meétodos de planos cortantes

Un programa entero consiste en optimizar, maximizar o minimizar, una funcion lineal
sujeta a un conjunto de restricciones lineales y donde las variables de decisién estan
ademas restringidas a tomar valores enteros. En general, puede escribirse en la siguiente
forma:
méx clx
(PE) § Az <,
x ez,

donde ce Z", Ac Z™ " ybe Z™.

La programacién entera es una herramienta de modelizacion muy versatil. Muchos
problemas de optimizacion combinatoria pueden ser formulados como instancias de
PE. Por otra parte, se conoce que los programas enteros son NP—dificiles [31]. Esto
implica que es poco probable la existencia de un algoritmo eficiente para su solucion
en general. El desarrollo de estrategias de solucion para programas enteros constituye
un area de investigacion importante dentro de la optimizacion discreta.

La relajacion lineal de PE es el programa lineal que se obtiene al eliminar la res-

triccion de integralidad sobre las variables. Es decir,

méx ¢l

Az <b.

(RL)

Se ha demostrado, empleando el método del elipsoide [32], que un programa lineal puede
ser resuelto en tiempo polinomial. Se han desarrollado ademas algoritmos eficientes para
su solucion practica, como el método del simplex y los métodos de punto interior.

Notar, por otra parte, que el valor de una solucién 6ptima de RL acota superior-



mente al valor éptimo de PE. Esta observacién es aprovechada por uno de los métodos
mas utilizados para la solucion de programas enteros: el método de ramificacion y
acotamiento.

El algoritmo de ramificacién y acotamiento (o “branch—and-bound”) construye un
arbol de subproblemas particionando recursivamente el conjunto de soluciones factibles
en regiones cada vez mas pequenas. Para conseguir que esta estrategia enumerativa sea
computacionalmete eficiente, se usan las cotas de la relajacién lineal para eliminar
algunos subproblemas, lo que dentro del algoritmo se denomina “podar el arbol de
btsqueda”.

El algoritmo mantiene un conjunto L de nodos (programas enteros) por procesar.
Denotaremos como Z a la mejor solucion factible encontrada hasta el momento y Z a su
valor. Al inicio, PEy := PE, L := {PEy} y 2 := —o0. Llamaremos reg(PE) a la regién
factible del programa PE. Asumiremos por simplicidad que reg(PEg) es acotada.

En cada iteracion, el algoritmo toma un programa entero PE; de L y resuelve su
relajacion lineal RL;. Si RL; no es factible, la iteracién termina. Caso contrario, sean
z' la solucién 6ptima de RL; y z° su valor. Si z* < 2, entonces reg(PE;) no contiene
ninguna solucién factible que pueda superar la mejor solucién encontrada hasta el
momento, y la iteracién termina (“poda”).

Caso contrario, si z¢ > 2 y z° es entera, se actualizan & y 2 y la iteracién termina.
Cuando 2* > Z pero 2’ no es entera, se determina alguna variable de decisién ’ tal
que x; = r ¢ Z. Se crean entonces dos programas enteros dividiendo a reg(PE;) en dos

subregiones disjuntas por medio de las restricciones de ramificacion:

reg(PE; 1) : reg(PE;) N {z; < [r]}
1eg(PE,») : xeg(PE;) 1 {z; > [r]}.

Notar que reg(PE; ;1) U reg(PE;5) contiene todas las soluciones enteras factibles de
PE;, pero descarta la solucién fraccionaria z°. Finalmente, se afiaden los programas
enteros PE; ;1 y PE; 5 (correspondientes a estas regiones) al conjunto L de programas
por procesar, y la iteracién termina.

El algoritmo finaliza cuando todos los nodos de L han sido procesados.

Consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar el funcionamiento del método.

(
max z=2x;+ %[Eg

(1) T+ 2%’2 S 3,
(2) 61E1 + 8ZE2 S 15,

PE,

1, Ty € Liy.



Inicialmente, L = {PEy} y %2: —oo. La Figura [figure|[1][1]1.1 muestra la regién

factible de este programa.

2o

—T e < <~— 11

1 2 3
Figura 1.1: Region factible de PEj.

Resolviendo la relajaciéon lineal de PEg, se obtiene la cota superior z = ‘;—5 = 5,625
correspondiente a la solucién x = (%, %) Examinando la variable x;, anadimos las

restricciones de ramificacion z; < 1 y x; > 2 para obtener los nuevos subproblemas
PE, y PE,. En la Figura [figure|[2][1]1.2 se presentan los gréficos de las regiones factibles

correspondientes.

(méx z =2 + %xg (méx z =2x + %xg
Ty + 229 < 3, Ty + 229 < 3,
PE; 621 + 8xy < 15, PE, 621 + 8xy < 15,
(3) x; <1, 4) x;>2,
1, Ty € Ly. 1, Ty € L.

€2 X2

v e < T1 e v < 11
1 2 3 1 2 3
(a) $1§1 (b) 5!7122

Figura 1.2: Regiones obtenidas después de anadir las restricciones de ramificacion z; <

Anadimos PE; y PEs a L y la iteracion termina. En la siguiente iteracién, conside-
ramos PE; y resolvemos su relajacién lineal. Se obtiene z = (1,1) y z = 151 = 5,5. Como
la solucién es entera, no se ramifica; ademads, ya que z > Z actualizamos = = (1,1) y

2 =55.



Consideramos ahora PEs. Al resolverlo se obtiene z = (2, %) y 2= % = 5,3125. La
cota superior para los subproblemas que pudieran generarse a partir de PEs es 5,3125 y
por tanto no pueden obtenerse soluciones enteras que mejoren el valor de 2. El nodo es
descartado (poda). Debido a que no hay mas nodos por explorar, el algoritmo termina
con la solucién & = (1,1).

Todo el proceso anterior puede resumirse en el siguiente arbol de busqueda:

[a; =3 ;EZ =5 625]
214 ’

r<l1 x>2
PE1 PE2
[flf =(L1) z= 5,5] [x =(2,3) 2= 5,3125] —spodar

Solucién 6ptima para PE

(=01 2=55)

Figura 1.3: Arbol de programas enteros.

Debido a su caracter enumerativo, el método de ramificacién y acotaciéon puede
tener una alta complejidad computacional. En el peor caso, puede que sea necesario
resolver un subproblema por cada solucion factible del problema original. Por esta
razén, se estudian diversas técnicas para mejorar la eficiencia del método en aplica-
ciones particulares, por ejemplo, el uso de diferentes reglas de ramificacion, o criterios
para la seleccién del orden de tratamiento de los subproblemas. Una estrategia que ha
sido profundamente investigada durante las ultimas décadas consiste en reemplazar o
mejorar las cotas obtenidas de la relajacion lineal de los subproblemas. Generalmente,
para ello se emplea una técnica conocida como planos cortantes.

Gomory [24] fue uno de lo pioneros en usar el procedimiento de planos cortantes en
la programacién entera. El algoritmo que Gomory planteé se describe a continuacién.

Considerar inicialmente la relajaciéon lineal de un programa entero escrita en su
forma estandar,

max ¢’z

r € RY.
Es decir, las restricciones de desigualdad se han escrito como igualdades y todas las
variables se restringen a ser positivas. Es conocido que cualquier programa lineal puede

ser escrito de esta forma, posiblemente tras introducir variables auxiliares conocidas

como variables de holgura.



Se resuelve RLE usando el método del simplex. Si la solucién no es entera, entonces
existe una variable basica x; para la cual la fila correspondiente del tableau del simplex
tiene la forma

T+ Z aj;zy = b, (1.1)
3
donde [ es el conjunto de indices de las variables basicas y b, ¢ Z. Notar que una
solucion optima z* para RLE se obtiene al poner cero a las variables no basicas, es
decir, x5 = 0 para todo j ¢ I y x} = V], para todo i € I.

Puesto que [aj;] < aj; y 7; > 0, se concluye de ([equation][1][1]1.1) que la siguiente

desigualdad es valida para todo punto de la regién factible de RLE:

T+ Ztagﬂ%‘ < b;.
i¢l
Por otra parte, notar que para toda soluciéon entera x de RLE el lado izquierdo de
la anterior desigualdad debe ser entero. Por este motivo, podemos restringir el lado

derecho a ser entero también:

zit YLl < (). (1.2)

J¢l

Sean f; := aj; — |aj;] vy f = b; — |b;], Gomory definié la siguiente restriccién

ijfﬁj > f, (1.3)
2
la cual resulta de restar ([equation][2][1]1.2) de ([equation][1][1]1.1). A ([equation][3][1]1.3)
se la conoce como corte de Gomory. Anadiendo una variable de holgura, esta desigual-
dad puede ser transformada en igualdad y la ecuacién correspondiente se agrega al
tableau del simplex, con la nueva variable de holgura como variable bésica.
Notar que ([equation][3][1]1.3) se satisface para todos los puntos enteros en la regién
factible RLE pero no para z*, pues del hecho que z = 0 para todo j ¢ I se sigue que
> e iy =0<f.

Para ilustrar el algoritmo consideremos el siguiente programa lineal entero estandar:

max —xp -+ 22

1) —day + 629+ 25 = 9,
(1) R (1.4)

(2) ZE1+[L’2—|—ZE4:4,

4
r € L.



En este ejemplo, las variables x3, x4 corresponden a las variables de holgura. Escri-
biendo el tableau del simplex, considerando como variables basicas iniciales las variables
T3, T4, Se tiene:

Ty T2 T3 T4
-1 2 0 0
-4 6 1 0

1 1 0 1]4.

Luego de algunas iteraciones del método del simplex, se obtiene el siguiente tableau:

Ty T2 T3 Ty
0 0 % 3|3

)
0 1 5 3|3
L0 -5 3|3

de donde la solucién éptima a la relajacion lineal de ([equation][4][1]1.4) es z* = (2, 2),
con [ ={1,2}.

Tomamos la primera fila del tableau éptimo: x5 + %ZE;} + %ZL’4 = g, para generar el
corte 1 2 ) ) 1

1078 + 54 > 5~ Lij =5 (1.5)

Reemplazando x3 = 9 + 42y — 625 v 4 = 4 — 1 — x5 en la desigualdad anterior,
obtenemos el corte xo < 2 (etiquetado como (3) en la Figura [figure|[4][1]1.4).

Para poder incluir ([equation|[5][1]1.5) al tableau del simplex se requiere introducir

una nueva variable de holgura x5 > 0,

1 2 1

- Y PR 1.6

T E T Ty (16)
Multiplicamos ([equation][6][1]1.6) por -1 y anadimos esta nueva restricciéon como ulti-
ma fila de tableau 6ptimo. Obtenemos asi un nuevo tableau con una fila y columna

adicionales, correspondientes a la nueva restricciéon y a la variable de holgura zs:

Ty T2 T3 X4 Ts

oo < + 0 !
0 1 4 3 0 3
10—+ 2 0 5
0 0 —55 -2 1|-1

Tras algunas iteraciones de la version dual del simplex, obtenemos un nuevo tableau



optimo:

Ty T2 T3 T4 Ty

00 1 o L|®
o 1 0 0 1] 2
L0304
o 0 + 1 -532

3
49
entera, tomamos la segunda fila del ultimo tableau:

La nueva solucién 6ptima es x* = (

1
1 — ng + 51’5 = Z,
y generamos el corte
3 3
§x + >§
47Ty

En esta desigualdad reemplazamos x3 =9 +4x; — 629 y 5 = 1—10333 + %3134 —

y se obtiene el corte
3 1 3
1(94—41’1 — 6[L’2) + 5(2 — ZL'Q) 2 Z = 3ZE1 — 51’2 2 7.

Este corte esta etiquetado como (4) en la Figura [figure][4][1]1.4.
Anadimos ([equation][7][1]1.7) al dltimo tableau,

X1 To T3 T4 Ty Tg

o 0o 1+ 0 5 o %L
O 1 0 0 1 0] 2
1 0 - 0 2 o 3
o 0 1 1 -2 o] 2
0 0 -2 0 -3 1|-3

1 pu—

2

2). Como atin no hemos llegado a una solucién

(1.7)

2_3327



Figura 1.4: Cortes Gomory-Chvatal.

y después de nuevas iteraciones del simplex dual llegamos finalmente a:

X1 To Tz T4 Ty Ty
00 0 0 5 3|3
01 0 0 1 02
1 0 0 0 2 —3|1
0 0 0 1 -8 31
0 0 1 0 2 —3|L

Este tableau corresponde a la solucién 6ptima z* = (1,2), la cual es entera. En la
Figura [figure|[4][1]1.4 se muestran la solucién éptima y los cortes de Gomory que
fueron generados. Las rectas (1) y (2) corresponden a las desigualdades que definen el
sistema original, R es la solucion 6ptima de la relajacion lineal, Sy R las soluciones

6ptimas obtenidas después de anadir los cortes (3) y (4), respectivamente.

Antes de considerar el método de planos cortantes con mas detalle, requerimos
revisar algunos conceptos fundamentales de teoria poliedral.

. k
Sean x1,...,x, € R, Aj,..., A\ € R. Decimos que © = )| \;x; es

e una combinacion afin de xq, ..., g, st > ;A =1,

e una combinacion conica de x1,...,xy, si \; > 0 para todo 1 < i <k,

e una combinacion convexa de x1,...,xy, si las dos condiciones anteriores se cum-

plen.

Dado un conjunto X C R", su envolvente afin aff(X) es el conjunto de todas las
combinaciones afines de elementos de X. De manera similar se definen la envolvente

conica de X, cone(X), y la envolvente convexa de X, conv(X).



Un subespacio afin W C R™ es un conjunto cerrado con respecto a las combinaciones
afines. En otras palabras, si x1,z9 € W, su combinacién afin A\jz1 + Aaxo, con A+ Ay =
1, también pertenece a W. Se sabe que todo subespacio afin es la traslacion de un
subespacio vectorial.

Un cono C' € R™ es un conjunto cerrado con respecto a combinaciones conicas. Es
decir, para todo x1, 29 € C'y A1, Ay > 0, se tiene que A\jxq + Ao € C.

Dos ejemplos clasicos de conos son:
e S5i X es un conjunto finito de vectores, entonces cone(X) es un cono.
e Si A € R™™ entonces el conjunto solucion de Az < 0 es un cono.

Estos dos conjuntos son dos descripciones equivalentes de lo que se conoce como cono

poliedral. El siguiente es un resultado fundamental de la geometria poliedral.

Teorema 1.1 (Teorema de separacién para conos [45]). Sean C' C R™ un cono convezxo
y & ¢ C. Entonces existe a € R" a # 0 tal que

al’t <0 y a’z > 0para todox € C.

Un conjunto S es convezo si es cerrado con respecto a combinaciones convexas. Es
decir, si para cualquier par de puntos x1,xo € S’y todo A, Ay > 0 tales que A+ Xy =1
se tiene que

AT+ Aoaxy € 5.

Veamos algunos ejemplos. Sea X un conjunto finito de puntos en el plano. Si | X| = 2,
conv(X) es el segmento que une los dos puntos. Si |X| = 3 y los puntos no son
colineales, entonces conv(X) es el tridngulo que tiene por vértices esos tres puntos. Si
los puntos son colineales, conv(X) es el segmento que une los dos puntos més lejanos.
En general, conv(X) es el poligono més pequeno que contiene a todas los puntos de
X, y sus vértices son siempre puntos de X. Observar, por iltimo, que tanto segmentos
como poligonos son conjuntos convexos.

Un semiespacio afin cerrado en R™ es un conjunto de la forma {z € R" : a’z < b},

donde a € R™ y b € R. Claramente, un semiespacio es un conjunto convexo.

Definicién 1.1. Un poliedro es un conjunto P C R"™ definido por P := {x € R" :
Az < b}, con A € R™" b e R™.

Notar que P es la interseccion finita de semiespacios cerrados. Ademas, si z,y € P,
A, A € Ry y A+ A = 1, entonces A(Ax + Aay) = A (Ax) + Aa(Ay) < Aib+ \ob =
(A + A2)b = b. Es decir, todo poliedro es convexo. P es un poliedro racional si Ay b

tienen Unicamente elementos racionales.



Definicién 1.2. Un politopo es un poliedro acotado.

Una desigualdad a’z < b es vdlida para un poliedro P, si P C {z € R" : a2 < b}.
En este caso, el conjunto {x € R" : a’x = b} es un hiperplano de soporte para P.
La interseccion de un poliedro con uno de sus hiperplanos de soporte es una cara

del poliedro. Es decir, una cara de P es un conjunto de la forma
F=Pn{zecR": o'z =b},

donde a’z < b es una desigualdad valida para P. Claramente, F es un poliedro. Si
() ¢ F C P se dice que F es una cara propia de P.

Un conjunto de puntos x1,xs,...,x € R" se dice afinmente independiente si la
Unica solucién al sistema de ecuaciones Zle Ait; =0, \; ERy Zle Ai=1les ) =0
para todoi=1,...,k.

Dado un poliedro P € R", se conoce que todo conjunto S C P afinmente inde-
pendiente es finito y tiene a lo mas n + 1 elementos. Ademds, todos los conjuntos
afinmente independientes maximales con respecto a la inclusion tienen la misma car-
dinalidad d € N. La dimension de P, denotada por dim(P), es igual a d — 1. Si P es
de dimensién n, se dice que P es de dimension completa.

Las caras de P de dimensién 0, 1 y dim(P) — 1 se llaman vértices, aristas y facetas

de P, respectivamente.

Figura 1.5: Politopos de dimensién 0, 1 y 2 en R2.

Se dice que una cara es minimal cuando no contiene a otra cara propia y, recipro-
camente, una cara es mazrimal cuando no esta contenida en ninguna otra cara propia.
Una faceta es una cara maximal propia de P.

Sea a”z < b una desigualdad valida para P. Se dice que a’z < b induce una faceta
de Psi F:={x € P:a’xv = b} es una faceta, es decir, si dim(F') = dim(P) — 1.

Nos interesan aqui los poliedros enteros. Un poliedro racional se llama poliedro
entero si toda cara minimal no vacia contiene un punto entero. Dado un poliedro P,
su envolvente entera, denotada por Py, es la envolvente convexa de todos los puntos

enteros de P:
P =conv(PNZ").

Se conoce que P; es un poliedro. Es facil de ver que P; C P.

10



Consideremos el poliedro P = {z € R" : Az < b}. El problema PE presentado al

inicio del capitulo puede expresarse equivalentemente como

max ¢l x

r € PNZm.

(PE)

Restringiremos en adelante nuestra atencién al caso en el que P esta acotado, es decir,
cuando P es un politopo. Observar que si P es un politopo, entonces P; también lo es

y sus caras minimales son vértices de coordenadas enteras.

Notar que
PNnz" C Py
de donde
méx ¢’z
(PE?)
T € P[,

es una relajaciéon de PE. Pero ademads, la solucién éptima de (PE’) se alcanza sobre un
vértice de P, y todos los vértices de P; son enteros. Luego, toda solucion éptima de
(PE’) es también una solucién 6ptima de PE.

El algoritmo general que emplean los métodos de planos cortantes para resolver un

programa entero es el siguiente:

1. Resolver la relajacion lineal del programa entero. Notemos por z* a la solucién
optima obtenida. Si x* € Z", entonces x* también es solucion éptima para el

programa entero y el problema esté resuelto.

2. Siz* ¢ Z™ no es entera, encontrar una desigualdad o’z < 8 vélida para Py, pero

que sea violada por z*.
3. Afadir o’z < 8 al conjunto de restricciones del programa.

4. Ira 1.

Un plano cortante es una desigualdad que es valida para la envolvente entera P; de
un poliedro P pero no necesariamente para P.

El paso 2 del algoritmo anterior suele conocerse como “separaciéon de un plano
cortante”.

Si P ={z € R": Az < b} es un poliedro racional con A € Z"™*" y b € Z™, y si
A € R, entonces AT Az < A7) es una desigualdad vélida para P. Por otra parte, notar

que si z es factible para PE, entonces |ATA|z € Z" y de aqui se sigue que
INAlz < |\ (1.8)
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Toda solucién factible de PE satisface ([equation][8][1]1.8) pero esta desigualdad puede
ser violada por algunas soluciones de RL. Tal desigualdad se llama plano cortante de
Gomory-Chuvdtal.

La interseccién de P con todos sus planos cortantes de Gomory-Chvatal se llama

clausura elemental de P y se denota por P’. Es decir,
P ={zcR": Tz <|§],VeceZ",§<cQtal que ¢’z < § es valida para P}.

El conjunto de desigualdades de la forma ([equation][8][1]1.8) que definen P’ es infinito.
Sin embargo, Schrijver [40] demostré que un nimero finito de planos cortantes implican

al resto.
Teorema 1.2 (Schrijver [40]). Si P es un poliedro racional entonces P' también lo es.

Claramente, se tiene que P; C P’y el procedimiento de tomar la clausura elemental
puede ser iterado para obtener relajaciones cada vez més ajustadas de la envolvente
entera P;. Sean PO = Py Pt+D = (P®WY para t > 0. Chvétal [11] demostré que
para todo poliedro acotado P C R" existe un ¢t € N tal que P! = P;. Este resultado

fue extendido para poliedros racionales por Schrijver [40].

Teorema 1.3 (Schrijver [40]). Si P es un poliedro racional, entonces existe un t € N
tal que Pt = P.

El rango Chwvdtal de un poliedro P, notado por cr(P), se define como el menor ¢t € N
tal que P! = P;.

Sea, P C R™ un poliedro y sea a’z < b una desigualdad vélida para P;. La profun-
didad de a’x < b con respecto a P es el menor t € N tal que a’z < b es vélida para

P*. Notaremos en adelante a este valor por d(a,b). Es decir,
d(a,b) ;= min{t € N: a’x < b es valida para P'}. (1.9)

Por lo tanto, el rango de Chvétal P es la mayor de las profundidades de las desigual-

dades que definen las facetas de Py, relativas a P:
cr(P) :=méx{d(a,b) : a’x < b define una faceta de P;}. (1.10)

Ademas de los planos cortantes “clasicos” que se han mencionado, una gran variedad
de planos cortantes han sido propuestos en las ultimas décadas. Revisaremos de manera
breve algunos ejemplos prominentes: los planos cortantes de interseccion, disyuntivos
y de franjas.

Balas [2] introdujo los planos cortantes de interseccion (intersection cuts). En el

punto 2 del algoritmo de planos cortantes mencionado anteriormente, considerar una
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Figura 1.6: Plano cortante de interseccion.

solucion fraccionaria, x* y un conjunto convexo S que contenga a z*, pero que no
contenga puntos enteros de P en su interior. Calcular la interseccién de S con las facetas
de P. El hiperplano que pasa por estos puntos de intersecciéon define una desigualdad
vélida para Pry que corta a z*. La Figura [figure|[6][1]1.6 ilustra un ejemplo.
Posteriormente, Balas [3] describié también los planos cortantes disyuntivos (dis-
Junctive cuts). Supongamos que se conoce que cualquier solucién entera factible x,
ademas de pertenecer al poliedro P, debe satisfacer al menos uno de los ¢ sistemas de
desigualdades: Clx < dt, C?z < d?,...,C% < d9. Es decir, toda solucién entera debe

satisfacer la disyuncion

q
\/(Ax <b,Clx < d).
j=1

Si para cada j = 1,..., ¢ se define el poliedro PY) := {z € R" : Az < b, 7z < d’}, se
tiene que cualquier desigualdad o’z < b vélida para P, ... P@ es también vélida
para Pr. Dicha desigualdad se conoce como plano cortante disyuntivo.

En teoria, cualquier desigualdad valida para un programa lineal entero puede verse
como un plano cortante disyuntivo, siempre que ¢ sea arbitrariamente grande [3]. Sin
embargo, se dice que una desigualdad es disyuntiva si se obtiene de una disyuncion en
la que ¢ es un niimero “pequeno”.

Una desigualdad a’x < b es un plano plano cortante de franjas (split cut) para

Tg < b es valida para PF =

el politopo P si existen ¢ € Z™ y d € Z tales que a
{r e R" : Az < b,cl'z < d}y PR = {z € R": Az < b’z > d + 1}, donde
los superindices L y R provienen de la abreviacién en inglés para “izquierda” (left)
y “derecha” (right). Es evidente que los planos cortantes de franjas se derivan de los
planos cortantes disyuntivos. Este tipo de planos fue presentado por Cook et. al [14].
La clausura por franjas (split closure) P° de P es la interseccién de P con todos sus
planos cortantes de franjas. Se ha demostrado que P* es un poliedro racional si P es
racional [1][14].

En general, observar que para obtener cortes disyuntivos y de franjas se construyen
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Tr<d— Planos cortantes <—,

«— disyuntivos
g

' conv{PE U PL}

(a) Un politopo P. ) Los politopos PX y P obte- (c) La envolvente convexa de P
mdos de una disyuncion. y PL.

Figura 1.7: Planos cortantes de franjas.

poliedros Py, ..., P tales que todas las soluciones enteras del problema original per-
tenecen a U¥_, P;. Se consideran luego desigualdades vélidas para conv(U¥_, P;). Esto
explica por qué cualquier desigualdad valida para P; puede ser vista como un plano
cortante disyuntivo.

Existe otra familia de métodos usados para derivar planos cortantes basados en
un principio conocido como ”lift-and-project” (levantar y proyectar), el mismo que
serd estudiado con mayor detalle en el Capitulo [chapter][2][]2.

Hoy en dia se consideran en conjunto la estrategia de ramificacién y acotacion y
la de planos cortantes, integrados en un algoritmo que se conoce como ramificacion y
corte (“branch—and—cut”). La gran mayoria de herramientas informdticas avanzadas
(tanto libres como comerciales) para la solucién de programas enteros implementan un

esquema de ramificacién y corte.

1.2 Grafos

Un grafo (no dirigido) G = (V, E) consiste de un conjunto finito de nodos V= V(G)
y un conjunto finito de aristas £ = E(G), donde cada arista estd formada por un par
de nodos que se conocen como extremos. Es decir, los elementos de F(G) son de la
forma {4, j} donde i, j € V(G). Por simplicidad, es usual denotar {i,j} simplemente
por ij. Se dice que una arista ij es incidente a sus nodos extremos i, j. Un par de nodos
1, 7 € V son adyacentes o vecinos si ij € E. Dos aristas son paralelas cuando tienen
los mismos extremos y una arista 72 € E cuyos extremos son iguales entre si se llama
lazo. Si un grafo no tiene aristas paralelas ni lazos se llama grafo simple. En adelante,
restringiremos nuestra atencién a grafos simples.

Dado un nodo i, la vecindad de i se define como el conjunto de nodos adyacentes a

éste y se nota por I'(i), es decir, I'(¢) := {j € V : ij € E}. El complemento de G es el
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grafo G que tiene el mismo conjunto de nodos V vy tal que dos nodos son adyacentes
en G si y sélo si no son adyacentes en G.

Un camino en un grafo es una secuencia vy, vs, ..., v, de nodos, tal que dos nodos
consecutivos v;, v;11 son adyacentes entre si. Un camino en el que todos los nodos
son diferentes se denomina sendero o camino simple. Un sendero en el que los nodos
extremos son iguales se denomina circuito o ciclo. Un grafo es conexo si cada par de
nodos estd unido al menos por un camino. Un grafo que no es conexo se denomina
disconezo.

Un subgrafo G' = (V',G’) de G es un grafo tal que V' C V y E' C E. El subgrafo
G’ se llama subgrafo inducido por V' si E' contiene todas las aristas de £ con sus dos
extremos en V’. Notaremos en este caso G’ C G.

Para A C E, G\ A denota el subgrafo G' = (V/, E’) obtenido mediante la elimina-
cion de A, estoes, V' =V y E' = E\ A. De manera similar, si B C V| el grafo G\ B es
el grafo inducido por V'\ B. Es decir, la eliminacién de un conjunto B de nodos consiste
en eliminar de V' los elementos de B y eliminar de E las aristas incidentes a nodos en
B. Para i € V, el grafo obtenido tras la eliminacién de {i} se escribird simplemente
como G\ i. La contraccion de un nodo i € V' consiste en la eliminacién del conjunto

{i} UT'(7). Notaremos al grafo resultante por G /1.

Definicién 1.3. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Un conjunto estable en G es
un conjunto S C V' de nodos mutuamente no adyacentes, es decir, un conjunto de
nodos tal que si i,j € S entonces ij ¢ S. El numero de estabilidad de G es la mazima

cardinalidad de un conjunto estable en G y se denota por a(Q).

Un grafo bipartito es un grafo cuyo conjunto de nodos puede particionarse en dos
conjuntos estables V7 y V5. Un grafo G es casi bipartito si el conjunto de nodos no
vecinos de cualquier nodo i de un grafo G es bipartito, es decir, si el grafo G/i es
bipartito.

Un grafo es completo cuando cada par de vértices esta conectado por una arista. Una
clique es un subgrafo inducido completo, es decir, es el complemento de un conjunto
estable. Notaremos por @),, a una clique inducida por n nodos, y diremos en este caso
que la clique tiene tamano n. El maximo tamato de una clique en un grafo G se conoce
como nimero de clique y se denota por w(G).

Un emparejamiento M en un grafo G es un conjunto de aristas mutuamente no
incidentes, es decir, tal que ningtin par de aristas tengan un extremo en comun. Deno-
taremos por ¥((G) el maximo tamafnio de un emparejamiento en G.

Un ciclo impar es un grafo inducido por un conjunto de 2k+1 nodos {1, ...,2k+1},
con k € N, y que contiene todas las aristas de la forma {i,i+1} parai =1,...,2k+1,

con la suma tomada moédulo 2k 4+ 1. Cualquier otra arista que no sea de la forma
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{i,7+ 1} se conoce como cuerda. Un ciclo impar sin cuerdas es un agujero impar. De
manera similar que para las cliques, Cy,1 notara un agujero de tamano 2k + 1. Un
anti-agujero impar 5%“ es el complemento de Cyxy1.

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. El grafo de linea de un grafo G, notado por

L(G), es el grafo definido de la siguiente manera:
e cada nodo de L(G) representa una arista de G, y

e dos nodos de L(G) son adyacentes si y sélo si sus aristas correspondientes tienen

un extremo en comun.
Es decir, L(GQ) := (E,{{ij, jk} : ij € E, jk € E}).

Definicién 1.4 ([42]). Una web WF es un grafo con conjunto de nodos {1,...,n} y
un conjunto de aristas dado por E(WF) .= {i,i £1:i € V,1 <1 <k} donde la suma

y resta de los elementos de V' se definen maodulo n.

Casos particulares de webs son los agujeros C,, = W' y los anti-agujeros impares
Copr1 = Wé;]:;, para k > 2.

Definicién 1.5 ([42]). Una antiweb Wnk es un grafo con conjunto de nodos {1,...,n}

y conjunto de aristas dado por E(VV:) ={i,itl:ieVk<l<n—k}, conla suma

y resta tomados nuevamente modulo n.

Notar que una antiweb es el complemento de una web.

Las antiwebs generalizan varias otras clases conocidas de grafos. Algunos ejemplos
particulares de antiwebs son las cliques ), = Wno, los anti-agujeros C,, = Wnl y los agu-
jeros impares Copyq1 = W;Z:rll En la Figura [figure][8][1]1.8 se muestran otros ejemplos
de webs y antiwebs.

Decimos que una antiweb es prima cuando n y k son niimeros relativamente primos,
es decir, si el maximo comun divisor de n y k es 1.

Asumiremos en adelante, al referirnos a webs y antiwebs, que n > 2k + 1, puesto
que de lo contrario toda web degenera en un grafo completo y toda antiweb en un grafo
sin aristas.

Notar que todo agujero impar y todo anti-agujero impar es a la vez una web y una
antiweb. Sin embargo, en general las clases de webs y antiwebs no coinciden. Trotter [42]
demostré que una antiweb es una web si y sélo si es un agujero impar o un anti-agujero

impar.
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Figura 1.8: Ejemplos de webs y antiwebs.
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1.3 Problema de conjuntos estables

1.3.1 El problema de conjuntos estables de peso maximo

Dados un grafo G = (V,E) y w € RV, el problema del conjunto estable de peso
maximo consiste en encontrar un subconjunto S C V' que sea un conjunto estable y
tal que su peso w(S) := ) ., ¢ w; sea maximo. Por simplicidad, en adelante usaremos
n para denotar |V|. Si definimos variables binarias x; para ¢ € V, con z; = 1 si y sélo

si1 € S, este problema puede formularse como el siguiente programa lineal entero:

MAX Y | Wit
sujeto a:

(MAXSTAB(G))
Ii—f-l’jgl, Vij € E,

(ze{0,1}, VieV

El politopo de conjuntos estables asociado a un grafo G = (V. E) es la envolvente
convexa de los vectores de incidencia de conjuntos estables de G, y se denota por
STAB(G).

STAB(G) := conv{x® : S C Ves un conjunto estable},

donde y° denota el vector de incidencia del conjunto S C V, es decir,

s JL siie S,
Xi = .
0, caso contrario.

El politopo correspondiente a la relajacién lineal de MAXSTAB(G),

)
’ n
mAx » ;) Wi

sujeto a:
(MAXESTAB(G))

T +x; <1, Vij € E,

| zi €[0,1], VieV,

se conoce como la relajacion de aristas del politopo de conjuntos estables y se denota

por
ESTAB(G) :={z € RY : 2, +2; <1 Vij € E}.

Una formulacién equivalente para el problema de conjuntos estables se obtiene al con-

siderar todas las cliques de GG. Es evidente que un conjunto estable puede contener a
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lo mas un nodo de una clique, y por tanto

4
’ n
MAax y ., W;Z;

sujeto a:
Z’iEQ Z; S 15 VQ g V7 Q Chque7
| 7i € {0,1}, VieV,

(MAXQSTAB(G))

es una formulacion alternativa valida para el problema de conjuntos estables. Su rela-

jacion lineal permite definir la relajacion de cliques del politopo de conjuntos estables

QSTAB(G) :={x € RY : Y "z; <1, VQ C Vclique}.
1€Q

Observar que como las aristas son casos particulares de cliques, se tiene que
STAB(G) C QSTAB(G) C ESTAB(G) (1.11)

para cualquier grafo G.

Sean x, y dos vectores en R” se dice que y < z si x; <y; paratodoi=1,...,n.

Lema 1.4 (Propiedades bésicas de STAB(G) [9]). Sea G un grafo y STAB(G) el

politopo de conjuntos estables asociado a G. Entonces:
(1) STAB(G) es de dimension completa.

(1) STAB(G) es mondtono hacia abajo. Es decir, si x € STAB(G) y y es tal que
0 <y <z, entonces y € STAB(G).

(1ii) Las restricciones de no negatwidad x; > 0, para todo i = 1,...,n, son desigual-
dades que inducen facetas para STAB(G).

Demostracion.

(1) De la definicién de conjunto estable se tiene que los vectores canénicos unitarios
en R"™ son vectores de incidencia de conjuntos estables. Trivialmente, se tiene
ademas que el vector cero, el vector de incidencia del conjunto vacio, pertenece
a STAB(G). Por lo tanto, el politopo de conjuntos estables es de dimensién

completa.

(17) Sean z € STAB(G) y 0 <y < z. Si x = y no hay nada que demostrar. Podemos

suponer entonces que existe I C {1,...,n}, no vacio tal que y; < z; para todo
i € I. Supongamos que I = {iy,...,i}. Construimos la sucesién de vectores
y' =,y ..., y" definidos por yf = yg_l sit# 7],y yg = y;, caso contrario, para
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j €{1,... k}. Notar que se tiene la siguiente relacién de orden y* =y < y*~1 <

<y <9y? =2y que ademés 3/~ e y/ difieren tinicamente en la componente
. )

y; <y

Demostremos que y' € STAB(G). Para ello, definamos T € R™ por medio de 7; =

0y T; =ux; para j = 2,...,n. Notar que y' =tz + (1 —t)T, para cierto ¢ € [0, 1].

k es vector de

incidencia de un conjunto estable en G. Luego, si definimos 7, € R™ con @? = vj’?

k

Por otra parte, z = Y ;. azv*, donde para cada k= 1,...,m, v
sij=2,...,nyv" =0, se tiene que T* son vectores de incidencia de conjuntos
estables en G y por lo tanto T = Y., 0" pertenece a STAB(G). Como y' es la
combinacién convexa de z y T, se sigue que y' € STAB(G). Por induccién puede
entonces demostrarse que ¢/ € STAB(G) para todo j € {2,...,k}. En particular,
y = y* € STAB(G).

(iii) Sea i* € {1,...,n} fijo pero arbitrario. Es evidente que z} = el 2 = 0 para todo
r=ejconj€{l,...,i*=1,*+1,...,n}, y para0 € R". Entonces la desigualdad
x; > 0 se satisface con igualdad para n vectores afinmente independientes y por

tanto define una faceta para STAB(G).
UJ
Las restricciones de no negatividad se conocen como facetas triviales de STAB(G).
En la siguiente seccién revisaremos algunas de las desigualdades vélidas para STAB(G).

Entre éstas, las desigualdades de rango han sido ampliamente estudiadas en los tltimos

anos.

1.3.2 Desigualdades validas y facetas

Desigualdades de aristas. Para cada arista ij de un grafo G = (V| E) se define la
desigualdad de arista

Por definicién, las desigualdades de arista son validas para STAB(G). Notar que las

desigualdades de aristas y las de no negatividad

definen la relajacion de aristas del politopo de conjuntos estables de G.

Proposicién 1.1 ([38]). Las desigualdades de arista ([equation][12][1]1.12) y las de no
negatividad ([equation][13][1]1.13) son suficientes para describir STAB(G) si y sdlo si

G es un grafo bipartito y no tiene nodos aislados. Notar que en este caso STAB(G) =
ESTAB(G).
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Desigualdades de clique. Sea @ una clique en G = (V, E). Se define la desigualdad
de clique asociada a () como
d <l (1.14)
i€Q
El ntmero de estabilidad de una clique es 1, pues por definicién, cada nodo de una
clique es adyacente a todos los demas. En la figura siguiente se ilustra una clique de

tamano 5.

Figura 1.9: La clique Qs.

Las desigualdades de clique son vélidas para STAB(G) y definen facetas cuando
las cliques asociadas son maximales respecto a la inclusion de nodos, como ha sido
demostrado por Fulkerson [19] y Padberg [38].

Dado un grafo G, su niimero cromético x(G) es la minima cantidad de colores reque-
ridos para pintar los nodos de G, de tal forma que dos nodos adyacentes nunca tengan
el mismo color. Como cada nodo de una clique debe pintarse con un color distinto, se
tiene x(G) > w(G). Si x(G') = w(G’) se cumple para todo subgrafo inducido G’ C G,
entonces decimos que G es perfecto. Berge [7] conjeturé que un grafo G es perfecto si
y solo si GG no contiene agujeros ni anti—agujeros impares. Esta conjetura fue durante
cuatro décadas una pregunta abierta central en la teoria de grafos y la optimizacién
combinatoria, hasta que fue finalmente demostrada por Chudnovsky et al. [10]. Un
resultado importante de Chvatal [12] y Padberg [39] establece que STAB(G) esta des-
crito completamente por las desigualdades de no negatividad ([equation][13][1]1.13) y
las desigualdades de clique ([equation][14][1]1.14) si y sélo si G es perfecto. Notar que
este caso STAB(G) = QSTAB(G).

Desigualdades de ciclo impar [38]. A cada circuito impar C se le asocia la de-

sigualdad de ciclo impar

d ai < cl=1 (1.15)

ieC 2
En la siguiente figura se ilustra el circuito impar C. Se han resaltado los nodos 2, 4 y

6, los cuales forman un conjunto estable. A este conjunto no es posible anadirle ningtin
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otro nodo sin que deje de ser un conjunto estable. Notar ademas que la cardinalidad

maxima de cualquier conjunto estable en C'; es 3.

Figura 1.10: El agujero C’.

Es fécil demostrar que [equation][15][1]1.15 es vélida para STAB(G), pero que no
estd implicada por las desigualdades de aristas.

Padberg [38] demostré que una desigualdad de ciclo impar define una faceta si y
solo si el ciclo es un agujero, y C = G.

Los grafos para los cuales el politopo de conjuntos estables STAB(G) puede des-
cribirse completamente por las desigualdades de no negatividad ([equation][13][1]1.13),
clique ([equation]|[14][1]1.14) y agujero impar ([equation][15][1]1.15) se conocen como
de grafos t—perfectos.

Desigualdades de anti-agujero impar [35]. Sea C' un anti-agujero impar. La

desigualdad de anti-agujero asociada a C' es
» <2 (1.16)
ieC

La figura siguiente ilustra el anti-agujero impar C7 y el conjunto estable {1,2}. Si se
anade un nodo, este conjunto deja de ser estable. Por definicién, cualquier conjunto

estable de un anti—agujero contiene a lo mas dos elementos.

Figura 1.11: El anti-agujero C-.
Observar que ([equation][16][1]1.16) es una desigualdad valida para STAB(C7).
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Desigualdades de web y antiweb [42]. Sean W* una web y Wnk una antiweb. La
desigualdad de web y la desigualdad de antiweb asociadas a éstas se definen, respecti-

vamente, como

N < ], (1.17)

d mi<k+1 (1.18)

Es facil verificar la validez de ambas clases de desigualdades. En efecto, en una web
todos los conjuntos estables contienen nodos espaciados entre si por lo menos en k + 1
(es decir, si 4, j estdn en un conjunto estable, entonces, j > i + k), de donde se sigue
il Por

otra parte, un conjunto estable en una antiweb W, consiste de maximo k + 1 nodos

que la cardinalidad méxima de un conjunto estable en W* no puede exceder |

consecutivos.

Teorema 1.5. [42] La desigualdad ([equation][17][1]1.17) define una faceta para STAB(WF)
si y sdlo si k divide a n. La desigualdad ([equation][18][1]1.18) define una faceta para
ok

STAB(W,

") siy sdlo si k ymn son relativamente primos.

Wagler [43] demostré que STAB(W:) estd completamente definido por restricciones

de no negatividad y restricciones de la familia ([equation][18][1]1.18). Por otra parte,
la estructura de las facetas de STAB(WF) es mds compleja. Se ha demostrado que las
facetas no triviales en este caso pertenecen a una clase conocida como desigualdades

de familia de clique [37].

Desigualdades de rango Sean G un grafo y G’ C G un subgrafo inducido. Se define

> oz <a(@) (1.19)

eV (G

como la desigualdad de rango asociada a G’ C G. Es trivial verificar que ([equation][19][1]1.19)
es valida para STAB(G), pues cualquier conjunto estable de G restringido a los nodos
de G’ es un conjunto estable para G'.

Notar que las desigualdades ([equation][14][1]1.14)-([equation][18][1]1.18) son casos

particulares de la desigualdad de rango, pues «(G’) es igual a 1 si G’ es un clique, a
ICl-1
2

W¥ vy k + 1 para una antiweb Wnk
La relajacion de rango de STAB(G) es el politopo definido por todas las desigual-

si es un agujero impar, a 2 si se trata de un antiagujero, a Lk%lj para una web
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dades de rango asociadas a subgrafos inducidos de G:

RSTAB(G) := {z € RY : Z r; < a(G), VG C G inducido}.
iev(a)

Un grafo G se llama grafo rango-perfecto si RSTAB(G) = STAB(G), es decir, si
STAB(G) esté dado por las desigualdades de no negatividad ([equation][13][1]1.13) y
las de rango ([equation][19][1]1.19). Wagler [43] demostré que las antiwebs pertenecen

a la clase de grafos rango—perfectos. De su trabajo se sigue que:

Teorema 1.6 ([43]). Las unicas facetas no triviales del politopo de conjuntos estables
de una antiweb son las desigualdades de rango asociadas a subantiwebs primas. Una
subantiweb es un subgrafo inducido de una antiweb, que constituye a su vez una antiweb

en si.

1.3.3 Rango de Chvatal del politopo de conjuntos estables

El politopo de conjuntos estables ha sido objeto de multiples estudios durante los
ultimos cuarenta anos. Uno de los aspectos considerados ha sido el rango de Chvatal
de las diferentes relajaciones conocidas. Chvatal et al. [36] establecieron la siguiente

cota inferior para la relajacién de cliques QSTAB(G) de un grafo G.

Lema 1.7 ([36]). Sean k < s dos enteros positivos, G un grafo con n nodos tal que todo
subgrafo de G con s nodos es k—colorable. Entonces la profundidad de la desigualdad
de rango Y .. r; < a(Q) relativa a QSTAB(G) es al menos

Un grafo G se dice k—colorable si x(G) < k.

Teorema 1.8 ([36]). Ezisten c¢,r € Z, y un grafo G arbitrariamente grande, con n
nodos y cn aristas, tal que la profundidad de la desigualdad de rango de G relativa a

la relajacion de cliques es al menos rn.

Un grafo es libre de garras o sin garras si ningin nodo tiene tres vecinos no adya-
centes entre ellos. Giles y Trotter [22] presentaron algunos ejemplos de grafos sin garras
para los cuales QSTAB(G) tiene al menos rango de Chvatal 2. Y en [36] se presenta
una respuesta a la pregunta planteada por Schrijver, acerca de si es posible reemplazar

dicha cota por una arbitrariamente grande. La presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.9 ([36]). Existen grafos con cardinalidad n arbitrariamente grande y a(G) =
2 para los cuales la profundidad de la desigualdad de rango de G relativa a QSTAB(G)

es mayor que %ln n.



A continuacion presentaremos algunas clases de grafos para los cuales se conocen
valores exactos de los rangos de Chvatal. Pero antes requerimos introducir algunas
notaciones.

Usaremos dg(a,b) (resp. dg(a,b)) para denotar la profundidad de una desigualdad
a’z < bvélida para STAB(G), con respecto a ESTAB(G) (resp. QSTAB(G)). Ademés,
en el caso de que a’x < b corresponda a la desigualdad de rango de un subgrafo G’

abreviaremos la notacién por dg(G’) (resp. dg(G’)). Es decir,

dp(G') == min{t € N : Z 7; < a(G') es valida para ESTAB(G)'},
i€V (G)

do(G") :=min{t e N : Z 7; < a(G') es valida para QSTAB(G)'}.
i€V (G)
Para abreviar la notacién, al referirnos al rango de Chvatal de la relajacion de aris-
tas, escribiremos simplemente crg(G) en lugar de cr(ESTAB(G)). Haremos lo mismo
para el rango de Chvétal crg(G) de QSTAB(G). Se tiene entonces que:

crp(G) = max{dg(a,b) : a’x < b define una faceta de STAB(G)}. (1.20)

crg(@G) := max{dg(a,b) : a”x < b define una faceta de STAB(G)}. (1.21)

Si G es un grafo bipartito, como se mencioné en la Proposicién [prop][1][1]1.1,
STAB(G) = ESTAB(G) y de ([equation][11][1]1.11), se tiene claramente que STAB(G) =
QSTAB(G) = ESTAB(G). Luego, crg(G) = crg(G) = 0.

Ademés, hemos observado que STAB(G) = QSTAB(G) si y s6lo si G es un grafo
perfecto. Por lo tanto crg(G) = 0 para todo grafo perfecto. En cuanto al valor de

crg(Q), se tiene el siguiente resultado de Holm et. al [27].

Lema 1.10 ([27]). Sea n > 3. Para el rango de Chuvdtal de una clique Q,, y para la
profundidad de su correspondiente desigualdad de clique, con respecto a la relajacion

de aristas, se tiene

er5(Qn) = dp(Qn) = [logy(n — 2)] + 1.

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que si G es un grafo perfecto con
w > 3, entonces crg(G) = |logy(w—2)] +1, donde w = w(G), es el tamano de la clique
mds grande contenida en G [27].

Padberg [39] demostré que para los anti-agujeros impares Copyq con k > 1 las

unicas facetas no triviales de STAB(G%H) son las desigualdades de rango asociadas
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a cliques maximales y la desigualdad de rango del agujero mismo. Luego, es facil ver
que dQ(éng) = 1, pues la profundidad de dichas desigualdades con respecto a la
relajacion de cliques es, como se menciond antes, cero.

Para grafos de la clase antiwebs, en los trabajos de Holm et. al [27], [28] y [29]
se calculan cotas superiores e inferiores para el rango de Chvatal de las relajaciones
de aristas y de cliques. En el caso de las cotas superiores, el trabajo se basa en la
generacion de sucesiones constructivas de antiwebs, idea que sera explicada con mas
detalle en el Capitulo [chapter|[3][]3. Para las cotas inferiores, se construye una sucesién
de puntos en ESTAB(G) \ STAB(G) (0 en QSTAB(G) \ STAB(G)) lo suficientemente
separados uno del otro, como para que cada uno de ellos sea “cortado” en una iteracién
distinta del procedimiento de Gomory—Chvatal. La longitud de la sucesion constituye
una cota inferior para crg (Wnk) y Crg (W:), respectivamente. A continuacion resumimos

los resultados establecidos por dichos autores.
Lema 1.11 ([27]). Para una antiweb W:,
(W) < @+ logy(w — 2),

conw= ] ya=k+1.

Lema 1.12 ([29]). Para una antiweb Wnk,
crE(Wnk) >r+s+1 Y cro(W,

n /(= w— 5 n—w(k+1
con v := [logy(gty = 1) y 5 = max{s € N: 3{(w +2)° — 1] < gipeintat
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Capitulo 2
Los operadores N y Ny

En este capitulo se describe la técnica de “levantamiento y proyeccién” introducida por
Lovész y Schrijver en un trabajo seminal [33]. Se estudian los operadores N y Ny, y

su aplicacion en el contexto del politopo de conjuntos estables.

2.1 Conos de matrices y sus proyecciones

Consideraremos en adelante conos convexos. Como vimos en el capitulo introductorio,
un cono poliedral puede representarse como el conjunto solucién de un sistema de
desigualdades lineales homogéneo.

Todo politopo P C [0, 1], puede ser representado como un cono en R"* mediante
una transformacién conocida como homogenizacién. Béasicamente, la misma consiste
en considerar la inmersién de P en el hiperplano zo = 1 de R*"*! y a partir de esta

inmersién generar un cono convexo. Consideremos, por ejemplo, el politopo
P={zeR": Az <b,0< 2z <1},

al homogeneizarlo se obtiene el cono

K::{<x0> e R bxg— Az >0, z >0, xo]l—xZO}.

X

Toda desigualdad a®x < 3 valida para el politopo P puede escribirse como la desigual-
dad Bzg—alx > 0 valida para el cono K, a la que llamaremos en adelante desigualdad
homogeneizada de aTx < B. Notaremos por &’ = (3, —a®) al vector de incidencia
asociado a esta desigualdad.

Notar que es posible escribir K como la interseccién de un ntimero finito de semi-
espacios definidos por restricciones lineales de la forma &’z > 0 con &* = (8, —a®) y

x € R™™!; por lo tanto, K es un cono poliedral.
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Se denotan por e; los vectores unitarios candénicos de R"*!, que tienen 1 en la i-ésima
entrada; y se define f; :=eqg—e;, parai=1,...,n.
Llamaremos () al cono poliedral correspondiente a la homogeneizacién del politopo
0,1]",
Q={r=(vo,m1,...,2,)" : 2o —2; >0, 2, >0, V1 <i<n}

Notar que ) es un cono poliedral descrito por las siguientes 2n desigualdades lineales:
ri=elx>0 y wmo—x;=(eg—e)w=flv>0 Vi=1,...n. (2.1)

(@ puede entenderse, de manera equivalente, como el cono convexo generado por todos
los vectores x € {0,1}"™! con zy = 1. A lo largo de este capitulo consideraremos un
cono convexo K C (), y notaremos por K; al cono generado por todos los vectores
0—1en K.

Sea, K un cono convexo en R"*!. El cono polar de K, denotado por K*, es el cono

convexo definido por
K :={ueR": vz >0, Voec K}

Observar que a cada vector u € K* le corresponde una desigualdad lineal v’z > 0
que es valida para K, es decir, que se satisface para todo x € K. Por lo tanto, K* esta
formado por los vectores normales de todas las desigualdades vélidas para K.

El cono polar de @) esta generado por los vectores e; v f; para 1 = 1,...,n. Estos
vectores corresponden a los vectores normales de las desigualdades ([equation][1][2]2.1)

que definen @. Por lo tanto,

Q" =cone{e;, fi:i=1,...,n}.

Lema 2.1. i K C @, entonces Q* C K*.

Demostracién. En efecto, para todo u € Q*, se tiene que u’x > 0 es una desigualdad
valida para ). En particular, esta desigualdad se satisface para todo z € K C Q y
luego u € K*. O

Lema 2.2. Sea K un cono convezo. Entonces (K*)* = K.

Demostracion. Por la definicién de cono polar, para cualquier z € K, yTax = 2Ty >
0 para todo y € K* y entonces K C (K*)*. Para la otra relaciéon de contenencia,
procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe z € (K*)*\ K. Por el
Teorema [teo|[1][1]1.1, existe a € R™, a # 0 tal que

atz <0 y afz>0 para todo z € K.
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De la ultima desigualdad se sigue que a € K*, pero esto contradice la primera
relacién, pues como z € (K*)* se deberfa tener a’z > 0. Se concluye entonces que
(K")* C K. O

Lema 2.3. Sean K, y Ky dos conos convexos. Se cumple que
(Ki+ Ky)"=K{NKj.

Demostracion. Sea y € (K, + Ks)*. Se cumple entonces que y”(x; + x5) > 0 para
cualquier z; € K y cualquier x5 € K5. Ya que 0 € K, y'xo > 0 para todo xo € Ko,
y luego y € K3. De manera similar se concluye y € K7. Por lo tanto, y € K7 N KJ.
Para la otra relacion de contenencia, sean y € K{NK;, x1 € K; y 22 € K5. Entonces
y (1 +22) =y o1+ yTze > 0, pues yTz1 > 0y y'zy > 0. Luego, y € (K1 + Ky)*. O

Corolario 2.4. (K1 NKy)* = K} + K.

Demostracion. Basta tomar Ky = K y Ky = K5 en el Lema [lema][3][2]2.3 y aplicar
luego el Lema [lemal[2][2]2.2: K} + K5 = [(KT + K3)*]* = [(K)* N (K3 = (K1 N
Kg)*. I

Lema 2.5. 5i K = {r € R": Az > 0}, entonces K* = cone(AT).
Demostracion. Calculando el polar de K, se tiene

K*={uecR": v'v >0, VveK}
={u€eR": u'v >0, Vv que satisface Av > 0}.

Supongamos que A € Q™*". Del Lema de Farkas [45, Sec. 1.4] sabemos que una
desigualdad a”z < b es vélida para el conjunto {z € R": Ax < b} si y sblo si existe
c € R tal que ¢TA = @y ¢"b < b. Luego, si (—u)Tv < 0 es valida para todo v que
satisface (—A)v < 0, entonces existe ¢ > 0 tal que ¢’ (—A) = (—u)T y ¢7'(0) < 0. Con

esto,

K ={ueR": IR, u=A"c}

= cone(AT).

U

Sean K, Ky C @ dos conos convexos. Para todo u € K7, la desigualdad v’z > 0
es valida para K, y para todo v € K3, la desigualdad vz > 0 es valida para K. De

aqui se sigue que la desigualdad cuadratica (u”z)(zTv) > 0 es vélida para K; N K.
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Ademas, puede demostrarse que
KiNKy,={x R (u"2)(2"v) >0, Vue Kf,ve K, 2o >0} U{0}. (2.2)

En efecto, sea x € R"* tal que (u”z)(z7v) > 0 se cumple para todo u € K y v € K3,
y suponer ademés que zo > 0. Como Q* C K5 (Lema [lemal[1][2]2.1), en particular
v:=e;+ f; € Kj, para todoi € {1,...,n}. Pero luego, (u'z)(z"v) = ulzzT (e; + f;) =

uTzaTey = (uTx)rg > 0.Y como zy > 0, obtenemos finalmente

u'r>0,Vue K; & ze (K =K.

De manera similar, puede probarse que =z € K.

Con el mismo razonamiento, puede demostrarse también que toda desigualdad
uTx > 0 vélida para K, puede ser escrita como la suma de dos desigualdades cuadrati-
cas

(u"z)(aTe) >0y (uTa)(z"f;) >0,

obtenidas a partir de ¢;, f; € Q* C K7, ya que u’zz” (e; + f;) = (u'x)xy y ademéds
T T
war>0s (ux)rg >0, VrekK;.

Lema 2.6. Sea x es un vector 0-1 en K1 N Ky conxg =1, yY = xxl. Entonces Y es

n+1)x(

una matriz en R "t que satisface:

(1) Y es simétrica;
(11) diag(Y') = Yeq, es decir, y; = yoi para todo 1 < i < n;
(ii7) u'Yv >0 para todou € K} yv € K3;
(iv) Y es semi—definida positiva, es decir, uTYu > 0, para todo u € R™.

Demostracién. Es evidente que Y es simétrica: pues Y7 = (zz?)? = (27)T2T = 22T =
Y.

Para la segunda parte, notar que y;; = x;x; para 0 < 4,7 < n. Por lo que y; =
TT; = x?, y como z; € {0, 1} se tiene que y;; = z;. De manera similar, yo; = xoz; = ;,
pues xg = 1.

Para el punto (i), sean u € K; y v € K}. Tenemos que v’z > 0 pues x pertenece
a KiNK, C Ky, y que vTa > 0 pues x pertenece a K;NKy C Ky. Luego, (ulx)(vl'z) =
uwlzaTv > 0.

Finalmente, sea u € R". Se tiene que
u'Yu=v'zz"u = (u'2)(u"2) = (u"2)* > 0.
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O

Las propiedades anteriores se usan para definir dos conjuntos que seran de interés

en la construccion presentada mas adelante.

Definicién 2.1 ([33]). Sean K, Ky C @ dos conos convezos. Se define M(K;, Ks)

como el cono de las matrices Y = (y;;) que pertenecen a ROADX0H) ) gue satisfacen

(1)—(iii) del Lema [lemaf[6][2]2.6. De manera similar, M, (K1, Ks) es el cono de las

matrices que a mds de las condiciones anteriores satisfacen (iv). Es decir,

M(Ky, Ky) == {Y € RO+ -y satisface (i) — (i)},

M (K, Ky) = {Y € ROHDX0HD -y satistace (i) — (iv)}.
Lema 2.7. La condicion (iii) en el Lema [lema/[6][2]2.6 es equivalente a
(1ii,) YK; C Ky, y
(iiy) YE? C Ko.

Demostracion. Es evidente que (iii) implica (iii,). En efecto, sea v € Kj. Para todo
u € K7 se cumple que u’Yv > 0, y luego Yv € K;. En el otro sentido, supongamos
que YK C Kj, es decir, que para todo v € K se tiene que Yv € K;. Luego, para
todo u € K}, u'Yv > 0.

La equivalencia entre (iii) y (iii,) se demuestra de manera similar. W

Los conos M (K71, K3) y M, (K1, K3) suelen conocerse como levantamientos de K

y K,. Son importantes ademds sus proyecciones sobre R"*! definidas por:
N(Kl,Kg) = {Yeo Y € M(Kl, KQ)},

N+(K1,K2) = {Y€0 (Y € M+(K1,K2)}.

Al procedimiento de obtener N (K, K3) 6 Ny (K;, Ky) a partir de K7 y K, se lo conoce
como “levantar y proyectar” (lift-and-project). Esta técnica fue introducida por Lovasz

y Schrijver [33]. El siguiente resultado explica su utilidad.
Lema 2.8. (Kl N KQ)[ g N+(K1,K2) g N(Kl,Kg) Q Kl N Kg.

Demostracidn. Sea x € (K N Ky)r. Luego, © = Zle t;x® para ciertos ' € K1 N Ky N
{0,1}"1 y ¢; > 0, 1 < i < k. Considerar las matrices Y correspondientes, definidas

por Y = (2')(z%)T. Observar ademés que, como K; N K, C @Q, se tiene que xf = 1
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para todo 1 < i < k. Del Lema [lema][6][2]2.6 se sigue que Y verifica las condiciones

(i)-(iv) y por lo tanto Y* € M, (K, K5). Finalmente, para todo 1 < i < k se tiene que
Yieg = (zh)r' = 2 € N, (K1, Ky),

y como N (K1, K,) es un cono convexo, se concluye que z = Y& t;a* € N, (K7, Ky).

Lainclusion N, (K, Ky) € N(K7, K3) es evidente, ya que M (K7, K3) C M (K, K5)
por definicion.

Para demostrar la tltima inclusién, sea x € N(K;, K3). Entonces existe Y que
satisface (i)-(7i7) y tal que x = Y'eq. Por otro lado, ya que Ky C @, Q* C K5 y se sigue
que ey € K3. Por (iii,), * = Yey € K;. Similarmente, de K; C Q y (4i4,) se sigue que
r € Ky. Luego, xr € K1 N K. O

Notar que toda matriz Y € M (K, K;) satisface y;; > 0, pues ¢; € K] y e; € Kj.
Ademds, yi; < yii = yoi < Yoo, pues e; € K7 y f; € Kj.
Necesitaremos extender la definicion de polar para conos de matrices. Si K C

RO+HDx(0+1) antonces
K* = {U e R0+ (U y) >0, VY € K},

donde el producto interno (A, B) entre dos matrices A, B de RO+FDx(+1) g6 define

CcOo1mo N n
<A, B> = Z Z az-jbl-j.

i=0 j=0
En la aplicacién practica del método, son de gran importancia las expresiones para
M*(Ky, Ky) y Mi (K, K3) que derivaremos a continuacion.

Denotaremos por Ugm al espacio de las matrices simétricas y por Ugew al espacio
de las matrices antisimétricas en R(+Dx(+1),

En la condicién (ii) de la Definicién [defi][1][2]2.1, se tiene que para cada i =
1,...,n, yi —yoi = 0, igualdad que puede ser escrita usando el producto escalar de

matrices en la forma (f;e],Y) = 0. Se define entonces
U= {Yy ¢ RvHx(n+D) . (fiel ,Y)=0,V1 <i<n}.

Se denota ademés por U; el espacio lineal de las matrices Y en R™+D*(+1) tales que

Yoj = —Yjpara 1 <j<n, yo=0yy; =0,sii#0yi#j.

Lema 2.9. U, estd generado por las matrices fiel parai=1,... n.
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Demostracién. Notar que las matrices fie! tienen la siguiente forma:

00 - 0
00 --- 0 0
e =1g 0 oo 21 e o
00 --- 0 0
Es facil ver que las matrices fiel para i = 1,...,n son linealmente independientes.

Ademas, cualquier matriz perteneciente a U; puede expresarse como una combinaciéon
lineal de estas matrices. Por lo tanto, las matrices fie! para i = 1,...,n forman una

base generadora del espacio lineal Us. U

De manera andloga, el producto u? Y'v en la condicién (i74) de la Definicién [defi][1][2]2.1

puede escribirse como (u, Yv) = <uvT, Y>. Definimos entonces el conjunto
V= {Y e R0 (T V) > 0, Yu € K7 AV € K3}

Finalmente, denotaremos por Usg, al espacio de las matrices semi-definidas positivas
(s.d.p.) en RFDX(+D) “eg decir

Usgp = {Y € R0 Ty > 0 vz € R
Empleando la notacién introducida arriba, tenemos que:

M(Kl,K2> = Usym N U N Vv,

M+(K1,K2) = Usym NUNVN Usdp‘

Y aplicando el Corolario [coro|[4][2]2.4:

M* (K, Ks) = (Usm NUNV)*

= Ugym + U+ V7, (2.3)
M7 (K1, K3) = (Uym NUNV N Usgy)”
= U + U+ V" + Ul (2.4)

Encontraremos ahora expresiones para los polares de Usym, U, V' 'y Usqp.

Lema 2.10. Sea W un subespacio lineal y W+ su complemento ortogonal. Entonces
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W =Wt

Demostracion. Por definicion,
Wh={v: (v,2) =0, Yo e W},

de donde resulta evidente que W+ C W*. Por otra parte, sea u € W*. Demostremos
que (u,x) = 0 para todo z € W. Como W es un subespacio lineal, tenemos que si
x € W entonces —z € W. Luego, como v € W*, (u,z) > 0y (u,—z) > 0, de donde
(u,zy = 0. O

Por el lema anterior y puesto que se conoce que Ugyr, es el complemento ortogonal

de Ugew, se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.11. U}, = Ugew-

sym
De manera similar, del Lema [lemal[9][2]2.9 se sigue que U; es el complemento
ortogonal de U; y por lo tanto:

Lema 2.12. U* =U;.

Si K y Ky son conos poliedrales, entonces K] y K también lo son, y el semi-
espacio V esta definido por un sistema finito de desigualdades lineales. Aplicando el

Lema [lema][5][2]2.5, obtenemos entonces:

Lema 2.13. V* = cone{uv’ : v € K},v e Kj}.

*

sdp
algunos resultados preliminares. Los tres lemas siguientes caracterizan propiedades

Encontrar una expresién para resulta bastante més dificil. Para ello, requerimos

bésicas de las matrices semi—definidas positivas. (Para las demostraciones ver, por

ejemplo, [34]).

Definicién 2.2 (Producto de Hadamard). Sean A, B dos matrices en R™*™. El pro-
ducto de Hadamard entre A y B, notado por Ao B, se define por [Ao Bl;; = [Al]i;[Bli
para todo 1 <1 <m, y1 <7 <n.

Lema 2.14 ([34]). Cualquier matriz A semi-definida positiva de rango uno puede ser

escrita como el producto A = xx™, donde x € R™.

Lema 2.15 ([34]). Sea B una matriz semi—definida positiva y sean By, ..., B, las ma-
trices que forman la descomposicion de rango uno de B. Entonces B es semi—definida

positiva si y solo si By, ..., B, son todas semi—definidas positivas.

A partir de estas propiedades, se demuestra un resultado importante conocido como

producto de Schur.
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Teorema 2.16 (Producto de Schur [5, Sec. 3.7]). Sean A y B matrices semi—definidas

positivas de tamano n. Entonces Ao B es semi—definida positiva.

Demostracion. Sean Ay B dos matrices semi—definidas positivas de tamano n. Suponga-
mos que B es de rango cero, lo cual es cierto si y solo si B es igual a la matriz nula que
notaremos por O. Por lo tanto Ao B = O, y O es claramente semi—definida positiva.
Ahora, supongamos que B es de rango uno, entonces, por el Lema [lema|[14][2]2.14,
podemos escribir B = zz” donde x € R™. Luego, [AoBl;; = [A];;[Bli; = [Ayllz]i[z']; =
[DTAD,];;, donde D, € R™™ denota a la matriz diagonal cuyos elementos coinciden

con el vector x. Como A es semi—definida positiva, se tiene que, para todo v € R,
v (DFAD,)v = vI' DYAD,v = (D,v)" A(D,v) > 0,

es decir, D,AD, = DI AD, es semi—definida positiva.

Por tltimo, supongamos que B es de rango r, con 1 < r < n. Entonces podemos
descomponer B como la suma r de matrices By,..., B, de rango uno que, por el
Lema [lemal[15][2]2.15, son semi—definidas positivas. Se sigue que Ao B = Ao (B; +
---+B,.) y por lo demostrado anteriormente, tenemos que para cadai = 1,...,n, AoB;

es semi—definida positiva, de donde se concluye que Ao B es semi—definida positiva. [

Teorema 2.17. El espacio de las matrices semi—definidas positivas es auto—polar, es

decir, Usap = Usap-
Demostracion. Demostraremos las siguientes implicaciones:
(7) Sise cumple que (A, X) > 0 para toda matriz X s.d.p., entonces A es s.d.p.

1) Para cualquier par de matrices A y B € R™*" semi—definidas positivas, se cumple
que (A, B) > 0.

Para la primera, sea A € R™™ una matriz que no es s.d.p.. Entonces existe x € R"

tal que

o’ Ax = z”: z”: a;;xiz; < 0. (2.5)

i=1 j=1
Considerar ahora la matriz X = zz”. Es facil verificar que X es s.d.p. En efecto, para

todo v € R" se tiene

o' Xv = v ez
= (UT$>(ZETU)

= (v2)(v"2)" > 0.
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Pero ahora, notar que ([equation]|[5][2]2.5) se puede escribir como
<A,X> = ZZaijxixj < 0.
i=1 j=1

Es decir, para toda matriz A € R™™ que no es s.d.p. existe una matriz X s.d.p. tal que
(A, X) < 0. La segunda implicacién se sigue del Teorema [teo|[16][2]2.16. Supongamos

que A y B son matrices semi—definidas positivas tales que

<A, B> = iialjbi]’ < 0.

i=1 j=1

Del Teorema de Schur conocemos que si A y B son dos matrices semi—definidas posi-

tivas, el producto de Hadamard A o B es s.d.p., es decir, para todo x € R",
T
z' (Ao B)x > 0.

En particular, si tomamos z = 1 , obtenemos la contradiccion:

]IT(A 0] B)]] = iiazjsz 2 0.

i=1 j=1
O
El siguiente teorema resume los resultados obtenidos hasta aqui.
Teorema 2.18.
M*(K1, K3) = Ugew + U + V7, (2.6)
M (K, K3) = Ugew + Uy + V* + Usgy. (2.7)

Demostracion. Los resultados se obtienen directamente al aplicar los Lemas [lema|[12][2]2.12—
[lema][13][2]2.13 y el Teorema [teo][17][2]2.17 sobre ([equation][3][2]2.3) v ([equation][4][2]2.4).
]

Para la definicién de N(K7, K3) se consideraron dos conos convexos arbitrarios K
y K5 en Q. Dos casos particulares que han merecido especial atencién se presentan

cuando: K1 = Ky = K,y K1 = K, Ky = (). Para ellos se tiene el siguiente corolario.
Corolario 2.19. N(Kl N KQ, Kl N KQ) g N(Kl, Kg) g N(Kl N KQ, Q)

Demostracion. SeaY € M(K1NK,, KiNK,). Notar que la tinica propiedad relevante a

verificar para determinar si Y € M (K7, K3) es (iii), pues las dos primeras se satisfacen
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de manera trivial. La primera inclusién se sigue directamente del hecho que K} C
(K1 N Ky)*, para i € {1,2}. Para la segunda, sea Y € M (K, K3). Veamos que para
todo u € (K; N K3)* y todo v € Q* se tiene que u’Yv > 0.

Del Corolario [corol[4][2]2.4, conocemos que u = u; + ug, donde uy € K} y uy € K.
Ademas, como Q* C K para i € {1,2}, v es elemento de K} y K. Por lo tanto

w'Yv = (ug +ug)Yv=ul Yv+ulYv >0,

de donde se concluye que Y € M(K; N Ky, Q). O

Del corolario anterior se sigue que N(K,K) C N(K,Q), por lo que el primer
caso constituye una mejor relajacion para Kj. Sin embargo, ha sido demostrado [33]
que N(K,Q) tiene mejores propiedades desde el punto de vista algoritmico. En lo
posterior, nos restringimos al estudio de esta relajacion y definimos los operadores de

levantamiento y proyecciéon N y N, por medio de:

N(K) = N(K.Q),
Ni(K) == N.(K,Q),

para cualquier K C . Notar que a partir del Lema [lemal[8][2]2.8 se tiene que
K; € N4 (K) C N(K) C K. (2.8)

Por otra parte, como K5 = Q*, entonces la condicién (7ii,) es equivalente a:

(17i.) toda columna de Y estd en K, la diferencia de la primera columna y cualquier

otra columna estd en K.

En efecto, como Q* estd generado por los vectores e; y f;, YQ* contiene los vectores
Yei, = vi vy Yfi = yo — vi. De (iii,) tenemos que YQ* C K, entonces y; € Ky
(o —yi) € K.

2.2 Propiedades del operador N

En esta seccién se exponen las propiedades del operador NN, las mismas que seran de

utilidad para estudiar su aplicacion al politopo de conjuntos estables.

Lema 2.20. Si A € ROTVX(+D) og yuna transformacion lineal tal que A - Q = Q,

entonces:

(i) M(Ky, Ks) = M(K>, Ky).
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(i)
(iid)

M(AKl, AKQ) - AM(Kl, KQ)AT.

N(AKy, AK,) = AN (K1, K>).

Demostracion.

(4)

(i)

(iid)

Sean Y € M(K,, K>), u € K} y v € K;. Sabemos que uTYv > 0 y ademés
w'Yv = (u"Yv)' = (Yo)'(uh)! =oTYTu =0T Yu,

pues Y es simétrica. De aqui se sigue que v'Yu > 0, lo que implica ¥ €
M(K,, Ky), y por tanto M (K, K3) C M(Ks, K;). De la misma manera se de-
muestra que M (K, K1) C M(Kq, Ks).

Notar primero que

u € (AK)* & Vw € K;, u" Aw > 0 < Vuw € K;, (ATuw)'w>0e ATu e K},
(2.9)
donde i € {1, 2}.
Sea Y € AM(K;, K5)AT, luego Y = AXAT con X € M(Ky, K,). Sean u €
(AK)* y v € (AK3)*. Tenemos que

u'Yv=u"AX ATy = (ATu)"X(ATv) >0

donde la tltima desigualdad se sigue del hecho que (ATu) € Kj, (ATv) € K} vy
X € M(Ky, K3). Por lo tanto, Y € M(AK,, AK>). Las propiedades (i) y (i7) del
Lema [lemal[6][2]2.6 se siguen trivialmente de Y € AM (K, Ky)A”.

Reciprocamente, sea Y € M(AK7, AKs). De AQ = @ se sigue que A es de rango
completo, y por tanto invertible. Considerar la matriz X := A7'Y (AT)~!. Sean
u € K|y v e K. Entonces,

@' X0 =a’ ATY (AT o = (AN Ta)TY ((AT) ) = u Yo, (2.10)

con u = (AT 'a y v = (AT)"'9. Notar que ATu = @ € Kj, y por tan-
to de ([equation][9][2]2.9) se sigue que u € (AK;)*. De manera similar, v €
(AKy)* y como Y € M(AK,, AK,) se concluye que el extremo derecho de

([equation][10][2]2.10) es no negativo. Luego, X € M (K, K») y por tanto, como
Y = AX AT, se obtiene Y € AM (K, K;)AT.

Por definicién del operador N,
N(AK,, AKy) = {Yeo: Y € M(AK,, AK>)}.
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ComoY € M(AK,, AK,), de (ii) se sigue que Y = AY AT donde Y € M(Ky, K5).
Por otra parte, se puede demostrar que A”ey es paralela a ey, y de aqui, consi-

derando que M (K7, K3) es un cono,

N(AK,, AK,) = {AY ATey : Y € M(K,, K5)}
= {AY@O 1Y € M(K17K2>} = AN(Kl,KQ)

O

Lema 2.21. Sean K C Q un cono en R"" y w € R". Entonces w € N(K)* si y
solo si wel € M(K)*.

Demostracion. Por definicion del polar de N(K):
we N(K)" & (w,v) >0, Vv e NK).

Se conoce que v € N(K) siy sélo si existe Y € M(K) tal que v = Yey. Luego, la

expresion anterior puede escribirse como
w e N(K)* & (w,Yey) = (weg,Y) >0, VY € M(K),

lo que implica que wel € M(K)*. O

Para 1 < i < n, se definen los hiperplanos H; := {r e R"": 2, =0} y G; :={z €
R 2, = x9}. Cada faceta de @ es la interseccién de @ con uno de los hiperplanos
H; y G;. El siguiente lema de Lovasz y Schrijver [33] da una propiedad geométrica del
operador N(K) y servird para establecer qué tan ajustada es la relajaciéon obtenida

mediante el operador N.

Lema 2.22 ([33]). Para cualquier cono convero K C Q y todo 1 <i <mn,
N(K) C(KNH;)+ (KNG,).

Demostracion. Sea x € N(K). Existe Y € M(K) tal que x = Yey. Parai € {1,...,n},
denotemos por y; la i-ésima columna de Y. De (ii) se sigue que y; € G;, pues yi; = Yo;-
Asimismo, de (iii,) y; € K, y luego y; € K N G;. Similarmente, yo — y; € K N H;. En
efecto, yo — y; € H; ya que y; — yo; = 0 y de (iid’) la diferencia yo — y; estd en K.

Por lo tanto, x = Yeg = (yo — v;) +v; € (K N H;) + (K NG,). O

Notar que si K’, K" son conos convexos en () entonces su suma K'+ K" = {2/ +2" :
x € K'; 2" € K"} también es un cono convexo en (). En particular, se tiene el siguiente
lema para la suma de los conos (K N H;) y (K NG;).

39



Lema 2.23. Para todo 1 <1 <mn:
(KNH;)+ (KNG;) =cone((KNH;)U(KNG,)).

Demostracion. Sea z € (K N H;) + (K NG;). Entonces z = z +y donde x € (K N H;)
vy € (KNG,;). Es evidente que z € cone((K N H;) U (K NG,)).

Para la otra contenencia, sea z € cone((KNH;)U(KNG;)),ysean V; = {v1,...,vs}
y Wi = {ws,...,w,} dos conjuntos generadores para los conos K N H; y K N G;,

respectivamente. Entonces existen o, 3; > 0, con 1 <¢ <r, 1 < j < s tales que

T S
z= E ,v; + E Bijw;.
i=1 j=1

Haciendo z = 3 _, ayu; y y = > 5, Bjw;, obtenemos z =z +y € (K N H;) + (K N
G,). O

Utilizando esta observacién en el Lema [lemal[22][2]2.22, se tiene entonces que
N(K) Ccone((KNH;) U(KNG,)).

Si se itera el operador N, es posible obtener mejores aproximaciones de Kj. Se
define N*(K) recursivamente por: NY(K) = K y N*(K) = N(N*}(K)) parat > 0. Se
hace lo mismo para el operador N, .

El siguiente teorema nos muestra que es suficiente aplicar n veces el operador N a

un cono convexo K para obtener el cono entero K.
Teorema 2.24 ([33]). Sea K C Q un cono convero en R"*'. Entonces N"(K) = Kj.

Demostracion. Sean @) el cubo unitario de dimensién n en el hiperplano H = {z €
R 2y =1} y 1 <t < n. Considerar cualquier cara F' de @' de dimensién n — t.
Definamos F como la unién de caras de @)’ paralelas a F.

Demostremos por induccién sobre t que

NY(K) C cone(K NF). (2.11)

Notar que si t = n, F' es una cara de )’ de dimension 0, es decir, es un vértice de Q' y
entonces F es el conjunto de todos los vértices de @, y se sigue que cone(K NF) = K.
Es decir, obtendriamos N"(K) C K7, con lo cual quedaria demostrado el teorema, pues
la otra relacién de contenencia es consecuencia de ([equation][8][2]2.8).

Sit=1, F es una faceta de Q' y F = F U F’, donde F' es la tnica faceta del
hipercubo @’ paralela a F'. Puede verse que F' = (H; U G;) N H para algin 1 < i <

40



n, de donde se sigue que la relacion N(K) C cone(K N F) es equivalente al Lema
[lema|[22][2]2.22.

Supongamos ahora que ([equation][11][2]2.11) es vélido para t < — 1y sea I una
cara de @' de dimensién n — t que contiene al punto e;. Ademds, sean F’ una cara de
@' de dimensién n — (£ — 1) que contiene a F'y i € {1,...,n} tal que F' N H; = F.

Por hipétesis de induccion,
N*=Y(K) C cone(K NF).
Usando el Lema [lema][22][2]2.22,

NE(K) = N(Nf’l(K)) - cone(NtA*l(K) N(H; UG;))
C cone(cone(K N F') N (H; U Gy))
= cone([cone(K N F’') N H;] U [cone(K N F") N GY).

Como H; es un hiperplano de soporte para cone(K N F’), su interseccién con este cono

es el cono generado por la intersecciéon K N F’ N H;, es decir,

cone(K N F') N H; = cone(K N F' N H;) C cone(K N F).

De manera similar, notar que GG; es un hiperplano de soporte para cone(K QF,), y por

tanto,

cone(K N F')NG; C cone(K NF).

De aqui obtenemos finalmente que

Nf(K) C cone(cone(K N F)) = cone(K N F).

]

De aqui se sigue que, aplicando el operador N a K # K se obtiene una relajacién
de K que es estrictamente mas ajustada que K.

En analogfa al rango de Chvidtal de la Seccién [section][1][1]1.1, se define el indice
(o rango) N de un cono K como el menor ¢ € N tal que N*(K) = K. Por el Teorema
[teo][24][2]2.24, el indice N de cualquier cono K C R"*! es a lo mas n. De manera
similar, se define el indice N de una desigualdad valida para K; como el menor t € N
tal que esta desigualdad sea valida para N*(K). El Teorema [teo][24][2]2.24, implica
que el indice N de una desigualdad vélida para K; es a lo més n, la dimensién del
espacio. El indice N, se define de manera similar.

Los resultados que hemos presentado fueron desarrollados en R™*!, pero es ttil
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poder visualizarlos en el espacio original R", sin homogeneizacion. Si K es el cono que

resulta de homogeneizar el politopo P contenido en [0, 1], se define

N(P) := {x eR": <1> € N(K)} = N(K) N H.

De forma semejante se define el operador N, . Es facil notar que el indice NV de P es
igual al indice N de K.

2.3 Aplicacién a la relajacién de aristas del politopo

de conjuntos estables

En esta seccion estudiaremos la aplicaciéon de los operadores N y N, al politopo de
conjuntos estables. Presentaremos algunos resultados clasicos obtenidos por Lovasz y
Schrijver [33], asi como cotas inferiores y superiores para los indices N y N, para este
politopo.

Para aplicar el operador N y los demas operadores es necesario homogenizar el pro-
blema, como se explicé al inicio de la Seccién [section][1][2]2.1, a través de la inmersién
del politopo en el hiperplano H := {x € R"* : xy = 1} C R™"L.

Se denota por ST(G) C R™*! al cono poliedral obtenido al homogeneizar el politopo
STAB(G) C R". Notar que

1
ST(G) = cone { ( s) : S es un conjunto estable} ,
X

STAB(G) = ST(G) N H.

De manera similar, EST(G) C R™*! denota el cono obtenido por la homogeneiza-
ci6én del politopo ESTAB(G). Observar que EST(G) esta determinado por el siguiente

sistema de desigualdades homogéneo:

(L’ZZO, V’LE‘/,
xo—x; —x; >0, Vije L.

Se tiene ademés que EST(G) C @ y EST(G); = ST(G).
Estudiaremos la aplicacién del operador N cuando K; = EST(G) y Ky = Q. Como
en el caso general, se abreviarda N(EST(G), Q) mediante N(EST(G)).
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Por el Lema [lema|[8][2]2.8,
ST(G) = EST(G); C N.(EST(G)) C N(EST(G)) C EST(G).

Regresando al espacio original R", N(ESTAB(G)) = N(EST(G)) N H. Para simpli-
ficar la notacién escribiremos simplemente N(G) al referirnos a N(ESTAB(G)), v
denotaremos al indice N de ESTAB(G) por ng(G). De manera similar, se definen
N, (G) := N.(ESTAB(G)) y n}, como el indice N del politopo ESTAB(G). En ade-
lante, todos los resultados que se presentan son sobre R".

Sea a’z < b una desigualdad védlida para STAB(G). Por el Teorema [teo][24][2]2.24,
existe un t € N tal que a’z < b es vélida para N*(G). El menor ¢ con esta propiedad
es el indice N de a’x < b. El indice N, se define de manera similar.

Presentaremos a continuacion cotas inferiores y superiores para el indice N de algu-
nas de las desigualdades validas para STAB(G) definidas en la Seccién [subsection][2][1,3]1.3.2.
El indice N de una desigualdad vélida para STAB(G) depende sélo del subgrafo indu-

cido por aquellos nodos que tienen coeficientes distintos de cero en la misma.

2.3.1 Cotas para el indice N

Sean a’x < b una desigualdad vélida para STAB(G) y W C V. Denotaremos por
aw € RW la restriccién de a sobre W. Diremos que las desigualdades a%c\ia: <by

Tg < b por la eliminacion y contraccion de un

T —
W gyor() @ < b — a; resultan de a
nodo 7 de G, respectivamente, en alusién a las operaciones definidas en la Seccién

[section][2][1]1.2.

Lema 2.25. Para todo i € V, si a’x < b es una desigualdad vdlida para STAB(G),
entonces a‘@\ix < b es vdlida para STAB(G \ i) y ag\{i}ur(i)x < b — a; es vdlida para
STAB(G/1).

Demostracion. Sea S un conjunto estable de G\ i. S es conjunto estable de G y por
tanto su vector de incidencia x° satisface a”’y® < b. Pero a‘T/.\l.XS = a”x® < b, pues
i¢S.

Sea S un conjunto estable de G/i. SU{i} es conjunto estable de Gy a”y* "} <.

SU{i}

4 _ S S

Lema 2.26. Sea a’x < b una desigualdad tal que para cierto i, la eliminacion y con-
traccion de i generan desigualdades vdlidas para STAB(G \ i) y STAB(G/i). Entonces
a’z < b es vdlida para STAB(G).

Demostracion. Sea S cualquier conjunto estable de G y notemos por x su vector de
incidencia. Si i ¢ S, entonces S € STAB(G \ i) y a’x = aj, v < b, pues ay,;x < b es
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vélida para STAB(G\ 7). Por otra parte, si i € Sy del supuesto que a‘@\{i}ur(i)x <b—a;
es valida para STAB(G/i) se sigue

1¢{i}Ur (i) leT (i)

pues x; = 1 y x; = 0 para todo [ € I'(i). O

Teorema 2.27 ([33]). Sea P un conjunto convezo tal que STAB(G) C P C ESTAB(G).
Si al < b es una desigualdad vdlida para STAB(G) tal que para cierto i € V la eli-

minacion y contraccion de i da una desiqualdad vdlida para P, entonces a*x < b es
vdlida para N(P).

Demostracion. Sean H; = {x € R" : ; = 0} y G; = {z € R" : 2; = 1}. Sabemos
que las desigualdades a%c\ix <by a‘T/\{i}Up(i)x < b — a; son validas para P. De esto se
puede deducir, primero, que a’z < b es vélida para PN H;, ya que x € PN H;, implica
2; =0, y de aj, & < b se sigue entonces que a’x = aj;x <b.

Ademds, de a‘T,\{i}UF(i)w < b — a; se sigue que a’x < b es valida para PN G;.
En efecto, si x € PN G;, entonces z; = 1y x; = 0 para todo j € I'(), pues P C
ESTAB(G) implica x; + z; < 1. Luego, a’z < b por el mismo razonamiento sefialado
en ([equation][12][2]2.12).

Definamos ahora P como el cono generado por los vectores (;) € R""! dondex € P.
Notar que P 2 PN H. Asimismo, N(P) = N(P) N H. Por el Lema [lema][22][2]2.22,
conocemos que N (15) C PN H; + PN G;. Intersecando a cada lado con H, obtenemos

~

N(P)<N(P)NHC(PNH;+ PNG;)NH =cone((PNH,)U(PNG;))NH

Notar que si & € cone((PNH;)U(PNG;))NH, entonces existen oy, . .., 0 € (PNH;)U
R 1
(PNG;) yty,. ..t tales que T = Z?:l tjv;. Como & € H, se tiene ademds & = (m)

y Z§:1 t; = 1. De aqui se sigue que z € conv((P N H;) U (PN G,)), es decir

N(P) Cconv((PNH;)U(PNG,)) (2.13)

Como a’z < b es vélida para PN H; y PNG;, a’x < b es valida para conv ((PNH;)U
(PNG,)) vy por ([equation][13][2]2.13) para N(P). 0

Por ejemplo, si en el lema anterior tomamos P = ESTAB(G) y consideramos un
agujero impar C' en G, la desigualdad de rango asociada tiene indice N a lo més 1, ya
que la eliminacion y contraccién de cualquier nodo de C' resulta en una desigualdad
vélida para ESTAB(G). De hecho, Lovasz y Schrijver [33] demostraron el siguiente

teorema.
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Teorema 2.28 ([33]). El politopo N(G) es exactamente el conjunto solucion de las

restricciones de no negatividad, arista y agujero impar.

Del Teorema [teo][27][2]2.27 y considerando que el indice N de un subgrafo inducido

no es nunca mayor que el indice N del grafo, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.29 ([33]). Si para un nodo i, G \ i tiene indice N menor o igual a k,

entonces G tiene indice N menor o igual a k+ 1.

El siguiente lema es de utilidad a la hora de estimar cotas inferiores para el indice
N.

Lema 2.30 ([33]). k_}ﬂ]l € N*(Q) , para todo k € Ny.

Demostracion. Usaremos induccion sobre k. Para el caso k = 0, se verifica facilmente
que %]l € ESTAB(G). Supongamos ahora que el enunciado se cumple para todos los
enteros menores a k. Considerar la matriz Y = (y,;) € RVUHODXVUOD definida de la

siguiente manera

1, sii=j=0,
Vi =4l sii=0yj>0,6i>0yj=06i=j>0,

0, en los demas casos.

Demostremos que Y € M(N*1(EST(G))). Es facil comprobar que Y es simétrica y
diag(Y) = Yeo. Resta por demostrar que Ye; y Y f; son elementos de N*"1(EST(G))
parai € {1,...,n}. En efecto,

k+2

0

0 1 k—1

Yeo=| |, | = (eo +e;) € ST(G) € N*(EST(G)),

1 k—+2

k+2

0

0

Yfi= Y(€0 - 6i>
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Por hipétesis de induccion, ey + =7 22 ¢; € N '(EST(G)) y por la monotonia
hacia abajo de N*~1(EST(G)), concluimos que Y f; € N*"1(EST(G)). Pero esto a su

vez implica que Yeq € N¥(EST(G)) y 151 € N¥(G). O
Lovész y Schrijver [33] obtuvieron las siguientes cotas superiores e inferiores para el

indice N de un grafo. La demostracion consiste en aplicar el corolario y lema anteriores.

Corolario 2.31 ([33]). El indice N de grafo un G con n nodos y nimero de estabilidad

a(G) =« es alo misn—a—1y porlo menos = — 2.

Demostracion. Para la cota superior, sea S cualquier conjunto estable de G de cardina-
lidad méaxima, es decir, con cardinalidad «. Notar que existen n —a nodos vy, ..., Vp_q
en GG que no pertenecen a S. Construimos una sucesion de grafos: Gy = G, G, Ga, ...,
Gp—a—1 eliminando de G, uno a uno, los nodos vy, ..., v,_q—1. Al final obtenemos un
grafo bipartito G,,_,—_1, inducido por SU{v,_,}, para el cual se conoce que ng(G) = 0.
Por el Corolario [coro][29][2]2.29, sabemos que el indice N de (S U{vp—a}) U{vn—a-1}
es a lo mas 1. Iterando este argumento, concluimos que el indice N de G es a lo mas
n—aoa-—1.

Supongamos ahora que k < (n/a) — 2. Entonces el vector k—jlq]l no satisface la
restriccion ), x; < o, pues Y, ;= Y, 15 = 75 > ay por lo tanto 51 ¢ STAB(G),
Por el Lema [lema][30][2]2.30, sabemos que =51 € N*(G). Se sigue entonces que
STAB(G) € N*(G), lo cual es una contradiccién al Lema [lema][8][2]2.8. O

Se sigue que el indice N para la relajacién de aristas del politopo de conjuntos

estables de cualquier grafo es a lo mas n — 2. Esto contrasta con la cota superior de
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n para el indice N de un cono convexo general K C R" establecida en el Teorema
[teo] [24][2]2.24.

Consideremos ahora el indice N de una desigualdad. Sea a2 < b una desigualdad
vélida para STAB(G), donde a € ZY y b € Z,.. El defecto de una desigualdad se define
como 2 - max{a’x —b: x € ESTAB(G)}, donde el factor 2 garantiza que el defecto

sea un valor entero.

Lema 2.32 ([33]). Sea ), a;x; < b una desigualdad que define una faceta para STAB(G),
diferente de las determinadas por las desigualdades de no negatividad y aristas. Enton-

ces todo vértice z que mazimiza a’x sobre ESTAB(Q) tiene z; = %

5 siempre que a; > 0.

En particular,
méx{a’z : v € ESTAB(G)} = 1Za-
: 22 i

y el defecto de la desigualdad es ), a; — 2b.

Demostracion. Sea z un vértice de ESTAB(G) que maximiza a’z. Es suficiente de-

mostrar que z; # 1 siempre que a; > 0, pues los vértices de ESTAB(G) son vectores
1 l)T
5y o

para que z alcance el mismo valor, z debe tener z; = 1/2 siempre que a; > 0.

con coordenadas {0, 1, %} Tendremos asi que el vector ( maximiza o’z y que,

Sea U = {i € V : z; = 1} y supongamos que a(U) := >, ., a; > 0. Claramente, U
es un conjunto estable, pues como z € ESTAB(G), se sigue que para todo ij € E si
z; = 1 entonces z; = 0. Supongamos ademads que elegimos z tal que U sea minimal, es
decir eliminamos de U todos los i tales que a; = 0. Notemos por I'(U) el conjunto de
nodos vecinos a nodos en U. Sea X un conjunto estable en GG cuyo vector de incidencia
esté contenido en la faceta a’x < b de STAB(G).

Sea Y el conjunto Y = U U (X \ I'(U)). Notar que Y es un conjunto estable y
alY) = a(X)+aU\ X) —a(l'(U) N X). Por la optimalidad de X, a(Y) < a(X) y

entonces

aU\X)—aTU)NnX)=0a(Y)—a(X) <0
=a(U\ X) <al'(U)NX).

Por otro lado, definamos el vector w € RY de la siguiente manera:

1, siieUNJX,
w; =40, siiel(U)\X,
%, caso contrario.
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Verifiquemos que si w € ESTAB(G), es decir, que si w; + w; < 1 Vij € E. Para
ello, basta demostrar que para todo i € I'(U N X), w; = 0. En efecto, notar que
T(UNX)CTU)\ X, pues [(UNX) C T(U)NT(X) C T(U)N X =T(U)\ X. De la
definicién de w se sigue entonces w; = 0 siempre que i € '(UNX) CT'(U) \ X. Notar

ahora que:
§ :ajzj—}- E , a;zj + E , a;zj
jeu JeT(U) jeUUT(U)

= a(U) + ga[V\ (U UT(V))

< aU) + 5[V \ (U UT(O)] + 5[a(T(U) 1 X) — a(U\ X)]

= a(UNX)+a(U\ X)+ %a WV \ (UUT(U))] + %a(F(U) nX)— %a(U \ X)
= a(U A X) 43 U\ X) +aV\ (U UT(©)] + a(D(0) N X))

=aUNX)+ ;a[(U\X)U (VNOUUTWU))uTU)nX)|.

De la definicién de w, se sigue que sii € (U\ X)U (V' \ (UUT(U)))u(TU)NX),
entonces w; = % Por lo tanto, de la ltima expresién concluimos que
alz < a’w.

Por otra parte, de la optimalidad de z, tenemos a’z > a’w y por tanto a’ z = a’w.

De aqui se concluye que a(I'(U) N X) = a(U \ X).

Pero entonces, el vector de incidencia T de X satisface

> T =a(U). (2.14)

i€UUN(U)

En efecto,

Y am= ) a=a(UUTU)NX)

1eUur(U) 1e(UUN(U))NX

Observar que esta ecuacion lineal se cumple para un vértice cualquiera contenido en

la faceta determinada por a’z < b, de donde se sigue que la misma se cumple para

48



cualquier vértice de la faceta. Como estos vértices determinan la faceta, se concluye que
([equation][14][2]2.14) y aTx = b definen el mismo hiperplano en R™. Finalmente, notar
que z satisface ([equation][14][2]2.14). Luego, a’z = b y entonces a’x < b determina
una faceta de ESTAB(G), diferente de las desigualdades de no negatividad y de aristas,

lo que es un contradiccion. O

Lema 2.33 ([33]). Sea a € RY tal que
méx{a’z : v € STAB(G)} < méx{a”z : x € ESTAB(G)},
y sea E' C E el conjunto de aristas definido por
E' ={ije E:y;+y; =1, Vy € ESTAB(G) que mazimiza a’ x}.

Entonces (V, E') no es bipartito.

Demostracion. Supongamos que (V) E') es bipartito. Sea F' la cara de ESTAB(G) que
maximiza a’x y sea z un punto en el interior de F. Demostremos primero dos enuncia-

dos intermedios:

Por como estd definido E’, para cualquier arista ij € E’ y cualquier vector y € F

se cumple y; + y; = 1. En particular, se cumple para z.

En el otro sentido, sea ij € E tal que z; + z; = 1. Supongamos que existe T € F
tal que 7; +7; < 1 y sea d € RY tal que d = T — z. Notar que d; +d; =
(T +7j) — (2: — z;) < 0. Ademds, como z estd en el interior de F' existe ¢ > 0 tal

que w =z —ed € F. Pero
wi+wj:(zi+zj)—e(di+dj)>1

Luego, w no cumple con una desigualdad de arista, es decir, w ¢ ESTAB(G) y
por tanto tampoco es elemento de F', una contradiccién.

En el un sentido, la contenencia es evidente, pues si y € F' se tiene por definicion

que para toda arista ij € E’ se cumple que y; +y; = 1.

Por otro lado, sea T € ESTAB(G), tal que T;+T; = 1 para todo ij € E’. Debemos

demostrar que  maximiza a’x.

Notemos por 6;; al vector normal de la faceta de ESTAB(G) asociada a la de-

sigualdad de la arista de ij € E’. Por la dualidad de la programaciéon lineal,
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conocemos que existen a;; > 0 tales que

a = E ozijQij.

iR
Ademds para ij € E', 0T = 1 = 0] 2. Entonces,

a'T = Z 0 Z ;052 = o’z = méx{a"x : x € ESTAB(G)},

ijer’ ijer’
es decir, T maximiza a’x. Luego, T € F.

Consideremos ahora el grafo G’ = (V, E’) y supongamos que es un grafo bipartito,
es decir, que V.= U U W, con U y W conjuntos estables en G’'. Notar que para cada
componente conexa R de G’ se tiene z; > 1/2, para todoi € UNR 6 z; > 1/2, para
todo i € W N R, pues z; + z; = 1 para todo ij € E'. Por lo tanto, podemos construir
una biparticion U, W tal que z; > % para todo i € W.

Notar ademés que W es un conjunto estable en G, pues si existieran i, j € W tales
que ij € E\ E', entonces z; + z; > 1, lo que implicarfa que z viola la desigualdad de

arista correspondiente. Sea T := XW. Se sigue que T € STAB(G) y ademés
Ti+x;=1 VijeF

pues exactamente uno de los dos nodos 7, j debe forzosamente pertenecer a W. Pero

de aquf se concluye entonces que T € FF C ESTAB(G), y llegamos a la contradiccién

méx{a’r: ¥ € STAB(G)} = méx{a’z : z € ESTAB(G)}.

Lema 2.34 ([33]). Sea a € RY tal que
méx{a’z : v € STAB(G)} < méx{a’z : x € ESTAB(G)}.

entonces existe i € V tal que todo vértice y € ESTAB(G) que mazimiza o’z tiene

_ 1
Yi=3-

Demostracion. Sea E’ como en la demostracién del lema anterior. Entonces, aplicando
el mismo lema, (V, E’) es un grafo no bipartito y contiene un circuito impar C. Si
y € ESTAB(G) que maximiza a’z, entonces para todo ij € E’, en particular para
todo ij € E(C), se cumple que y; +y; = 1. Sea A la matriz de incidencia aristas-nodos

de C. Se sigue que Ay = 1. Ademas, es facil demostrar que el determinante de A es
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igual a 2 y que la tnica solucion a este sistema de ecuaciones es y; = %, para todo
ieV(CO). O

Empleando este lema es posible acotar el indice N de una desigualdad en funcion

de su defecto.

Teorema 2.35 ([33]). Sea a’x < b una desigualdad con coeficientes enteros que define

una faceta para STAB(G) con defecto r e indice N igual a k. Entonces,

<k<r.

S |-

Demostracion.

(1) Demostraremos primero que k < r. Usaremos induccién sobre r. si r = 0 no hay

nada que probar: la desigualdad es valida para ESTAB(G) y por tanto k& = 0.

Supongamos ahora que r > 0. Aplicando el Lema [lema][34][2]2.34, seleccionamos
i € V tal que todo y € ESTAB(G) que maximiza a’x tiene y; = 1/2. Notar que
a; > 0, ya que si a; = 0 es posible construir y € ESTAB(G) con todas sus
componentes iguales a las del vector y, salvo en la componente 7, donde 1; = 0.

Se tiene entonces la contradiccién §; # 3 y a’y = a’, es decir, § maximiza o’ .

Demostraremos a continuacion que las desigualdades correspondientes a la elimi-
nacién y contraccion de ¢ son desigualdades con menor defecto. Para el caso de
la eliminacion, sea y € ESTAB(G) que maximiza a‘T/\ix. Si y también maximiza

a’z, y; = 1/2 y entonces

1 1
2(a‘T/\iy —b) = 2(a‘T/\iy -b+ S0~ §ai) =2(a’y —b) —a; < 2(a’y —b) =r.

Caso contrario, si ¥y no maximiza a’z,

2(a‘T/—\iy —b) <2(a’y —b) < 2méx{a’r — b: 2 € ESTAB(G)} = 1.

Para la contraccion, sea y € ESTAB(G) que maximiza a‘@\{i}up(i)x <b—ua; Siy

maximiza a’z, y; = 1/2, y luego

1 1
2(ain fyury — b+ a;) =2 > ay—b+ QG+ gait dooayi— Y ay
JEVA{iPUI(d) JEr(@) JET (@)

1
=2(a’y—b+ 50~ Z a;y;)-

JET(3)
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(i)

Lo que debemos probar ahora es que %ai > jer@) %Y < 0. Tenemos que para
jET(), y; €{0,1}. Sea W = {j € I'(é) : y; = 1/2}, luego

1
Z ajy; = Zajyj =3 Z@j-

JET () JEW JEW

Podemos construir gy € ESTAB(G), el cual es igual a y en todas sus entradas
excepto en y; y en y;, con j € W, en los cuales ponemos g; = 1 y y; = 0. Notar

que:

Z a]y]+2ajyj+ -a; = Z a;y; + 5 Zaj—ir =a;

FCING) JET (@) J&iU(7) ]EW

a'y = Z a;v; + Zajyj—l—azyz: Z a;y; + 0+ aq;

J¢iUT(4) Fer(i) j@iur(3)

Pero como § # 3, se sigue que a’§ < a’y y por lo tanto

Finalmente, supongamos que y no maximiza a’ z. En este caso, podemos asumir
y; = 1, pues de lo contrario, elegimos ¢ con y; = 1, §; = 0 para todo j € I'(4) y

Jj = y;j para todo j ¢ {i} UT(), y se tiene aj, ;y,rm¥ = @i yurmd- Se procede
entonces de manera similar que para la eliminacion:

Q(G\T/\{z‘}ur(i)y —b+a;)= Q(G\T/\{z’}ur(i)y +aiy; —b) = Q(G\:C\r(')y —b)
<2(a'y —b) < 2max{a’r — b: x € ESTAB(G)} = 1.

Por la hipétesis de induccion, las desigualdades correspondientes a la eliminacién
y contraccién de i son validas para N"~!(G). Luego, por el Lema [teo][27][2]2.27
se sigue que a’z < b es vélida para N™(G).

Veamos ahora que k > £. Por el Lema [lemal[30][2]2.30, 51 € N*(G) y entonces

’ k+2
la desigualdad a’z < b debe cumplirse también para k—+2]1 Es decir, maTﬂ <b,
de donde, empleando el Lema [lemal[32][2]2.32,
a’l
— <k+2
b +
a1l >ai—2b
— —2= — <k
b b b
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Notar que la cota superior del teorema anterior se cumple atin para el caso cuando

a’x < b es sélo una desigualdad valida para STAB(G) y no una faceta.

2.3.2 Cotas para el indice N,

Lovész y Schrijver [33] presentaron condiciones suficientes para que una desigualdad

sea valida para N (K). Las resumiremos en el siguiente lema:

Lema 2.36 ([33]). Sea K C Q un cono convezo y sea u € R™ tal que u; < 0, para
todoi € {1,...,n} yug > 0.5 para todo i tal que u; < 0 se cumple que la desigualdad
ulz >0 es vdlida para K N Gy, entonces ulz > 0 es vdlida para N (K).

Aplicando esto al problema de conjuntos estables se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.37 ([33]). Sia’x < b es una desigualdad vdlida para STAB(G) tal que para
todo i € V' con coeficiente positivo la contraccion de i da una desigualdad con indice

N, alo mds k, entonces a¥x < b tiene indice N a lo mds k + 1.

Las desigualdades de clique, agujero impar y anti—agujero impar tienen la propiedad
que contrayendo cualquier nodo se obtiene una desigualdad en la cual los nodos con
coeficiente positivo inducen un grafo bipartito. Como sabemos, el indice N, de un grafo

bipartito es cero. Del lema anterior, se concluye, por tanto, lo siguiente:

Corolario 2.38 ([33]). Las desigualdades de clique, agujero impar y anti—agujero impar

tienen indice N, igual a 1.

Del corolario anterior se sigue ademas que todos los grafo h—perfectos, y en parti-

cular los t-perfectos, tienen indice N, menor o igual a 1.

Corolario 2.39 ([33]). Si G/i tiene indice Ny menor o igual a k para todo i € V,

entonces G tiene indice Ny menor o igual a k + 1.

Demostracion. Supongamos que para todo v € V, G/i tiene indice N, menor o igual
a k. Sea a’z < b una faceta de STAB(G) y i € V. La desigualdad obtenida por la
contraccién de i es valida para STAB(G /i) y del supuesto se sigue que dicha desigualdad
tiene indice N, a lo sumo k. Del Lema [lema][37][2]2.37, se sigue entonces que a’z < b

tiene indice N, menor o igual a k. ]

Lovasz y Schrijver [33] no presentaron un método para el cdlculo de cotas inferiores
de Ny. Sin embargo, en los trabajos de Stephen et. al [41], Goemans et. al [23] y
Cook et. al [30] se obtiene, para casos de estudio especificos, un resultado andlogo al
Lema [lema][30][2]2.30.
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2.3.3 Casos particulares

Analizaremos el indice N de otros ejemplos propuestos por Lovédsz y Schrijver [33],
como son las cliques y anti—agujeros impares.

Del Corolario [coro][31][2]2.31, si @, es una clique de tamano n, la desigualdad de

1€EQn

clique

tiene indice N igual a n — 2. En efecto, como el nimero de estabilidad de @, es 1, se
tiene por un lado que le indice NV es menor o igual a n —1—1y mayor o igual a § — 2.

Si Cy4q es un anti-agujero impar, la desigualdad de rango

y el grafo Oy tienen indice N igual a k — 1. Para probar esto, basta notar que de
la eliminacién de un nodo i € Cy;4; se obtiene una desigualdad que es la suma de
dos desigualdades de clique, cada una de tamano k. Por lo mencionado anteriormente,
estas desigualdades tienen indice N igual a k — 2. Del Corolario [coro][29][2]2.29 se
sigue entonces que np(Copy1) =k —2+1=Fk—1.

Se tienen ademas los siguientes teoremas para ciertas familias de grafos.
Corolario 2.40. El indice N de un grafo G es uno si y solo si G es t-perfecto.

Demostracion. Como se mencioné en el Capitulo [chapter][1][]1, el politopo de con-
juntos estables STAB(G) para grafos t-perfectos esté descrito completamente por las
desigualdades de no negatividad, aristas y agujero impar . El indice N para las desigual-
dades de no negatividad y arista es 0, pues éstas son validas para N°(G) = ESTAB(G).
Segun el Teorema [teo|[28][2]2.28, las desigualdades de agujero impar tienen indice N
igual a 1. Tomando el maximo de los valores de estos indices, se concluye la demostra-
cion. ]
Corolario 2.41 ([33]). El indice N de un grafo perfecto G es w(G) — 2.

Demostracion. Como sabemos, si G es un grafo perfecto, STAB(G) esta completamente
determinado por desigualdades de no-negatividad y desigualdades de clique. Ademas
el indice N de una desigualdad a”z < b depende tinicamente del grafo inducido por los
nodos ¢ € V para los cuales a; # 0. Se sigue entonces que el indice N de la desigualdad

asociada a una clique @ es |@Q|—2, y por tanto el indice N de G es igual a w(G)—2. O

Un grafo se dice criticamente imperfecto si y sélo si es un agujero impar o un
anti—agujero impar. De las observaciones presentadas arriba para este tipo de grafos se

sigue:
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Corolario 2.42 ([33]). El indice N de un grafo criticamente imperfecto G es w(G)—1.

2.3.4 Acerca del operador N (K, K)

En las secciones anteriores se ha estudiado la aplicacién de operador N (K, Q) sobre
la relajacion de aristas del politopo de conjuntos estables. En esta ultima parte pre-
sentaremos algunos resultados de la aplicacién del operador N (K, K) sobre la relaja-
cion de cliques del politopo de conjuntos estables, QSTAB(G). Notaremos en adelante
QSTAB(G) simplemente por P.

El punto de partida es el siguiente teorema de Balas et. al [4].

Teorema 2.43 ([4]). Sea P = {x € [0,1]" : Az < b} un politopo y sea C' C {1,...,n}
un congunto de indices tal que ) ;.- v; < 1 para todo v € P. Considerar el cuerpo
convezro que se obtiene al multiplicar el sistema Ax < b por x;, para todo i € C, y por

1 = .cc®i- La proyeccion de este cuerpo sobre el espacio original es
conv{z € P:x; € {0,1} Vi € C}.

Corolario 2.44 ([21]). Para cualquier clique mazimal Q) en G, N (P, P) satisface todas

las desigualdades del sistema

Z x; <1, para toda cligue mazimal Q' C G, (2.15)
i€Q’

y la disyuncion
<Z T; = o) Vv (Z T; = 1) : (2.17)
i€Q 1€Q
Giandoménico et. al [21], demostraron que las desigualdades ([equation][15][2]2.15)
y ([equation][16][2]2.16) junto con la disyuncién ([equation][17][2]2.17) implican todas
las desigualdades de rango asociadas a webs. De su resultado se tiene el siguiente

corolario.

Corolario 2.45 ([21]). Todas las desigualdades de rango asociadas a webs son vdlidas
para N(P, P).

En cuanto a las desigualdades de antiwebs, Giandoménico et. al [21], empleando
una construccién méas compleja, consiguieron demostrar que las desigualdades de anti-
web son implicadas por ciertas desigualdades vélidas para N (P, P). Se obtiene como

consecuencia el siguiente teorema.
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Teorema 2.46 ([21]). Todas las desigualdades de rango asociadas a antiweb son vdlidas
para N (P, P).
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Capitulo 3
Indices N y N4 para antiwebs

Los indices N y N, de ciertas familias de antiwebs pueden ser calculados de manera
inmediata aplicando los resultados presentados en el capitulo anterior.

Segun [42], una antiweb es perfecta si es:
e una clique W,?, 0
e un anti-agujero par Wnl, 0

e un emparejamiento WQIE,CH), para todo k > 0.

_n_

Para estas antiwebs, puesto que w(W,,) = [ ], se tiene del Corolario [coro][41][2]2.41
que el indice nE(Wnk) esn —2, § — 2y 0, respectivamente.
Holm et. al [27] caracterizaron las antiwebs que son grafos t-perfectos. En el siguiente

lema se expone su resultado.
Lema 3.1 ([27]). Una antiweb Wnk no bipartita es t-perfecta si y solo si es
® un agujero 1mpar W;Z;ll con k>1,
e una cadena de Moebius W2]2+4 con k impar y k> 3, o
: S
o igual a Wy, W .
Del Corolario [coro|[40][2]2.40 se obtiene el siguiente resultado

Corolario 3.2. Las tunicas antiwebs que tienen indice N igual a uno son las que se
mencionan en el Lema [lema][1][3]5.1.

Para calcular el indice N, es posible aplicar el Lema [lema][37][2]2.37. Observar
que toda antiweb es un grafo casi bipartito. En efecto, esto puede verse facilmente ya
que toda web WF. por definicién, tiene la propiedad que la vecindad de cualquier nodo

i € {1,...,n} puede particionarse en dos cliques: i +1,...,i+kyi—k,...,i —1. Al
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considerar la antiweb respectiva Wnk, los nodos vecinos de ¢ pasan a ser los nodos no
vecinos de ¢ y las dos cliques pasan a ser dos conjuntos estables. Entonces W: /i, el
grafo que resulta de contraer el nodo 7 de W:, es un grafo bipartito. Se tiene entonces
que nJEr(Wnk/z) es 0 para todo i € {1,...,n}. Por lo tanto, el indice N, de Wnk, nE(W:)
es a lo mas 1.

En la Figura [figure][1][3]3.1 se ilustra el procedimiento de contraer el nodo 1 de la

antiweb sz)

(a) Nodos vecinos del nodo 1. (b) La contraccién del nodo
1 da como resultado un grafo
bipartito.

Figura 3.1: Contraccién de un nodo en la antiweb Wl?())

Teorema 3.3. El indice N, de toda antiweb Wnk es 1.

En [20] se encuentra una demostracion del teorema anterior basada en la construc-
cion de las desigualdades de antiweb a partir de ciertas desigualdades vélidas para
M(ESTAB(W")).

Por otra parte, el cdlculo del indice N para la relajacion de aristas del politopo de
conjuntos estables de antiwebs resulta ser mucho més complejo. En las siguientes sec-
ciones se presenta una construccion que permite obtener cotas superiores para algunas

clases particulares.

3.1 Sucesiones constructivas

La idea de sucesiones constructivas fue introducida en [27] y empleada para acotar
superiormente el rango de Chvatal de las relajaciones de arista y de clique del politopo
de conjuntos estables asociado a grafos de la clase antiwebs.

La desigualdad de rango de una antiweb es valida para STAB(W:) y se sabe que
define una faceta si y sélo si la antiweb es prima [42]. Ademds, se ha demostrado

que el politopo de conjuntos estables STAB(W, ') esta descrito completamente por las
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desigualdades de no negatividad, de clique y de rango asociadas a todas las subantiwebs
primas inducidas, incluida, de ser el caso, W: [43].

En consecuencia, crg (Wnk), el rango de Chvatal de la relajacion de aristas del polito-
po de conjuntos estables asociado a la antiweb Wnk, puede calcularse a partir de las
profundidades d(Wnk;,) de las desigualdades de rango correspondientes a todas las suban-
tiwebs primas inducidas Wnk,/ C W:, en virtud de ([equation][20][1]1.20). Notar que las
cliques son casos particulares de subantiwebs primas, donde k' = 0.

En [27] se demuestra que la desigualdad de rango de una subantiweb Wn]f/ c Wnk
puede usarse para generar la desigualdad de rango de la antiweb Wnk con una sola
aplicacién del procedimiento Chvatal-Gomory (ver Subseccién [section][1][1]1.1) si y

solo si
, K +1

>
" T2

Partiendo de este resultado y aplicando el Teorema [teo][4][3]3.4, los autores presentan

n. (3.1)

un algoritmo, el cual construye para cada subantiweb Wnk una sucesion de subantiwebs
de la forma:
W CW, oo T, =T,
Esta sucesion satisface la siguiente propiedad: la desigualdad de rango de Wnk puede
obtenerse a partir de la desigualdad de rango de Wnk__ll mediante una sola aplicacién del
procedimiento Chvéatal-Gomory, para todo 1 < ¢ < t. Si se conoce el valor de d(WnIZO),

puede obtenerse la siguiente cota superior para d(W,,):
—k —ko
dW, ) <t+dW,,).

Como consecuencia de ([equation][20][1]1.20), este procedimiento puede usarse para

acotar el valor de crg (Wnk) si es aplicado sobre cada una de las subantiwebs primas de
W,

El algoritmo, de manera general, consiste en:

1. Determinar el conjunto W de todas las subantiwebs de Wnk, incluida Wnk

2. Definir W, := {Wn]f/ eEW: d(Wnki/) es conocido} y Wy :== W\ W,.

3. Para W;}J € Wy, hacer:

3,1 Determinar W, := {Wnk/:, € W : la desigualdad ([equation][1][3]3.1) se satisface para n :=
n'yk:=k"}.

3,2 Fijar d(Wnk,:/) = d(Wnk,/) + 1, para toda Wnk,:/ €W,
3,3 Wl = Wl \WQ, W() = W() U Wl

4. SiWy £ 0, ir a 3.
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5. cr(Wnk) = maix{d(Wnk,/) :Wnki/ €EWo}

A la luz de los resultados de Holm et. al [27],es natural preguntarse si es posible
acotar el indice N de la relajacion de aristas del politopo de conjuntos estables aso-
ciado a una antiweb empleando la misma idea, es decir, a partir de los indices N de
correspondientes a subantiwebs primas inducidas.

Como motivacién, en la Subseccién [subsection][1][3,2]3.2.1 examinaremos dos ejem-
plos: la generacién de la desigualdad de rango del agujero C5 = W; a partir de las
desigualdades de aristas y la generacion de la desigualdad de rango de la antiweb WSQ
partir de la desigualdad de rango asociada a la subantiweb inducida W; C WSQ.

Dadas una antiweb Wnk y una subantiweb inducida Wnk,, - Wnk, notaremos por

U(Wk,/) (resp. 77+(Wnk//)) el indice N (resp. el indice N;) de la desigualdad de rango

asociada a Wnk/ ;
d @ <K+, (3.2)
z‘ve//

con relacion a ESTAB(W:). Recordemos que este indice es el menor r € N tal que

([equation][2][3]3.2) es vélida para el politopo

N'(W,) = N(N(...N(W,)...)).

n n
”

~~
T veces

(Para " se tiene la definicién correspondiente.)
De manera similar a lo que ocurre con el rango de Chvéatal, tenemos que para los
valores de los indices N y N, relacionados a la relajacion de aristas del politopo de

. : ok
conjuntos estables de una antiweb W, se cumple:

—k’ —k'

) = méx{n(W,, ) : W,y

n

k/

nE(Wk C Wnk, W., es prima}

n

Ys
C Wnk, W, es prima}.

n

ni () = mix{y* (W) : W,
Es decir, ng (W:) y ng (W:) pueden calcularse a partir de n(Wn]fl) y n*(Wn’f/) para todas

las subantiwebs primas inducidas. Esto justifica la siguiente definicion:

Definicién 3.1. Una sucesion de antiwebs

ko k1 5kt —k
W, cW, Cc---CW, =W,

n?

(3.3)

es una sucesion N—constructiva cuando para todo i =1,...,t y j € N se tiene que: si

la desigualdad de rango de Wni:l es vdlida para N7 (W,
rango de Wnk; es vdlida para Nj“(Wnk).

), entonces la desigualdad de
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Las sucesiones N, —constructivas pueden ser definidas de manera similar. Sin embar-
go, las mismas no presentan mayor interés pues, como se demostré en la introduccién
a este capitulo, para cualquier antiweb Wnk se tiene que n*(W:) = 1.

Notar que de manera analoga a lo que ocurre con el rango de Chvatal, la existencia
de una sucesién como ([equation|[3][3]3.3) implica una cota superior para el indice N

de la desigualdad de rango asociada a Wnk:

—ko

n(W) < (W) +t,

no

La pregunta fundamental que examinaremos en la siguiente seccion es si es posible, y
bajo qué condiciones, obtener sucesiones constructivas para algunas familias de anti-

webs.

3.2 Cotas superiores para el indice N

3.2.1 Ejemplos de motivacion

En esta subseccion consideraremos a manera de motivacion dos ejemplos donde ilustra-
remos como desigualdades de rango de antiwebs pueden producirse a partir de desigual-
dades de rango de subantiwebs. Usaremos este principio més adelante para obtener

sucesiones constructivas para ciertas familias de antiwebs.

Ejemplo 1

Consideremos el caso de un agujero impar Cs = W; ilustrado, en la Figura [figure][2][3]3.2.

Figura 3.2: El agujero impar C; = W;.

Recordemos que para aplicar los resultados del capitulo anterior debemos homoge-
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neizar el problema. La desigualdad de rango de Cs,

z(C5) = Z x; < 2, (3.4)

i€Cs

homogeneizada toma la forma

QIO—Z%‘ZO,

i€Cs

y su vector de incidencia es

donde 1 € R®.
Demostrar que ([equation][4][3]3.4) tiene indice N menor o igual a 1 es equivalente
a demostrar que es una desigualdad valida para N(C5). Si ¢ € N(EST(C5))* C RS,
entonces
a’z > 0 para todo x € N(EST(Cs)),

y por tanto ) ;. z; < 2 es vélida para N(C5), en virtud de que N(C5) = N(EST(Cs))N
{z € R"™ : 2y = 1}. Adem4s, del Lema [lema][21][2]2.21 sabemos que & € N(EST(Cj5))*
siy s6lo si ael € M(EST(C5))*. Finalmente, de ([teo][18][2]2.18)

M(EST(C5))* = Uskew + Uy + cone{uv” : u € EST(Cs)*,v € Q*}.

Por lo tanto, basta con expresar ael como la suma de tres matrices en R®*% perte-

necientes a los conjuntos arriba senalados. Recordando que en el Lema [lema][9][2]2.9
T

establecimos que U; esta generado por fe;, ¢ = 1,...,5, buscamos una expresion de

la forma
5 m
acy = A+ Z Neifi + Z’Ytutvfy
i=1 =1
donde A es una matriz antisimétrica, \; € R i = 1,...,5, u, € EST(Cs)*, v, € Q* =

cone{e;, fi: 1<i<b}yvyweR,, t=1,...,m.

Por otro lado,
EST(C5) = {JI S RS . z; > 0Vi e C5, T; + x4 < x V’L] S E(C5)},
y puede ser escrito de forma matricial de la siguiente manera

EST(Cs) = {z € R®: Az > 0},
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donde

y
010000 1 0 0 -1 -1 0
001000 10 0 0 -1 -1
L=looo1o00| A=|1 -1 0 0 0 -1
000010 1 -1 -1 0 0 0
000001 1 0 -1 -1 0 0

Por la definicion de polaridad,
EST(Cs)* = {v € R® : vTx > 0¥z € EST(Cs)}.

Se puede ver facilmente que si v es un vector fila de la matriz E, entonces v satisface
vITx > 0 para toda * € EST(Cs). Por otra parte, si v € EST(C5)*, entonces la de-
sigualdad vz > 0 es valida para EST(Cs) y por tanto es combinacién cénica de las
desigualdades de Az > 0. Observar ademés que los vectores fila de ]A5 y 20 son los
vectores de incidencia homogeneizados asociados a las desigualdades de no negatividad
x; > 0y arista a; para i € C5. Notaremos estos vectores por é' y a', respectivamente.
Por tanto,
EST(Cs)* = cone{é’, a': Vi € Cs}.

Consideremos ahora las matrices
Cri=(a* +a°) fi + (@ +a')fy + (@ +a)f5 + (@ +a)fi + @ +a")f5
y
Cy = (a'+a°+a")e] +(a°+a"+a°)es +(a*+a°+a')el +(a*+a' +a*)e] +(a°+a’+a’)el .

Puede verificarse que

10 -2 -2 -2 -2 =2 o 3 3 3 3 3
-4 0 1 1 1 1 0O -2 -1 -1 -1 -1
o = -4 1 0 1 1 1 v Cy = 0O -1 -2 -1 -1 -1
-4 1 1 0 1 1 0O -1 -1 -2 -1 -1
-4 1 1 1 0 1 0O -1 -1 -1 -2 -1
-4 1 1 1 1 0 o -1 -1 -1 -1 -2
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Por tanto, C' := C} + Cy pertenece a cone{uv’ : u € EST(C5)*,v € Q*}, y ademas:

o 1 1 1 1 1
-4 -2 0 0 0 0
-4 0 -2 0 0 0
C =
—4 0 -2 0 0
-4 0 0o -2 0
—4 0 0 -2
Finalmente, consideremos la matriz antisimétrica
0 1 1 111
-1 0 0 0 00
-1 0 0 0 00
A - )
-1 00 0 00
-1 00 0 00
-1 0 0 0 00
y la matriz B € Uy, dada por:
0 1 1 1 1
0O -1 0 0 0 O
5
o 0 -1 0 0 0
B=-2 el = -2
2'21: J 0 0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1
Sumando estas matrices se tiene que
10 0 0 00O
-5 0 0 0 0 0
-5 0 0 0 0 0
A+B+C = = dae
-5 0 0 0 0 0
-5 0 0 0 0 0
-5 0 0 0 0 0

Entonces 5a € N(EST(C5))*, lo que implica que 5a”z > 0 es valida para N(EST(Cs))
y por tanto ;. x; < 2 es valida para N(Cj5). Con este ejemplo se ha podido ratificar

que (W) < 1. Puede demostrarse ademds que esta cota es ajustada, pues es conocido
que la desigualdad de agujero impar no es valida para ESTAB (W;) de donde U(W;) >

1.
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Ejemplo 2

Consideremos ahora la antiweb ngl que se representa graficamente en la Figura [figure|[3][3]3.3.
Observar que Wfi contiene como subantiweb inducida al ciclo impar Cs, el cual esté aso-

ciado, por ejemplo, a los nodos {1,3,5,7,9}.

Figura 3.3: Antiweb Wfl y subantiweb W;.

En este ejemplo veremos como la desigualdad de rango de Wﬁ se genera a partir de
la desigualdad de rango de subantiweb inducida Cf, lo que implica que el indice n(Wlsl)
estd acotado por n(Cs) més 1, es decir, U(Wﬁ) < 2.

Homogeneizando la desigualdad de rango x(ngl) =2 e Ti < 4 se tiene

drg— Y x>0, (3.5)

3
€Wy

de donde el vector de incidencia es

con 1 € R,

Demostrar que n(Wﬁ) es menor o igual a 2 es equivalente a demostrar que ([equation][5][3]3.5)
es valida para N 2(W1?1) De la misma manera que antes, se debe probar que a €
N2(EST(W,}))* := N(N(EST(W,))))* C R2, es decir, que ael € M(N(EST(W))))*.

Si denotamos por K; al cono cone{uv” : u € N(EST(Wﬁ))*, v € Q*}, observar que

M(NEST(Wi))* = U + Usew + Ko,

con EST(WS)* C N(EST(Wﬁ))* Por lo tanto, podemos usar una idea semejante a la
del Ejemplo 1 para obtener de la matriz C € K.
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En este caso,

NEST(W.)) ={z €eR2: 2,>0,V1<i<Il,
zi+ x5 < @, Vij € B(Wyy),
Z 2 < 220, YV V' CV(W,), V' = C5)

eV’

que puede escribirse en forma matricial
N(EST(W,})) = {z € R?; Az > 0}.

En este caso, A contiene un gran numero de filas, pero nos interesan aqui tinicamente
dos clases. En la primera estan todas las filas asociadas a desigualdades de arista.
Denotaremos por a;; a la fila de A correspondiente a la desigualdad homogeneizada
de la arista ij € E(Wﬁ) Sea Ay la submatriz de A formada por las filas de {a.;, ij €
E (Wﬁ)} Por otra parte, consideraremos las filas asociadas a desigualdades inducidas

por ciertos ciclos impares C5 C W;. Estas filas estan reunidas en la siguiente submatriz

210 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 0
p 10 -1 0 -1 0 -1 0 -1
2 10 -1 0 -1 0 -1 0 -1
2 -1 10 -1 0 -1 0 -1 0
2 0 -1 10 -1 0 -1 0 -1
A=|2 1 0 - 10 -1 0 -1 0
2 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
2 .1 0 -1 0 -1 0 10 -1 0
20 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
210 -1 0 -1 0 -1 0 0 -1 0
20 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 0 -1

Llamaremos @' a la i-ésima fila de El, con 1 < i < 11. Finalmente, denotaremos por A

A
a la matriz | 0.
Ay

Observar que el polar de N (EST(WE)) estd dado por
T2\ ) * ~ 12, AT e AT 7>
N(EST(W,))* = {a o L N(EST(WH))} > cone{AT} =: K.
Considerar ahora el cono

K, = cone{uv” :u € Ky, v e Q*}.
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Notar que K; C Kj. Si usamos ¢ para designar la adicion médulo 11, puede verificarse

que las siguientes matrices pertenecen a K7 (y, por tanto, a Kj).

44
-10

2 0
2

-10 0

0
-2

0
0

-10 0

0

-10 0

0
0

0
0

-10 0
-10 0

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

-10 0

-10 0

-10 0

-10 0

-10 0

C+Cy=

C =

con

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 A4

44
-10 0

1

1
0

1
1
1

-10
-10
-10

1
1

1 1
1 1

-10
-10

1
1
1
1
1

1
1
1
1
1

-10
-10
-10
-10
-10

D1 + &Z@Q)fZT

a

>
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-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-2

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-2
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-2
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-2
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-2
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-2
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-2
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-2
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-2
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-2
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-2
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Por otra parte, es facil verificar que A € Ugew v B € Uy, donde

000 0O0O0O0OO0OO0OO0O0

-1

-1 000 0 0 O0O0O0O0 00

1
1

000 0O0O0O0OO0OO0OO0O0
000 0O0O0O0OO0OO0OO0O0

-1 00000 O0O0O0O0O0O0
-1 00 000 O0O0O0O0O0O0

1

000 0O0O0O0OO0OO0OO0O0

-1. 00 00 0O0O0O0O0O0 O
-1 00000 O0O0O0O0O0O0
-1 00 0000O0O0O0O0O
-1 00 0000O0O0O0O0O
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1
[\]
1
[\]
1
[\
1
[\]
1
[\]
1
[\]
1
[\]
1
(]
1
[\]
1
[\]
1
[\]

o
o
o
o
o
o

Sy

I
O O O O O O O o o o o o
O O O O O O O o o o N
SO O O O O O O O O N
O O O O O o o o N o
SO O O O O O O NN O O
O O O O O O N o o o
O O O O OO N O O o o o
SO O O O N O O O o O
O O O N O O O O o o o
SO O N O O O O O o O
O N O O O O O o o o o
N O O O O O O o o o o

Finalmente, observar que
A+ B+ C = 11ae].

Se ha demostrado que 11a € N(N (EST(Wﬁ)))* Por el mismo argumento que antes,
esto implica que Zz‘eWﬁ z; < 4 es valida para N(N(EST(Wﬁ))) y por tanto n(Wﬁ) <2

3.2.2 Sucesiones constructivas para N

Mencionamos a continuacion un resultado de Trotter que sera usado frecuentemente

en esta seccion.

Teorema 3.4 ([42]). La antiweb Wnk,/ es un subgrafo inducido de Wnk si y solo si se

tienen' <n, k' <k y
K’ kK +1
—n<n < + n.
kE+1

Lema 3.5. Dados k', n', ¢ € N y q > 2, considerar la antiweb Wnk conn = qn' +1,
k = q(k' +1) — 1. Denotemos por V.= {1,...,n} al conjunto de nodos de Wnk Para
todo j € V, el conjunto de nodos V; :={j®lq:0 <1 <n'—1} induce una subantiweb

de Wnk isomorfa a Wnk, , donde @ denota la adicion maodulo n.

Demostracion. Sea G el subgrafo de Wnk inducido por V;. Demostremos que G; es un
grafo isomorfo a la antiweb Wnk;/ Para esto definamos ¢ : V; — {1,...,n'} tal que
©(j®lg) = I+1. Es evidente que ¢ es una biyeccién entre V; y {1,...,n’}. Verifiquemos
que ademds ¢ preserva la relacion de adyacencia. Se debe probar que (a, b) es una arista
de G siy solo si (p(a),¢(b)) es arista de Wnk,/ Notaremos por E(G;) y E(W:) a los
conjuntos de aristas de G y Wn]f/, respectivamente.

Sea ((j®11q), (j B laq)) € E(G;). Para probar que (2(j ®1q), o(j ®12q)) € E(W,, )
debemos verificar que k' < |¢(j + lhq) — ¢(j + l2q)| < n' — k’. Tenemos por definicién
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de ¢ que |p(j ®l1q) — (D l2q)| = [(lL® 1) — (I ®1)| = |l; — l5]. Por tanto, lo que
hay que demostrar es
kK < |l1 — l2| <n —Fk. (36)

Puesto que E(G;) es subconjunto de las aristas de Wnk con ambos extremos en V;, se
tiene que ((j + l1q), (j +l2q)) € E(W:), de donde:

E<|(j+hLq) — (5 +1lq)| <n—Fk,

Reemplazando los valores de n y k, tenemos, para la desigualdad superior,
gy —bl<n—k=qgq'+1—q¢k' —q+1=q(n' — k) —q+2.

Dividiendo para ¢,
2
|l1—l2| <n’—k’—1—|—— Sn’—k’,
q

ya que como ¢ > 2 entonces —1 + % < 0. Por otra parte, de la desigualdad inferior en

([equation][7][3]3.7), se sigue
gl = bof >k =gk +q—1,

y dividiendo para ¢,
1
’ll—lgy >k,+1—* Zk,,
q

pues 1 — % > 1. Con esto hemos demostrado ([equation][6][3]3.6).

Para el reciproco, sea (p(j ®lLiq), p(j B laq)) € E(Wnk,/) Veamos que ((7 ®liq), (j @

lq)) € E(G;), es decir, que se cumple
E<|+hq) —(G+hy|<n—kek<|¢gli—1)<n—k.

Sabemos que k' < [(l; + 1) — (la + 1)] < n’ — k’. Como todos los miembros de esta

cadena de desigualdades son enteros, se sigue que
E4+1<|l; =l <n -k -1
Multiplicando la desigualdad anterior por ¢,

gk’ +q < gl = )| < gn’ — gk’ —q,
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que a su vez implica
gk +q—1<|q(lh = l2)| < gn’ — gk’ — q.

Reemplazando en ambos lados de la desigualdad anterior k = ¢(k'+1)—1yn = gn’+1,

obtenemos
E<lgly—0L)<n—-1—(k+1)=n—k—-2<n—-k < k<|ql,—1)|<n-—k,

con lo que termina la demostracién. O

Lema 3.6. Si V; se define como en el lema anterior,
VinVy =0,Yj,7 €V tales que 0 < |j — j'| < ¢, (3.8)

y ademds,
UL Vigi = V \ {j} para todo j € V. (3.9)

Demostracion. Para demostrar ([equation][8][3]3.8), supongamos por reduccién al ab-
surdo que existen j,j € V tales que 0 < |j — j'| < ¢y V; NV} # (). Entonces existe
al menos un nodo v elemento de V; y V. Si v € V; entonces v = j @ ;¢ para algtn
ly € {0,...,n'—1}. Similarmente, si v € Vj, v = j'@®lyq para cierto I € {0,...,n'—1}.
Luego,

j@hg=j ®lyg (3.10)
j—=7i = (—lk)g+en,

conc€ Z. Si0<|j—j|<gq, entonces ¢ =0 y ademas
=7l = [l —lg.
Pero entonces, de la hipétesis 0 < |j — j'| < g, se tiene que
0<qlll—ll<qge0<]|lh—1 <1,

lo que es una contradiccién, pues |l; — ly| € N.

Demostremos ahora la segunda parte del lema. Sea V = U?_,Vj+s. Por lo demostrado

en la primera parte del lema los conjuntos Vi1, ..., V)4 son disjuntos dos a dos. Luego,
la cardinalidad de V es la suma de las cardinalidades de Viti, ..., Vjtq v la cardinalidad
de cada uno de estos conjuntos es n’. Entonces, |V| = >4 Vil = qn'. Notar que

gn’ =n — 1, es decir, V' contiene exactamente un elemento menos que V.
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Finalmente, por la forma como estédn definidos los conjuntos Vj;; con 1 <7 <g¢q, V
puede escribirse como V= {(j+i)Ddlg:1<i<q,0<I1<n'—1}. Aqui puede notarse
que j ¢ V, pues j no puede ser escrito como (j + ) @ lq para ningtin i € {1,...,q} ni
le{0,...,n —1}. O

Teorema 3.7. Sea Wnk,/ una subantiweb de Wnk con k', n', k y n definidos como en el
Lema [lema][5][3]3.5. Supongamos que U(Wnkl) =t. Entonces

n(W)) <t+1.

Demostracion. Demostraremos que la desigualdad de rango asociada a la antiweb W, ',

w(W,) <k+1,

es valida para N1 (W) = N(Nt(W")). Sea & € Q"' el vector de incidencia de la

desigualdad de rango homogeneizada asociada a la subantiweb inducida por V;, definido

como en el Lema [lemal[5][3]3.5. Es decir,

EF+1, sii=0
a; = —]_, SIZE‘/J

0, en los demas casos.

De la misma manera, # € Q"™ denotaré el vector de incidencia de la desigualdad de
rango homogeneizada asociada a la antiweb Wnk, multiplicado por n.
Lo que se debe probar es que 7 es elemento de (N(Nt(EST(Wnk))))*, ya que con
esto se verifica que 77z > 0 para todo = € N(Nt(EST(Wnk))).
Por el Lema [lema][21][2]2.21, # € N(NY(EST(W.)))* siy sélosi el € M(N{(EST(W.)))*,
donde

(k+1)n 0 O

-n 00

feg = -n 00
-n 00 --- 0

De ([teo][18][2]2.18) sabemos que la matriz 7ef pertenece a M(Nt(EST(Wnk)))* siy sélo
si e puede ser escrita como la suma de una matriz antisimétrica, una matriz perte-
neciente a U; y una matriz elemento del cono D := cone{uv’,u € Nt(EST(W:))*, vE
Q}

Del Lema [lemal[6][3]3.6 sabemos que (Vig1,...,Vig,), donde & denota la suma

modulo n, es una particién del conjunto V' \ {i}, por lo que al sumar los vectores de
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incidencia asociados a cada miembro de la particién, a‘® + --- 4+ a'®9, tenemos un
vector cuya primera entrada es (k' + 1)g y que tiene —1 en las demds entradas, salvo
n

en la entrada i que es 0. Luego, la matriz Cy := Y (@™ +a™®% + - .- +a™®9) fT tiene

la siguiente forma

gk +1)n —q(k'+1) —q(k' +1) -+ —q(K' +1)

—(n—1) 0 1 e 1
o= -m-1) 1 0 1

T

donde, debido a que f; = ey —e;, la primera columna de C contiene a la suma cambiada
de signo de las demas columnas. Definiendo

n

n= {§J +1,

se tiene, igual que antes, que (Vigna1, - - -, Vienag) €S una particién del conjunto V'\ {i @
n}. Uniendo este conjunto con {i,7+ 7}, se logra recubrir todos los nodos una sola vez
y el nodo i dos veces. Notar que {i,7+n} es una arista de Wnk, y sea a; ;4n el vector de
incidencia asociado a la desigualdad de arista z; + ;17 < 1 homogeneizada. Al sumar
los vectores de incidencia asociados a Vigra1, - - -, Vienaqg, {1, © T}, se tiene un vector
donde la primera entrada es (k' 4+ 1)g + 1, la i-ésima entrada es —2 y el resto es —1.
Por lo tanto la matriz Cy definida por > (a"®™®! 4. .. 4 @®"®0~1 4 g, .o Vel tiene la

siguiente forma

0 gk+1)+1 gk +1)+1 -+ qgk+1)+1
-2 -1 -1
Cy=10 -1 -2 -1
0 -1 -1 -2

Sumando C4 y (5 se tiene

g"+1)n 1 1

—(n—-1) =2 0
C1201+02: —(n—l) 0 —2
—~(n—1) 0 0 —2
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De la hipétesis U(Wnkj/) =t se sabe que @’/ € Nt(EST(Wnk))* para todo j € V(Wnk)
Luego, la matriz C', pertenece al cono D.

Observar que, por la definicién de n’ y &’ en el Lema [lemal[5][3]3.5, en la matriz an-
terior se tiene que ¢(k'+1)n = (k+ 1)n. Finalmente, considerar la matriz antisimétrica

Ay la matriz U € Uy descritas abajo

0 0 -2 —2 —2

~10 0 0 2 0
A=|-10 0 U=]0 0 2

~10 0 0 00 0 2

Puede verificarse que
feg =C+A+T,

v por ([teo][18][2]2.18) concluimos que 7el € M(Nt(EST(W.)))*. O

Corolario 3.8. Sean ¢ > 2, ng, ko,i € N. Si n; = nog* + % y ki = (ko +1)¢" — 1,
entonces

n(W,,) < (W) +i. (3.11)
Demostracion. Procedemos por induccién sobre i. Para el caso ¢ = 0, la afirmacion se

cumple evidentemente. Como hipdtesis de induccion, supongamos que se cumple

k-1

n(W=l) < (W) + (i — 1)

ni—1 no

y veamos que se verifica ([equation][11][3]3.11).

Notar que
i1
nz:noqz—i_q
qg—1
i ¢ —qtqg—1
= noq' g+
qg—1
i1
; g -1 qg—1
=nog'"'q+q +
qg—1 qg—1
] i—1 1
_q(noql_l—i—q — )+1
=qn;—1 +1,

ki=(ko+1)¢" 'g—q+q—1
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=q((ko+1)g ' =1)+q—1

=qkii+q—1
Luego tomando n' = n;_1 y k' = k;_1, se verifican las condiciones del Teorema

[teo][7][3]3.7 v
n(Wo') < (W =)) + 1.

Usando la hipotesis de induccién, la desigualdad anterior puede mayorarse

ki 7ki—1

n(W,") < n(W,

ni—1

Y1 <)+ (1= 1)+ 1= (W) +i.

no no

O

Si para el Corolario [coro][8][3]3.8 se considera Wnlzo como el Lema [lemal[1][3]3.1,

se tiene el siguiente corolario

Corolario 3.9. Sean q > 2. Si n; = nog* + ‘f;_—_ll y ki = (ko +1)¢' — 1, donde ng y ko
estan elegidos como en el Lema [lemaf[1][3]3.1, es decir,

e ng=2k+1yko=k—1,conk>1, 0

e ng=2k+4yky==k, conk impar, k>3, o
e ny=206,k=1,0

e ng =29, ky = 2.

Entonces,
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Capitulo 4
Conclusiones

En el capitulo anterior se estudio la aplicacién de operador de Lovasz y Schrijver
N(K,Q), tomando K igual a la relajacién de aristas del politopo de conjuntos es-
tables en antiwebs. Se obtuvieron cotas superiores para el indice N de este politopo
para ciertas familias de antiwebs, Corolario [coro][8][3]3.8. Para el operador N, (K, @),
se logré demostrar de manera inmediata que las desigualdades de rango asociadas a
cualquier antiweb tienen indice N, igual a 1, Teorema [teo][3][3]3.3.

Para las desigualdades de rango asociadas a clases particulares de antiwebs, como
lo son las cliques, agujeros impares y anti—agujeros impares, la siguiente tabla recopila

los valores de los indices N y N,.

Desigualdad Indice N | Indice N,
clique @,, ([equation][14][1]1.14) n—1 1
agujero impar Cy,yq ([equation][15][1]1.15) 1 1
anti-agujero impar Coyy1 ([equation][16][1]1.16) kE—1 1

Como se mencioné en el Capitulo [chapter][2][]2, en el trabajo de Giandoménico et.
al [21] se estudia la aplicacién del operador N (K, K) al politopo de conjuntos estables
considerando, en este caso, K igual a QSTAB(Wnk). Se demuestra que con una sola

aplicacion el operador N las desigualdades de rango asociadas a antiwebs son validas

para N(K, K).
En cuanto a los operadores N(K, K) con K = ESTAB(W:) y N(K,Q) con K =
QSTAB(W:) no hemos encontrado trabajos al respecto. Un posible trabajo futuro,

seria ver la factibilidad de extender los resultados conocidos hasta el momento para
los operadores N (K, K) con K = QSTAB(W:) y N(K,Q) con K = ESTAB(W:),

respectivamente.
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