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RESUMEN

El problema de seleccion de portafolios consiste en obtener uno que contenga el
mas alto rendimiento con el menor riesgo posible. La combinacion de un rendimien-
to adecuado con un nivel de riesgo apropiado se logra a través de la diversificacion
del riesgo. La diversificacion se obtiene al comprar varios productos que tengan
baja correlacion. Esta idea fue introducida por Markowitz en sus trabajos de 1952
y 1959. Desde su aparicion, este modelo ha sido un referente tedrico fundamental
en la seleccidon de portafolios. Sin embargo, en la practica, su uso es reducido,
debido a las limitaciones del método, principalmente por el caracter constante de
la estrategia de inversion.

La intencion en este trabajo es exponer uno de los métodos alternativos al
portafolio de Markowitz, mediante un modelo de portafolio dinamico que permi-
ta el disefo de estrategias de inversion cambiantes en el trascurso del tiempo.
Este trabajo ademas del modelo de cartera cuenta con el de prediccién de los
retornos requeridos para la conformacion de la cartera en base a un sistema de
Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (EDEs) y cuyo tratamiento se realiza con
el método Euler-Maruyama. Estas técnicas son implementadas para predecir los
retornos y la elaboracion de una cartera dinamica con acciones de empresas en
el sector petrolero.

Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales Estocasticas, Método de Euler-Maruyama,
Simulacion Montecarlo, Portafolio, Portafolio dinamico.
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ABSTRACT

The portfolio selection problem is to obtain one portfolio that contains the high-
est yield with the lowest possible risk. The combination of adequate yield with an
appropriate risk level is achieved through risk diversification. Diversification is ob-
tained when several products having low correlation are bought . This idea was
introduced by Markowitz in his works in 1952 and 1959. Since its appearance, this
work has been the main theoretical reference in selecting portfolios. However, in
practice, the model is not used due to limitations in the solution method, mainly by
the constant investment strategy.

The intention in this work is to expose one of the alternative methods of Marko-
witz’s portfolio, where a dynamic portfolio model allowing investment changing
strategies in the time is considered. Additional to the portfolio model, this work
compute the return predictions required for the construction of the portfolio based
on a stochastic differential equation system (SDEs) and whose treatment is per-
formed by using the Euler-Maruyama method. These techniques are implemented
to forecast returns and constructing the dynamic portfolio for assets in petroleum
companies.

Key words: Stochastic Differential Equation, Euler-Maruyama Method, Simulation
Montecarlo, Portfolio, Dynamic Portflio.
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Introduccion

El reto de la ciencia ha sido poder representar de la manera mas adecuada
la realidad creando modelos para poder predecir los fenomenos observados. En
este trabajo el objetivo es modelar un portafolio 6ptimo, que es la combinacion de
activos financieros menos riesgosa (portafolio), con la mayor rentabilidad (portafo-
lio 6ptimo). El problema de optimizar la distribucion de un patrimonio disponible
a través de diversas oportunidades de inversion puede ser estudiados de man-
era estatica (modelo de Markowitz), o de forma dinamica (portafolio dinamico), ver
[13].

Si bien el modelo de Markowitz es muy utilizado, y ha aportado mucho en
el campo tanto tedrico como practico, tiene sus limitaciones por ser un modelo
estatico. En este trabajo se busca modificar esta situacion mediante la construc-
cion de un modelo que dinamice y optimice las inversiones a través del tiempo, es
decir, desde un punto de vista dinamico.

El problema se ha planteado desde el siguiente punto de vista: por un lado se
debe resolver el problema de la prediccion de retornos de los activos (en nuestro
caso de las acciones de empresas petroleras previamente elegidas) y por otro
lado la optimizacion del portafolio.

Para resolver el primer punto, muchos autores utilizan técnicas estadisticas de
tendencia con datos historicos. En este trabajo se utiliza una de las herramientas
mas modernas para este tipo de predicciones, como es la utilizacion de movimien-
tos brownianos geométricos resueltos a partir de la discretizacion numérica Euler-
Maruyama. Modelar con movimientos brownianos geométricos es una de las técni-
cas mas sofisticadas en la actualidad pues antiguamente o bien se usaban técni-
cas estadisticas o movimientos brownianos aditivos, ver [11].

Cabe recalcar que los movimientos brownianos geométricos que se utilizan
estan correlacionados (caso multidimensional). Este tipo de modelos se acercan
mas a la realidad en comparacion con otros métodos que no incluyen técnicas
correlacionadas. Ademas se combina el método Euler-Maruyama con técnicas de
simulacién Montecarlo para obtener la solucién aproximada final.
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Para el segundo punto se construye el modelo dinamico de portafolio después
de presentar el modelo clasico de Markowitz.

Debido a la amplitud de conceptos referentes a temas de Ecuaciones Diferen-
ciales Estocasticas, se intenta presentarlos de una manera sencilla, profundizan-
do solo hasta el punto en que sea necesario para efectos del estudio posterior
del modelo aplicado. Por esa razoén, la mayoria de los resultados se presentan sin
demostraciones (indicando las referencias al interesado).

La estructura del trabajo es la siguiente: en el Capitulo 1 se revisan concep-
tos financieros fundamentales que son de utilidad y ayudan en la descripcion del
problema. En el Capitulo 2 se revisan conceptos basicos de probabilidad y proce-
sos estocasticos, ademas se introduce la idea de proceso de Wiener o también
llamado movimiento browniano, dando su definicion y propiedades. El Capitulo 3
esta dedicado a la construccién de la integral de 1td y al concepto de integral es-
tocastica que es fundamental para la solucion de una EDE. Ademas se revisa las
condiciones para la existencia y unicidad de soluciones. En el Capitulo 4 se es-
tudia el método de discretizacion Euler-Maruyama para una EDE (caso unidimen-
sional) y para un sistema de EDEs correlacionadas (caso multidimensional). Con
estos conceptos se construye el modelo predictivo para precios (como ejemplo de
aplicacion del método de discretizacion) y retornos (que se utiliza para el mode-
lo posterior de construccion de cartera) con el correspondiente analisis de datos
historicos y la calibracidon de parametros. Seguidamente se hace la simulacion
Montecarlo implementando dicho modelo predictivo. El Capitulo 5 esta dedicado
al analisis, construccion e implementacion del modelo para el establecimiento del
portafolio compuesto por acciones en el sector petrolero, tanto desde un punto
de vista estatico (modelo de Markowitz), como dinamico (portafolio dinamico. Y
finalmente en el Capitulo 6 se tienen las conclusiones.
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Capitulo 1

Conceptos financieros basicos

En este capitulo se revisan conceptos financieros funda-
mentales que son de utilidad y ayudan en la descripcién

del problema.

1.1. Definiciones y conceptos financieros basicos

Las finanzas estudian problemas de flujo de capital entre individuos o empre-
sas, es decir, el como obtener y gestionar dinero, esto implica la asignacion de
recursos a través del tiempo. Esta asignacion tiene dos caracteristicas: el tiempo
y la incertidumbre.

Considerar la incertidumbre financiera como un fenédmeno que afecta a la asig-
nacion de recurso es un enfoque relativamente moderno pero se ha hecho indis-
pensable, ver [11].

Definicion 1.1.1 (Productos financieros) Son instrumentos de transferencia de fondos en-
tre agentes economicos que se caracterizan por su liquidez, riesgo y rentabilidad. También
son las operaciones realizadas por las entidades financieras y cuyo objeto de contratacion
es el dinero. El total de flujos de efectivo a futuro es definido por una norma juridica es-

tablecida a priori, ver [11].

1.1.1. Concepto de mercado

Definicion 1.1.2 (Mercado) Es el lugar, mecanismo o sistema donde se retinen los com-

pradores y vendedores para efectuar sus operaciones comerciales', ver [11].

Definicion 1.1.3 (Mercado eficiente) Son mercados idealizados donde se supone que los
precios actuales reflejan toda la informacion que pudiera influir en los eventos futuros,
ademas, que los inversionistas reaccionan de forma inmediata a la llegada de nueva infor-

macion, ver [9, 12].

! Actualmente con el progreso de las comunicaciones, los intercambios comerciales se han desprendido de
la localizacion geografica y se refiere mas bien al conjunto de actos de compra y venta de un producto en un

tiempo determinado [11].



La teoria que se va a manejar presupone que los mercados son eficientes,
asi como que los rendimientos del mercado de cualquier activo se distribuyen nor-
malmente (o de forma gaussiana) y que todos ellos tienen los mismos horizontes
de inversion?.

Definicion 1.1.4 (Mercado financiero) Es el marco institucional que permite poner en
contacto a oferentes y demandantes de fondos prestables (ahorro) para que efectiien sus
transacciones financieras. La idea de mercado como foro o plaza organizada a la que ha-
bitualmente acuden los agentes econéomicos para efectuar sus transacciones ha quedado

reducida en el mundo financiero a las bolsas de valores, ver [11].

Cabe destacar que el mercado financiero aparte de la finalidad de poner en
contacto a oferentes y demandantes, determina los “precios justos” de los diferen-
tes activos financieros, asi como que los costes de transaccion sean los meno-
res posibles. Aunque el objetivo siempre sera encontrar un precio justo, no existe
ninglin mercado financiero que sea perfecto®, por lo que, nunca vamos a estar
seguros que el precio de mercado refleja su valor justo, ver [12].

1.1.2. Obligaciones

Definicion 1.1.5 (Obligacion) Es un titulo de crédito que corresponde a una fraccion de
un préstamo a largo plazo emitido por una empresa o por un Estado. La obligacion es
un valor reembolsable al fin de un periodo y aporta un interés fijo o variable a quién la

compra.

En un sentido juridico, es una dependencia de caracter legal que obliga a una
persona a hacer o no algo estipulado. Asi, en el vinculo entre acreedor y deudor,
el acreedor es el titular de un derecho que le permite exigir del otro que satisfaga
su deuda mediante la prestacion acordada, que el deudor tiene el deber juridico
de cumplir, ver [11].

2Claramente esta es una idealizacion de la realidad, pues existe evidencia empirica que los rendimientos en

los mercados en general no se comportan de acuerdo a esta distribucion, ver [9, 12].
3Mercado perfecto: Se refiere a que en el mercado existe gran cantidad de agentes que intervienen tanto

por el lado de la oferta como de la demanda, de forma que nadie puede influir en la formacion del precio del
activo financiero. En estos mercados se considera que no existen costes de transaccion, impuestos, variacion
del tipo de interés, ni inflacidén, y que no existan restricciones en la entrada ni a la salida del mercado financiero.

También supone que existe perfecta informacion y que los activos son divisibles, ver [12, 9].



1.1.3. Acciones

Definicion 1.1.6 (Accion) es un titulo de propiedad sin vencimiento que refleja el valor de
una empresa, pero también puede estar sujeta a movimientos especulativos. Normalmente,
salvo excepciones, son transmisibles libremente. La accion es un valor en renta variable,

pues depende de los beneficios obtenidos (dividendos®*) por la empresa, ver [11].

La diferencia entre una accion y un bono u obligacion radica en que con la
accion se es dueno de los activos de la empresa, mientras que en el caso de
una obligacién o bono solamente se adquiere o compra parte de la deuda de la
empresa.

1.1.4. Arbitraje

Definicion 1.1.7 (Arbitraje) Es una estrategia de negociacion que asegura utilidades [i-
bres de riesgo® sin un capital inicial o bien la posibilidad de generar utilidades infinitas

con una pequena inversion inicial.

Una de la hipétesis de mercados eficientes es suponer que no existen posibili-
dades de arbitraje. En un mercado libre de arbitraje cualquier portafolio sin riesgo
debe tener rendimientos iguales la tasa libre de riesgo.

Tedricamente, no existen oportunidades de arbitraje, las actividades de los ar-
bitrajistas® dan lugar, ocasionalmente, a que se ajusten los precios hasta que no
sea posible el arbitraje. Esto hace, en teoria, que no sea posible oportunidades de
arbitraje en mercados de capitales que funcionan bien.

Desde el punto de vista econémico, la existencia de oportunidades de arbitraje
implica que la economia esta en desequilibrio, que es una situacion en la que los
negociadores estan insatisfechos con sus composiciones de cartera actuales, y
gue negocian. Su negociacion obliga a cambiar los precios, moviéndose hacia un
equilibrio econdmico. En este equilibrio los negociadores deben estar satisfechos
con sus carteras, por lo que ya no existen oportunidades de arbitraje. De otro mo-
do, continuarian negociando y los precios se ajustarian hasta que se desvanezca
la motivacion de negociacion. En sintesis, si los precios se generan mediante un

“Dividendos: Es la cifra de dinero, fija o variable, que pagan los activos, la misma es cobrada por el propie-
tario. El pago de dividendos altera el valor del activo, pues el compromiso de pago forma parte del mismo, lo

que al hacerse efectivo el pago, el valor del activo baja, ver [11].
>Tasa libre de riesgo: Es un concepto tedrico que asume una alternativa de inversién que no tiene riesgo y

ofrece un rendimiento seguro para el inversionista, ver [12].
% Arbitrajista: Son personas que aprovechan las oportunidades de arbitraje, ver [12].



equilibrio econémico, entonces no hay oportunidades de arbitraje en la economia,
ver [9, 12, 26].

1.1.5. Rentabilidad, retorno y rendimiento

Estos tres conceptos comunmente se confunden y aunque estan estrechamente
relacionados, tienen significados muy especificos y se debe tener cuidado al mo-
mento de utilizarlos

Definicion 1.1.8 (Rendimiento) Es una medida de beneficio o ingreso, la cual ignora la
posibilidad de ganancias o pérdidas de capital inesperadas provenientes de cambios en los

precios, ver [11].

Definicion 1.1.9 (Retorno) Es una medida de beneficio o ingreso, (puede ser positiva o
negativa), que a diferencia del rendimiento, toma en cuenta las pérdidas o ganancias de

capital. El retorno al tiempo t se define por

donde Sy es el precio de una accion al tiempo t 'y Sy es el precio inicial, ver [11].

Esta es una medida de ingreso mas completa por lo que se la toma como base
en el analisis de este trabajo.

Definicion 1.1.10 (Rentabilidad) Es un término usado, por lo general, para referirse a
la tasa anual de rendimiento o retorno (expresada como porcentaje) sobre un instrumento

financiero, ver [11].

Se utiliza este término para hacer referencia al beneficio expresado en tanto
por ciento de alguna magnitud econdémica.

1.1.6. Portafolio

Definicion 1.1.11 Un portafolio es una combinacion de titulos o activos financieros de

renta fija o variable que persigue siempre ser menos riesgosa que cualquier titulo o activo

individual, ver [13].



Capitulo 2

Probabilidades, procesos estocasticos y movimiento

browniano.

En este capitulo se revisan conceptos basicos de probabil-
idad y procesos estocasticos, ademas se introduce la idea
de proceso de Wiener o también llamado movimiento brow-

niano dando su definicion y propiedades.

2.1. Motivacion

Desde el desarollo del Calculo Diferencial e Integral en el siglo XVII, efectuado
por los dos grandes de ese siglo, Leibnitz y Newton, se senté bases matematicas
fundamentales que han permitido un desarrollo acelerado de la Matematica Apli-
cada y su correspondiente relacion con las distintas ramas de la Ingenieria. Uno de
tales avances corresponde a la rama de las matematicas que se denominan Ecua-
ciones Diferenciales. Muchos problemas de matematicas aplicadas usan Ecua-
ciones Diferenciales tanto Ordinarias (EDOs) como parciales (EDPs). Por ejemplo
el caso mas simple, una EDO

2.1 dy = f(z,y) dt,

donde f(x,y) es una funcion diferenciable en sentido clasico, frecuentemente se
usa para modelar los efectos de cambio, movimiento o crecimiento, ver [3, 13]. En
el caso de la variacion de precios, por ejemplo, aplicado al sector financiero, pode-
mos construir la evolucion temporal determinista del precio de un activo financiero
mediante:

ASy = uSiAy,

donde S; = S(t)! denota el valor del activo financiero al tiempo ¢, AS; = Sty — St ¥
A; =ty —to para un tiempo final ¢, y un tiempo inicial fy, i representa a la tasa de

'Con respecto a esta notacion: se usa indistintamente S(t) 0 S, f1(t) o iz y sus similares, dependiendo de
la comodidad para representar una ecuacion. Se debe entender que si el parametro ¢ estd como subindice o si

se encuentra entre paréntesis (¢), lo que representa es una evaluacion temporal en dicho tiempo.



rendimiento constante. Haciendo un paso al limite cuando At — 0, queda un caso
particular de (2.1)

dSt == MSt dt,

cuya solucion es

S(t) = S(0)ek,

Si la tasa de rendimientos no es constante, es decir, ; depende de ¢, entonces
la ecuacion diferencial es

(22) dSt = /LtSt dt,

cuya solucion general es

S(t) = S(0)elo n()ds.

Ver [3, 10, 11].

El modelo de la expresion (2.1) a pesar de ser una buena aproximacion de la
realidad, no siempre es suficiente para explicar del todo el comportamiento real
de un fendmeno. Desde el siglo pasado se han introducido modelos mas precisos
y sofisticados, con efectos aleatorios o estocasticos. Siendo la aleatoriedad en los
sistemas la parte de mayor interés. La solucion de tales problemas, comprende
una nueva area en matematicas, denominada Calculo Estocastico y corresponde
a una generalizacion estocastica del Calculo Diferencial Clasico, ver [10, 13].

Agregando una perturbacion aleatoria a (2.2) con un término estocastico v(t, z),
se tiene una ecuacion diferencial estocastica (EDE) de la forma:

(2.3) dS(t) = u(t)S(t)dt + v(t, z)S(t) dt.

donde v(t, z) denota en general un proceso estocastico. De la necesidad de dar
un sentido a una EDE del tipo (2.3) surge el Calculo Estocastico, ver [10, 11, 13].

La solucion a este problema no es trivial, notar que la expresion v(t, x)S(t) dt no
tiene sentido desde un punto de vista clasico, pues v(t, z) es no diferenciable bajo
los conceptos del Calculo Clasico, para resolver este inconveniente se ha cons-
truido una extensa teoria que permite la manipulacion de funciones de este tipo
y situaciones relacionadas. La teoria base para ello es lo se ve en las siguientes
paginas de este y el préximo capitulo.



2.2. Probabilidades

El desarrollo del pensamiento matematico y su historia es fascinante, basta so-
lo una mirada al progreso de las distintas disciplinas para maravillarse con la con-
cepcion de ideas, conceptos, definiciones y sus posteriores generalizaciones que
logran construir teorias cada vez mas abstractas, permitiendo asi un pensamiento
mas ligero y rapido en expresarse.

Estas ideas de construcciones y generalizaciones estan presentes, por ejem-
plo, en la extensa teoria de integracion. Hay que tomar en cuenta que las funciones
que vamos a manejar son funciones de variacion no acotada. Estas funciones
presentan complicaciones técnicas para las cuales ha sido construida una vasta
teoria, ver [11].

Cuando uno es estudiante, los primeros pasos son comprender conceptos
como la derivacion e integracion en una variable, inmediatamente se presentan
problemas mas generales en mas variables, introduciéndonos a los espacios de
dimension finita como R™. Luego pasamos a extenderlos a espacios de dimension
infinita. Aqui es donde nos moveremos, pero, para trabajar aqui hay que enten-
der partes fundamentales de la teoria como son: medida, espacio de probabili-
dad, variables aleatorias, procesos estocasticos, filtraciones, en fin, una serie de
ideas. Nadie puede preciarse de tener un conocimiento profundo de ciertos temas
financieros, como es el comportamiento de acciones, si no ha estudiado estos
conceptos fundamentales del calculo estocastico.

Comencemos en primer lugar por construir un espacio de probabilidad, para
esto necesitamos de una estructura matematica que nos proporcione las carac-
teristicas adecuadas y nos garantice conjuntos a los que les podremos asignar
una medida.?> Estas estructuras matematicas son conocidas como c-algebras y
esos conjuntos son llamados conjuntos F-medibles.

Definicion 2.2.1 (o-algebra) Sea () un conjunto no vacio, una o-dalgebra (o tribu) F sobre

Q es una familia no vacia de subconjuntos de $) tales que:
1. 0eF,

2. Si A € F entonces A° € F,

’La primera intervencion de una medida sobre un espacio de sucesiones tiene lugar en el trabajo de Borel de
1909, ver [3]. El concepto de medida (A) de un conjunto es una generalizacion de conceptos como: longitud
de un segmento, area de un figura plana, volumen de una figura, incremento de una funcién no decreciente

definida sobre un segmento y de la integral de una funcidén no negativa en una region, ver [18]



3. Si Ay, As, ... es una sucesion de elementos de F entonces
o0
U A; € F.
=1

La pareja (2, F) es llamada espacio medible y a los elementos de la o-algebra
se los conoce como conjuntos F-medibles, ver [2, 18]°.
Un caso particular muy importante de espacio medible es (R, 5(R)) con

Q=R, F =B(R)).

A B(R) es le llama o-algebra de Borel y es la o-algebra mas pequena que contiene
a todos los intervalos abiertos de R. A los elementos de la o-algebra B(R) se les
llama Borelianos o conjuntos Borel medibles.

En la terminologia propia del calculo de probabilidades al conjunto €2 se lo
puede interpretar como el conjunto de todos los posibles resultados de un expe-
rimento aleatorio, y se lo llama espacio muestral. A cada elemento w € Q) se lo
llama evento elemental o resultado. A los elementos de la o-algebra F, es decir,
los subconjuntos de € se lo llama eventos o sucesos.

2.2.1. Variable aleatoria

Para caracterizar un experimento aleatorio y las leyes del azar que estan aso-
ciadas a él, existen distintas medidas de probabilidad. Un puente que nos permite
ver a los resultados w € 2 de un experimento aleatorio como numeros reales son
las variables aleatorias (v.a.s). De manera general se tiene la siguiente definicion

Definicion 2.2.2 (funcién F-medible) Sean (2, F) y (E,E) dos espacios medibles. A la
aplicacion
Y:(QF) — (EE)
weN — Y(w)eE

se le llama F-medible si

Y 1(A) e F, VA€ E,

Definicion 2.2.3 (Variable aleatoria (v.a.)) Una funcion X definida sobre un espacio me-
dible (2, F) que toma valores en (E. )

X:(,F) = (EE)

es una variable aleatoria, si X es medible.

3Se puede profundizar més en esta teoria también en [7, 8, 15, 27].
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Casos particulares son las funciones medibles y las variables aleatorias cuando
el espacio medible E es los reales R. En este caso se tiene que los valores de la
variable aleatoria son numeros reales, es decir

X : (Q,F) = (R, B(R)).

A menos que se diga lo contrario, se tomara a R como el conjunto medible y
a las variables aleatorias sobre este espacio. Se puede construir una o-algebra
Fx = o(X) = F(X) sobre ) asociada a una variable aleatoria X mediante*

o(X)=Fx ={X1(A),Ac BR)} C F,

Esta o-algebra es muy importante y se menciona seguido por lo que hay que
tenerla presente.

Una vez construido un espacio medible, le asignamos una medida. En este tra-
bajo el interés esta en la medida® de probabilidad que nos dara informacion sobre
la frecuencia de observacion de un evento al realizar un experimento aleatorio.

Definicion 2.2.4 (Medida de probabilidad) Sea (X2, F) un espacio medible. Una medida

de probabilidad P sobre este espacio, es una funcion de conjuntos

P:(Q,F)—1[0,1],

2. P(Q) =1,
3. 8i Ay, Ag, ... es una sucesion de elementos de F disjuntos dos a dos, es decir,
Ai(YAj =0, i #J,
entonces

o (00 =5 i
i=1 i=1

Esta propiedad se la conoce como o-aditividad.®

4Véase mas detalles en [11, 18, 27, 33].
SExisten una infinidad de medidas, entre las mas importantes tenemos: la medida interior, la medida exterior,

la medida de Lebesgue, la medida de Haar, la medida de It0, entre otras.
%Estos axiomas fueron establecidos en 1933 por A. Kolmogorov y la construccion completa de la medida

de Lebesgue se puede ver en [18].



A la terna (92, F, P) se le conoce como espacio de probabilidad. Un evento
A € F se dice que es casi seguro (c.s) si su probabilidad esiguala1 (P(A)=1)y
se dice que es de medida nula si la probabilidad es igual a cero (P(A) = 0).

Un espacio de probabilidades es llamado completo si para cada subconjunto
de un conjunto de medida nula (P(N) = 0), este pertenece a la o-algebra F y tiene
probabilidad cero, es decir:

NeF, ACN=AcF y P(A)=0.

Esta y mas informacion se puede ver en [11, 18]. Es importante destacar el papel
que juega una variable aleatoria X. Por ejemplo, si tenemos el espacio medible
(R, B(R)) lo que hara la variable aleatoria X es convertirlo en un espacio de prob-
abilidades, es decir introduce una probabilidad. La importancia de esto es que al
definir esta probabilidad sobre R podemos trabajar de una manera mas comoda
que con el espacio (2, ver [33]. Para ser claros, lo que hace es tomar un conjunto
B € B(R) y define la medida de probabilidad Px = P o X! sobre B(RR) mediante

Px(B) = P(X7Y(B)) = P{w e Q: X(w) € B}),
que por abuso notacion se lo suele escribir como
Px(B) = P(X € B) = P(X"Y(B)).

A esta se le llama también distribucion de X o ley de X, y encierra en ella
toda la informacion probabilista de X. De manera equivalente puede estudiarse la
funcion de distribucion de X definida por

Fy:R — [0,1]
r — Fx(x)=Plwe: X(w) <z}
= Px (]—oo, x])
para cualquier numero real x, ver [11].
Por ejemplo, la variable aleatoria X tiene una distribucién normal o gausiana
N (u, o%) con parametros ;1 € Ry 0% € (0, +oo] si su funcion de distribucion es

1 T _-w?
F(x) = e 22 dt.
( ) \2mo /_oo

Una variable aleatoria es continua si su funcion de distribucion es continua.
Una variable aleatoria se dice que es absolutamente continua si su funcion de
distribucion es absolutamente continua, podemos escribir:

Fx(z) = /_ " e
10



La funcion fx se llama funcion de densidad y debe cumplir con las siguientes
condiciones:

m fx(t) > 0 para todo ¢,

n [T Ix(t)di=1

Mencionamos nuevamente, una v.a. ademas define una c-algebra, llamada o-
algebra generada por X de la siguiente manera

o(X)=F(X)={X"YB): BeB[R)} C F.

Es bueno tener este concepto en mente pues nos ayudara en la definicion y
compresion de filtraciones. Para conocimientos mas profundos se puede revisar
[21, 18, 27].

Otros conceptos importantes son: la esperanza, la varianza y la esperanza
condicional de una v.a. X. La esperanza matematica esta definida como:

PIX) = [ X(o)dP(o)
si esta integral existe. Se define la varianza de X por
VarlX]i= [ (X(0) = BIX @) dP(w)
o de manera general

o
Var[X] ::/ (z — B[X])?- dFx(x),
—00
Para la distribucion normal mencionada antes puede demostrarse que E[X]| = uy
que Var[X] = o2.

La esperanza condicional es muy utilizada en el concepto de martingalas que
se revisara posteriormente.

Definicion 2.2.5 (Probabilidad condicional) Sean (), F, P) un espacio de probabilida-
des, A una sub o-algebra de F y X una variable aleatoria de esperanza matematica finita.
Se llama esperanza condicional de X con respecto a A, a toda variable aleatoria Y A-

medible tal que

(2.4) /AX(w) dP(w):/AY(w) dP(w), VAe€A.

La esperanza condicional es una variable aleatoria, no como es el caso de la
esperanza matematica que es un real y se nota’

Y = E[X/A]

7Para mas detalles ver [7, 11, 15, 18, 27, 33].
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Es decir,
/XdP:/E[X/A]dP:/YdP VA € A
A A A

2.3. Procesos estocasticos

El siguiente concepto de interés es el de proceso estocastico.

Definicion 2.3.1 (Proceso estocastico) Sea T un conjunto de indices® en el cual el parametro
t toma valores. A la familia de variables aleatorias (X;)ier definidas todas en un mismo
espacio de probabilidades (S, F, P) y con valores en un mismo espacio medible (E,£),

llamaremos proceso estocastico sobre ) a valores en E.

Un proceso estocastico representa la evolucion aleatoria de un sistema a lo
largo del tiempo. Para aclarar un poco, un proceso estocastico es entonces una
funcion de dos variables, (ver [2]) tal que

X(tw): TxQ — E
(t,w) — X(t,w).
Un proceso estocastico se dice a valores reales, si el espacio sobre el cual
toma valores es R

X(tw): TxQ — R

(23) (tw) = X(t,w).

A menos que se diga lo contrario se trabaja con procesos estocasticos como (2.5)
Para un proceso (2.5) si tomamos w € (2 fijo, la funcién

X, T — R
t = Xu(t)=X(t,w)

es una trayectoria, llamada trayectoria del proceso y para cada ¢ fijo, la funcion

XtZQ — R
w = Xi(w) = X(tw)

es una v.a. llamada /ey o distribucion del proceso. Por simplicidad notaremos a un
proceso estocastico por {X;};cr 0 dependiendo de la comodidad en la notacion
se escribira tan solo X; o en su defecto { X (t,w), t € T, w € Q}.

8 A este conjunto generalmente se lo asocia con el tiempo, puede ser un conjunto finito, nimeros naturales

IN (tiempo discreto), un intervalo, o niimeros reales positivos R* (tiempo continuo).
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2.3.1. Clases de procesos estocasticos

Se caracterizan diversas clases particulares de procesos segun las propieda-
des de sus trayectorias o de la distribucién del proceso.

Proceso estocastico a tiempo discreto: donde el valor de la variable puede cambiar
so6lo en algunos puntos definidos del tiempo.

Proceso estocastico a tiempo continuo: es aquel donde los cambios pueden tener
lugar en cualquier instante de tiempo.

Procesos de variables continuas: los valores que pueden tomar las variables estan
definidos por un rango.

Procesos de variables discretas: se definen una gama de valores posibles, los cua-
les quedan fijos durante todo el proceso.

Esta definicion asi como mas propiedades sobre procesos pueden verse en [2,
27, 33].

Definicion 2.3.2 (Proceso estocastico con incrementos independientes) Un proceso es-

tocastico {Xi}ier tiene incrementos independientes si para todo t; < ... < t, con
{t1,...,tn} C T, las variables aleatorias
X(t), (X(t2) = X(t1)), -y (X(tn) — X(tn-1))

son independientes, ver [11].

Definicion 2.3.3 (Proceso estocastico con incrementos estacionarios) Un proceso esto-
castico { Xy} e tiene incrementos estacionarios si las variables aleatorias X (t+h)— X (t)
v X (h) son idénticamente distribuidas, ver [11].

Definicion 2.3.4 (Proceso Gaussiano) X; es un proceso gaussiano si y solo si cualquier
combinacion lineal finita de valores de X; a diferentes instantes sigue una distribucion

normal.

£=Y aX(ty) ~ N.
k=1
ver [11].

Definicion 2.3.5 (Proceso creciente) Un proceso adaptado { X;}icr se dice creciente si

sus trayectorias son funciones crecientes, finitas y continuas a la derecha.
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Definicion 2.3.6 (Proceso con variacion finita) Un proceso adaptado {X}icr es de va-
riacion finita si sus trayectorias son funciones de variacion acotada sobre un compacto,

finita y continua a la derecha, ver [11].

Una propiedad interesante es que cualquier proceso de variacion finita es la
diferencia entre dos procesos crecientes.

Definicion 2.3.7 (Proceso de Markov) Un proceso estocastico (My);cr+ es un proceso

de Markov si para O < s < t se tiene que
(2.6) P(X, € A/F,) = P(X; € A/X,),

es decir, el comportamiento futuro (tiempo ¢ ) del proceso, dada la historia del
mismo hasta el tiempo s, no depende del pasado remoto (tiempo antes de s) sino
unicamente del pasado inmediato (tiempo s). En otras palabras (2.6) establece
que el estado del proceso al tiempo futuro ¢ > s es independiente del pasado
(tiempos antes de s) dado el estado del proceso al tiempo presente s > 0.

2.3.2. Filtracion

Revisamos a continuacion algunos conceptos generales, pero muy importan-
tes, relativos a procesos estocasticos que son necesarios para considerar la de-
pendencia de la informacion cuando ésta llega al mercado y a sus participantes
en los mercados eficientes. Para formalizar convenientemente el concepto de in-
formacion, partimos de la hipotesis que la incertidumbre en el mercado se puede
describir como la aleatoriedad, la misma que es expresada en el contexto de cier-
to espacio de probabilidad, ver [5, 11]. Entonces para representar una corriente
creciente de informacion en este espacio de probabilidades lo debemos dotar de
una filtracion.

Definicion 2.3.8 (Filtracion) ° Sea (), F, P) un espacio de probabilidades. Una filtracién
{Fi}i>0 es una familia de sub o-dalgebras crecientes contenidas en F, es decir, si para
0 < s < tsetiene que:

FoCFs CFH CF.
con Fy = {9, ¢}.

A (Q,F, P {F:}) se le llama espacio de probabilidad filtrado, ver [5, 11, 15].

“Basicamente la idea de filtro, consiste en obtener la mejor informacion posible sobre el valor de una

variable, teniendo en cuenta las observaciones que se relacionan con ella.
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Dada una filtracion {F;}:>0, podemos pensar que F; representa toda la infor-
macion disponible al tiempo ¢. Asi, una filtracion nos permitira estudiar de manera
mas profunda como evolucionan los procesos estocasticos en la variable temporal,
ver [11, 27].

Los procesos estocasticos y las filtraciones unidos generan dos conceptos

Definicion 2.3.9 (Filtracion natural) Sea (X;);cr un proceso estocastico, entonces
Fx:=0(X(s):0< s<t) Wi,

0 con otra notacion
Fx =F(X(s):0< s<t) Vi,

genera una filtracion sobre el espacio de probabilidades (2, F, P) y es llamada filtracion
natural

Es decir, todo proceso estocastico genera una filtracion llamada filtracion natural.
Este concepto se lo asocia con la historia del proceso, ver [11, 27].

Definicion 2.3.10 (Proceso adaptado) Un proceso (X;)ier es adaptado a una filtracion
si para todo t, X; es F-medible.

La idea de esta definicion es que, si X; es un proceso adaptado a {F;}:>0, en-
tonces para cada t > 0, la variable aleatoria X; depende solo de la informacién
contenida en F;. Claramente todo proceso estocastico es adaptado a su filtracion
natural, ver [11, 27].

Por ejemplo, si el precio de una accion esta representado por el proceso es-
tocastico {S5(¢)}+>0 Yy tenemos una cierta cantidad de esas acciones, si queremos
vender dichas acciones en algun instante en el intervalo [0, ¢], entonces, las ganan-
cias seran un proceso estocastico adaptado a la filtracion {Fs}:>0, ver, [26].

Definicion 2.3.11 Una filtracion {F }i>q se dice que satisface las condiciones habituales

Si

1. el espacio (), F, P) es completo, es decir, los espacios de medida nula pertenecen a
Fo

2. y la filtracion es continua a la derecha

ft:ft+:ﬂ~73a <t20)'

s>t
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2.3.3. Martingalas

El movimiento browniano es parte de una familia de procesos estocasticos
conocida como martingalas a tiempo continuo, que definimos a continuacion, ver

[71.

Definicion 2.3.12 (Martingala) Sea (M;);cr un proceso estocastico definido sobre un es-
pacio de probabilidad (), F, P), sea {Fi}icr una filtracion, se dice que (M;)ier es una
martingala a tiempo continuo con respecto a la filtracion { F; } s, notada por { My, Fi }ier

si cumple con:

w (My)ier es integrable
E[Mt] =< 00,

» (My)ier es adaptada a la filtracion, es decir, para todo t € T, My es F-medible,

» ysiparatodo() <t <s
E[Mg/F] = M.

Si E[Ms/F;] > M, se dice que es una sub-martingala y si E[M,/F;] < M; se
dice que es una super-martingala.
Con el concepto de juego justo, en particular, se tiene:

Intuitivamente hablando, una martingala es un proceso estocastico tal que la
mejor prediccion que se puede hacer de él, dada cierta informacion disponible, es
simplemente, el valor actual observado, ver [11, 27, 33]. Con estas definiciones,
estamos ya en condiciones de introducir formalmente el concepto de movimiento
browniano.

2.4. Movimiento browniano/ proceso de Wiener

2.4.1. Un poco de historia

El azar, esa pequena palabra que ha generado todo un campo de estudio des-
de los tiempos del gran Gauss, pertenece casi enteramente al campo de la pro-
babilidad pero con el tiempo se ha combinado con otras ramas del conocimiento
como la Estadistica, la Geometria, la Topologia, el Analisis Funcional, las Ecua-
ciones Diferenciales, la Fisica, la Economia, las Finanzas, y actualmente forma

16



parte del estudio de la Astronomia, la Fisica Estadistica, la Teoria de Turbulen-
cia, en fin, no es nuestra intension dar un listado de las aplicaciones que puede
tener esta palabra a lo largo de la ciencia, sino mas bien dar un pequefio homena-
je a quienes han contribuido al conocimiento del comportamiento del movimiento
browniano.

Todos hemos observado en algun momento un movimiento browniano, este
fendbmeno esta presente por ejemplo, al observar como se agita cualquier pequena
particula en suspension en un fluido. El primer registro, aunque no asi la primera
observacion del fendmeno data del ano 1828, cuando el botanico inglés Robert
Brown, publicé en una revista cientifica que granos de polen suspendidos en una
cierta substancia y vistos a través de un microscopio, realizaban un movimiento
irregular e inexplicable, ver [28].

Posteriormente, el matematico Louis Bachelier, discipulo de Poincaré, alumno
de la universidad de la Sorbonne, en su tesis doctoral La teoria de la especu-
lacion [4], publicada en 1900, introduce el movimiento browniano para modelar la
dinamica de los precios de las acciones en la Bolsa. Este estudio lo hace de forma
independiente al de Brown y su modelo es en base a un movimiento browniano
aditivo

2.7) Sy =S80+ pur + oWy, t>0.

Posteriormente Black y Scholes en 1973 proponen su modelo basado en un mo-
vimiento browniano geométrico del tipo

(2.8) Sy = So + uSt + oWy

que proporciona el precio de un activo financiero, en el caso que este no reparta
dividendos.

Cabe destacar que el trabajo de Bachelier desafortunadamente fue ignorado
por largo tiempo debido a un supuesto error. La observacion de este supuesto
error la hizo el matematico, ya famoso en esa época Paul Lévy, pero no se trataba
de un error, sino fue en realidad una incomprension en la notacion usada por
Bachelier. Este feo descuido hizo que los trabajos de Bachelir fueran ignorados.
Estos y mas detalles nos cuenta Mandelbrot en su libro [22].

En 1905 Albert Einstein construye un modelo probabilista para una particula en
difusion, él encuentra la ley de probabilidad para la posicion de tal particula. Este
argumento acabo con la resistencia a la teoria atomista que en aquella época
existia. Los principales defensores de la teoria atomista fueron J. Clerk Maxwell y
Ludwig Boltzmann, los mismos que fueron criticados por destacados cientificos de
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la época, como Ernst Mach y Wilhelm Ostwald. Se cree que este rechazo fue una
de las causas de la depresion que acabo en el suicidio de Boltzmann en 1906.

Otras aportaciones sobre el caracter poco usual de las trayectorias que se-
guian las particulas de polen al entrar en contacto con el agua, la hizo en 1909,
Jean Perrin. De hecho, los aportes de Einstein y Perrin merecieron del premio No-
bel, cada uno independientemente, por haber demostrado la naturaleza atomica
de la materia.

La definicion matematica de movimiento browniano la dio el matematico ameri-
cano Norbert Wiener en la década de los 20, en su trabajo sobre el modelo proba-
bilista del movimiento browniano. A él le debemos el famoso término: caos, palabra
que usaba para denominar una forma extrema del desorden natural. Wiener intro-
dujo los fundamentos matematicos del movimiento browniano, luego Paul Lévy es-
tudié sus propiedades analiticas y finalmente en el ano 1950 se consagran estos
estudios con el desarrollo del calculo estocastico realizado por Kiyoshi 1t6 desde
1940.

Hoy en dia, el movimiento browniano es entendido y explicado como las multi-
ples colisiones aleatorias de las moléculas del liquido con los granos de polen.
Para llegar a esta aseveracion pasaron muchos anos y debid aceptarse la teoria
cinético molecular de la materia, y el trabajo de Einstein de 1905 sobre el mo-
vimiento browniano contribuy6 a ello. Actualmente su rango de aplicaciones es
mucho mas amplio y es utilizado para modelar precios de acciones, ruidos térmi-
cos en circuitos eléctricos, ciertos comportamientos limite en sistemas de filas e
inventarios y perturbaciones aleatorias en una variedad de otros sistemas fisicos,
biol6gicos y economicos.

2.4.2. No diferencibilidad del movimiento browniano

La trayectoria que sigue esta particula dibuja una curva continua, pero no di-
ferenciable en ningun punto, en palabras simples, esta curva no admite el trazo
de una recta tangente en ninglin punto'®. Para los aficionados a los fractales, la
trayectoria del movimiento browniano es uno de los mas simples entre los fractales
y tiene dimension Hausdorff D=2 (una gran sorpresa al tratarse de una curva no
creen?), ver [22]. '

9Topoldgicamente es una curva convexa de dimension superior a uno no rectificable, pertenece a los espa-

cios funcionales conocidos como espacios de Holder, ver [22]
""Dimension Hausdorff (1919) extiende la idea de dimension euclidiana a dimensiones fraccionarias e irra-

cionales
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Casi todas las trayectorias de un movimiento browniano sobre un intervalo de
tiempo finito [a, b] tienen variacion no acotada, es decir:

n—1
sup E Wi — Wa,
a=tp<...<tn,=b i—1

=00

donde P es una particion a = tg < t1 < ... < t,_1 < t, = b. Esta propiedad
es importante pues tiene como consecuencia el hecho que no se pueden usar las
trayectorias brownianas como integradores en el sentido de Riemann-Stieltjes. Por
otro lado puede demostrarse'? que la variacion cuadratica sobre [a, b] es

n—1

sup z |th:+1 - Wtz‘

a=tp<...<tp=b i—1

‘—b—a

Cabe recordar que las funciones suaves (sin excesivas irregularidades) son
funciones de variacion acotada. Una funcion de variacion acotada sélo puede te-
ner un conjunto numerable de discontinuidades de salto. Como ya se habia men-
cionado anteriormente, una propiedad importante de toda funcion de variacion
acotada es que puede descomponerse como diferencia de dos funciones monoto-
nas (bien ambas crecientes o bien ambas decrecientes). Es importante recordar
ademas que, no siempre una funcién continua es de variacion acotada, por ejemp-
lo, la funcidn zsen(1/x) a pesar de ser continua presenta una serie de oscilaciones
que la hacen inestable y de variacién no acotada.

2.4.3. Movimiento browniano

Definicion 2.4.1 (Movimiento browniano/Proceso de Wiener) Sea (2, F, P) un espacio
de probabilidades dotado de la filtracion {F}, t > 0, es decir, una familia de sub o-
dlgebras de F. El proceso estocastico W (t,w) cont > 0y w € Q es un movimiento

browniano estandar o proceso de Wiener si y solo si'?

12Para ver los detalles se puede consultar [2].
3Existen varias versiones de esta definicion pero se tom6 la definicion de [11]
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» El proceso comienza en cero

casi todo punto (c.t.p.)

» Los incrementos sobre los in-
tervalos disjuntos son indepen-

dientes y estacionarios

» Los incrementos tiene una

distribucion normal si s < t

» Yparatodot > 0

W(0)=0
0<s<t<u<ov<T

W(t) = W(s) y
W(v) — W(u) va.i

W (t)—W(s) ~ N(0;t—s).

E[W®)] =0
Var[W(t)] =t

El movimiento browniano esta adaptado a una filtracion {F;} si W(¢) es una
variable aleatoria F;-medible para todo ¢ > 0. Suponiendo que V¢, s > 0, W (t+s) —

W (t) es independiente de F;.

En un movimiento browniano sus trayectorias casi seguramente seran de va-

riacion no acotada, en particular, casi todas las trayectorias son no diferenciables

en casi todo punto, ver [11].

El cédigo en Matlab del Apéndice C.1 produce el movimiento browniano de la

Figura 2.1

0.4

0 0.2

0.6 0.8 1

Figura 2.1: Movimiento browniano

2.4.4. Martingalas y el movimiento browniano

Proposicion 2.4.1 Sea (Wy)i<o un movimiento browniano estandar y sea { F; }+>0 una fil-

tracion natural, entonces los dos siguientes procesos son martingalas
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1. W(t),
2. W2(t) —

W (t), es una martingala, pues es adaptado a una filtracion natural y cada vari-
able aleatoria es integrable
En efecto, sea 0 <t <s

EW(t)/Fs] = EW(s) + (W(t) = W(s))/ Fs] = W(s)

E[(W(t) — 1)/ Fs] = BIW?(s) + (W(t) = W2(s)/Fy)]

E[(W(t) = W(s))?/Fs] = B{(W(t) = W2(s)) +2W (s) (W (t) = W(s))/F]

de donde
EW2(t) — t/Fs] = W?(s) — s.

El reciproco de la Proposicion (2.4.1) es cierto, si (X;);<o €S un proceso con-
tinuo tal que X; y X?2(t) — t son martingalas y X (0) = 0. Entonces (X;);<o €s un
movimiento browniano estandar. EI movimiento browniano es el ejemplo funda-
mental de martingala continua, ver [11].

2.4.5. Movimiento browniano y variacion acotada

Seal=t)y<t1<...<tp,=t

zn: AW (L)) ] ZAtZ—t
=1

Por otra parte, si f es una funcion determinista a variacion acotada entonces
por definicién de la integral de Stieltjes se tiene que

E

Tim Z;(Af(ti)): /0 af = £(t) - £(0).

n

Tim S (Af(1)? =0,
i=1

Pero el movimiento browniano no es de variacion acotada, es decir, sus trayec-
torias sobre todo intervalo finito no son de variacion acotada. Las trayectorias de
un movimiento browniano no son funciones diferenciables y el diferencial d1V(¢) no
tiene sentido clasico, ver [11].
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Capitulo 3

Calculo estocastico
Este capitulo esta dedicado a la construccion de la integral
de It6 y al concepto de integral estocastica que es funda-
mental para la solucion de una EDE. Ademas se revisa las

condiciones para la existencia y unicidad de soluciones.
3.1. Integral estocastica

3.1.1. Motivacion

It6 fue quien desarroll6 el calculo estocastico. En su trabajo de 1947 introduce
la idea de integral estocastica. Las integrales estocasticas son generalizaciones de
las integrales estudiadas en el calculo elemental. Como se ha visto la diferencial
dW; no tiene sentido para el calculo clasico pero es usada por su notacion comoda.
Pero hay siempre que tomar en cuenta que no se esta diferenciando. En contraste,
lo que se hace es dar sentido a la expresion aleatoria:

(3.1) /Ot dW (s),

mediante la definicion de la expresion anterior (3.1) como el valor W (t) — W (0) que
se obtiene mediante sumas de Riemann, es decir:

W@—W@:AdW@,

De manera general, si se tiene una funcion (proceso estocastico) de variacion aco-
tada X (t) y se quiere integrar con respecto a W (¢) que es una funcion (proceso)
continua, se define

t
| xawe),
0
mediante sumas de Riemann para cada w. O equivalentemente

W%M@—W@X@AW%MMQ

tomando esta ultima integral en sentido Riemann-Stieljes. Se puede hacer cuando
todo va bien con los requisitos de regularidad para integrales Riemann-Stieljes, es
decir, no siempre es el caso.
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En las siguientes paginas, se describe las técnicas para el caso general donde
intervienen procesos estocasticos en el argumento de la integral. Veremos como
se integran procesos estocasticos como es el caso de un movimiento browniano
gue no solo no tiene sentido clasico en forma diferencial, sino que tampoco lo tiene
en forma integral.

3.1.2. Construccion de la integral de It6

Lo primero que se debe hacer es comenzar por funciones basicas, similar a co-
mo se construye la integral en al calculo clasico. Se comienza entonces definiendo
integrales para las funciones caracteristicas o indicatrices, seguido de la defini-
cion para las funciones simples o escalonadas y luego para las mas complejas.
Entonces la integral estocastica para una funcion indicadora X (t,w) = 1, (t) se
define como

Definicion 3.1.1 (Integral para la funcién indicatriz) Sea X (t,w) = 1, 4(t) la integral

estocastica esta definida por

' 0, sit <a;
/ X(s)dW (s,w) = W(t)—W(a), sia<t<b
! W(b) — W(a), sit>b.

Un proceso estocastico X; se dice que es escalonado en [a, b] si para un con-
junto de constantes ¢, ¢y, . . ., ¢, se tiene que

n

(32) X(t) = il p)w)-

=1

La integral estocastica para este tipo de funciones se define como

Definicion 3.1.2 (Integral estocastica para una funcion escalonada) Sea X como en (3.2)

entonces la integral estocastica a la variable aleatoria definida por:

t n t
(3.3) /0 X(s)dW(s) =Y ¢ /0 g, pi)(s) AWV (3),
=1

ver, [26, 11]
Un proceso estocastico X; se dice que es simple si
m Existe0=tcy<t1 <...<t,=T.

» Para toda k la variable aleatoria X, es F;, -medible
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» Existe K tal que para todo k y todo w | X;| < K,

tal que

n

(3.4) Y (tw) = Xo(w) Loy (t) + > Xi(w) Ly 4., ((1).
i=1

Definicion 3.1.3 Sea Y como en (3.4) entonces si t;, <t < tp.1 laintegral estocastica es

la variable aleatoria definida por:

k—1

G5 L) = [ VAW = XKW ti) = W(k) + XelW (0 = W)
1=0

Ip(0) = 0.
Este operador es aditivo, es decir, se cumple que
Ii(aX) + bX3) = al(X7) + 0I;(X2)
La integral estocastica cumple con las dos siguientes propiedades

Proposicion 3.1.1 (Propiedad de martingala) E/ proceso integral indefinida es una mar-
tingala
EL(X)/F]=14(X), (0<s<t)

En particular
EL(X)] =0

La demostracion esta descrita en [11].

Proposicion 3.1.2 (Propiedad de momento de orden 2)

36 B0 = 2| [ X0
En efecto
k-1 2
E ( Xi(W(tiz1) — W(t)) + Xp(W(t) — W(%)))
=0
k-1
= F XHW (tig1) — W (ta))* + XZ(W (1) — W(tk)zl
k-1 o
= Z E[X?(tix1 — ti)] + E[(XP)(t — ty)]
=0

- t(E[X(s)]st):E tXQ(s)ds
/ (f o)
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Definicion 3.1.4 (Proceso cuadrado integrable) {X;},cr es un proceso cuadrado inte-

grable en [0, T si

» {Xi}ier es un proceso adaptado a una filtracion

E /OTXQ(S)ds] < 00

Si ocurre lo anterior, se dice que el proceso {X,};cr pertenece al espacio
IL2[0, T], que es el espacio de procesos estocasticos cuadrado integrables.

Proposicion 3.1.3 Si { X, },cr es un proceso cuadrado integrable entonces existe una suce-
sion { X, X® XM e 12(]0, T)) de proceso simples tales que'

lim FE

n—oo

T
/ (XM (s) — X(s))2ds] =0,
0
definiendo la integral

3.7) I,(x0) = /0 (X D) (s) dW(s).

para procesos simple i donde 0 < i < n, se tiene que la sucesion de estos procesos

convergen en la norma de 1.2 ([0, T]) a un proceso estocastico I;(X).

Definicion 3.1.5 (Integral estocastica) A/ proceso I;(X) al cual converge la sucesion (3.7)

es llamado integral estocastica. Por notacion escribiremos

L(X M) I (X /X ) dW (s
y se tiene que
1. EL(X)] =0,y
2. BF(X)] = E (Jy X*(s)ds)

En resume si X € L.2[0, T] sobre (2, F), la integral estocastica definida
T
_ / X (s) dW(s)
0

IEsta propiedad se la puede encontrar en cualquier libro que contenga teoria de espacios ILP.

se tiene para:
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1. VX1, X2 € L2[0,T] y Vai,as € R:

IH (1 X1 + a9 Xa) = an IT (X7) + oI (Xa).

2. Si X(t,w) = 1y, 4,(t) es la funcion caracteristica o indicadora sobre el inter-
valo [tl, tz}
IT(X) = W(ts) — W(t).

3. SiXel0,7)ysiE [fOTX2(s) ds} < oo:
E[If(X)] =0
E[IT(x))=E [fOT X2(s) ds} .

También se puede introducir la integral estocastica indefinida, considerando el
procesos estocastico {Y (¢, w), t € [0,T], w € Q} definido por

T
Y () = IT(X) = /0 X(s)Lg(s) AW ().

ver [11].

3.1.3. Diferencial estocastica y propiedades

Definicion 3.1.6 (Diferencial estocastica) Sea a(t,w) un proceso adaptado e integrable y

sea b(s,w) un proceso adaptado y cuadrado integrable tal que

t t
(3.8) X(t) = Xo —l—/ a(t,w)ds —I—/ b(t, w)dW(s),
0 0
entonces la diferencial estocastica es definida por
(3.9) dX(t) = a(t,w)dt + b(t,w) dW (t).

Si un proceso estocastico se puede expresar como (3.8) o (3.9) se dice que es un
proceso de It6. La reglas en la diferencial estocastica cambian a las comunes del
calculo clasico. Por ejemplo para una funcién f clasica se tiene

(f(1)? =2 /O F(s)df (s)

pero en el calculo estocastico, las cosas funcionan de distinta manera, pues esa
funcién f ya no sera una funcién clasica sino una f = W (t) que es un proceso
estocastico. El reto es saber cual es la expresion correcta para

t
(3.10) (W(t)?=v (2/ X(s)dX(s))
0
don de V representa una funcidon estocastica todavia no definida.
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Diferencial de un producto

Sean X (t) y X»(t) dos procesos estocasticos que admiten una diferencial es-
tocastica

dX1(t) = ai(t)dt+bi(t)dW(t)
dXo(t) = a(t)dt+ ba(t)dW(t)
entonces el producto X (t) - X»(t) también admite una diferencial y es igual

d(X1(t)Xa(t)) = Xi(t) dXo(t) + Xo(t) dX1(t) + b1(t) + ba(t) dt
N——

término estocastico

Diferencial de un proceso compuesto

En el calculo clasico si f y g son diferenciables entonces se tiene

df (t,g(t,z)) = (g—{ + %%) dt %g—idx

la variante para este tipo de situaciones en el célculo estocastico se conoce como
Formula de Ité.

3.1.4. Formula de Ito

La version estocastica de la regla de la cadena y dice lo siguiente
Proposicion 3.1.4 Sea X; un proceso estocastico de Ito
dX(t) = a(t)dt + b(t) dW (t)

si f(t,x) es una funcion de dos variables definida de [0, T x R) sobre R tal que a cada
of of &*f

elemento (t,x) le asigna f(t,z). Ytal que —, =—, —5 existen y son continuas. Entonces

ot” dx" Oz?
la diferencial de f(t, X (t)) esta dada por

2
df(t, X () = g—{(t,X(t))+a(t)g—£(t,X(t))+%b2(t)%(t,)((t)) dt
+ b(t)%(t,X(t))dW(t).

o de manera equivalente
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df(t, X (1)) = %(t,X(t))dtJr%(t,X(t))dXt

10%f
5@(@ X(t) dXydXy,
donde dX; - dX; se calcula mediante

(3.11) +

dt-dt = 0
dt -dWy = 0 =dW;-dt
AWy -dWy = dt

Para mas detalles se puede consultar [1, 17]. Veamos como se aplica la formula
de 1t6 (3.11) a (3.10).

Ejemplo 3.1.1 La integral de W?(X) obtiene de la siguiente manera. Sea f(t, X) = 2y
X (t) = W(t) entonces para expresarlo como proceso de Ité (3.9) tomamos a(t,w) = 0y

b(t,w) = 1, entonces

of _ of _ 0*f _
de donde reemplazando en (3.11)
0 2x

L oo
df(t, X(t)) = %(t,X(t))+a(?)%(t,X(t))+%]ﬁ(t)aﬂ(t,){(t)) dt

2x
Lo
+ H) 5{ (£ X (6)) dW (1),

que resulta

AW?(t) = dt + 2W (t) dW (t)
o en su forma integral

t
W2(t) =t + 2/ W (s)ds.
0

Otro ejemplo

n

Ejemplo 3.1.2 Se quiere calcular la integral de 1t6 de W" (X)), entonces sea f(t,X) = x
v X(t) = W(t). Expresado como proceso de Ité (3.9) se toma similarmente a(t,w) = 0y

b(t,w) = 1, entonces

of
Ox?

(t,X(t)) =n(n— 1)x("—2)



de donde reemplazando en (3.11)

0 TL.T” 1 n(n I(n 2
2
A X (1) = %{( <>>+att>%< %

nx"

+}5‘ ZZ t)) W (t)

AW (t) = %n(n — D)W D() dt + nW =D (1) dW (1)

que resulta

o en su forma integral

Wn(t) = % /0 tn(n — W2 (s)ds + /0 t nW =D (s) dW (s).

3.1.5. Formula de It6 multidimensional

Proposicién 3.1.5 Sean { X))} n procesos de It6, es decir:

) . t t
X =x s [ st [W0aw, i=1n
0 0

notamos por X = (Xt(l), o ,Xt(n)), sea ademas p un funcion de dos variable definida
dp 0
de R x R" sobre R tal que a cada elemento (t,%) le asigna o(t,%). Y tal que ;) ago

0? >
existen y son continuas. Entonces la diferencial de Y; = ¢(t, Xy) estd dada por:

0z;0x
Op . o\ 0o o @ 1 0% (i) (9)
ay;y = |—=—(t, X —(t, X ——tXbb dt
b= e BN gy AT S g, K
I (i)
t, Xy)b ' d
con 1l <i <n. O de manera equivalente
oo . = oo = @ 1 9% (@) g x ()
i = —(t, X Xp)dX — X X,"dax,’
dY: iy (t, t>dt+8azi<t’ ¢)dX, +28$Z~6x] (t, Xy)d X, d

donde dXt(i) : dXt(j ) se calcula mediante

AWy -dWy = dt
dt - dWy= 0 =dW;-dt
dt-dt = 0
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Veamos una forma aln mas general. Sea (W}, W2, ..., W}) un movimiento
browniano n-dimensional y sean las funciones a;(t,w) y b;;(t, w) definida como en
la proposicion anterior, para cada 1 < i < ky paracada 1 < j < n, entonces
podemos formar el siguiente proceso de It6

dX} = apdt+bpdW} + ...+ bydWF
= : + ...+ :
dX]' = apdt+bydW}r + ...+ by dWl

O con una notacidn matricial

dXt = adt—i—det

donde

Cada proceso X; es llamado proceso de 1t6 n-dimensional.

Proposicion 3.1.6 Sea
dX; =adt+bdW;

un proceso de It6 n-dimensional. Sea ¥ (t,x) = (g1(t,x), ..., gp(t, x)) una funcion definida
N o Py
o’ axz 0x;0x;
diferencial del nuevo proceso de It6 Y (t,w) = ) (t, Xt) esta dado por

de [0, 00] x R™ sobre RP tal que existen y son continuas. Entonces la

(3.12) dY’“:a—w t, X¢) dt+z (. X0) dX<Z>+ Zaxa (t, X)dxDax),

para cada componente k, ¥ y donde los dXt(i)dXt(j ) se calculan mediante

AW] - dW] = pydt
dt-dW; = 0 = dW; - dt
dt-dt = 0.

)

Para mas detalles se puede ver [1, 29].
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3.2. Ecuaciones diferenciales estocasticos

3.2.1. Introduccion

Veamos como se resuelve y se usan las técnicas antes descritas en una ecua-
cion diferencial estocastica

Ejemplo 3.2.1 Supongamos que queremos resolver la ecuacion estocastica
dXt = CLXt dt + bXt th

con condicion inicial Xo. Si W fuera una funcion derivable hariamos

dXy

— = bdWy)dt

X, (a + t)

si se encontrar la solucion integrando. Siguiendo esta idea veamos a cuanto equivale
d(In X3). Usando la formula de Ité

1 1-1

dlnX;) = dXi + = dXy)?
( t) 1 )Lft t 2 XtZ ( 1 t)l
= —(aX;dt + bX; dWy) — =—b? X7 dt
X't (CL t 13 t) 2 ):1? t

- (a — b2/2) dt + bdW,.

de donde
X, = InXg+ [)(a—02/2)ds+ [; bdW;

= In Xo + (a — b%/2)t + bW,

que resulta
X, = Xo 6(a—b2 /2)t+bWe

3.2.2. Existencia y unicidad

Proposicion 3.2.1 (Existencia y unicidad para EDEs) Si los coeficientes a(t,z) y b(t, x)

de la ecuacion (3.9) satisfacen la condicion de Lipschitz en la variable x, es decir
la(t, @) — alt, )] + [b(t,) — bt y)] < K |2 — yl,
v la condicion de crecimiento en x,
’aQ(t,x)’ + |b2(t, )| < K21+ 2?),

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocdstico {X;} solucion de
(3.9) que es adaptado a la filtracion, tiene trayectorias continuas, es uniformemente aco-

tado en L*(Q), es decir, supy<,<7 E[X?) < 00, y ademds es nico.
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En este caso a tal solucion se le llama solucion fuerte de la ecuacion estocasti-
ca. La demostracion? se puede ver en [30]. A la funcion a(t, z) = uX; se le conoce
como coeficiente de tendencia (drift en inglés o deriva en espanol)y a b(t, x) = 0 X;
se lo conoce como coeficiente de difusion en el mundo financiero.

3.2.3. Movimiento browniano geométrico (MBG)
Sea 1 X; la deriva y sea oX; la volatilidad, entonces
(3.13) dX; = pXpdt + o X dWy, ¢ <0,
tiene la solucion de 1td corresponde a un movimiento browniano geomeétrico (MBG)
(3.14) X, = Xoelt=o /2teW) 4 <,

Este es el modelo que propuso Merton, Black y Sholes para modelar la evolucion
de precios en un portafolio y que se toma en este trabajo como modelo para la
prediccion de precios, ver [11].

2La demostracion es semejante al caso determinista, y hace uso del método de iteraciones de Picard.
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Capitulo 4

Aproximacion numérica estocastica/ método de

Euler-Maruyama para EDEs.

En el presente capitulo se estudia el método de dis-
cretizacion Euler-Maruyama para una EDE (caso unidi-
mensional) y para un sistema de EDEs correlacionadas
(caso multidimensional). Con estos conceptos se construye
el modelo predictivo para precios (como ejemplo de apli-
cacion del método de discretizacion) y retornos (que se uti-
liza para el modelo posterior de construccion de cartera)
con el correspondiente analisis de datos historicos y la cal-
ibracion de parametros. Seguidamente se hace la simula-

cién Montecarlo implementando dicho modelo predictivo.
Motivacion

El objetivo del trabajo es construir un portafolio 6ptimo, el mismo que sera con-
struido mediante informacion que se procese de los precios de acciones en el cam-
po petrolero. Se eligié las petroleras debido a su impacto en el sector econémico
tanto nacional como internacional. Las ideas de este trabajo también son aplica-
bles a otro sector empresarial no necesariamente petrolero.

El problema de portafolios ha planteado desde el siguiente punto de vista: por
un lado se debe resolver el problema de la prediccion de retornos y por otro la-
do la optimizacion del portafolio. Para resolver el primer punto, el de predecir los
los retornos, muchos autores utilizan técnicas estadisticas de tendencia con datos
historicos. En este trabajo se utiliza una de las herramientas mas modernas para
este tipo de predicciones, como es la utilizacion de movimientos brownianos ge-
omeétricos resueltos a partir de la discretizacion numérica Euler-Maruyama. Mod-
elar con movimientos brownianos geométricos es una de las técnicas mas sofisti-
cadas en la actualidad pues antiguamente o bien se usaba técnicas estadisticas
o0 movimientos brownianos aditivos, ver [11]. Cabe recalcar que los movimientos
brownianos geométricos que se utilizan estan correlacionados, que se acercan
mas a la realidad en cuanto a otros métodos que no incluye técnicas correla-
cionadas.
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4.1. Método Euler-Maruyama unidimensional (EMU)

Encontrar soluciones explicitas para EDEs no es una regla general. De hecho,
casos como (3.14) solucién de (3.13) son muy particulares, por lo que se han
desarrollado métodos numéricos de aproximacion. Uno de los métodos de dis-
cretizacion mas utilizado es el de Euler-Maruyama' que es una generalizacion
estocastica de la discretizacion de Euler para ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDOs). Este método describe la trayectoria del proceso estocastico solucion,
donde en cada realizacion el comportamiento de las variables aleatorias es nor-
mal, ver en [33, 14, 29].

La ecuacion diferencial estocastica de la forma general

(4.1) dX; = a(X;) dt + b(Xy) dW;,  X(0) = Xo, con0 <t < T,

donde « y b son funciones escalares y la condicion inicial X, es una variable aleato-
ria puede ser escrito de forma integral como

(4.2) X, = Xo+/0ta(X(s))ds+/0t b(X(s)dW(s), 0<t<T.

La segunda integral del lado derecho de (4.2) es con respecto al movimien-
to browniano y se usara la integral de It6 para resolverla. La solucion X; es una
variable aleatoria para cada ¢, es decir, el resultado sera un proceso estocasti-
co. Siguiendo las ideas del método de Euler para una EDO se puede definir un
método numérico para resolver (4.2), y aproximar los valores que toma la variable
aleatoria X;, donde la efectividad del método mejora cuando el tamano del paso
en la discretizacion tiende a cero.

Sib =0y Xy es una constante, el problema se reduce a una EDO?

(4.3) %ﬁt) = a(X(t)), con X(0) = Xp.

El problema (4.3) es determinista y para resolverlo se puede usar el método de
Euler. De manera similar para aplicar un método numérico a (4.1) se procede
a dividir de manera uniforme al intervalo [0,7] en N sub-intervalos de longitud
At =T/N, para algun entero positivo N y sea 7; = iAt. La aproximacion numérica
X (7;) se notara X;, entonces el método de Euler-Maruyama toma la forma

ILa descripcion de otros tipos de métodos numéricos para EDEs estan descritos, por ejemplo, en [29], donde

se puede encontrar los métodos de Milstein y Runge-Kutta.
2En realidad se reduce a un problema de valor inicial.
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4.4) Xit1 :XZ'—|—CL(XZ')At+b(Xi)(W(TZ'+1) —W(Ti)), 1=0,1,...,N —1,

con valor inicial X, = X (0), o de forma integral es

(4.5) X(ri41) = X(73) + / _Tma(X(s))dH / + b(X (s)) WV (s).

Los tres términos de la parte derecha de (4.4) aproximan los correspondi-
entes términos de la parte derecha de (4.5), ver [14]. La sucesion {X;} con i =
0,1,..., N — 1 que produce el método iterativo (4.4) en los instantes de discretiza-
cion 7; son similares al caso determinista, pero con la diferencia que se necesitan
generar los incrementos aleatorios

AW; = W(tip1) — W(T)

al expresar de manera discreta las trayectorias brownianas. Estos incrementos son
variables aleatorias gaussianas independientes con media E(AW; = 0) y varianza
E((AW;)?) = At. O su forma equivalente de construccion mediante

AWZ' = Z;V At

donde z; es elemento de una variable aleatoria normal con media cero y varianza
uno, (N (0,1)), ver [29].

Ahora bien, nuestro interés se centra en el modelo de prediccion de retornos
necesario para la construccion del portafolio 6ptimo. Este modelo® se basa en la
descripcion del cambio relativo o tasa de retorno S/dt del precio de una accion
en el intervalo de tiempo dt compuesto por un término deterministico 1.S(¢) mas
una fluctuacion estocastica dada por o dW (t), quedando como modelo definitivo
un caso particular de la expresion (4.1)

(4.6) dX(t) = pX(t)dt + o X (t) dW (),
o bien, como tradicionalmente se representa en finanzas
4.7) dS(t) = pS(t)dt +oS(t) dW(t), poniendo X (t) = S(t),

donde u y o son constantes reales.

3Un modelo anterior de prediccion de precios es el introducido por Bachelier en [4], quien utiliza movimien-
tos brownianos aditivos. La idea de introducir movimientos browniamos geométricos fue de Robert C. Merton,

esto estd descrito en el articulo [25], publicado conjuntamente con Scholes
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4.1.1. Esquema EMU

El esquema EMU para (4.6) esta dado por

Xiv1 = Xi + pXiSt + o X;(W(7i41) = W(m)), i=0,1,...,N —1.
con X, como el precio inicial.
La Figura 4.1 muestra un ejemplo de la soluciéon aproximada de (4.7) utilizando
la discretizacion EMU producida por el codigo en Matlab descrito en el Apéndice
C2parap=1yo=2.

N w
N @ w o >
T T T T
—

o
-

o
o
T

ESTIMACION DE PRECIO POR EL METODO E-M
=

<\
=
T
=
=
=

o

0.2 0.4 0.6 0.8 1
TIEMPO

o

Figura 4.1: Aproximacion Euler-Maruyama unidimensional.

4.2. Método Euler-Maruyama multidimensional (EMM)

En el presente trabajo, el interés es resolver sistemas de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas del tipo

dst = pStdt+oStdw}
dS? = uS?2dt+ oS dWw?
(4.8) .t o . t t

dSF = pSFdt+ oSFdw}
donde S} representa el precio de la accion i y los W} son k& movimientos browni-
anos correlacionados. O del tipo
dR} = pdt+odW}
dR? = pdt+odW}
(49) A
dRF = pdt+odWf

36



donde R! representa el rendimiento de la accion i y de igual manera los W} son k&
movimientos brownianos correlacionados. Modelar los diversos factores aleatorios
que intervienen en un modelo financiero mediante movimientos brownianos no
correlacionados no resulta tan preciso como modelar con correlacion las diferentes
entradas.

4.2.1. Movimientos brownianos correlacionados

Concentrémonos en la correlacion de los W}. En la generalizacion de la formu-
la de It6 (3.11) para un movimiento browniano multidimensional o procesos de
Wiener multidimensional (W, ..., WF), dada en (3.12), se tiene que

dtdt = 0
dtdwi= 0 =dWjdt
AW dW] = pi;dt

entonces los p;; representan los coeficientes de correlacion entre los procesos de
Wiener W} y W/ . Recordemos que los coeficientes de correlacion p;; con i, j = 1,2
entre dos variables aleatorias X; y X5 estan definidos por

B Cov(X1, X2) 7

VV(XD)VV(X2)
donde —1 < p;; < 1. Se puede decir que cuando p;; = 1 las variables aleato-
rias estan correlacionadas, cuando p;; es cercano a cero presentan una baja cor-
relacion y cuando p;; = —1 no tienen correlacion. Para construir la discretizacion
de procesos de Wiener correlacionados, empezamos con la matriz de correlacion

p(X1, Xo)

P11 -+ Pk
p=
PE1 - Pkk
que relaciona a los procesos de Wiener W7, ..., W}. La matriz p es simétrica y con

unos en la diagonal principal. Una forma de crear procesos de Wiener correla-
cionados es a través de descomposicion de la matriz p en sus valores singulares*

4Sea A una matriz m x n, m > n entonces existen matrices ortogonales U y V tales que U’ AV = D donde
D es una matriz diagonal de orden m x n cuyas componentes son llamadas los valores singulares de la matriz
A. U es una matriz cuadrada m x m y su columnas contiene los vectores singulares izquierdos de A. V' es una
matriz cuadrada n X n y sus columnas contiene los vectores singulares derechos. A la forma A = UDV” se le

llama descomposicion de A en sus valores singulares o simplemente(SVD).
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(SVD). La descomposicén SVD de p es igual a

(4.10) p=TATT

donde I' es una matriz ortogonal (I'~! = I'") y A es la matriz diagonal con elemen-
tos no nulos en su diagonal. ver [29].

Tomemos k procesos de Wiener 71, ..., 7, independientes y no correlaciona-
dos tales que, dZ;dZ; = dt y parai # jy dZ;dZ; = 0. Se define el vector columna
dW =T'AY24Z y comprobamos que la matriz de correlacién de diV es

AW dwT = TAY2dz(TAV2dz)"
TAY2dzdz" AT
= TAIT dt = pdt.

Por tanto, la descomposicion (4.10) nos permite heredar en los procesos de Wiener
Z; una correlacion y construir procesos de Wiener correlacionados dWV;. Es bueno
aclarar esta técnica con un ejemplo®.

Ejemplo 4.2.1 Sea la matriz de correlacion

(1)

de los procesos de Wiener W1, Ws, y sean Z1, Zo dos proceso de Wiener no correlacionados
tales que dZdZy = dt y dZ1dZ) = 0 = dZydZs, la descomposicion SVD para p esta dada

por
1 1 1 1
VARG 0 1=0)\%B &

1 1
F:<¢1§ Vf)y/\:(lﬂ) 0 )
iV 0 1=p
Entonces los dW; = TAY2dZ;, es decir:
1 1-—
aw' — ,/#dzl |5 Ldz?
1 1-—
dW? = ,/%dzl - ,/Tpdzi

SEjemplo tomado de [29].

con
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4.2.2. Esquema EMM

Para el caso multidimensional general, la k-ésima componente del método
Euler-Maruyama esta dada por

m
Xﬁ_l = Xlk + Ak(TZ‘, Xi)Ar + Z Bk’j(Ti, Xz)AWZJ
7=1
donde k£ = {1,...,n} representa el numero de ecuaciones e incognitas, A =
(a',...,a") es unafuncién y B = B*J es una matriz n x n. Aqui AW/ = W7, — W}
es el incremento distribuido normalmente con media cero y varianza A; de la
j-ésima componente del movimiento browniano n-dimensional W sobre el inter-
valo [r;, 7i41]. Y los AWZ.jl, AVVZ.j2 con ji # js son independientes.
Aplicado a nuestros sistemas de ecuaciones el esquema resultante para (4.8)
esta dado por

(4.11) St = SF+ pFSidy + 0" SFY ~ Svd*idz]
j=1
y para (4.9)
(4.12) RF, = RF + pbdy + 0%~ Svd*idz]
j=1

donde la matriz Svd = T'AY/2,

4.3. Convergencia fuerte de soluciones para EDEs

La definicion de convergencia para una ecuacion diferencial estocastica es si-
milar al concepto de convergencia para una ecuacion diferencial ordinaria, salvo
por el hecho que la solucidn es un proceso estocastico y que cada realizacion del
método es solo una trayectoria de este proceso. Asi, cada trayectoria W (t) calcu-
lada usando Euler-Maruyama, da una variable aleatoria, por ejemplo, al tiempo 7,
W (T') es una variable aleatoria en si misma. La diferencia entre los dos valores
al tiempo T, e(T) = X(T') — W(T) es también una variable aleatoria. Entonces se
tiene la siguiente definicion

Definicion 4.3.1 (Convergencia fuerte) Una aproximacion discreta en el tiempo se dice
que converge fuertemente a la solucion X (t) en el tiempo T si
lim EUX(T) - WAt(T)H —0,
At—>0
donde W a, es una solucion aproximada con paso constante Aty y E denota el valor esper-

ado.
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Otra manera de cuantificar la tasa de convergencia es el concepto de orden

Definicion 4.3.2 (Convergencia fuerte de orden m) Una EDE converge fuertemente en
orden m si el valor esperado del error es de orden m en amplitud del paso, es decir, si para

cualquier T

B[|X(T) - Wa,(D)|| = 0((a)™),
para un paso Ay suficientemente pequeno.

Esta definicion (que fue tomanda de [29]) generaliza el criterio de convergencia
para ecuaciones diferenciales ordinarias, reduciéndose a la definicion usual cuan-
do la parte estocastica de la ecuacion se anula. Aunque el método de Euler para
ecuaciones diferenciales ordinarias tiene orden 1, el orden de convergencia para
el método de Euler-Maruyama para ecuaciones diferenciales estocasticas es de
orden 1/2. Esto fue probado por Gikhman y Skorokhod en 1972, ver [29]. Otros
métodos de aproximacion numérica como Milstein (orden uno)y Runge-Kutta (or-
den mayor que uno) tiene mayor orden de convergencia. En este trabajo se esco-
gi6 Euler-Maruyama debido a su simplicidad en la implementacion y a que se lo
iba a combinar con otras técnicas para lograr resolver el problema planteado. Si se
hubiera trabajado con otro de los métodos mencionados las técnicas en general
se hubiera complicado mucho.

4.4. Construccion del modelo predictivo

Con el objeto de predecir los precios o los retornos futuros de las acciones que
componen el portafolio, se realizan escenarios de prondstico mediante movimien-
tos brownianos geométricos correlacionados con correlaciones instantaneas

awDaw P = p; dt.

Para tal efecto, se generaran numeros aleatorios normales en los cuales se incor-
poran la informacion correspondiente a la media, la desviacion estandar y la cor-
relacion de los datos historicos. A continuacion, se discretiza y simula la solucion
mediante el método de Euler-Maruyama que con ayuda de técnicas Montecarlo
(MC) conseguimos la convergencia®. Cabe destacar que los procesos estocasti-
cos utilizados para la determinacion de precios accionarios no toman en cuenta
las politicas de dividendos de las empresas.

®Estas técnicas estan descritas en el articulo [29] y en el libro [17].
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Para incorporar la correspondiente informacion a los movimientos brownianos
no correlacionados es preciso estimar los mismo, para lo cual se hace un analisis
de datos y la calibracion correspondiente que se describe a continuacion

4.4.1. Analisis de los datos historicos

El criterio que se tomo para escoger las acciones que formaran el portafolio,
es la influencia en el mercado internacional. Se tomaron por tanto tres de las
petroleras mas influyentes.

Base de Datos: La base de datos fue obtenida de la pagina web [31]. Esta base de
datos contiene informacion semanal de los precios de las acciones corres-
pondientes de al periodo comprendido entre el 02 enero de 2009 y el 31 de
mayo de 2011 para las petroleras:

= Petro China, (SM).
= Petroleo Brasilefio, (5().
= Penn West Petroleum Ltd, (S®)).

Con estos datos se estima luego la media y la varianza de cada variable
accionaria que es una parte fundamental del modelo.

Depuracion de la base de datos: Revisando la base de datos no se identificaron
inconvenientes, dado que fue tomada de una misma pagina web [31] los
periodos coinciden en fechas y no hay desfases, por lo cual no habra conflic-
tos en los vectores de acciones formados por los datos.

Historial de cada accion: Los datos de cada accion de las empresas mencionadas
estan adjuntos en las tablas del Apéndice D.

En la Figura 4.2 podemos observar el comportamiento real del precio y en la
Figura 4.3 de sus retornos reales a través del tiempo de estas acciones dibujados
con MATLAB.

4.4.2. Calibracion de parametros

Para estimar la media y la desviacion estandar, tomemos

St _ SQg(ufﬁ)tJraWt
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Figura 4.2: Precios reales de las acciones correspondientes a las petroleras: Petro China, Petroleo Brasilefio, Penn West Petroleum

Ltd

Figura 4.3 Retornos reales de las acciones correspondientes a las petroleras: Petro China, Petroleo Brasilefio, Penn West Petroleum
Ltd

que es la ecuacion que se ha tomado para modelar. Despejando y tomando loga-
ritmos se tiene

2
(4.13) In (%) - <u - %) t+ oW

Observe que (4.13) sigue una distribucion normal N ((M — %2> ,ﬁ). Conside-
remos ahora una coleccion de k + 1 cotizaciones del activo X; = S;, digamos
So, S(At) = S1, S(2At) = So, ..., S(kAt) = Sk, enlos instantes 0, At, 2At, ..., kAt =
T en el intervalo [0, T].

En cada subperiodo [(j — 1)At, jAt] con 1 < j < k consideramos los k incre-
mentos

(4.14) Uj =In (%) 1<k
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Entonces se tiene que
2

n(S(jAt) = In(S(0))+ (M - %) (jAL) + oW (jAL)

0.2
In(S((j — 1AY) = IU(S(O)H‘(M—?) (G = 1AL + oW ((j — 1A

de donde restando la segunda expresion de la primera, podemos expresar (4.14)
en la forma

2
(4.15) Uj = (u - %) At + o(W(AL) — W((j — 1)At)).

Como los movimientos brownianos 1 (t) tienen incrementos independientes nor-
males con media cero y varianza t, entonces

W (AL — W((j — DAL) ~ N(0,VAL), 1<j<k,

por lo que las U; son independientes y normales N <<# — ‘772> At, U2At). A partir
de una muestra de k + 1 datos reales, podemos construir las & diferencias dadas
en (4.14) y realizar una estimacion de los parametros ;. y o mediante la técnica de
momentos.

U = >0

§? = HZ(UJ'—U),

de donde )
0 = (M— %) At, S =oAL

Entonces la tendencia 1 y la volatilidad o pueden ser estimadas a partir de datos
historicos a través de la media y la desviacion estandar muestral, ver [6, 10, 32].
La implementacion computacional de esta técnica se muestra en el cédigo (C.3)
dando como resultado los vectores

mu = [0,0497 0,0542 0,0561]
sigma = [0,0051 0,0038 0,0093]
Ademas, la matriz de correlaciones calculada en Matlab es

1 0,708357092509195 0, 581210275158382
Cf =1 0,708357092509196 1 0, 595302412456500
0,581210275158382 0, 595302412456500 1
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4.4.3. Simulacion Montecarlo (MC)

En el ano 1998 Nassir Sapag, define los procesos de Montecarlo como una
técnica de simulacion de escenarios inciertos que permite obtener valores espe-
rados para variables no controlables, a través de una seleccion aleatoria, donde
la probabilidad de escoger un resultado corresponde a la dada por su distribucion,
ver [32].

La simulacion de Montecarlo (MC) es una herramienta importante en finanzas.
Se usa en el estudio de portafolios de inversién, en valorar opciones, para simular
estrategias de cobertura y estimar el valor en riesgo. El método de Montecarlo es
un algoritmo que se utiliza para estimar el valor esperado de una variable aleatoria,
mediante la generacion de escenarios, con los cuales se obtiene una vision acerca
del comportamiento de las variables, ver [14].

La idea detras de la simulacion MC viene de la ley de los grandes numeros
que sostiene que un buen estimador del valor esperado de una variable aleatoria
continua X es la media aritmética de una muestra finita de variables aleatorias
independientes e idénticamente. Esto formalmente es:

Teorema 4.4.1 Sea (X,,)n—12... una sucesion de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.), si E[X,] existe y es finita,

converge casi seguramente (en probabilidad) hacia E[X,,), es decir:

X, < P (limy, 00 Xn = E[X,]) = 1
X, & My o0 P(|X5 — E[Xp]| >€) =0, Ve >0

Por otro lado, la convergencia casi segura (en probabilidad) de estas medias aritméticas

implica la existencia de E[X,,)].

En el teorema anterior, la convergencia en probabilidad se conoce como ley
débil de los grandes numeros y la convergencia casi segura se conoce como ley
fuerte de los grandes numeros. Se pueden consultar mas detalles en [3, 19]. Lo
que esta ley nos indica, para efectos de nuestra aplicacion, es que mientras mas
trayectorias utilicemos para el calculo de la media, esta sera mas cercana a la vari-
able aleatoria (esperanza matematica) que deseamos encontrar. Es decir, mien-
tras mas trayectorias simulemos con el método Euler-Muyama en promedio estas
trayectorias convergeran a la solucion buscada ver [17, 29].

Esta simulacién es facil de implementar y muy flexible pero tiene la desventaja
que la carga computacional suele ser muy elevada, pues es necesario un gran
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numero de replicas para mejorar la estimacion. Se suele recomendar realizar entre
5.000 a 10.000 realizaciones o replicas del algoritmo (ver [16, 32].) Si el portafolio
consistiera de un activo, el procedimiento computacional seria ligero. Sin embargo,
la cartera de inversiones usualmente esta compuesta por n activos, entonces se
debe simular una secuencia de por ejemplo 10.000 realizaciones para cada uno
de esos n activos lo que puede resultar en una carga computacional elevada si n
crece demasiado.

4.5. Implementacion del modelo predictivo

4.5.1. Implementacion del modelo predictivo para precios

Usando los valores de las medias, desviaciones estandar y la matriz de co-
rrelacion calculadas en la seccion 4.4.2, aplicando el esquema Euler-Maruyama
multidimensional (4.11) para predecir los precios de las acciones en un periodo
de 4 semanas con 400 observaciones, se tiene la Figura 4.47.

Figura 4.4: Aproximacion EMM para precios correlacionados

Y la Figura 4.5 es el resultado de la discretizacion EMM para precios con 10.000
realizaciones del método Montecarlo.

"Cabe destacar que en ningun codigo se fija la variable aleatoria (una semilla), por tanto las imagenes

producidas seran distintas a las presentadas que son un resultado posible.
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Figura 4.5: Aproximacion EMM y MC para precios correlacionados

Los cddigos de estas implementaciones computacionales se los encuentra en
los Apéndices C.4y C.4

4.5.2. Implementacion del modelo predictivo para retornos

De manera similar, usando los valores de las medias, desviaciones estandar
y la matriz de correlacion calculadas en la seccion 4.4.2, aplicando el esquema
Euler-Maruyama multidimensional (4.12) para predecir los precios de las acciones
en un periodo de 4 semanas con 120 observaciones, se tiene la Figura 4.6.

0.2

I I I I I
0 20 40 60 80 100 120

Figura 4.6: Aproximacion EMM para retornos correlacionados

Y la Figura 4.7 es el resultado de la discretizacion EMM para precios con 50.000
realizaciones del método Montecarlo.
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Figura 4.7: Aproximacion EMM y MC para retornos correlacionados

Los cddigos de estas implementaciones computacionales se los encuentra en
los Apéndices C.6 y C.6

47



Capitulo 5

Aplicacion en el establecimiento del portafolio optimo en el

sector petrolero
Este capitulo esta dedicado al analisis, construccion e
implementacién del modelo para el establecimiento del
portafolio compuesto por acciones en el sector petrolero,
tanto desde un punto de vista estatico (modelo de

Markowitz), como dinamico (portafolio dinamico).

5.1. Modelo de Markowitz

El trabajo de H. Markowitz [23], marca el punto de partida de la teoria moderna
de portafolios. Este modelo se centra principalmente en la diversificacion y en el
analisis de la Frontera eficiente. La frontera eficiente es una curva que se obtiene
de contraponer el riesgo versus la rentabilidad, tomando en cuenta la diversifi-
cacion del portafolio. Es el conjunto de combinaciones de activos que maximiza
la rentabilidad para un nivel de riesgo dado o minimiza el riesgo para un cierto
nivel de rentabilidad'. De esta frontera eficiente se toma el portafolio de minima
varianza al que se lo llama portafolio eficiente de media-varianza, ver [23, 13], que
es tomado como solucion.

Las acciones que conforman un portafolio deben tener un cierto grado de diver-
sificacion, ver [23, 32]. En palabras simples, la diversificacion es: “no poner todos
los huevos en una sola canasta” y su objetivo principal es el de alcanzar la maxima
rentabilidad con el menor riesgo posible.

Una apropiada diversificacion del portafolio reduce el riesgo. La diversificacion
depende de los coeficientes de correlacion entre las acciones a conformar el
portafolio, estas correlaciones deberian en lo posible tener valores negativos o
cercanos a cero. El riesgo que eventualmente se puede eliminar, por medio de
la diversificacion, es el riesgo propio?. Hay un riesgo que no se puede eliminar
asi se diversifique, esto se conoce como riesgo de mercado?®. Por tanto, se tiene

'Se entiende por rentabilidad a los beneficios obtenidos y riesgo a la incertidumbre de inversion.
2El riesgo propio esta en los peligros que acechan a una determinada empresa, estos son especificamente

suyos y tal vez de sus competidores inmediatos, ver [32].
3El riesgo de mercado deriva del hecho que hay otros peligros que acechan a la economia y amenazan

a todos los negocios, como por ejemplo la inflacion, catastrofes naturales, inestabilidad politica etc, Esto es

independiente del numero de acciones y del tipo de empresas que conforman el portafolio, ver [32].
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beneficios en la diversificacion pero el riesgo de un portafolio no se puede eliminar
totalmente sino que sélo se minimiza, ver [32].

En el modelo de Markowitz se asume que los inversionistas son adversos al
riesgo*, que los activos tienen una distribucién normal y que no se pagan divi-
dendos, ni impuestos. Ademas asume, que la informacion en el mercado no tiene
costo alguno y esta a libre alcance. Las exigencias para aplicar el modelo son: que
tanto las varianzas como los retornos esperados sean finitos.

El portafolio 6ptimo se puede encontrar mediante la resolucién de un problema
de programacion cuadratica por medio de dos criterios. El primero, es maximizar
el retorno esperado del portafolio en funcion de los retornos de las acciones vy el
segundo, es minimizar el riesgo del portafolio en funcion de las variazas de las
acciones. En este trabajo se escoge el segundo criterio.

El modelo esta construido tomando los retornos definido por

ln(%), con0<j<n—-1
J
donde S;11y S; representan el precio al tiempo j + 1y al tiempo ;. El retorno del
portafolio es una combinacion entre los retorno de los activos que lo conforman.
Sean R1, R, ..., Ry los retornos cada accion entonces el retorno del portafolio se
define como:
Rp=x1Ri +xo0Rs+ ...+ 2xNyRN

y el retorno esperado del portafolio esta dado por
N
E[Rp] =Y B[R] = p"x
i=1

donde x= {x;,z2,...,2y} son los pesos del porcentaje a invertir de la accion i y
E[R;] representa el retorno esperado de la accion i.
Por otro lado, la medida de riesgo se toma como

O'z = Var[R;] = E[R}] — E[R;)* = 2" Yz,

donde ¥ es la matriz de varianzas-covarianzas. Se puede representar el modelo
antes descrito por

min 27 Yz
suetoa:  pl'x > Ry,
(5.1 .
Doic1Ti =1,
0<ux; <1.

“La aversion al riesgo es el nivel de tolerancia a la volatilidad (riesgo) frente a las expectativas de rentabili-

dad de un inversionista.
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que representa un portafolio compuesto soélo por activos riesgosos, R es la renta-
bilidad minima deseada. La solucion de (5.1) para distintos Ry dan como resultado
la frontera eficiente, de la que se puede obtener la cartera eficiente de media-
varianza.

5.1.1. Implementacion del modelo de Markowitz

Para la implementacion del modelo de Markowitz se usa el Solver de progra-
macion cuadratica que Matlab tiene a disposicion, el mismo que esta descrito en
el Apéndice B, tomando los retornos obtenidos de la simulacién descrita en el
Capitulo 4, se calculan los parametros necesarios para correr el programa. La
instruccion principal del Solver es

x = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,1b,ub)

donde H sera la matriz de varianzas-covarianzas de los retornos simulados, £ un
vector de ceros, A el vector formado por las medias, b el retorno minimo esperado,
Aeq un vector de unos, beq igual a uno, 1b igual a cero y ub igual a uno, (véase el
codigo C.8), dando como resultado, para un capital inicial de 200 y una rentabilidad
esperada de 0.009 que se debe invertir

Activo Porcentaje  Monto
primer activo 0,1021% 20,4198
segundo activo 0% 0

tercer activo 0,8979%  179,5802

Frontera eficiente

Para el calculo la frontera eficiente y la obtencion de la cartera de minima va-
rianza, se ha modificado el codigo C.8 de tal manera que se calcule los portafolios
entre un intervalo de rentabilida [«, 5] resultando el codigo C.9. Usando dicho codi-
go, se obtiene la Figura 5.1 que muestra la frontera eficiente (grafica en color azul)
y la cartera de minima varianza (representado por el punto (x, y)) con los siguiente
pesos a invertir

X =
0.5136
0.2980
0.1883

con una rentabilidad de 0,0002518, la cartera con mayor rentabilidad es
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Figura 5.1: Frontera eficiente.

X =
0,0221
0

0,9778

con 0,0004042 de rentabilidad, pero es la que mayor riesgo tiene.

5.2. Portafolio dinamico

El problema de optimizar la distribucion de un patrimonio disponible a través de
diversas oportunidades de inversion puede ser estudiados de manera estatica, o
de forma dinamica, ver [13]. Si bien el modelo de Markowitz es muy utilizado, y ha
aportado mucho en el campo tanto teérico como practico, tiene sus limitaciones,
por ejemplo, el hecho que deja fijo el porcentaje a invertir en cada accion en el
transcurso del tiempo, lo que lo convierte en un modelo estatico puesto que la
decision se hace una vez.

Se tiene un punto de vista dinamico, cuando podemos reorganizar las deci-
siones en el curso del tiempo, ver [13]. En este trabajo se busca modificar esta
situacion mediante la construccion de un modelo que dinamice y optimice las in-
versiones a través del tiempo. Se ha tomado como base ciertas ideas del modelo
planteado en [20] sin considerar todos los parametros ahi implicados pues esto
queda fuera del alcance de este trabajo.

Con la potencia de los nuevos computadores y la nueva tecnologia ha resurgi-
do el interés en el estudio del modelo de Markowitz y sus variantes como son, por
ejemplo, las carteras dinamicas, pues se puso de moda los modelos de indices
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(que no los hemos topado, ni mencionado en este trabajo) que usan menos capaci-
dad computacional pero dan una solucién sub-6ptima, vease [20]. Actualmente
con la capacidad computacional disponible es posible hacer grandes calculos y ya
no es necesario restringir tanto los calculos requeridos.

Cabe destacar que el modelo aqui planteado es corrido en una computadora
de escritorio sin presentar ningun inconveniente y su salida es casi inmediata con
las tres variables planteadas. El modelo de portafolio dinamico planteado es el
siguiente

( M—h+1
min Z w?tht
t=1

(5.2) M_htl
suietoa: > py x> Ry,
t=1
M—h+1
ST =1,
\ t=1
donde x; = {x14, v2t, . .., Nt} SON lOS pesos a invertir en la accion 7 al tiempo ¢ con

1<i<Nyl<t< M-h+1con N indica el numero de acciones y M es el numero
de datos disponibles. ¥; es la matriz de varianzas-covarianzas calculada sobre los
retornos para cada tiempo ¢, pu; = {u1e, pot, - - -, e} €S el vector de medias de los
retornos para cada tiempo ¢, i es el horizonte evaluacion de rendimiento y 1 es un
vector de unos N-dimensional.

Por ejemplo, para calcular los parametros necesarios, en un caso hipotético
de 2 acciones N = 2 y con 14 datos M = 14 para cada accion, el vector u; se
calcula sobre la siguiente division de datos como muestra en la siguiente tabla.
Para calcular la matriz de varianzas-covarianzas se toma, por ejemplo, R;; como
Rs1 y se obtiene X1; Ris con Roo Y se obtiene Y5 y asi sucesivamente.
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t Ry t Ry t R t Ry t Ry
Ri1
t1 0,0098 Rz
to -0,0146 to -0,0146 Ri3
ts 0,0193 ts 0,0193 ts 0,0193 Ria
t -0,0046 t -0,0046 t -0,0046 tg -0,0046 Ris
ts 0,0156 ts 0,0156 ts 0,0156 ts 0,0156 ts 0,0156
te 0,0004 te 0,0004 te 0,0004 te 0,0004 te 0,0004
tr 0,0234 tr 0,0234 tr 0,0234 tr 0,0234 tr 0,0234
ts -0,0167 ts -0,0167 ts -0,0167 ts -0,0167 ts -0,0167
to 0,0135 to 0,0135 to 0,0135 to 0,0135 to 0,0135
t10 0,0093 t10 0,0093 t10 0,0093 ti0 0,0093 t10 0,0093
tiy 0,0256 t1 0,0256 t1 0,0256 t1 0,0256
ti2 -0,0144 t1o -0,0144 t12 -0,0144
t13 -0,0153 t13 -0,0153
t1a -0,0096
#il #|1‘2 #ﬁ3 #ﬁ4 ﬂ‘l‘S
75 il 15 S e 75 Stk e 15 e e 5 ke
t Ro t R2 t Ro t Ro t Ro
Ro1
t1 0.0068 Rao
2 -0.0145 t2 -0.0145 Ras
t3 0.0173 t3 0.0173 t3 0.0173 Ray
t4 0.0067 t4 0.0067 t4 0.0067 t4 0.0067 Ras
t5 -0.0011 t5 -0.0011 t5 -0.0011 t5 -0.0011 t5 -0.0011
t6 -0,0112 t6 -0,0112 t6 -0,0112 t6 -0,0112 t6 -0,0112
t7 0,0270 t7 0,0270 t7 0,0270 t7 0,0270 t7 0,0270
t8 -0,0119 t8 -0,0119 t8 -0,0119 t8 -0,0119 t8 -0,0119
t9 -0,0070 to -0,0070 t9 -0,0070 t9 -0,0070 t9 -0,0070
t10 0,0264 t10 0,0264 t10 0,0264 t10 0,0264 t10 0,0264
t11 0,0125 t11 0,0125 t11 0,0125 t11 0,0125
t12 -0,0152 t12 -0,0152 t12 -0,0152
t13 -0.0227 t13 -0.0227
t14 0,0366
Nﬁl HﬁQ Hﬁfﬁ’- #‘2|4 NﬁS
5 i D D & ik 15 ekt

5.2.1. Implementacion del portafolio dinamico

Para la implementacion del portafolio dinamico nos ayudamos nuevamente del
Solver de programacion cuadratica de Matlab, con la diferencia que los datos de
entrada seran mas complejos, en especial la que conforma la matriz H pues esta for-
mada por las matrices de varianzas-covarianzas de los retornos en cada tiempo. Lo

que la convierte en una matriz de una elevada dimension dependiendo del tiempo
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de prediccion h =th. Esto es: a mas pequeno el paso del tiempo th mas grande la
matriz, ver el codigo C.10.

El codigo C.10 corrido para un capital inicial de 200, con una rentabilidad mini-
ma exigida de 0.0002 y un horizonte de evaluacion de 20 (tdis=20), resuelve el

problema con la siguiente salida

Inver =

5.8671 1.3218

N

.2898 6.0876 1.3181 2.2153 6.1821

1.3359 2.1528 6.1715 1.4702 2.2207 6.1064 1.2297
2.5784 5.8579 1.3334 2.6620 5.8147 1.4074 2.6304
5.8147 1.4607 2.6345 6.1342 1.3885 2.5122 6.5683
1.4629 1.9871 6.7681 1.2375 2.1524 6.8113 1.2874
2.0347 6.7335 1.2569 2.1313 6.8270 1.2892 2.0028
6.7938 1.3554 2.0225 6.9539 1.2604 1.9913 6.8308
1.2122 2.0996 7.2303 1.1068 2.0204 7.0979 0.9568
2.1323 7.0849 0.9271 2.1754

que nos dice: de los 200 que tiene, invierta 5.8671 en la accién al tiempo 1 (en la
semana 1), invierta 1.3218 en la accién 2 al tiempo 1, invierta 2.2898 en la accion
tres al tiempo 1, invierta 6.0876 en la accion 1 al tiempo 2, invierta 1.3181 en la
accion dos al tiempo 2 y asi sucesivamente.

Como se puede observar se ha obtenido una estrategia de inversion flexible a

través del tiempo permitiendo un mejor control sobre el capital.
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Capitulo 6

Conclusiones

1. Las ecuaciones diferenciales estocasticas representan una interesante meto-
dologia para el estudio de los modelos financieros. En especial el movimiento
browniano geométrico pues da un modelo bastante acertado y actualmente
muy utilizado debido a sus caracteristicas, pues tiene la propiedad de mode-
lar los precios accionarios de una forma apropiada sin que tome nunca valores
negativos, lo que no sucede con el movimiento browniano aditivo. Esto lo con-

vierte en un buen modelo y justifica su utilizacion.

2. Aunque los codigos implementados en este trabajo son aplicados a portafolios
de inversiones accionarias tranzados por petroleras, estos pueden ser usados
para diferentes tipos de acciones. Y en particular los codigos que aproximan
las EDEs (ver Capitulo 4) pueden ser aplicados a problemas que se reduzcan

al modelo de movimientos brownianos geomeétricos.

3. Es muy importante la implementacion adecuada de las técnicas usadas, por
ejemplo en el caso de las simulaciones Montecarlo, se debe tomar en cuenta
que mientras mas réplicas se realicen en la simulacion, los resultados van a
converger a los valores tedricos. Sin embargo, esto va a significar un aumento
en el tiempo de los calculos y un mayor costo computacional. Por este motivo,
se debe encontrar un equilibrio entre la exactitud de los resultados y el costo

por obtener los mismos.

4. Aunque existen varias técnicas y modelos para la construccion de portafolios
se ha decidido usar el Modelo de Markowitz y una de sus variantes mas fle-
xibles como es los Portafolios dinamicos. Esta ultima técnica ha despertado
nuestro interés pues al ser combinada con la prediccion de los rendimientos
mediante EDEs nos permite cambiar rapidamente una decision que no es

acertada e idealmente predecir su comportamiento.
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Apéndice A

Notaciones y abreviaturas

MBG
v.a.
v.a.i.
v.a.i.d.

Var[X]

Casi todo punto.

Covarianza de X.

Ecuacion Diferencial Estocastica.

El conjunto de numeros reales.

Esperanza.

Euler-Maruyama.

Espacio de funciones cuadrado integrables.
Montecarlo.

Movimiento browniano.

Movimiento browniano geométrico.
Variable aleatoria.

Variable aleatoria independiente.

Variable aleatoria idénticamente distribuida.

Varianza de X.
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Apéndice B

Solver quadprog de Matlab

En Matlab existen muchos paquetes y comandos que nos facilitan los calculos
en una simulacion. En este trabajo se utilizo el solver quadprog que resuelve el

problemas de programacion cuadratica

1
min émTHzc + ffx
A-x<b
(B.1) =0
sujeto a Aeq - x = beq,

b <x<ub.

donde A, Aeq son matrices y H es una matriz simétrica que representa la forma
cuadratica de (B.1). Ademas tanto f, b, beq, lb, ub, como x son vectores. La sintaxis

es la siguiente
x = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,1lb,ub)

que devuelve un vector  que minimiza la forma cuadratica de (B.1) satisfacien-
do sus restricciones, ver [24]. A continuacidn un pequeno ejemplo para aclarar los

datos de entrada del modelo.

Ejemplo B.0.1 Sea el problema a minimizar el siguiente

min %x% + 22 — 31119 + 511 — Ty

' T+ x9 <9,
—x1 + 219 < 3,

sujeto a 1 + 319 = 6,

532'1 + 21’2 = 4,

-2 S L1, X2 S d.

\

Entonces el problema se resuelve con

x = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,1lb,ub)
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donde

1 =3 5
H = f=
-3 2 —2
1 1 5)
A= , b=
-1 2 3
1 3
Aeq = , beq =
5 2 4
Ib=-2,ub=5

especifican las condiciones del problema, que se pueden ingresar mediante el teclado o

incluirlos en un programa como lo que hemos hecho en el codigo C.8
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Apéndice C
Codigos en Matlab

C.1. Codigo para generar un movimiento browniano

N=200;

T=1; dt=T/N;
dW=zeros(1,N);
W=zeros(1,N);

dw(1)=sqrt(dt)*randn;
W(1)=aw(1);

for j=2:N
dW(j)=sqrt(dt)*randn;
W()=W(G-1)+dw(j);

end

plot([0:dt:T]’, [0,W], r-")

C.2. Coadigo de la implementacion del método Euler-Maruyama unidi-

mensional.

“Metodo Euler-Maruyama para la discretizacion de una EDE lineal
% dX(t) = muxX(t) dt + lambdaxX(t) dw, X(0) = Xzero,
% donde lambda = 2, mu = 1 and Xzero = 1.

% Sobre el intervalo temporal [0,1] con pasos dt = 27(-8).
Jparametros del problema

sigma = 2;

59



T=1;
N = 278;
dt = 1/N;

hgeneracién del movimiento browniano

dW = sqrt(dt)*randn(1,N);

%hiteracion del metodo EM

X(1)=Xzero;

for j = 1:N

X(G+1) = X(§) + mukX(§)*dt + sigmaxX(§)*dW(j);
end

t=[0:dt:T];

plot([0:dt:T], [X],’r?)

xlabel (’TIEMPO’,’FontSize’,12)

ylabel (’ESTIMACION DE PRECIO POR EL METODO E-M’,’FontSize’,10,’Rotation’,90)

C.3. Cddigo para la calibracion de datos.

%Calibracién de los datos

hprecios reales de las acciones
Xlreal=[datos....];
X2real=[datos...];

X3real=[datos...];

Xreal=[X1real X2real X3reall];

tama=size (Xreal);

vars=tama(2) ;

datos=tama(1);

hgeracidén de variables log para los precios reales

for j=1:vars
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for i=1:(datos-1)
1nReal(i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));
end

end

muini = mean(lnReal);
sigma=std(lnReal)

for i=1l:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma(i)~2/2);
end

mu=mu

Ymatriz de corelaciones

Cf=corrcoef (1nReal)

C.4. Coddigo de la implementacion del método Euler-Maruyama multi-

dimensional para precios

%Euler Maruyama Multidimensional para precios, una corrida
% dXi = muxXi dt + lambdax*xXi dW, X(0) = Xzero,

% para una prediccion de 4 semanas con 400 observaciones

%Calibracién de los datos
Xreal=[X1real X2real X3reall];
tama=size(Xreal);
vars=tama(2) ;
datos=tama(1);
hgeracidén de variables log para los precios reales
for j=1:vars
for i=1:(datos-1)
1nReal(i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));
end

end
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muini = mean(lnReal);
sigma=std(1lnReal);

for i=1:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma (i) ~2/2);

end
Jmatriz de corelaciones
Cf=corrcoef (1nReal) ;
hcostruccién de la matriz que permite correlacionar
%los movimientos brownianos

[U,S,V] = svd(Cf);

Svd=U*sqrt(S) ;

Jparametros del problema

Xzero =[X1lreal(1l) X2real(l) X3real(1l)];
Jpredicién para una afio con 4 semanas
%con N observaciones

T=4; N = 400; dt = T/N;

hgeneracién de nimeros aleatorios normales(0,1)

dZ = randn(N,vars);

hgeneracién de movimientos bownianos correlacionados
dw = Svdx*dZ’;

dW=dw’ ;

X=zeros(N,vars) ;

for j=1:vars

X(1,j)=Xzero(j);
for i = 1:(N-1)
X(i+1,3) = X(1,]) + mu(j)*X(i,j)*dt + sigma(j)*X(i,j)*dW(i,j);%
end

end

plot (X)
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C.5. Codigo de la implementacion del método Euler-Maruyama multi-

dimensional con MonteCarlo para precios.

%Euler Maruyama Multidimensional para precios, con MonteCarlo
Jpara 10.000 realizaciones
% dXi = muxXi dt + lambdaxXi dW, X(0) = Xzero,

% para una prediccion de 4 semanas con 400 observaciones

%Calibracién de los datos
Xreal=[X1real X2real X3real];
tama=size(Xreal) ;
vars=tama(2) ;
datos=tama(1);
hgeracién de variables log para los precios reales
for j=l:vars
for i=1:(datos-1)
1nReal(i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));
end
end
muini = mean(lnReal);
sigma=std(1lnReal) ;
for i=1l:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma(i)~2/2);
end
Jmatriz de corelaciones
Cf=corrcoef (1lnReal) ;
hcostruccién de la matriz que permite correlacionar
%los movimientos brownianos
[U,S,V] = svd(Cf);
Svd=Uxsqrt (S);

Jparametros del problema
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Xzero =[X1real(1l) X2real(l) X3real(1)];
Jpredicién para una afio con 4 semanas
%hcon N observaciones
T=4; N = 400; dt = T/N;
% para M realizaciones del método MonteCarlo
M=10000;
XMC=zeros(N,3);
for mc=1:M
dZ = randn(N,vars);
hgeneracién de movimientos bownianos correlacionados
dw = SvdxdZ’;
dW=dw’ ;
X=zeros(N,vars);
for j=l:vars
X(1,j)=Xzero(j);
for i = 1:(N-1)
X(i+1,3) = X(i,3) + mu(§)*X(i,j)*dt + sigma(j)*X(i,j)*dW(i,j);
XMC(i+1,j)=XMC(i+1,j)+X(i+1,7);
end
end

end

for v=1:vars

for j=1:N
XMC(j,v)=XMC(j,v)/M;
end

end

plot (XMC)
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C.6. Codigo de la implementacion del método Euler-Maruyama multi-

dimensional para retornos

%Euler Maruyama Multidimensional para retornos, una corrida
% dXi = mu*xXi dt + lambda*Xi dW, X(0) = Xzero,

% para una prediccion de 4 semanas con 120 observaciones

%Calibracién de los datos
Xreal=[X1real X2real X3real];
tama=size(Xreal);
vars=tama(2) ;
datos=tama(1);
hgeracién de variables log para los precios reales
for j=l:vars
for i=1:(datos-1)
RenReal (i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));
end
end
muini = mean(RenReal);
sigma=std(RenReal) ;
for i=1l:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma(i)~2/2);
end
Jmatriz de corelaciones
Cf=corrcoef (RenReal) ;
hcostruccién de la matriz que permite correlacionar
%los movimientos brownianos
[U,S,V] = svd(Cf);
Svd=Uxsqrt (S);

Jparametros del problema
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Renzero =[RenReal(1,1) RenReal(1,2) RenReal(1,3)];
Jpredicién para una afio con 4 semanas
%con N observaciones

T=4; N = 120; dt = T/N;

Jigeneracién de nimeros aleatorios normales(0,1)

dZ = randn(N,vars);

hgeneracién de movimientos bownianos correlacionados
dw = SvdxdZ’;

dW=dw’ ;

Ren=zeros (N, 3);
for j=1:vars
Ren(1,j)=Renzero(j);
for i = 1:(N-1)
Ren(i+1,j) = mu(j)*dt + sigma(j)*dW(i,j);%
end
end

plot (Ren)

C.7. Codigo de la implementacion del método Euler-Maruyama multi-

dimensional con MonteCarlo para retornos.

%Euler Maruyama Multidimensional para retornos, con MonteCarlo
Jpara 50.000 realizaciones
% dXi = muxXi dt + lambdax*Xi dW, X(0) = Xzero,

% para una prediccion de 4 semanas con 120 observaciones

%Calibracién de los datos
Xreal=[X1real X2real X3reall];

tama=size(Xreal) ;

66



vars=tama(2) ;
datos=tama(1);
hgeracién de variables log para los precios reales
for j=l:vars
for i=1:(datos-1)
RenReal (i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));
end
end
muini = mean(RenReal);
sigma=std(RenReal) ;
for i=1l:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma(i)~2/2);
end
Jmatriz de corelaciones
Cf=corrcoef (RenReal) ;
hcostruccién de la matriz que permite correlacionar
%los movimientos brownianos
[U,S,V] = svd(Cf);
Svd=Uxsqrt (S);
Jparametros del problema
Renzero =[RenReal(1,1) RenReal(1,2) RenReal(1,3)];
hpredicién para una afio con 4 semanas
%con N observaciones
T=4; N = 120; dt = T/N;
%con M realizaciones MonteCarlo
M=50000;

RenMC=zeros(N,vars) ;

for mc=1:M
dZ = randn(N,vars);
hgeneracién de movimientos bownianos correlacionados

dw = SvdxdZ’;
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dW=dw’ ;
Ren=zeros (N,vars) ;
for j=1:vars
Ren(1,j)=Renzero(j);
for i = 1:(N-1)
Ren(i+1,j) = mu(j)*dt + sigma(j)*dw(i,j);
RenMC(i,j)=RenMC(i,j)+Ren(i+1,j);
end
end

end

for v=1:vars

for j=1:N
RenMC(j,v)=RenMC(j,v)/M;
end

end

plot (RenMC)

C.8. Codigo de la implementacion del portafolio Markowitz.

Xreal=[X1real X2real X3reall;

vars=3; Y%numero de variables

datos=126; Ynumero de datos

hgeracién de variables log para los precios reales
for j=1:vars

for i=1:(datos-1)

RenReal (i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));

end

end
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muini = mean(RenReal)
sigma=std(RenReal)

for i=l:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma(i)~2/2)

end

Jmatriz de corelaciones

Cf=corrcoef (RenReal) ;

[U,S,V] = svd(Cf);

hcostruccién la matriz que permite correlacionar
%los movimientos brownianos

Svd=Uxsqrt (S) ;

Jiparametros del problema

Renzero =[RenReal(1,1) RenReal(1,2) RenReal(1,3)];
h T =1;

hgeracién de nimeros aleatorios normales(0,1)

N=2000;

dt=1/N;

M=10;
RenMC=zeros (N, 3) ;

for mc=1:M

dZ = randn(N,3);
dw = Svdx*xdZ’;
dW=dw’ ;

Ren=zeros (N, 3);

for j=1l:vars
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Ren(1,j)=Renzero(j);
%RenMC(1,j)=RenMC(1,j)+Ren(1,]j);
for i = 1:(N-1)
Ren(i+1,j) =+ mu(j)*dt + sigma(j)*dw(i,]j);
RenMC(i, j)=RenMC(i,j)+Ren(i+1,]j);
end
end

end

for v=1:vars

for j=1:N
RenMC(j,v)=RenMC(j,v)/M;
end

end

%Simulacién del portafolio
plot(Y)

U=kron(mu,ones(N,1));
cent=(RenMC-U) ;
Var_Covar=((cent)’*(cent));
Var_Covar=Var_Covar*(2/(N-1));
f=zeros(1,vars);

A=-mu;

b=-0.009;

Aeg=(ones(1,vars));

beqg=1;

lb=zeros(1,vars);
ub=ones (1, vars) ;
X=quadprog(Var_Covar,f,A,b,Aeq,beq,1lb,ub)
Capital=200

Inver=Capital*X
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Renta=-Ax*X

C.9. Codigo de la implementacion de la frontera eficiente y del portafo-

lio de media-varianza

Xreal=[X1lreal X2real X3reall];

tama=size (Xreal);
vars=tama(2);
datos=tama(1l);
hgeracién de variables log para los precios reales
for j=l:vars
for i=1:(datos-1)
RenReal(i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));
end
end
muini = mean(RenReal)
sigma=std(RenReal)
for i=l:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma(i)~2/2)
end
Jmatriz de corelaciones
Cf=corrcoef (RenReal) ;
[U,S,V] = svd(Cf);
hcostruccién la matriz que permite correlacionar
%los movimientos brownianos
Svd=Uxsqrt (S) ;
hparametros del problema
Renzero =[RenReal(1,1) RenReal(1,2) RenReal(1,3)];
%hgeracidén de nimeros aleatorios normales(0,1)

N=2000;

71



dt=1/N;
M=10;
RenMC=zeros (N, 3) ;
for mc=1:M
dZ = randn(N,3);
dw = Svd*dZ’;
dW=dw’ ;
Ren=zeros(N,3) ;
for j=1:vars
Ren(1,j)=Renzero(j);
%RenMC(1,j)=RenMC(1,j)+Ren(1,]j);
for i = 1:(N-1)
Ren(i+1,3j) =+ mu(j)*dt + sigma(j)*dW(i,j);
RenMC(i, j)=RenMC(i,j)+Ren(i+1,j);
end
end

end

JMonteCalor de rentabilidades
for v=1:vars

for j=1:N
RenMC(j,v)=RenMC(j,v)/M;

end

end

%Simulacién del portafolio

hy construccién de la frontera eficiente

U=kron(mu,ones(N,1));
cent=(RenMC-U) ;
Var_Covar=((cent) ’*(cent));

Var_Covar=Var_Covar*(2/(N-1));
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f=zeros(1,vars);

A=-mu;

Aeg=(ones(1,vars));

beqg=1;

1lb=zeros(1,vars);

ub=ones(1,vars);

b=0.01;

alpha=0.0001;

HN=floor ((2*b-alpha)/alpha) ;%redondea

H=zeros(3,HN) ;%almacena las soluciones del modelo
Jmarkowtz en cada iteracion

Hobj=zeros(HN, 1) ;%almacena el valor de la funcion objetivo

front=zeros(HN,1) ;%almacena la frontera eficiente

p=1;

%hconstrucion de la frontera eficiente

for k=alpha:alpha:2*b

[X,fval,exit]=quadprog(Var_Covar,f,A,-k,Aeq,beq,1b,ub);

if exit==

for kl=1:vars

H(k1,p)=X(k1);

end

Hobj (p)=fval;

front (p)=k;

Capital=200;

Inver=Capital*X;

Renta=-A*X;

p=p+1;

end

end

hgrafica de la FE

plot(front,Hobj)
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C.10. Codigo de la implementacion del portafolio dinamico

%Simulacion del Portafolio Dindmico

Xreal=[X1real X2real X3reall];

tama=size (Xreal);
vars=tama(2) ;
datos=tama(1);
%hgeracidén de variables log para los precios reales
for j=1:vars
for i=1:(datos-1)
RenReal (i, j)=log(Xreal(i+1,j)/Xreal(i,j));
end
end
muini = mean(RenReal);
sigma=std(RenReal) ;
for i=l:vars
mu(i)=(muini(i))+(sigma(i)~2/2);
end
Jmatriz de corelaciones
Cf=corrcoef (RenReal) ;
[U,S,V] = svd(Cf);
hcostruccién la matriz que permite correlacionar
%los movimientos brownianos
Svd=U*sqrt (S) ;
Jparametros del problema
Renzero =[RenReal(1,1) RenReal(1,2) RenReal(1,3)];
hgeracién de nimeros aleatorios normales(0,1)
N=200;
dt=1/N;
M=10;
RenMC=zeros (N, 3) ;
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for mc=1:M

dZ = randn(N,3);
dw = SvdxdZ’;
dW=dw’ ;

Ren=zeros(N,3);
for j=l:vars
Ren(1,j)=Renzero(j);
for i = 1:(N-1)
Ren(i+1,j) =+ mu(j)*dt + sigma(j)*dw(i,]j);
RenMC(i, j)=RenMC(i,j)+Ren(i+1,j);
end
end

end

Y=zeros(1,N);%y solo es para verificar los graficos en los precios
for v=1:vars

for j=1:N

RenMC(j,v)=RenMC(j,v)/M;

Y(j)=RenMC(j,1);

end

end

%iplot (Y)

%Simulacién del portafolio dinamico

tdis=20;
th=datos-tdis;

Jhorizonte tiempo de evaluacion del rendimiento

Din=zeros(th, vars, datos-th);%matriz de datos dinamicos, variables, puntos
%discretizados
for tt=1:datos-th

for v=1:vars
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1=1;
for j=tt:tt+th-1
Din(1,v,tt)=RenMC(j,v);%construcion de las rentablidades
1=1+1;
end
end

end

MuDin=zeros(vars,datos-th) ;
for tt=1:datos-th
for v=1:vars
MuDin(v,tt)=—mean(Din(:,v,tt));
end

end

CovDin=zeros(vars,vars,datos-th);
for tt=1:datos-th
MuAux=MuDin(:,tt);

for i=1:th

for j=1l:vars

U(i,j)= MuAux(j);

end

end

cent=(Din(:,:,tt)-U);
Var_Covar=((cent)’*(cent));
Var_Covar=Var_Covar*(2/(N-1));
CovDin(:,:,tt)=Var_Covar;

end

f=zeros(1l,vars*(datos-th));

A=zeros(1,vars*(datos-th));
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1=1;

for j=1:datos-th

for i=l:vars
A(1)=MuDin(i,j);
1=1+1;

end

end

Aeq=(ones(1,vars*(datos-th)));
beqg=1;
lb=zeros(1,vars*(datos-th));
ub=ones(1,vars*(datos-th));

b=0.0002;

H=zeros(vars*(datos-th) ,vars*(datos-th));

for tt=1:(datos-th)
for v=1:vars
for w=1l:vars
H(vars*x(tt-1)+ v, vars*x(tt-1)+ w)=CovDin(v,w,tt);
end
end

end

[X,fval,exit]=quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,1lb,ub)

Capital=200

Inver=Capital*X

Renta=-A*X
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Apéndice D

Tablas

Tabla D.1: Precios de acciones petroleras

Fecha Petro China | Petroleo Brasilefio | Penn West Petroleum Ltd
02/01/2009 87.02 25.35 9.45
05/01/2009 81.32 26.32 10.13
12/01/2009 72.92 24.40 9.31
20/01/2009 67.03 24.00 9.69
26/01/2009 67.11 25.58 9.00
02/02/2009 76.23 29.09 9.04
09/02/2009 74.47 29.27 8.62
17/02/2009 66.71 25.94 7.62
23/02/2009 64.47 27.08 717
02/03/2009 60.37 26.09 5.87
09/03/2009 67.95 29.35 6.68
16/03/2009 70.01 31.51 8.47
23/03/2009 77.31 31.64 8.50
30/03/2009 78.23 34.28 8.63
06/04/2009 79.19 35.44 8.75
13/04/2009 80.81 33.60 9.35
20/04/2009 80.42 33.00 9.38
27/04/2009 80.91 34.49 9.42
04/05/2009 98.61 39.39 11.00
11/05/2009 94.23 36.45 9.56
18/05/2009 100.74 39.96 10.41
26/05/2009 108.06 43.36 11.88
01/06/2009 112.61 42.60 11.42
08/06/2009 111.20 43.28 11.78
15/06/2009 101.01 39.68 11.04
22/06/2009 103.12 40.23 11.01
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Fecha Petro China | Petroleo Brasilefio | Penn West Petroleum Ltd
29/06/2009 100.24 38.40 10.55
06/07/2009 95.06 35.70 9.73
13/07/2009 102.01 39.41 10.83
20/07/2009 110.77 41.81 11.43
27/07/2009 109.41 40.61 11.25
03/08/2009 109.86 41.89 11.42
10/08/2009 105.54 41.57 11.42
17/08/2009 104.75 43.65 11.41
24/08/2009 105.18 40.84 11.35
31/08/2009 106.21 41.22 11.11
08/09/2009 111.25 43.06 11.57
14/09/2009 113.13 44 .44 12.54
21/09/2009 109.56 43.59 13.30
28/09/2009 103.55 44.04 13.14
05/10/2009 114.44 47.23 13.89
12/10/2009 121.41 49.60 14.51
19/10/2009 124.89 48.83 15.51
26/10/2009 113.34 45.51 14.55
02/11/2009 120.62 48.26 15.25
09/11/2009 122.27 49.41 15.79
16/11/2009 120.57 49.30 15.49
23/11/2009 118.00 50.55 15.83
30/11/2009 120.73 50.02 15.42
07/12/2009 117.00 47.43 14.95
14/12/2009 112.59 45.85 15.61
21/12/2009 113.70 46.83 16.07
28/12/2009 112.32 47.18 15.96
04/01/2010 123.23 47.95 16.92
11/01/2010 115.35 44.89 16.39
19/01/2010 107.96 41.60 15.51
25/01/2010 105.27 40.14 15.02
01/02/2010 102.76 38.37 15.98
08/02/2010 103.59 40.45 16.66
16/02/2010 105.14 42.15 17.88
22/02/2010 105.67 42.20 18.81
01/03/2010 110.52 44.48 19.38

79




Fecha Petro China | Petroleo Brasilefio | Penn West Petroleum Ltd
08/03/2010 112.24 46.61 19.83
15/03/2010 110.17 44 .95 19.50
22/03/2010 106.18 42.66 19.38
29/03/2010 112.48 44.90 20.00
05/04/2010 115.82 44.75 19.62
12/04/2010 111.47 41.84 18.58
19/04/2010 111.76 43.41 19.45
26/04/2010 108.71 42.22 18.75
03/05/2010 102.93 36.34 16.66
10/05/2010 104.02 37.49 18.35
17/05/2010 100.90 34.16 17.37
24/05/2010 103.15 35.47 18.07
01/06/2010 102.20 35.91 17.89
07/06/2010 108.35 38.16 18.41
14/06/2010 110.08 38.13 19.69
21/06/2010 110.65 35.96 19.34
28/06/2010 105.30 33.98 18.25
06/07/2010 109.28 36.22 18.78
12/07/2010 104.66 34.37 18.27
19/07/2010 110.56 36.14 18.75
26/07/2010 110.04 36.25 18.52
02/08/2010 112.22 38.17 18.69
09/08/2010 105.83 35.72 18.28
16/08/2010 106.61 34.28 18.61
23/08/2010 106.28 33.65 18.63
30/08/2010 107.29 37.32 18.14
07/09/2010 107.79 35.69 18.24
13/09/2010 107.78 35.33 18.16
20/09/2010 112.84 34.77 18.47
27/09/2010 115.14 36.31 19.65
04/10/2010 121.42 34.54 20.97
11/10/2010 126.21 34.15 21.76
18/10/2010 122.72 31.77 21.84
25/10/2010 120.43 33.98 22.13
01/11/2010 129.39 35.98 22.88
08/11/2010 128.60 33.73 21.52
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Fecha Petro China | Petroleo Brasilefio | Penn West Petroleum Ltd
15/11/2010 122.09 33.45 21.60
22/11/2010 118.00 32.11 21.27
29/11/2010 126.50 34.25 21.50
06/12/2010 124.96 33.46 21.70
13/12/2010 121.10 33.94 22.64
20/12/2010 125.50 34.14 23.52
27/12/2010 128.79 37.68 23.39
03/01/2011 127.73 36.07 23.95
10/01/2011 135.22 37.26 25.10
18/01/2011 133.36 35.98 25.84
24/01/2011 130.66 35.26 26.15
31/01/2011 138.74 37.88 26.31
07/02/2011 131.01 36.09 26.19
14/02/2011 132.66 37.84 26.16
22/02/2011 131.51 40.21 27.91
28/02/2011 136.39 41.31 27.92
07/03/2011 136.55 39.27 26.48
14/03/2011 130.89 38.71 26.79
21/03/2011 140.87 40.45 27.16
28/03/2011 151.10 41.24 27.52
04/04/2011 151.56 40.47 27.67
11/04/2011 149.05 37.65 25.76
18/04/2011 148.87 38.06 25.28
25/04/2011 142.59 37.17 25.29
02/05/2011 132.12 34.35 24.60
09/05/2011 132.39 33.04 25.58
16/05/2011 133.64 33.87 25.10
23/05/2011 139.56 34.54 25.26
31/05/2011 141.65 33.94 24.99
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