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I N T R O D U C C I Ó N •

"El presente trabajo de tesis es el resultado de una

serie de ideas encaminadas a establecer una medida de simi

litud entre una secuencia de pulsos de período muy grande-

con un modelo de Proceso Estocásti-co al cual se puede asi-

milar aquella. De hecho, una secuencia de pulsos generada

en forma artificial mediante un dispositivo que no hace u-

so de un fenómeno natural (tal como el ruido térmico gene-

rado por un diodo o un transistor, por ejemplo) no puede,-

de ninguna manera ser considerada como un proceso estocás-

tico pues, para lograrlo nuestro dispositivo debería ser -

capaz de asumir un numero infinito de estados y esto no es

posible en la práctica.

El hecho/ sin embargo, de tener una secuencia de pul,

sos con un período muy grande nos permite asumir que un p_e_

rlodo de la onda generada es una función miembro del con -

junto infinito de funciones del tiempo que constituyen un-'

proceso estocástico.

Por otra parte, asumiendo que los promedios en el -

tiempo para una función miembro de este proceso son iguales

a los promedios estadísticos del conjunto infinito de fun-
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ciones que conforman el proceso, podemos entonces comparar

los promedios de la secuencia de pulsos generada por noso-

tros con los promedios del proceso estocástico modelo.

_La_ manera de expresar en forma adecuada este hecho-

importante es diciendo que asumimos que se cumple la hipó-

tesis de la ergodicidad.

El tema se propuso originalmente como el estudio -

teórico y el diseño de un generador de pulsos semialeatorios
i
Se debía partir .de un circuito consistente en un registro-

de corrimiento realimentado a través desuna compuerta lógjL

ca no especificada. ,

Esta forma de presentar el tema de tesis nos permi-

tió el fijar los cuatro objetivos siguientes para este tra

ba j o .

1° Optimización del circuito básico con el propós_i

to de generar una secuencia de pulsos con un período lo

mas largo posible.

2° Formulación de modelos estocásticos de parame -

tros estadísticos que representen la idealización de' lo -

gue.se estaba generando con el circuito.

3° Comparación de los parámetros estadísticos del-

modelo y los • obtenidos de las secuencias generadas.
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4° Modificación del circuito con el objeto de ob -

tener otros tipos de procesos estocásticos.

Para el logro del primer objetivo, se estudiaron -

muchas de las variaciones que podía tener el circuito bási

co analizando la influencia de cada uno de los siguientes-

factores:

1°). Número de flip - flop del registro de corri -

miento.

2°) Función lógica de "la compuerta de realimenta -

ción.

.3°) Punto de donde se tomaba la realimentación.

4°) Programación inicial del conjunto de flip-flop.

Se pudo determinar, de esta manera que la configura

ción óptima estaba dada por un registro de corrimiento de

flip-flop,. realimentado con una compuerta "O Exclusivo" y-

con â realimentación tomada de la salida del sexto flip-

flop o del cuarto.

• •>.

El haber fijado el número de flip-flop puede pare -

cer un tanto arbitrario, pero esto obedeció a razones de -

orden práctico relacionadas con la utilización de el me -

ñor número de flip-flop para obtener una secuencia con un

período de longitud razonable y que no presentara ningún-



-IV-

tipo de anomalía respecto al hecho que se habla determina-

do de que un registró de corrimiento con N flip-flop real^i

mentado con una compuerta "O exclusivo" podía dar un máxi-

mo de 2 - 1 -estados r es decir la totalidad de posibles e.s_

tados menos uno.

*.

Para obtener algunos resultados fue necesario el s:L

mular el circuito mediante un programa para la calculadora

HP 98ÍO-A.

El segundo objetivo se logro en base a la formula -.. •• *

ción de experimentos con monedas y en algunos casos, la

obtención de los parámetros estadísticos"requirió de un -

'trabajo matemático considerable.

El logro del tercer objetivo se consiguió en base a

la elaboración de programas que nos permitieron la obten -

ción de los parámetros estadísticos requeridos que supo

nían la utilización de los resultados obtenidos por la si-

mulación.

Para el .logro del cuarto objetivo se tenían "planes-

muy ambiciosos que fundamentalmente se centraron en la ob-

tención de secuencias de pulsos de amplitud aleatoria para

las que se quería controlar la distribución. Matemática -

mente se formuló como se podía hacer esto, pero las difi -

cultades de orden tecnológico 'que surgieron rebasaban en -
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mucho los propósitos de esta tesis. Se lograron, sin era -

bargo, obtener algunas distribuciones importantes como son;

la distribución uniforme discreta, la distribución de Ber-

naulli y la Normal.

Todas estas distribuciones se caracterizan porque -

son simétricas. Las distribuciones asimétricas tales como

la Poisson o la de Raleigh, presentaro.n serias dificulta -
i

des.

.El trabajo en general, dada su naturaleza requirió,

en muchas ocasiones el acarrear caminos equivocados con la

consiguiente pérdida de tiempo y exfuerzas, pero si ganan-

do en experiencia. Puede decirse .que este trabajo se ha -

logrado en base a equivocarse mucho. .

A continuación se da la descripción de cada uno dé-

los capítulos: . . . *

CAPITULO I

En este capitulo se ha tratado de resumir la teoría

general sobre Probabilidades, Variables Aleatorias y Proeje

sos estocásticos- Se ha c;reido conveniente el incluirlo/-

por ser esta la primera tesis qué ha tenido relación con -

la teoría de Probabilidades. Su redacción no es de ningu-

na manera didáctica, pues ocuparla un espacio del que no -
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se dispone y que, además no es acorde con los propósitos

de esta tesis.

CAPITULO II

En este capitulo se formulan dos modelos de proce -

sos estocásticos a los que se-les da el nombre de Transmi-
\n binaria semialeatoria y trasnsmisión binaria aleato -

ría. El estudio teórico de estos dos procesos se la ha -

realizado en la forma más completa posible. Se establece-

claramente la diferencia entre los dos modelos y para cada -

uno de ellos se determina las estadísticas de primero y s_e

gundo orden. Ambos procesos se estudian luego a la luz de

varios criterios de estacionaridad. Como consecuencia de-

esto se determina que la transmisión binaria semialeatoria

no es un proceso estacionario ni en el sentido amplio .ni -

en el sentido estricto.

Una vez establecida la estacionaridad de la transmi

sión binaria semialeatoria, se estudia la ergodicidad de -•

este proceso. Verificando si se cumple el teorema ergódico

para este proceso.

CAPITULO III '' '

Una parte de este capítulo está dedicada a explicar

la forma en la que se determinó la configuración óptima -

del circuito. Se pasa luego a la simulación del mismo me-

diante un programa para,la calculadora programable.



-VII-

Utilizando un programa para obtener la función de -

autocorrelación de una onda periódica, se determina esta -

para la onda generada por nuestro circuito. Se hace esto-

para algunos casos y los resultados se comparan con la fun

ción de autocorrelación que se obtuviera para la transmi -

sión. bi-naria semialeatoria en el capítulo II. Es intere -

sante el observar que esta comparación viene a constituir-

una verificación experimental de la hipótesis de la ergodi_

cidad.

Una sección de este capítulo está dedicada a la di_s_

cusión de la independencia de los eventos que genera nues-

tro dispositivo. . Con -esto se quiere establecer una medida-

para determinar, cual es el grado- de dependencia que puede

existir entre dos valores sucesivos que pueda tomar la on-

da generada por nosotros.

Se procede, entonces a formular dos modelos, uno de

los cuales lleva el nombre de frecuencia relativa y el o -

tro que lleva el de experimental' y con ellos se compara el

resultado 'de la simulación del circuito. Se encuentra fi-

nalmente que el modelo de frecuencia relativa resulta ser-

el más aproximado para caracterizar en lo que a independen.

cía entre eventos se refiere a la onda generada por noso -

tros.

Los resultados de esta discusión son bastante impor
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tantes en gran medida justifican la validez y el sentido

de este trabajo. ;

CAPITULO IV.

En' este capítulo se estudia el efecto de modifi-c"ar-

el circuito que generaba la transmisión binaria agregando-

un sumador con el objeto de obtener pulsos con amplitud

aleatoria. Con la elección adecuada de las ganancias del-

sumador se tiene algún control sobre las distribuciones de

los procesos generados. Se obtienen así trenes de pulsos- •

con distribuciones uniforme discreta y de Bernoulli. La -

justificación teórica necesaria se obtiene en base a la a-

plicación reiterada del teorema de convolución.

En el análisis matemático/, entre los muchos proce -

sos de este tipo que se pueden elegir, se toma un proceso-

de Bernoulli para realizar un análisis matemático más o me

nos profundo con el objeto de determinar la estadística de

segundo orden del mismo y en base a él fijar algunos crlte

rios de tipo general que se puedan .aplicar a los procesos

de este tipo.

El siguiente paso es experimental y consiste en si-

mular el circuito mediante el programa al que se dio -él nom

bre de "Números aleatorios". Los resultados del mismo se-

cómparan con los obtenidos en forma teórica y se sacan las

conclusiones necesarias. Hasta aquí, se puede decir que -
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tennina la primera parte del capitulo IV.

Lo que sigue, puede considerarse una segunda parte

áel mismo en donde los esfuerzos" se centran ahora en la -

obtención de pulsos de amplitud aleatoria con densidad -

Gaussiana.

La justificación teórica de lo que se hará después

se encuentra en el Teorema del Limite Central.

Esto nos lleva a modificar nuevamente el circuito,

utilizando dos registros de corrimiento realimentados y -

tres sumadores.

Con un pro grama se s imul a el circuito y g p. oh t- i P -n»n

los resultados que nos dan un proceso prácticamente Gau - "*

ssiano.

CAPITULO V ' . ' ' ..

Aunque este .capítulo lleva el título de diseño, su

alcance no va más allá que la de proponer algunas configu.

raciones que deberán diseñarse a base de circuitos inte -

grados, aparté de detectar los principales problemas que-

pudiera presentar el diseño y darles una solución conve J

niente. •
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C A P I T U L O I

PROBABILIDAD, VARIABLES ALEATORIAS Y PROCESOS ESTOCASTIC05.

1-1 LAS VARIAS DEFINICIONES DE PROBABILIDAD

Las siguientes son las definiciones más importantes

d e probabilidad.. . . . .

a.- Frecuencia relativa

b.- Definición clásica

c.- Definición axiomática.

DEFINICIÓN DE FRECUENCIA RELATIVA

El experimento en consideración se repite n veces

Si el evento A. ocurre n, veces, entonces su probabilidad

P(A) se define como el límite de la frecuencia relativa

n/n de la ocurrencia de A-

P(A) = lím -'n (1-1)

Esta definición presenta el inconveniente de que . -

en un experimento físico, si bien n puede ser muy grande,-

de todos modos es siempre finita; por eso., ru/n no puede -



2 -

ser igualfda a un límite. .La definición (1-1) es, entonces

una hipótesis acerca dé la existencia de este lím'ite y no-

una cantidad experimental. El problema de relacionar el -

límite asumido P(A) con la relación experimental n^/n no -
A

está eliminado y, por lo tanto no es adecuada para el desa

rrollo de una teoría deductiva.

DEFINICIÓN CLASICA • • • ' -

De acuerdo con esta definición, la probabilidad -

P (A) de un evento A se encuentra "a priori11 sin experimen-

tación-real. Esto se hace contando el número total W de -

posibles salidas (.alternativas) del experimento G.' Si en-

NA de estas salidas ocurre el evento A, entonces P(A) está

dada por:

NA
N (1-2)

Llamando las salidas Ns "favorables al evento A" , -
jri.

podemos describir con palabras la relación (1-2).

"P (A) es igual a la relación entre el..-, número de salidas ̂

favorable al evento A, al número total de salidas"..

Conviene notar que los números en (1-2) son radical.

mente diferentes de los que aparecen en (1-1) r n y n^ se™
JC\n efectuando nuestro experimento n veces y su signi



ficado carece de ambigüedad; N y N, por otra parte son de-¿\s sin experimentación .alguna y su significado no-

i.
es siempre claro. - . . .

Es posible mejorar esta definición diciendo:

La probabilidad de un evento A es igual a la reía -

ción entre las salidas favorables y -el número total de sa-

lidas, siempre que estas sean igualmente probables.

Esta definición falla en lo siguiente:

1° La definición es circular,- pues se hace en base ai-

concepto que se va a definir. .

Solo "OHed 6 Ser U freíd.?.. *?T1 lincl Cl^SC .l.ÍIAÍ't;qr';i C?^

bleraas, es decir, en aquellos en los que las salidas

son igualmente probables,.

La definición clásica, aunque presentada como una -

necesidad lógica a priori, hace uso implícito de la

interpretación de frecuencia relativa para la proba."

bilidad, en el sentido de que muchos valores de pro_

babilidad aceptados se basan en la experiencia.

En muchos problemas, el número, posible de salidas -

es infinito. Para determinar probabilidades de va-

rios eventos -según (1-2) , se debe introducir alguna

medida de -infinito como longitud o área. . -
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La definición clásica resulta, sin embargo, ser una

herramienta muy útil en la solución de problemas en los -

que en base a la experiencia se ha logrado establecer que-

las salidas del experimento en cuestión son equi-probables.

•En otras casos resulta impráctico el determinar informa -

ción probabilística repitiendo un experimento que puede

dar lugar a muchas salidas. En tales casos, no hay elec -

ción y no' queda otra cosa que "asumir la información". Es

to. se hace 'a veces postulando que ciertas alternativas -

son igualmente probables. P(A) se encuentra de (1-2) . .

En otras palabras, se hace uso de la definición cía

sica como "hipótesis de trabajo", con la que se pueden de-

rivar ciertas conclusiones, las cuales pueden ser probadas

experimentalmente.

DEFINICIÓN AXIOMÁTICA

Para entender esta importante definición necesita -

mos los siguientes conceptos:

En un experimento dado, denotamos con S el evento -

seguro esto es, el evento que ocurre en cada prueba. Da -

dos dos eventos A y B, denotamos con A+B el evento que o-

curre cuando ocurren A/ B- o ambos. ' Decimos "que A y B son-

eventos mutuamente excluyentes, cuando la ocurencia de uno

de ellos excluye la ocurrencia del otro.
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En el desarrollo axiomático de la teoría de probaba.

lidades se procede como sigue:

La probabilidad de un evento A es un número P (A) a-

signado a este evento.

Este número obedece a los siguientes tres postula -

dos:

I .P (A) es positivo :

'0 . (1-3)

'XX. La probabilidad. del evento seguro es igual a 1.

" PCS) = 1 ' (1-4)

XII. Si A y B son mutuamente excluyentes, entonces ;-

(AB = 0)

P(A+B) =P(A).+.P(B) ' (1-5)

La teoría resultante se basa en estos tres postula-

dos y en nada más. Esta es la forma más clara de introducir

la teoría de probabilidades ya que pone énfasis en el ¿a -

rácter deductivo de la teoría, removiendo todas las ambi -

guedades conceptuales.
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COROLARIOS. De los axiomas anteriores se concluye que:

P(0) - O (1-6)

. P(A}' = 1 '- P(A) £ 1 (1-7)

_Si A y B no son mutuamente excluyentes

P (A + B) = P(A) +. P(B) - P(AB) "(1-8)

Si BCA, entonces

P (A) =PCB) +P(AB) ̂ P(B) . '(1-9)

NOTACIÓN • ' •

Con k designaremos los elementos de un conjunto. •

Co-n letras mayúsculas A- B. C, ... etc. designare

mos los conjuntos.

S servirá para designar el conjunto universal.

O servirá para designar el conjunto vacío.

1-2 DEFINICIONES '

ESPACIO- DE PROBABILIDAD.-

. Vamos a identificar los elementos k de un espacio -

S con salidas experimentales. Llamaremos a los subconjun-

tos de S "eventos", al espacio S "evento seguro" y al con-

junto vacío O "evento imposible". Estos conceptos no es -



tan determinados en forma- única a partir del experimento -

físico, en cuestión y ellos deberán especificarse en forma-

cuidadosa.

PRUEBAS. -

Por prueba queremos significar una sola realiza -

ción de un experimento bien definido. En esta prueba ob -

servamos una sola salida k . (o lo que convengamos en consii

derar como salida) . Decimos que el evento A ha ocurrido -

en esta prueba si es que aquel contiene el elemento k. .

Entonces, el evento A ocurrirá en todas las pruebas cuyas-

sálidas son elementos de A.

CAMPO . - - '

Los eventos son colecciones de salidas (subconjun -

tos de S) a los cuales hemos asignado probabilidades. La-

clase de los eventos la denotaremos con

La clase de los eventos debe reunir las siguientes-

condiciones :

1° El conjunto vacío y el espacio S deben ser eventos.

2° La salida de cualquier operación de conjuntos que -

involucra eventos debe ser también un evento. En -

tonces, si A y B son eventos, A+B r AB y A-B deben -

ser eventos. Si este es el caso, entonces la clase

'JÍ es llamada un campo.



La siguiente definición da un conjunto mínimo de

condiciones para que sea un campo.

1° Si Ae *y entonces Ae

2° Si Ae y Be , entonces A + Be

CAMPO DE SOREL

Si 'los conjuntos A-,, . ...,A pertenecen a un campo-

, entonces también los conjuntos

AI + . . _ . + An ... y A± . . . An . . .

entonces el campo es llamado Campo de Borel,

Es claro que la clase de todos los subconjuntos de-

S es un campo de Borel.

EVENTOS

Desde ahora asumiremos, que los eventos son ciertos-

(posiblemente todos) subconjuntos de S que forman un campo

de Borel 'u. Hacemos esto porque, . cuando consideramos uni£

nes , intersecciones , secuencias y límites de eventos , que-

remos estar seguros de que los conjuntos resultantes son -

también eventos, esto es, que estén asignadas probabilida-

des para ellos. •

ADITIVIDAD INFINITA.

De (1-5) se concluye fácilmente que, si los. eventos

A- , , A son mutuamente excluyentes, entonces



- P(A1)+P(A2) (1-10)

Una extensión a un número infinito de eventos no

se sigue de (1-5) , sino .que es un axioma adjunto.

III Si
d.

A.A. = O = D

entonces

P(A0) + . . .

(1-11)

DEFINICIÓN DE UN EXPERIMENTO.

Estamos ahora en posición de dar una definición

i -i—í f* ̂  i-i /~>m T> 1 f~* "*~ í3 /"^ í^> ÍHisnto_ Un

es:

1° Un conjunto S de elementos o salidas k; este conjun-

to es llamado espacio o evento seguro.

2° Un campo de Borel y consistente de ciertos subcon -

juntos de S llamados eventos.

3° Un número P (A) asignado a cada evento A"; este número

es. llamado probabilidad del evento A y satisface -

.los axiomas I, II, III y III .

Entonces G está .especificado 'por los -tres conceptos

anteriores f S.'fí y P:
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G: '(S , Y , P)

1-3. PROBABILIDADES CONDICIONALES.

Dado un evento M, con probabilidad diferente de ce-

ro .

P(M) > O (1-12)

definimos la probabilidad condicional de "A asumiendo M' -

por:

P(A/M) = - - (1-13)

.En palabras: P(A/M) es igual a la probabilidad del-

evento AM (La parte de A incluida en M) dividida por la

probabilidad de M. Claramente, si A y M no tienen elemen-

tos coirranes \M\ituaiuGntc cxcluycntcc) f entonces P (A/M) ~ O

Si ACM, entonces AM - A; entonces:

P (A/M) = f-[fj-' >. P (A)

Si MCA, entonces

P.CA/M) == f-gj- = 1

Se puede demostrar que las probabilidades condicionales s_a

tisfacen los.axiomas I, II y III.

1-4.- EVENTOS INDEPENDIENTES.-

El concepto de independencia es básico. Se puede -
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decir que gracias a el la Teoría de Probabilidades se ha -

desarrollado como una disciplina separada y no es conside-

rada como un mero tópico de la teoría de la medida.

DEFINICIÓN. Dos eventos A y B son llamados independientes

si

P(AB) = -P(A)P(B) (1-14)

de la definición y de 1-13, se concluye que, si los even -

tos A y B son independientes, entonces
i

P(A/B) = P(A) y P(B/A) = P(B) ' (1-15)

Independencia de n eventos*

En generax airemos que _i_os Avéneos A., , . , .A

dependientes si, con k-, k~, - * - k cualquier conjunto de -

enteros tenemos:

1-5 EL ESPACIO DE' PROBABILIDAD DE DOS EXPERIMENTOS

Dados dos experimentos G~ y G~ con salidas k1 y k?-

que forman los espacios S, y S~ y las probabilidades de va

rios eventos de estos dos experimentos a las que denotare-

mos por PI C ) y P?( ), respectivamente. La ejecución de -

ambos experimentos puede ser considerada como" un nuevo ex-

perimento G cuyas salidas son pares de objetos-.
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que forman el espacio

s = slX s2

Con X queremos significar el .producto cartesiano de los es

pacios S- y S«»,

Este experimento combinado lo escribiremos en la

forma:

G = G±

En este experimento, consideraremos como eventos to

dos los. subconjuntos de S de la forma:

A X B (1-16)

en donde A y B son eventos de los experimentos .G- y G« r

respectivamente, y, puesto que tales eventos ' deben ̂ formar-

un campo, todas las sumas y productos de conjuntos de la -

forma (1-16) son también eventos.

Para 'completar la especificación del experimento G,

debemos definir probabilidades de sus varios eventos . Ob-

servamos en primer lugar que si A es un evento de G-. con -

probabilidad P- (A) , entonces la probabilidad p (A xSp) del-

evento A x so en e^ exPer:í-mento G debe ser tal que:

. ' (1-17)
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Por que A x so consiste de todos los elementos

(k., r k~) tales que k- e A y k^ es cualquier elemento de S-

en consecuencia A x S- ocurre en el experimento G si A ocu

rre en el experimento G^r no importa cual sea .la salida -

del experimento G«- Por eso, la probabilidad de A x s~

en G debe ser igual a la probabilidad de A en G- .

Se concluye en forma similar que:

P(S1 X B) = P2(B) (1-18)

Las relaciones (1-17) y (1-18) no son suficientes -

para determinar las probabilidades de todos -los eventos -

del experimento combinado G. Entonces la probabilidad del

f*\rt*r\í:n & v B - esto es , la ocurrencia del evento A en Gn y-

B en G« no puede ser determinada de P- (A) y P-'(B) . Ella -

debe proporcionarse • como información adicional acerca de -

los dos experimentos.

En mucho's casos importantes se asume que

= P1CA) P2(B) (1-19)

Si este e-3 e£h ¿aso para cuaíbeGquiera que sean A . y

B, entonces decimos que los experimentos A y B son indepen

dientes. .
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EXPERIMENTOS INDEPENDIENTES.-

En el experimento G asumimos que los eventos.

(A x 32) Y (S± x B)

•son independientes para cualquier A y B, puesto.que

u . (A X S2) (Sx X B) = AXB

y -

P(A x S9) = P- (A) P ( S - x B)= P 9 (B)
£ J_ -L ¿~

concluimos; entonces que;

P(A x B) = P1(A)P2(B)

Entonces la probabilidad del evento A XB del expe -

rimento combinado G = G- X G^ se determina de las probaba.

Ho/dades de los eventos A y B en. los experimentos G- y G9.

Y puesto que todos los eventos" en G son sumas y productos-

de conjuntos de la forma AxB, concluimos de (1-19)- y de -

los axiomas que el experimento G está completamente espec_i

ficado en términos de P- y P2-

Si {k-, } y {kp} son dos eventos elementales de G- -

y G9, entonces

es un evento elemental de G y
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Desde ahora, con el objeto de simplificar la notación

escribiremos un elemento del espacio .producto S, no como -

tk., , k~) , sino simplemente como k-k^.

GENERALIZACIÓN -

Dados n conjuntos

O - / O ̂  . . » » o1 2 n

Definimos como su producto cartesiano

s = s1 X s2 X . •**.. X sn

el conjunto cuyos elementos son las tupias ordenadas de

orden n

JC-iKlrt * » . K.1 2 • n

en donde k. es un elemento del conjunto S.

Dados n experimentos

G. : (S . ,
i - i i = 1,2 . n

con

G = G l G X n

Queremos significar el" experimento combinado que

resulta de la ejecución de todos los experimentos dados. -

El espacio S de G es el producto cartesiano (1~20) de los-

espacios S. y .sus eventos son todos conjuntos de la forma;
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A± X A X

donde A . f .S .
o. *— i .

Si los experimentos son independientes, entonces la

probabilidad P (A) del evento A- X A- X - - • X A está da -

da por:

P^X A2 X • • - X An) = P1(AJ_)P2(A2). . . . Pn(An) tl-21)

en donde P.(A.) es la probabilidad del evento A- en- el ex-

perimento G - .

ÉXITO O FALLA DE .UN EVENTO EN n PRUEBAS INDEPENDIENTES.

Supongamos gue la probabilidad de un evento A en un

experimento G es igual a P (A) . -Ejecutarnos este experimen-

to n v&fe'es? esto es, efectuamos el experimento combinado.

G x G X- - - - X G

y queremos determinar la probabilidad p (k) de que el even

to A ocurra exactamente k veces en cualquier orden.

Con •

P (A) = p P(Á) = q p + g = 1 .-

vamos a demostrar que:

p (k) = PÍA ocurra k veces} =(^J P q (1-22)

rj =-r-rl (n-k) I
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Este experimento es equivalente al de tirar n veces

una-moneda y observar el número de caras obtenidas.

DEMOSTRAC10N.-

El evento {A ocurre k veces en un orden especifico}

puede escribirse como un producto cartesiano.

X n

donde 3c de los eventos B. son iguales a A y, los restantes

n-k iguales-a A. Como sabemos de (1-21), su probabilidad-

está dada por:

T-, r-r~. \P (B ) = p qn n ^ M
n Je -

(1-23)

,por que

. .i i

'p si B. =~'A
^ . i

si B . = A

Entonces

PÍA ocurre k veces en un orden especifico}=

/k n-kp q (1-24)

Es claro que el evento

ÍA ocurre k veces en cualquier orden }

es la suma de los eventos

{A- ocurre-k veces en.un orden especifico}

Estos eventos son mutuamente excluyentes y su núme-

ro es igual a .
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• k! (n-k) I

En consecuencia:

-̂  r^ i ' -i /n\ n-kP|A ocurre k v^ces} =

1-̂ 6 VARIABLES ALEATORIAS-» -

• Dado un experimento G especificado por el espacio -

S, el campo jf de los subconjuntos de S llamados eventos-

y la probabilidad P asignada a estos eventos. A cada sali_

da k de este experimento, le asignamos un número X-(̂ i) . He_

mos definido,'entonces una función X cuyo dominio es el -

conjunto S de tocias las salidas y cuyo recorxiu.o ^^, un

conjunto de números. Esta función es llamada variable a-

leatoria, siempre que satisfaga ciertas condiciones genera

les. que se darán luego.

Todas las variables aleatorias se escribirán con

letras mayúsculas X, Y, 2, etc.

El símbolo X(k) /indicará el número asignado a la s_a

lida específica k, en tanto que X indicará la regla de co-

rrespondencia entre cualquier elemento de. S y el número -

asignado a él. ' •

Al tratar con variables aleatorias se está interesa^

do con frecuencia en preguntas de la siguiente forma: Da-
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'do un número, real.x, ¿Cuál es la probabilidad de que la -

variable aleatoria X sea menor que x?, o dados dos números

xl ̂  x?' ¿Cuál es la probabilidad de que X tome valores -

entre x- y x~?.

-Como sabemos, las probabilidades se asignan única -

mente a los eventos,, esto es, a varios subconjuntos del

evento seguro S. En-consecuencia, para contestar las pre-

guntas anteriores,- debemos ser capaces de expresar las con

diciones impuestas para X como eventos..

Si x es un número dado, la notación {X <_ x}represen.

ta un conjunto consistente de todas las salidas k tales

que

X(k) <_ x (1-26)

Esta notación especifica el conjunto {X<x} no expli

citamente por sus elementos sino por su propiedad. Es ne-

cesario tener un entendimiento muy claro de esto.

En forma similar, con dos números dados x-, y x~, -

{X- <_ X <_ x~} es el conjunto consistente de todas las sa-

lidas k tales que:

x̂ - X(k) ± x2 ' (1-27)

Finalmente, {X(k) = x} es el conjunto de todos los-

k tales que

'x(k) = x . ' ' (1-28)
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En forma más general, si I es cualquier conjunto de

números, entonces:

ÍX el}

es el conjunto de todos los k tales que X(k) es un número-

que pertenece al conjunto I.

• Daremos ahora las condiciones que la función X debe

satisfacer para ser una variable aleatoria. Claramente, -

{X < x} es un subconjunto de S:;" queremos que sea un even -

to, esto es, que pertenezca al campo de probabilidad para

todo x. Solamente entonces podemos hablar acerca de la -

probabilidad de que la variable aleatoria X es menor que -

un número dado x.

De .la condición anterior se. sigue que el conjunto

fx.,< X <_ XpV"es también un evento puesto que:

{x- < X <
J_ —

='{x < x0} - {X < x- }
—

(1-29)

Como es fácil de ver. Y, puesto que {X< x- } y -
_L

{X <_ x~} son eventos por suposición, su diferencia es tam-

bién un evento porque los eventos forman un campo.

Se puede demostrar en forma similar que si' I es

cualquier conjunto de números reales .que puede ser escrito

como suma o producto contable de intervalos, entonces el -

conjunto:

{X e 1}
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es un evento que puede ser escrito como una suma o produc-

to contable de eventos de la forma {X <_ x} pertenecientes-

a un campo de Borel.

De lo anterior se concluye que {X = x} es un even-

to para cualquier x. En particular los conjuntos:

>'
*

X = + c o y X = ~°°

son también eventos. Estos eventos no son en- general va -

cíos,' esto es., permitimos que la variable aleatoria X sea-

igual a +*> o" -°° para algunas salidas k.

•Sin embargo exigiremos que el conjunto de tales sa-

lidas tenga probabilidad cero. Con esta condición final -

se ha completado la especificación de una variable aleato-

ria.

DEFINICIÓN:

Una variable' aleatoria real X es una función real -

cuyo dominio es el espacio S Cesto es, un proceso de asig-

nar un número real X(k) a cada salida k del experimento G)

y tal que:

1° El conjunto {X ¿ x}es un 'evento para cualquier núme

ro real x.

2° La probabilidad de los eventos {X - +«'}y {x = -«.}
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es igual a cero.

P{X =+ «o} = p'{x +- -«} = O (1-30)

LA FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN

. Dado un número real x, el conjunto {X_<_x} consisten

te de todas las salidas k tales que X(k)_<_ x es un evento.

Su probabilidad P{X j< x} es un número que depende de x. -

Esta función se denotará por:

Fx(x)

y será llamada la función de distribución o distribución -

de la variable aleatoria X.

DEFINICIÓN.

La función de distribución de la variable aleatoria

X es la función

•Fx(x) = P{X <_ x} (1-131)

definida para cualquier numero x desde - »a +OT

Sxitonóes, para un x dado, F \x) es. igual a la probabilidad
A

del evento {X <_ x} consistente de todas las salidas k ta -

les que X(k) < x. Por brevedad diremos que F (x) es igual
x
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a la probabilidad de que X

Consideremos las variables aleatorias;

X, Y, Z

Sus funciones de distribución se denotan por:

,F (y) ,-F (2)
1 *

En esta notación,, los argumentos x, y, z, son núme

ros reales que van. de - «, a +•«* Ellos pueden identifi

carse con cualquier letra , esto es , podemos escribir las

funciones de distribución en la forma:

Fv(w) , F (w)

identificando la variable aleatoria correspondiente por -

los subíndices. Por ejemplo, F (w) es igual a la probabi-

lidad de que la variable aleatoria X sea menor que o igual

al numero w. Sin embargo, si es que no hay lugar a ningu-

na .ambigüedad, omitiremos los subíndices e identificaremos

la variable aleatoria por la letra usada para la variable-

independiente . Entonces , por

F(x) , F(y) , F(z) . .

queremos significar las funciones de distribución de las

variables aleatorias X, Y y 2.
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Puesto que las probabilidades están siempre limita-

das por cero y uno, los valores extremos de la función de-

distribución deben ser también cero y uno.

F(-co) = o F(+~) = 1 (1-32)

Se sigue, además que la probabilidad de que la va -

riable aleatoria X se encuentre en el intervalo x^ ¿ X ̂  x2

es simplemente la diferencia entre los valores de probabi-

lidad que indica la función de distribución para los puntos

limite del intervalo:

r>-T v <• Y v "V — TT fv' 1 — T? (~y \\T L-". -t -"- -íi- f) J -*- V" *"} / •*• V "*̂ 1 ' V. -J- —' ~* I

La ecuación (1-33) nos jnuesrra que F ( x ~ ) ¿ ¿ ' (x-) -
J.

cuando x? x y en consecuencia que la función de distri-
*̂  _L

bución de probabilidad es una función no decreciente de x.

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN CONJUNTA DE DOS VARIABLES ALEATO -

RÍAS.-

En forma paralela al caso de una variable aleatoria

podemos definir la función de distribución conjunta de dos

variables aleatorias: . -

Dadas dos variables aleatorias X e Y tal como se

han definido anteriormente, los conjuntos ^Xérxj y (Y 4= y]

son eventos con probabilidades respectivas: .
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P{X <x> - Fx(x) • P{Y<_y} = Fy(y)

donde Fv(x) y F (y) son las funciones de distribución de -
A. JL

las variables aleatorias X e Y. Es claro que el producto

' {X -<x}' {Y <_y} =" {X <. y, Y £ y}

de los dos conjuntos anteriores consistentes de todas las-

salidas k tales que X(k) <_ x y Y (k) <_ y, es también un even

tor La probabilidad de este evento es una función de x e-

y, conocida 'como función de distribución conjunta de las -

variables aleatorias X e Y.

DEFINICIÓN ' -

Lct £ ano ion de_ais Lribuc-uii conjuiica ue dS v a r i a e s

aleatorias X e Y está definida por:

FX Y(X, y) = P{ X <_ X 7 Y ^y} _ Cl-34)

En el estudio de varias variables aleatorias, la dis_

tribución de cada variable es a veces" llamada marginal.

Entonces FvCx) es. la distribución marginal de x. En genex

ral, Fy Cx, -y) no puede determinarse a partir de F (x) y -

FY (y) - sin embargo, ella está relacionada con estas fun -

ciones r Mantenemos , por ejemplo que: .

o-o
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En efecto, puesto que {Y_<°°} es el evento seguro, se

tiene que:

{X <_ x,Y .<, »} = ' {X <_ x}
i.

en forma similar

{X '<_ oo , Y £ y)

y 1—35 se sigue.

.Es claro que, {X <_ », Y <_ <*>}

ro. En consecuencia

F,m (<

y}

es el evento segu-

= 1

Además, puesto que

' {X = - ~, Y <y} •• "{X = - co}

y el evento {X =-.°°.} tiene probabilidad cero (véase 1-30),-

entonces el evento {X =-«>, Y <y} debe tener también proba,

bilidad cero. En consecuencia:

FÍR. 1-1 . 1-2
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Ahora supongamos que x-, < x2. Como es fácil de ver -

en la figura 1-1. Entonces:

. ' {X < X2,Y < y} = {X £ xir Y •< y} +' {x1<X £X2/Y ±y}

Los dos primeros conjuntos de arriba son eventos, -

por eso el último también es un evento.. Además/ los dos -
y

últimos eventos son mutuamente excluyentes por que, si pa-

ra alguna salida k tenemos XCk] j<x^ r entonces X(k) no pue-

de estar entre x1 y x~.

.<. Por eso:

PÍX <_ x 2 ,Y £ y} = P{X £ x^Y <_y} + P{x< X ̂ x2 /y _£ y}

/

De lo anterior y 1-34, concluimos, eliminando subín-

dices, que -

'P{x <X <_ x2/Y <y} = F(x2,y) - F(x1/y) ̂ 0 (1-38)

Similarmente, si y. < y?,.entonces

P{X ix^y-L <Y _< y2> = F(x,y2) - F(X/YI) ̂0 (.1-39)

De lo anterior se sigue que F(x,y) es una función no

decreciente de x e y.

Se tiene también (Fig. 1-2)

{x:- < X <_ x? , Y <_ y? }

= í x < X . < . - x , Y . } + { x X < x / y < Y < y
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Y-, puesto que los dos últimos eventos son mutuamente

excluyentes obtenemos con (1-38) y (1-39) la relación bási

ca.

< X < < Y <_ y2"l

(1-40)

Entonces/ la función de distribución conjunta de dos

variables aleatorias debe ser no decreciente y debe satis

facer la desigualdad anterior.

I/a derivada

fCx) =
^ dx (1-41)

de la función de distribución F(x) es llamada la Función -

"de Densidad de la variable aleatoria X. Pue,sto que F (x) -
V ̂

puede no tener derivada para todo x/ se deben distinguir -

varios tipos de variables aleatorias. . ,

VARIABLES ALEATORIAS DB TIPO CONTINUO

Supongamos que F (x) es una función continua de x. -

No se sigue, por supuesto que ella tiene una derivada para

todo x. Asumiremos que el número de puntos para los cuales
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F(x) no es diferenciable es contable. Decimos, entonces -.

que la variable aleatoria X es del tipo continuo: Su fun-

ción de densidad está dada por (1-41) para todos los pun -

tos "en los cuales dF (x)/dx existe.

De la monotonía de F(x) se sigue que f(x) es no nega

tiva, >

. f Cxi > O (1-42)

y de (1-40) y de (1-33) que

\ (x)dx = F(co) -F(-co) -1 (1-431

-00 .

Integrando (1-41) de - ' « E X Y usando F(-°°) = O, -

concluimos que

f
F(x) = \ (£)d£ (1-44)

-co .
En consecuencia:

» . r'í-

F& ) - F(X-) = \ (x)dx . (1-45)

íi
De lo anterior y de (1-33) se obtiene la relación ba.

sica ' ' ' T-2,

P* {x- _<X <_ x9"l = \ (x)dx (1-46)
_L £. * I

y para Ax suficientemente pequeño,

P{x <r-X <_ x + Ax}. *f(x) Ax -(1-47)

La función de densidad f (x) se puede, entonces defi-

nir como un limite:



- 30 -

f(x) = < X +
X

Ax+0

Puesto que

X < x 1 = F(x) - F(x - E)

y cuando 'e->. O concluimos que '

P{X ='x} = FU) -

(1-48)

(1-49)

ees

De '(1-49) vemos que si X es del tipo continuor_ 'enton

P{X = x}= O

para cualquier x.

Fig. 1-3.

En la figura 1-3 se muestra un ejemplo de las funció

nes de Densidad y de Distribución de una variable aleato -

ria continua X. "• • . •
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VARIABLES ALEATORIAS DEL TIPO DISCRETO

Supongamos ahora que la función de distribución £(x)

de la variable aleatoria X es del tipo escalerá con discon

tinuidades en los puntos x. (Fig. 1-4)^ Decimos entonces-

gue X es del tipo discreto. Denotando con p.. -el salto de-

F(x) en el punto-x., tenemos

en donde:

P{X = x . } = p. = F(x'.) - F(x .} i= 1,2,.. (1-51)

p . (1-52)

FITO

Fig. 1-4.

" •'£(*>
Es fácil de ver que si X es del tipo "dp-screto, enton

ees, para un x específico, su función de distribución está

dada por la suma

Fv(x) = / P{X = x. } i tal que x. <_ x
A —̂- 1 -*-
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en donde la sumatoria se extiende sobre todos lo i tales-

que x. <_ x. Si el numero total de salidas del experimen-

to G es finito, entonces, cualquier variable aleatoria de

finida en su espacio es del tipo discreto. sin embargo, -

lo inverso no es verdadero.

vSi una variable aleatoria X es del tipo discreto , -

entonces es posible representarla como una función consi_s

tente de impulsos, es decir:

f(x) =

en los puntos x. por que

dF(x)

- x.. (1-53)

dx

Al aplicar (1-45) a densidades con impulsos, se debe

tener cuidado de incluir el impulso en f (x) en el punto x2

pero no en el x- :

f(x)dx (1-54)

Similarmente ,

f(x)dx U-55)
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KASAS PE PROBABILIDAD.

La función f(x) puede considerarse como masa de pro-

babilidad colocada en el eje x. Si f (x) es finita, enton-

ces ella tiene la'interpretación usual de línea de masa; -

esto es, la masa en intervalo (x, x-fdx) es igual a f(x)dx.

Los impulsos p. <5 (x-x.) en f(x) punden considerarse como -

puntos de masa p. colocados en x.. Esta densidad es posi-

tiva y la masa total en el eje x es igual al. La probabi

lidad de que la variable aleatoria X tome valores en una -

cierta región del eje x es igual a la masa en aquella re -

gión. La función de distribución F(x) es igual a la masa-

en el intervalo (-«>,x) .

FUNCIÓN DE DENSIDAD CONJUNTA.

• Asumimos ahora que F(x,y) tiene derivadas parciales

de orden superior al segundo. La cantidad

es- conocida como' función de densidad conjunta de las varia.

bles aleatorias X e y

Puesto que

l£m FCx + Ax,y + Ay) - F(x,y + Ay) - F(x + Ax,y) + F(x,y)

Ax Ay
Ax-* O

O ' . =82F(xf y)



concluimos que

lím PÍX < X j. x + Ax,y < Y ̂  y + Ay>
Ax->-0

A y-* O

AxAy = f (x,y)

Entonces

Píx < X £ x + dxvY < Y £ y + dy} = £(.x,y)dxdy (1-57)

y f(x,y) >_ O (1-58)

Puntualizamos además que (véase 1-38)

X <_ x + dx,Y £ y> = F(x+dx,y) - F(xfy)

En consecuencia

P{ x < X <_ x -f- dx, Y <_ y } =

En forma similar

P{ X <_ x,y-< " Y £ y 4- dy} =

3F(x,v) -,„
— Q̂
3x

r i _ c n \y

(1-60)

ESTADÍSTICA CONJUNTA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS

Consideremos una región D del plano xy consistente

de sumas y productos contables de intervalos. Denotamos

por

el evento consistente de todas las salidas k tales que el-

puhto con coordenadas X(k), Y(k) está en la región p. De-

cimos que la estadística conjunta de las variables aleato-
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rías X e Y está especificada si se conoce la probabilidad-

del anterior evento para cualquier D. Mantenemos que esta

probabilidad está determinada en'términos de f(x,y). Ade-

más, el evento {(x,y)¿ D} puede ser escrito como el límite

de una suma de eventos mutuamente excluyentes de la forma

i . -
{ x < X < _ x - í r d x , y < Y X y + dy}

De lo anterior se puede concluir que

p'{(X,Y)eD = f(x,y) dxdy U-61)

en donde la integración se extiende sobre la región D del-

plano.

Fig. 1-5

Como una aplicación considérese el área doblemente

rayada

p £ y

de la figura 1-5 de (1-61) y (1-34) se sigue que
V x

F(x,y) =

-oo
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f (x,y) dxdy = 1

-co
Derivando (1-62) con respecto a x obtenemos

Vr
3F(x,y) =-

ax

En forma similar,

d-63;

fU,y) ag (1-64)
-co

Masas de Probabilidad.

Como en el caso de densidades unidimensionales, en -

contramos conveniente el interpretar Ftx/y) como densidad-,

de masa superficial en el plano x_y - Eaua intei'pr elación —

nos permitirá hablar'de densidad aún cuando F(x,y) no ten-

ga derivadas parciales. • - .

Para la función de densidad conjunta se tiene que:

00 CO

f (x,v) > O

Observamos de Cl-65) que las masas de probabilidad -

son positivas y que la masa total en el plano xy es igual-

a 1. Además, la probabilidad de que X(k)/ Y(k) sea un pun

to en la región D es igual a la masa total en D. La dis -

tribución conjunta F[x,y) es igual a la masa en la región-

.doblemente rayada de la figura 1-5..
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RELACIÓN ENTRE LAS DENSIDADES CONJUNTA Y MARGINALES

Hemos demostrado ya que

f (g,y)•XY (1-66)

-CG -

Entonces FX(X) es igual a la masa total a la izguier

da de la línea Lr de 'la figura 1-5.

Asimismo,

(1-67)

es igual a la masa debajo de la linea L .

Relacionaremos ahora las densidades marginales f (x).x

V.JT ^ ̂ -XY ̂
v
' •> ' '

Diferenciando (1-66) con respecto a x, encontramos

ce

E (x,y) dy ' (1-6Í

-oo
Asimismo

(1-69)

-00

Perfiles

Si intersectamos la superficie z = f (x,y) por el -
-A.X

p,lano x = x- obtenemos el perfil x-f (x- ,y ) mostrado en -
J- -L - .X-X X

la figura 1-6. Como se ve de 1-68 el área de este perfil-



Fig. 1-6.

es igual a la densidad marginal f̂ (x.,). Notamos que

fx(x1) dx = -
-L

< X < x + dx =dx

es igual a la masa en la franja vertical x- < x <_ x-+ dx

En forma similar f (y-) dy es igual a la masa en la fran

ja horizontal . ;

Puntos de masa.

Si la función de distribución conjunta F(x,y) o sus

derivadas parciales son discontinuas, entonces la densidad

f (x,y) como se ha definido en (1-56) , no existe. En el

caso de una variable aleatoria, definimos una función de -

densidad, aún para distribuciones discontinuas. Esto se -

hizo incluyendo impulsos en las derivadas de F (x) . Una ex

tensión similar de la noción de una densidad es posible -

también para dos variables. Sin embargo, esa necesitará -



- 39 .-' '

de la introducción de impulsos bidimensionales. Preferí -

mos evitar elu uso de tales impulsos. En su lugar introdu

oiremos la noción de punto de masa.

Supongamos que las variables aleatorias X e Y son am

bas del tipo discreto tomando valores x y y / respectiva-

mente, con

PÍX = xm,Y = yn} = pmn ' (1-70)

En. este caso, tenemos únicamente puntos de masa sola

mente en los puntos p con coordenadas (x ry ). Puesto -

que la masa en todo el plano es igual a 1, debemos tener

en donde la sumatoria es sobre todos los m y n. Tenemos

además que:

'{X = x̂ } ={X =

En consecuencia

PÍX = xm} ='. P{X = xm,Y = yn} = ̂

La anterior es la versión discreta de (1-68). Con

tenemos, entonces

• p = y P (1-74;J-r-m ¿__ ̂ TTm -
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La probabilidad p es igual a la masa de todos los -

puntos en la línea vertical x = x^ - m

Asimismo, si PÍY = yn> = g , entonces

PÍY - y } =Tp = q (1-75)n -írr ̂mn -̂n

es la masa en la linea y = y .

1-7 DISTRIBUCIONES Y DENSIDADES CONDICIONALES

La distribución condicional Fv(x/M) de la variable -
A

aleatoria x asumiendo M, se define como la probabilidad -

condicional del evento {X <_ x }

FX(X/M) = PÍX £ x/M} = P{XpfM^'M> , (1-76)

Todas las propiedades de las distribuciones ordina -

rias se aplican también a Fv (x/M) . Tenemos; entonces:

' = 1 F (-*/M) • = O

y
F(x0/M) - F(x-/M) = P íx ,< X <- X9/M} = ^Xl< X ^ X2M}

2 X . -L ~ 2 P ( JM)

. (1-77)

Asumimos ahora que X es del tipo continuo, su densi-

dad condicional f (x/M) se define como la derivada de -F (x/M)

dF(x/M) -, . P{x .̂ X <. x + Ax/M] (1-78)= - ̂  ' J= lim — - — - '—*-
CLX "fif-^-

Ax->0



- 41 -

y tiene todas las propiedades de las densidades ordinarias;

esto es,

00

f Cx/M) dx = F(eo/M) - = 1 (1-79)

-oo
La distribución condicional para una variable alea -

toria. Y, como se ha, visto está dada por:

P{Y MFY(y/M) = 3?{Y < y/M =

siempre que P (M) • 0. Vamos a expresar ahora M en térmi -

nos de la variable aleatoria X.

Supongamos en primer lugar que:

. M =' {X <_ x>

en donde x es un número dado, y

P(M) = P{X ̂  x} = F

Se tiene entonces

Fv(y/X <̂  x) = P(X <

FlgT 1-7

y _ F (x,y)

Fig..1-í
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Entonces F (y/X < x) es igual a la relación de masas

de probabilidad en las dos regiones de la figura 1-7. La-

densidad correspondiente se encuentra por diferenciación -

de lo anterior con respecto a y. Usando (.1-80) y (1-64),-

tenemos ^

]fXY(5'Y)d?
8FXY(x..y)/3y Jeo

fyCy/X <_ x) = f-̂  -a— •

f f
\XY(£'y)

-00 -00

Asumimos ahora que . .

M = {x^ < X < _ X 2 } PCM) = F X(X 2> " FX(X1) ^ °

En este caso, la distribución co-ndicional de Y, asu-

x < X -¿ X2/Y £ y F (x y)-í (x- ,y)
'-A

(1-82)

y la densidad correspondiente por' (Véase 1-64)

"
fy(y/Xl < X < x2) =

\XY;(x^y) dx

Podemos notar que

P{x- .< X £x2,y < Y* <_ y + dy}
X < x2)dy = X



Esto es igual a la relación de masas en el rectángulo

de la figura 1-8 a la masa total en la franja vertical • -

x, <¿- x -̂  x. El caso de un solo punto es de interés parti

cular M = {x - x] . Asumiremos que para el numero x bajo

consideración,

•fx(x) ¿ O

y definiremos la distribución condicional de Y, asumiendo-

X = x como el límite:

F(y/X=x) = lím

AX +0

Ax,y) - Fvv(x,y) 9F (x,y)/sx
-A.J. -AJÍ

- Fv Cx)

= lím F (y/x < X £ x +"AX) U-8 4)

Ax-í-0

y con (1-63).

.- Fy(y/X = xj =

(x,p)dp

fx(x)

Cl»85)

La densidad correspondiente se obtiene diferenciando

con respecto a y:

fyCy/x = x) = fxCx) .co

'XY
-co

(1-86)
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Esta relación será usada extensamente. Intercambian

do X e Y, tenemos también

FY(x/Y = y) = f Cy) (1-87)

Notamos que

fx(x/Y = Y) = fyCy)

< X Ix + dx,y < Y £y + dy
x

(1-88)

(1-89)

y ••

. 1-9.

Esto es igual a la relación de la -

juctlsa. ta-s-i. cJ-cnttd

figura 1-9 a la masa en la franja -

(x,x + dx). Para un x- dado, la -

densidad f(y/X = x-) es el perfil -

x de f (x,y) normalizado para ha -.xx

cer su área igual a 1.

VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES.

Como recordaremos de la sección 1-1, dos eventos A y

B son independientes si

P (AB) = P(A)P(B)
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El concepto de•independencia de variables aleatorias

se basa en lo de arriba.

DEFINICIÓN .- '

Dos variables aleatorias X e Y son llamadas indepen-

dientes si los eventos- {X _<_ x } y {Y <_ y} son indepen

dientes cualesquiera que sean x e y, esto es, si

P{X £ x,Y (<_ y } = P{X <_ ;x-> P ' {Y <_ y} (1-90)

De (1-90) se sigue que

Fy(y)

Si las densidades existen, entonces lo anterior nos-

da

fX Y(x,y) = f x C x ) f y C y ) . í(l-92)

Inversamente, si Cl~91) Y (1-92) existen, entonces -

se sigue (1-90) . Si las variables aleatorias X e Y son in

dependientes, entonces lo anterior nos da

fyCy/x) - 'JE (y) í'x(x/y) =fxCx) . (1-93)

" Integrando (1-92) se tiene

fxY(x/y)dxdy = fx(x)dx
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Entonces: las masas en el rectángulo 'de la figura

1-10 es igual

Fig. 1-10 Fig. 1-11

al producto de las masas de las franjas vertical y hori

zontal que se muestran en la figura. En otras palabras,

los eventos

- < X < y íy., < Y < yn

son independientes.

Se puede demostrar en forma similar que si I y I

son dos conjuntos de puntos en los ejes x-e y, respectiva-

mente, entonces los eventos

e '{Ye ly} (1-94)'

son independientes.

Aplicando lo anterior al punto (x, , y ) concluimos que
. . -K n

P{X = x, Y = y > = P{X =
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Por eso, si existen-masas en los puntos 1 y 2 de la-

figura 1-11 entonces deben existir masas en los pantos 3 y-

4.

EXPERIMENTOS INDEPENDIENTES.

Las variables aleatorias independientes son generadas

en primer lugar por experimentos combinados. Supongamos -

que el experimento dado G es la ejecución combinada de los

experimentos G- y G«.

como en la sección 1-1. Una sola salida de G es un par de

objetos k- krt/ donde k., es un elemento del espacio S- de -

G- y k~ es un elemento de S?. Definimos las variables alea
—L ¿- ¿- m ' '

torias X e Y de tal manera que

Xi . (1-95)

En otras palabras el valor de X depende únicamente de

la salida k- del primer experimento G- , y del valor de Y en

la salida de G

TEOREMA.

Si los experimentos G- y G« son independientes, enton-

ces las variables aleatorias X e Y definidas como en (1-95),

son independientes. ' •
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Demostración

Para un x dado/ el evento

{X £ x> .

consiste de todas las salidas k- tales que X.(k- ) < x. Es-

tas salidas forman un subconjunto, A de S- . En el espa -

ció S = S- x Sp del experimento G, todas las salidas k1 k~

tales que Xfk-k^):! x forman un conjunto de la forma A X S?

esto se sigue de (1-95) . En forma similar, {Y <_ y} es un- •

conjunto de la forma S- *. B , De la independencia de los-

dos experimentos se sigue que los conjuntos

' {X ̂ .x} = A, . X S2 {Y _< y} = SJ_ X B

son independientes y el teorema está probado.

El resultado anterior es particularmente útil en

pruebas independientes repetidas. Si la variable aleato -

ria X depende únicamente de la salida de la primera prueba

y la variable aleatoria Y de la salida de la segunda prue-

ba, entonces X e Y son independientes.

1-7 FUNCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

EL CONCEPTO DE UÑÍS FUNCIÓN DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Estamos dando una variable aleatoria real X. Esto -

significa que, para cada salida experimental k,. nosotros -
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asignamos un número X(k) . El domináo de X es el espacio -

S, y su recorrido es el conjunto X r de los números reales-

X(k). Estamos dando también una función real g(x) de la -

variable real x. Esta función puede estar especificada por

una fórmula, por ejemplo:

= x

o en cualquier otra forma (por una tabla, por ejemplo) , -

En cualquier caso, asumimos que ella está definida por ló-

menos para todo x el . Formamos ahora la funciónx

Y = g(x)

Esta función está definida para toda salida experi" -

mental de la siguiente manera: Para un k dado, X(k) es un

número real y

es otro número especificado por X(k) y g (x) . Este número-

es el valor

YCk) = g[x(k)]

de la variable aleatoria Y. Entonces el dominio de g (X) es

el conjunto S de todas las salidas experimentales , mientras

que 'el dominio de g (x) es un conjunto de números reales.

Si g(x) satisface ciertas condiciones generales, "en -

tonces la función Y así definida es una variable aleatoria.
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Dado un número real'y, denotamos como es usual por -

$X - y~\^- conjunto de todas las salidas k tales que \Y(k)

¿L y"̂  o, en forma equivalente, [g[x(k)j é y"]-. Este conjunto -

es un evento, y su probabilidad

„ . Fy(y) = P{Y £.y} = PÍg(X) 1 y} (1-96)

es la distribución de la variable aleatoria Y. Esta fun -

ción y su derivada

fy(y) = d-97)
dy . .

Comentario.-

La variable aleatoria Y puede ser considerada como-

la Calida <̂  im sistema car-a o.te»TI" zarío por cr(x) - Si la n̂

trada es un número x, entonces la salida es g(x); si la -

entrada es un número aleatorio X(k) especificado por la -

salida experimental k, entonces la salida correspondiente

es g[x(k)J . Esta interpretación de Y es particularmente-

útil si el valor de X no es un mero número sino una fun -

ción del tiempo (X es entonces un proceso estocástico). -

En este caso

Y(t,k) = g[x(t,k)]

es la salida de un sistema sin memoria con entrada X. P_a

ra un t dado, Y es una variable aleatoria.
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DETERMINACIÓN DE LA DISTRIBUCIÓN Y LA DENSIDAD DE Y = g(X)

Dado un 'número real y, denotamos por I el conjunto-

de todos los números reales x tales que g(x)_<_ y

x y si y solo si g(x) <_ y (1-98)

Mantenemos que ÍY<_ y} - {X e I } Además, si para -

un cierto k tenemos Y(k) = gíx(k)] < yr entonces X(k) e I
L J — y

como vemos de (1-98). Inversamente, si X(k)e 1 , entonces'f y
g X(k) = Y(k) <_ y. De lo anterior se sigue que

F (y) = P{Y <_ y} - = P{X e r }

Entonces, para dererminar j? (y) para un y dado debe-

mos encontrar el' conjunto I- y la probabilidad de que X

esté en I .y

DETERMINACIÓN DE LA FUNCIÓN DE DENSIDAD

Determinaremos ahora la densidad f (y) de la variable

aleatoria.

Y - g(X)

en términos de la densidad f (x) de X. Asumiremos que X-

es del tipo continuo y g(x) es continua y no es igual a -

una constante sobre ningún intervalo. Esto significa que,

para,, un y dado, la ecuación
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y = g(x) (1-99)

tiene por lo menos un numero contable de raíces x-, x9/" -

TEOREMA FUNDAMENTAL

Para encontrar f (y) para un y dado resolvemos la

ecuación

y = g(x)

para x en términos de y. Si x. , x~, , x , ... son - -

todas sus raíces reales,

y = gCxj_) = g(x2) = . . ,'=g(xn) = . . .(1-100)

¿11 LOi'iCeri

~F f-y' } -F f-v' } -4- M __i n"M¿-•y \-X-i) • *--v{x--n' ^ * v-L -LUJ-J
A. JL '. , A. 11

dgíx)
donde g' (x) = dx ' • '

Claramente los números x- , .... x , ... dependen de-i n *•

y... Si para un cierto y, la ecuación y = g(x) no tiene raí.

ees' reales, entonces f (y) = O
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Demostración.-

Para evitar generalidades, asumiremos que para el

y dado, la ecuación y = g(x) tiene tres raíces x., , x~, x~-

como en la figura 1-12. Tenemos:

fY(y)dy = P{y < Y < y + dy} dy > O

Por eso, para determinar f (y) , es suficiente el en-

contrar todos los valores de x-tales que

y < g(x) < y + dy

como vemos de la figura 1-12, lo anterior es verdadero pa-

ra

- < x < x1 4- dx- x x3 < x <

donde dx >0, dx? < O, dx^, > 0. En 'consecuencia

= P X

4- P íx-, < X < x-, + dx0>3 3 3
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Esta suma es el área sombreada de la figura 1-12.

pero

X < x1 + dx-}'=

P{x + dx < X

P{x,, < X < Xo + dxQ} <= f (x
-J O O A. O

Además,

1 C.xi)dxi - dy i = 1, 2, 3

En consecuencia:

f , \, A JL. -, A -¿ - - - i ' " , -A. -J1 - n(y) dy = --- dy + - dy + — - . dy
I r r 1 (Y \' /V

y Cl"101) se sigue para este caso. Se puede razonar en de

modo similar para otra forma de g(x).

FUNCIONES DE DOS VARIABLES ALEATORIAS

1 Dadas dos variables aleatorias X e Y y una función -

gCx,y) de las variables aleatorias reales x e y. Si g(x,y)

satisface ciertas condiciones generales , entonces .

z - g(x,Y).

es una variable aleatoria y su valor Z (k) está dado por

Z ( k ) = g[x(k) ,Y(k)] (1-102)
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Determinaremos ahora -su distribución

l F,-(Z) = P{Z < 2}
¿/ —

y densidad f (z) en términos de la función g(x,y)'y la den

sidad conjunta f (x,y) de X e Y.
A_L

Para determinar J? (z) para un z dado, debemos encon¿i —

trar la probabilidad del evento {Z" <_ z}. Denotaremos con

D la región del plano xy tal que¿i

. g(x,y) 1 2

Esta región puede no ser simple conexa (véase la fi-

gura 1-13) . • Es fácil de ver que

En consecuencia es suficiente encontrar la masa de -

probabilidad en la región D . Esta masa está dada por la-

integral Cl~61) /* en consecuencia

F7(z) = P{Z £ z} =P{{X,Y)eD } = I f (x,y) dxdy (1-103;
¿i • ¿ • I I - Ai

La densidad f (z) puede ser encontrada por diferen¿i

ciación de F (z) o, directamente determinando la región

AD del plano xy tal que

z < g (x,y) <̂  z + dz

(figura 1-13). Puesto que
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íz < Z £ z + dz> ={ (X,Y) eÁD }
¿4

concluimos de (1-47) y (1-103) que

(z)dz = Píz < Z <_ z + dz} = \vv(x,y)dxdy (1-104)vvXY

Desarrollaremos enseguida un método más simple para-

determinar f„(z).

fí

Fig. 1-13.

Si X e Y son del tipo discreto, tomando valores x, ,
K.

y , entonces Z es también del tipo discreto,- con valores -

2 = g (x, , y ) , yr ^ k Jn ' J

(1-105)

Lo anterior es verdadero si z = g(x, ,y ) para solo-r je n

un par x, ,y . En general, PÍZ = z } es igual a la masa toJe n r

tal de todos los puntos de masa en la curway.

zr = g
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del plano xy.

Vamos a suponer que Z = X + Y. Este es el ejemplo -

más-importante de una función de dos variables aleatorias.

Para determinar F (z) notamos que la región D del plano -

xy tal-que

x + y <_ z

es el semiplano á la izquierda de la linea x + y = z según

se puede ver en la figura 1-14.

Fig. 1-14.

De 1-13 encontramos, integrando sobre las franjas

adecuadas,
co

f̂  (x,y)dxdy

-oo -ro

Diferenciando con respecto a z obtenemos

-CO

-co

(1-106)

(1-107)
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Observamos que

z = Píz < Z < 2 + dz} = P{z < X + Y < z + dz}—

es igual a la masa en la franja &D de la figura 1-14, li-¿i

mitada por las lineas

x + y = z y x + y = z + dz

En esta sección desarrollaremos la estadística de un

número arbitrario de variables aleatorias como una exten -

sión de los tópicos ya expuestos en las secciones anterio-

res.

CONCEPTOS GENERALES.

Dadas n variables aleatorias reales X- , . . . . , X , de1 n'

finimos por

(1-108)

su función de distribución conjunta. Su densidad conjunta

f (x- , . ...x ) se obtiene por diferenciación con respecto a

x1 , . „• . ,x . Esta función es positiva y, su integral sobre-

todo el espacio es igual al:,
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co -co

F («,...,«)= \±, ,xn) dx1...dxn = 1

(1-109)

. La función de 'distribución F es una función no decre

cíente en todas las variables y satisface varias desigual-

dades s-imilares a (1-40). La densidad f puede tener la in

terpretación de masa. La masa total en la región D del e.s_

pació es igual a la probabilidad de que el punto en coord_e"

nadas X, (k) , ..., X (k) se encuentre en D:

P{(X±, ---- ,Xn)eD} = I ... I f(xlf . .. ,xn)

DENSIDADES MARGINALES.

Si substituimos en F fx- - . - - - x 'i ci ert^F yariables- j.- ' n*

-por co , obtenemos la función de distribución conjunta de

•las restantes variables. Por ejemplo,

Esto se sigue de (1-108).

Si integramos f (x-/ . . . . , x" ) con respecto a ciertas

variables, obtenemos la densidad conjunta de las variables

restantes. Por. ejemplo,

co co

f (x±,x3) = 1 \

-oo
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FUNCIONES DE FRIABLES ALEATORIAS . -

Determinaremos ahora la densidad conjunta de las m -

variables aleatorias

, . . .xn) d

en términos de f (x- / . . . ,x ) y de las funciones dadas g. -.1 n ^i

(x- , - * • f x ) . Si' m> n, entonces -la densidad desconocida-^

es singular. En este caso se encuentra primero la estadís

tica de Y- , . . . „ , Y . ^ •

Si m < n, entonces usando variables auxiliares

X . ̂  . == X , - i r •••/. X _ = Xm+1 m+1 r n n

incrementamos el número de las Y hasta n. . Podemos por eso

asumir que m = n.

Para determinar' la densidad conjunta de Y- , . . . /Y
» 1 n

para un conjunto dado de números y-, . ..y , resolvemos el-

sistema

Si este sistema tiene una sola solución real x- , * . .x

entonces '

f fx- ,,.... ,x )

"

en donde
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(1-113)

'dXn

Los números x-, ..., x son, por supuesto, funciones

de y-, ...y . Si el sistema (1-111) tiene más de una solu

ción, entonces añadimos en el miembro derecho de (1-112) -

las expresiones correspondientes resultantes dé todas las-

soluciones.

Si (1-111) no tiene soluciones reales, entonces

,- - - rY ) = O

n

La densidad de una función

Z =

de las variables aleatorias dadas puede obtenerse de lo -

anterior introduciendo variables aleatorias auxiliares. -

Un método más- directo consiste en determinar la región AD

del espacio x tal que

z < g (x- f . . . x ) _<_ z +. dz

f (z) dz es igual a las masas en AD .¿¡ . z
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1-8.- PROCESOS ESTOCASTICOS

Hasta este momento no se ha mencionado la posible de

pendencia del tiempo de cualquiera de nuestras funciones -

de probabilidad. Esta omisión ha sido deliberada, pues pa

ra muchos casos el tiempo entra en el cuadro solo implíci-

tamente y no tiene importancia particular en el problema a

tratar. Sin embargo, hay muchos casos de interés en los -

cuales la dependencia del tiempo de las funciones de proba

bilidad es de importancia como, por ejemplo, en los proble

mas que involucran señales aleatorias y ruido. Mostrare -

mos aquí como las nociones previas de probabilidad y de v_a

riables aleatorias'pueden extenderse para cubrir tales si-

tuaciones.

INTRODUCCIÓN.

Dado un experimento G especificado por sus salidas k

que forman el espacio S, por ciertos subconjuntos de S lia

ruados eventos y por las probabilidades de estos eventos. -

A cada salida k asignamos ahora, de acuerdo a determinada-

regla una función del tiempo.

X(t,k) •

real o compleja. Hemos creado, entonces' una familia de -

funciones del tiempo, una para cada k. Esta familia es -
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llamada un Proceso Estocastico.

Un proceso estocastico puede verse como una función-

de dos variables t y k. El dominio de k es el conjunto S,

y el dominio de t es un conjunto de números reales. Asumi

remos en lo que sigue que el último conjunto es todo el -

eje tiempo.

INTERPRETACIÓN DE X(t) .

Para una salida específica k., la expresión X(t,k.)~

significa una sola función del tiempo. Para un instante -

especifico t.f X(t.,k) es una cantidad dependiente de k, -

esto es, una variable aleatoria. Finalmente, X(t.,k.) es-

un número.

Usaremos la notación X(t) para representar un proce-

so estocastico, omitiendo usualmente su dependencia de k.

De lo anterior vemos que XCt) representa cuatro co -

sas diferentes:

1° Una familia de funciones del tiempo (t y k varia_

bles)

2a Una sola función del tiempo (t variable, k fijo)

3° Una variable aleatoria (t fijo, k variable)

4° Un.número (t fijo, k fijo)
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La interpretación específica de X(t) se sobreenten

derá del contexto.

DISCUSIÓN.

1-° Exigiremos que para cualquier t, X(t) sea una va-

riable aleatoria en el-sentido de la definición que se da-

en el apartado 1-6. Solamente entonces la familia dada de

funciones es llamada proceso estocástico.

2° La igualdad de dos procesos quiere significar

que sus- respectivas funciones son idénticas para cualquier

salida k.

si y solo si

En forma similar definiremos X(t) + Y (.t) / X[t)Y(t) ,y

cualquier operación Cdiferenciacion, por ejemploj que invo

lucra uno o más procesos, operando sobre sus funciones del

tiempo.

3° En general, las funciones de un proceso estocas-

tico son complicadas. Supongamos, por ejemplo, que X(t) -

representa el movimiento irregular de'una partícula debido

a sus impactos con el medio que le rodea (Movimiento Brow-

niano). Una salida específica del experimento en cuestión

es la selección dé una partícula y el X(t) resultante es -

una curva como la que se' muestra en la figura 1-15a. Esta



curva aparece irregular y no puede ser descrita por una -

fórmula. Además, si un X(t) especifico es conocido para -

t<t1, no se pueden predecir sus valores futuros.

t

Fig. 1-15

Sin embargo, no todos los procesos tienen estas pro-

piedades. Supongamos, por ejemplo, de que nuestro experi-

mento es la manufactura de generadores. La fuerza electro

motriz de un generador específico_ es una onda sinusoidal -

(Figura l-15b)

A(k) sen[üi(k)t +0 (Je)"]

cuya amplitud, frecuencia y fase dependen' del generador -

seleccionado. Entonces A, u/ ye son variables aleatorias,

Y

X(t) = A sen(ut +0)

es un proceso estocástico. Claramente, las familias de es

te proceso son muy regulares. En efecto, si X(t) es cono-

.cida para t̂  t^r. entonces ella está completamente especifi.

cada para t>t1. Como un proceso extremadamente simple, -

mencionaremos el siguiente:
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En el experimento de tirar una moneda definimos X(t)

tal que

X(t) = sen(t) si k = caras X(t) = 2t si k= sellos

Entonces X(.-b) consiste de dos curvas muy regulares -

sin embargo es un proceso estocástico.

ESTADÍSTICA DE PRIMERO Y SEGUNDO ORDEN.

Asumiremos que X(t) es un proceso real. Para un t -

especifico X(t) es una variable aleatoria. La función de-

distribución de esta' variable, será, en general dependien-

te de t. Si la denotamos por F(x;t), tenemos:

F(x;t) = PÍX(t) _< x} (1-114)

Examinaremos más profundamente el significado de -

F(x;t). Dados dos números reales x y t, la función .F(xrt)

es igual a la probabilidad del evento {X(t)<_x} consistente

de todas las salidas k tales que, al instante específico -

t, las funciones X(t) de nuestro proceso no exceden el nú-'

meico dado x.

La función F(x;t) será llamada función de distribu -

ción de primer orden del proceso X(t). La densidad corre_s

pendiente se obtiene por diferenciación con respecto a x,
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f ( X r t ) -

Dados dos instantes t- y t-, consideramos las varia-

bles aleatorias:

XCt^ y X(t2)

Su distribución conjunta depende de t-, y t«, en gene

ral. La denotaremos por F(x~,x?; t-, t~):

y la llamaremos "Distribución de segundo orden" del proce-

so X(t). La densidad correspondiente está dada por:

p . . .

como en (1-56). Notamos que

,00

Fíx^ »;t1,t2) =F(x1,t1) fíx-j^;^) = J f (x̂  ,X2; ̂, t2) dx.

-00

como en (1-66) y (1-68). Podemos, en forma similar defi -

nir la densidad condicional, véase (1-86)

Z(X-|/X.p? I' O '

f (x1,t1/X2(t2) = x2) = • •- ^ • .(1-118)
f(x2; -t2)
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Un proceso estocástico real X(t) está estadística -
V .' ,.V

mente determinado, si se conocen sus funciones dé distribu

ción de orden n.

F (X-, ,x ;t1f...,tn) = P{X(t )< x ,... ,X(t ) < x } (1-119)
_L II j_ II • _L -L 11 -11

para cualquier n y t- , ..., t . Estas funciones no son ar-

bitrarias, pero deben satisfacer ciertas condiciones (véa-

se secuencias de variables aleatorias) . . En particular,

una distribución de orden dado está determinada por una

distribución de orden superior.

La función de "densidad de orden n

de un proceso X(t) se obtiene por diferenciación de la ¿Üs_

tribución con respecto a todas las variables x.. .

Consideremos ahora una secuencia particular' de tira-

das de un dado. Los números X(n) obtenidos en esta secuen

cia de tiradas son llamados "valores de muestra" y pueden-

pensarse como que definen una función particular del argu-

mento n. Tal función de la cual se muestran varios ejem -

píos en la figura 1-16 es llamada "función muestra" del

proceso estocástico en cuestión. El conjunto de todas las

funciones muestra, junto con una.ley de probabilidad, es -

llamadado el "emsamblaje"-- de las funciones muestra. Es a-
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veces conveniente el considerar un proceso estocástico co-

mo definido por su ensamblaje de funciones muestra así co-

mo por las variables aleatorias y las funciones de probabi

lidad discutidas anteriormente.

6

H-

5 L 3

i,

(,
4 H
. Q o O O'

V B

Fig. 1-16.

Otros tópicos interesantes relativos a procesos esto

castices, tales como los de estacíonaridad y de ergodici -

dad se tratan en forma extensa en el capítulo II. Aparte-

de ello, se pueden decir muchas cosas todavía con respecto

a Procesos E^tocásticos, sin embargo, ellas se encueíitran-

fuera de. los alcances del presente trabajo de tesis.
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1-9." PROMEDIOS.-

En los apartados anteriores hemos introducido el con.

cepto de probabilidad, definido varias funciones de proba-

bilidad, variables aleatorias y estudiado algunas propieda

des de aquellas funciones. Como se habrá observado, las -

funciones de probabilidad describen el comportamiento en -

promedio de las variables aleatorias. En efecto, se puede

demostrar que los varios promedios de las variables aleato

rias (esto es, el valor medio, el valor cuadrático medio,-

la varianza, etc.) pueden determinarse haciendo uso de las

funciones de probabilidad. Es este aspecto de la teor£a-

de probabilidades el que investigaremos ahora.

VALOR ESPERADO.-

En la teoría y aplicación de las probabilidades, tal.
-r

vez el más importante parámetro sea "el valor esperado" o-

"valor medio" de una variable aleatoria X. Esta cantidad-

se escribirá en la forma:

" E{x> • o tix on

y'será definida ahora en términos de la densidad de X. Pe.

ro primero veamos su interpretación de frecuencia relativa.

Al repetir n veces nuestro experimento, observamos -

las salidas:
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' k2' - ' 'kn

Para cada salida la variable aleatoria X toma un va

lor numérico. Teneraos, entonces los n números

, x(k2) , .. . ,x(kn)

Si n es lo suficientemente grande, entonces el pro

medio de estos números es aproximadamente igual al valor

esperado de X:

+ x(kn)
n (1-119;

Posteriormente demostraremos que esta interpretación

concuerda con la definición que se da a continuación

DEFINICIÓN ' .

El valor esperado de una variable aleatoria real X -

es la integral

co

E{X} = . xf(x) dx (1-120)

•'en donde f (x) es la densidad de X. Si X es del tipo dis -

creto y toma los valores x con probabilidad p , entonces:

E{X} = x P{X = x } = x p
n n n n

(1-121)

DISCUSIÓN

1° La suma (1-121) es un caso especial de la integral
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(1-120). Para una variable aleatoria del tipo discreto te

nemo s:

f (x) - Y p 0(x-x )n v n'

Pero

xó (x-x ) dx = x
v n • n

-00

En consecuencia

- o ,°

1 xf (x)dx =

2° Si f (x) es par,

f (-x) = f (x) entonces É{X} = O

Si f Cx) es simétrica alrededor de x = a,

f(a-x) = f (a+x) entonces E{X^= a

por que " o» ' eo . - ̂co '.

l(a-x)f(x)dx = O = a f (x) dx - xf (x) dx

-co -co -oo

3° El numero E X puede expresarse directamente en térmi-

nos de la función de distribución F (x) . Asumiremos por

simplicidad que f(x) es cero para [xI>br esto es, que
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F(-b) = O F(b) = 1

como en la figura 1-17. Integrando (1-120) por partes se-

obtiene

CD

xf (x) dx. = xf1 (x)

-00

F(x)dx = b - F(x)dx

Ib

Es fácil de ver de lo anterior que E{X] es igual al
•-•x

área de MAB menos el área de JviOD. Esto es verdadero aún -

si b = oo " ~"

4° Si interpretarnos f (x) como densidad de masa en el eje-

x, entoncesr puesto que la masa total es igual al, el va-

lor esperado de X dado por la integral (1-120), es' el cen-

tro de gravedad de esta masa.

D

Fig. 1-17 Fig. 1-18

5° El número E[x}nos da alguna información acerca de la-

densi'dad f (x) . Se puede, sin embarga obtener otros pará-

metros de esta curva: "el valor más probable", de X es la

constante x ~ x tal que f (x ) es el máximo (fiq. 1-18-) .-n ^ n y

La mediana de X es la constante x = x (puede haber más -. m *

de una de tales constantes) tal que
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m

VALOR ESPERADO DE g(X). Con Y = g(X), sabemos que:

co

E Y = yfv(y)dy
Y Cl-122)

-co

Entonces, para determinar el valor esperado de la -

variable aleatoria Y de lo anterior, debernos encontrar en-

primer lugar su densidad. El siguiente teorema básico nos

da E.Y directamente en términos de la densidad f̂ (x) de X.

Fig. 1- .19

TEOREMA.
CD

E{g(X) } = (x)dx

-00

y si X es del tipo discreto, entonces

E g(x..)p{x - xj

Demostración.-

(1-123)

(1-124)

Con y un número dado como en la figura 1-19, tenemos
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y = gCx1) = g(x2) = g(x3)

Razonando como en la página 31, tenemos que

en donde se ha asumido que todas las diferenciales son po

sitivas. Multiplicando lo anterior por y, obtenemos.

yfy(y)dy = g (x̂  f (x1> dx± + g (x2) fx(.x2) dx2 + g

Entonces, a cada elemento diferencial yf (y)dy en

(1-122), le corresponden ciertos elementos diferenciales -

en (1-123). Conforme dy cubre el eje y, los dx correspon.

dientes no se superponen y cubren.todo el eje x. Entonces

las integrales (1-122) y (1-123) son iguales.

La ecuación (1-124) se sigue de (1-123) por que si X-

es del tipo discreto, entonces f (x) es una secuencia de -
> X!

'impulsos en x. de área PÍX — x.)^ i X i/

ADITIV1DAD.

De lo anterior concluimos con

g (x) ' = g (x) + . . . + g (x)

que

gn(x)}

(1-125)



- 76 -

Interpretación de frecuencia relativa.

Demostraremos ahora que la interpretación (1-119) de

E(x) concuerda con la integral (i-120). Con x. y &x come-

antes, denotamos por Ln(x.) el número de términos en la su

ma (1-119) tal que

X(k±) < x± + Ax

•Si Ax es lo suficientemente pequeño, entonces todos-

estos términos pueden ser aproximados por x.. Entonces:

n(x±;

pero

An(x )
f(x,)A x -i n

Entonces

- . . . + X(k ) ^
2- = Ix.fn

V

VALOR ESPERADO CONDICIONAL

El valor esperado condicional de una variable aléate^

ria X, asumiendo M está dado por la integral (1-120) en

donde f (x) es reemplazado por f(x/M):
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E

y para el caso discreto

E

xf (x/M) dx

-00

x P(x = x /M]n l nx J

(1-126)

(1-127)

VARIANZA

La inedia ̂  de una variable aleatoria ubica el centro

de gravedad de f(x). Otro parámetro importante es su "va-

rianza" o "dispersión cr1/ definida por

(x - n) f (x)dx (1-128)

-tx>

Esta cantidad es igual al momento de inercia de

masas de probabilidad y nos da alguna noción acerca de su-

concentración alrededor de 1̂ . Su raíz cuadrada positiva-

es llamada "desviación estándar". Si X es del tipo dis -

creto, entonces

n- n) (1-129)

Notamos que (véase (1-125).

- 2Xn = E{X2}- 2nE{X} + n2
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Obtenemos entonces la importante relación

Q-2= E{X2} - E2\X\)

FUNCIONES DE DOS VARIABLES ALEATORIAS

Extenderemos ahora el concepto de valor esperado a -

funciones de dos variables aleatorias. La variable aleato

ria: . :,*:

Z = g(X,Y) (1-131)

se definió anteriormente. Su valor esperado está dado por:

CE>

E{Z} = \f {z)dz (1-132)
j .
-00

El siguiente teorema demuestra que E [z] puede deter_

minarse directamente en términos de la densidad conjunta -

f(x/y) de las variables aleatorias X e Y sin necesidad de-

evaluar f_(z). '

TEOREMA.

E{g(X,Y)} = g(x,y)f (x,y)dxdy . (1-133)

Si las variables aleatorias X e Y' son del tipo- dis -

creto, tomando los valores x , y , con

P{X = x , Y = y } =
u ru •'n̂



Entonces:

EÍg(X,Y) } = g t ' P (1-134)

La prueba de lo anterior es similar a la prueba de -

(1-123). Brevemente, con D la región del plano xy tal -

que 2 g(x,y) z + dz, si cubrimos el eje z con elementos

diferenciales dz, las regiones correspondientes D no se-

superponen y cubren todo el plano xy; en consecuencia las-

integrales (1-132) y (1-133) son iguales.

De .(1-133) sacamos la importante conclusión de que -

podemos intercambiar valore esperado y sumatoria como 'en -

(1-125) . ' ' - ' - .

,Y) + . ..+ gn(X,Y)> = E{g1(X, Y) }+.,.+ E{gnCX,Y) }

' _ - " .(1-135)

Por ejemplo:' ' ' • -

E{X + Y} = E{X> + E{Y> - -

ÉÍ(X'+ Y)'2} = E{X2} * E{Y2}+. 2EÍXY)

Conviene notar que en general,

E{X} E{Y>

MOMENTOS.

El valor esperado de X determina solamente el centro



de gravedad de su densidad. Una especificación más comple

ta de la estadística de X es posible si se conocen sus "mo

mentos m " definidos porn c

00

f
r,= E Í X }= I x f ( x ) d x (1-138)

-CD

Es claro que m = 1 m = n = E{X>

.Las constantes

= E{(X - n)r} - 1 Cx-n)rf (x)dx (1-139)

son llamadas "momentos centrales". Tenemos

Expresaremos ahora M en términos de m . De

- F Í r - s r -n i r \ -p7Írl f-i^n11^"- E {(x n ; ^ - E ¿ u j (-u n x
r

• (1-140)

y de (1-125)' obtenemos

r-h

Se puede , en forma similar determinar m dev i r r

v
m - Eíxr> - E{ [(x -n) .+ n]r}-
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en consecuencia

Y
h

r ' ' ' n

VARIAS VARIABLES ALEATORIAS.-

El concepto de momentos de una función de densidad

de probabilidad, puede, por supuesto ser extendido a las

funciones de densidad conjunta.

Los momentos conjuntos m, de dos variables aleato

rias X .e Y están definidos por

mkr

De (1-133) se tiene

yf(x,y)dxdy , (1-142)
-C&-00 •

La suma k + r es llamada orden de los momentos. Por

ejemplo, itu - , mn^, y m? son momentos de segundo orden.—

La cantidad m-n se escribe a veces en la forma R
—

R = E( XY> = m- -xy 11

Los momentos de primer orden;



son los valores esperados de X.e Y, respectivamente. El -

punto del plano xy con coordenadas 1(\^ es el centro de -

gravedad de las masas de probabilidad.

Los momentos centrales-conjuntos yU, están definidos/cr

por

00 CO

x-̂ x) (y-'Hy) f (x,y) dxdy

-¿ -» (1-143)

Claramente,

/ 9 n ~^v / * n 9 =(T" 9ZU A / U¿ yy

son las varianzas de X e Y .

= E. (X-- x) (Y - y) _ (1-144)

-es llamado la covarianza de X e Y. Puesto que

E{ (X - n ) (Y - T I ) } = E{XY} - n

Concluimos que

E{XY} - E{X} E{Y} (1-145)

La relación .

E{(X - ) (Y ~
r »=

/̂E{ (X -̂ IxT2) E{ (Y

• (1-145)
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es llamada coeficiente de correlación de X e Y.

PROMEDIOS EN PROCESOS ESTOCASTICOS

El valor medio <Y| (t) de un proceso X(t) es el valor -

esperado de la variable.aleatoria X(t)

oo

m (t) = E{X(t)} = \f (x;t)dx (1-146)

. -05

El es, en general una función del tiempo.

La autocorrelación R(t-, ̂ t-) de un proceso X(t) es el

^momento conjunto de las variables aleatorias X(t-) y X(t~).

OD 05

r r
~D f 4- 4- \ T?¡ "V f -i~ ^ "V f -í- ^ l — I I • v ' v - F f - v v *4- 4- ^ ^ " v / ^ - v- C ^ V 1 — I ' 1 — O / — J - I \ - " - V l — - i J " - ^ L - o / J — I l • " - - i - " - ' ) - ' - V - " - - i A - " - ' - ) f L - 1 ' l - ' 9 / LJ-vv -i U.2Í. ̂

"-to ~°° . (1-147)

es una función de t- y t^..

La autocovarianza de X(t) es la covarianza de las -

variables aleatorias Xít-,) y X(t2) :

C(?:l/t2) = E{ *^) - nC^} xCt2) .- n ( t2)} (1-148)

De lo anterior vemos que

C(t1/t2) = mt^t^. - h-C^) n ( t 2 ) (1-149)

Por ultimo, la varianza de la variable aleatoria X(t)

está dada por
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(1-150)

En el capítulo II se demuestra que para procesos es-

tocásticos estacionarios el valor medio es una constante y

la función de autocorrelación depende únicamente de Y * -

Veremos ahora algunas propiedades adicionales de la función

de autocorrelación para procesos estocásticos estaciona

rios.

Para un proceso estacionario real.

R(T) - E X(t +1)X(t) (1-151)

Entonces:

R(0) = EÍX^tJl^O (1-152)

Es fácil de ver que

E{ X(t + T ) ± X(t) 2} =.2 R(0) - R(T)

(1-153)

Pero el miembro izquierdo es no negativo; en conse -•

cuencia.

R(0) + R(T) >0 - esto es -R(0)<_ R(T) <_ R(0)

Entonces R(T) es máxima en el origen



R(0) (1-154)

DESIGUALDAD DE TCHEBYCHEFF.

La varianza cr^de una variable aleatoria X nos da una

estimación de la concentración de f(x) alrededorfde su cen

tro de gravedad M * Por ejemplo, si f (x) es normal "(capí-

tulo IV) ,

Píx- < X < x0} =
J. -¿

Entonces

X2 "erf z fcl

tr
- erf

= 1 - 2 erf r

y fzj r es lo suf D ni en temer) te grande.- entonces lo anterior-

es despreciable (fig. 1-20).

Fig. 1-20

Demostraremos ahora gue esta conclusión es válida pa.

ra cualquier f (x) . Pero primero asumiremos que (T= O

X = constante con probabilidad 1. Demostraremos que si -

É{X } = O



entonces la variable aleatoria X es igual a cero con pro

habilidad 1, en otras palabras,

P{X T¿. .0} = O (1-155)

Supongamos que '(1-155) no es verdadera. Podemos en-

contrar entonces unfc>0 tal que

P{ f Cx)dx j¿ O

Pero
oo

} = xf(x)"dx ̂ x2f(x)

y esto es falso; entonces (1-155) es verdadera.

En forma similar si .

f (x) dx > O

E{ (X - a) } = 0 entonces X = a (1-156)

con probabilidad 1. Entonces: Si la varianza de una va -

riable aleatoria X es igual a cero o, en forma equivalente,

2 2si E{X } = E {X}, entonces X es una - constante para casi to

das las•salidas experimentales.

Desigualdad de Tchebycheff. "

Supongamos ahora que X es arbitraria con densidad

f (x) ' y varianza finita CT2"- Mantenemos que



P{]X - ní donde . fí =-£{X} (1-157)
r

Entonces, independientemente de la forma de f ( x ) , la

probabilidad

p{ n -e < x< (1-158)

de que X tome valores en el intervalo (n_~e , n+e) centrado

en n (Fig. 1-21) - -

Fia. .1-21-

es cercana a 1 sLempre que (j- «E.' El resultado anterior es

usado extensamente.

Demostración. Tenemos

v 2
o>

0-l= í (x dx > (x - n) f (x) dx
[>Y<T

-to
2 2

r CT f (x)dx = r P{ lx-n

y (1-157) se sigue.
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TRANSMISIÓN BINARIA

2-1.- INTRODUCCIÓN.-

Con .el nombre de transmisión binaria se ha querido .i

dentificar a un Proceso Estocástico generado por tiradas su

cesivas e independientes de una moneda." Las tiradas se e-

fectúan cada T segundos y se asigna el valor "uno" al even-

to {Cara en la enésima tirada} y el valor "cero al evento -

{Sello en la- enésima tirada} . . De este modo es posible gene_

rar dos tipos de proceso, los cuales estudiaremos a conti -

nuación.

2-2.- TRANSMISIÓN BINARIA SEMIALEATORIA.-

Suponemos que la moneda se tira un número infinito de

veces y que el lapso transcurrido entre tiradas sucesivas -

es de "T" segundos. Definimos el proceso X(t) por:

1 si'sale cara en la enésima tirada

X(t) = { i (2-1)

O si sale sello en la enésima tirada

esto es para: (n-l)T <t'<nT.



I
ti

Fig. 2-1

En la figura 2-1 se muestran tres funciones miembro de es-

te proceso, las cuales se caracterizan porque las pruebas

independientes ocurren exactamente en los ''mismos instan -

tes- para todas. Se puede pensar que los "relojes" que con.

trolan la generación de.este proceso, echan a andar todos

en el mismo instante. . En cada 'función muestra, las tira -

das ocurren solamente en valores enteros, múltiplos-de T -

de la escala absoluta de tiempo.

Desarrollaremos a continuación la estadística de este

proceso, en la forma más completa posible, esto es, deter-

minando las funciones de distribución de primero y segundo

orden, el valor, medio, la varianza y la función de autoco-

rrelación.
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FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN Y DENSIDAD DE PRIMER ORDEN .-

En la figura 2-1 consideremos un instante cualquier a-

t . Si observamos el conjunto infinito de funciones que

forman este proceso veremos que , en el instante t tenemos

únicamente dos eventos posibles : (X(to ) =1} y {x (t0 ) =0 }

con las siguientes probabilidades:

= 0} = Y PÍX(t0) = 1} = 1/2

(2-2)

Las funciones- de Distribución y Densidad de Probabili.

dad para este proceso, en el instante t son las que se re_

presentan en la figura (2-2) .

* P

1

• o

1 '/2 ' l1"1

< x m
Figura 2-2

En efecto, para la función de Distribución se tiene:

Si x 21 1' entonces X(t0) <_ x es el evento seguro porque

X(t0/ c)* = 1 £ x y X(t0,s) = O £ x

por eso

P{X(t0) < x> = P{c,s} =

* Con c se designa al evento cara y con s al evento sello en

una tirada de una moneda.
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Si O <^ x < 1, entonces (X(t0) 5, x} = ís) porque

X(t0,c) = 1 > x y X(t0,s) - O <_ x

en consecuencia

P{X(t0) 1 x) = Pís) = V2

Finalmente, si x < O, entonces {X (t0) j£x) es . el evento impo

sible; en consecuencia:

P{X(t0) <_ x> = O

entonces:

1 para x >_ 1

l/z para O £ x < 1 . (2-3)

. O para x < O

es una función tipo escalera que se muestra en la figura -

2-2. Su derivada, que es la función de Densidad, mediante

dos impulsos iguales de amplitud Va representa la probab^i

lidad del evento {X(tQ) ='xK-

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN DE SEGUNDO ORDEN.-

Vamos a considerar ahora los instantes ti y t2 que se

muestran en la figura (2-1). El intervalo entre ellos lo-

denominaremos 7- Entonces, X(t]_) y X(t2) son dos variables

aleatorias, queremos encontrar sus funciones de Distribu -

ción y de Densidad conjunta.

Empezaremos suponiendo que -t^ y t2 se encuentran ub_i



92 -

cados dentro del mismo- intervalo T de una tirada, es decir

que estamos imponiendo a t^ y t2 las .siguientes dos condi-

ciones:

1). T < T y . f (2-4)

2) . t]_ y t2 no pueden encontrarse en dos intervalos

sucesivos de tirada.

Tenemos entonces, que su función de Densidad de probabili-

dad conjunta estará dada por:

= Xl, X(t2) = X2> = P{X(tx) - Xl} P{X(t2) =

- Xl} (2-5)

Con las restricciones impuestas por (2-4), las variables _a

leatorias X(t¿) y X(t2) son dependientes y, por lo tanto -

tendremos únicamente los dos e ventos .siguientes;

{X(tJ) = O, X(t2) - 0} y {X(ti) = 17 X(t2) = 1}

Por lo tanto:

{{X(t1)=0/ X(t2)=0}=Í{X(t1)=0}P{X(t2)=OlX(t1)=0} = 1/¿:i = V2

P{X(tx)=lf X(t2)=l}=P{.X(t1)=l}P{X(t2)=l|x(t1)=l} = 1/2.l - V2

Si T < J, estamos, entonces en dos tiradas independientes y

se tienen, en consecuencia los siguientes eventos:

íxHi) = O, X(t2) = o) ' v -

{X(tx) = O, X(t2) = 1}

{X(t],) = 1, X(t2) = 0}

{X(ti) = lf X(t2) = 1}
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.2)=o.}= V2. V2 =

p.íx(ti)=o, ;

P{X(t!)=0, X(t2)=l} :-:

P{X(.t1)=l,_X(t2)=0} =

P{X(t1)=l, X(t2)=l} =

En la figura 2-3 se representan las Funciones de Dis-

'tribución y de Densidad para el caso especial de la ubica-

ción de ti y t2 respecto del -conjunto infinito de funcio -

n'es del . tiempo que representan amaestro proceso.

U

la)
< T

Fig. 2-3
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Con el objeto de evitar la introducción de impulsos

bidimensionales , hemos hecho uso de los puntos de masa de

probabilidad para representar las funciones de Densidad de

probabilidad conjunta obtenidas con las -dos condiciones da

das para y . -

Vamos a suponer ahora que escogemos t, y t,- de modo -

que cualquiera que sea Y , t. y tz se encuentren en dos in-

tervalos de tirada diferentes . En ~ ste caco , los resulta-

dos son los mismos que se representan en la figura 2-3 b ,

porgue siempre X(t|) y X(ta) serán variables aleatorias in

dependientes . Posteriormente veremos que este resultado -

es muy importante para caracterizar el proceso que estamos

estudiando .

VALOR MEDIO. -

El valor medio o valor esperado de este proceso será:

E { X ( t ) > =£nxnPn = 1. l/2 + O . V 2 = l/2 (2-6)

Además :

E{x2ct)}-2nxn^pn = i.V2 + o .V 2 = V2

VARIANZA.-

Como se ha demostrado ya en el capítulo anterior, la

varianza de una variable aleatoria X está dada por:

" 2 ' (2-7)
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En nuestro proceso, para un instante t fijo, tendremos

O-2 = Va - (Va)" = H

En consecuencia, la Desviación Estándar es:

cr- l/2

AÜTOCORRELACIQN . -

Por definición, la autocorrelación de un proceso esto

cástico discreto está dada por:

R(tl,t2) = E{X(t1)X(t2)} = 2XlX2pn{X(tl) = Xl,X(t2)=x2}'

.(2-8)

Si tj_ y t2 se encuentran ubicados dentro de un mismo-

intervalo T; es decir:

nT < tx< (n+l)T (2-9)

nT < t2< (n+1) T

se tendrá, de acuerdo -con lo que se ha visto anteriormente

R(t1¡t2) « 0.0. !/2 + 1.1. l/2 = l/2

Si ti y t2 se encuentran fuera de este intervalo, se-

encontrarán cada uno en intervalos correspondientes a dos

tiradas independientes y se tendrá, en consecuencia:

R(tlft2) = 0.0. .-1̂  + 0.1.V4 + 1.0.14 + 1-Í-H = Vit
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t,

Fig; 2-4

En la figura 2-4 se ha representado gráficamente esta

función de autocorrelación, para ello se ha supuesto que tj

es fijo y que se encuentra ubicado en un intervalo T cual-

quiera que tiene como límites superior e inferior (n+1) T y

nT. t-2 es variable y puede tomar cualquier valor de -« a

Se observa entonces, que la función de autocorrelacion

depende del intervalo particular en el que se encuentre ubi

cado tj .

Esto quiere decir que tendremos una función de autoco_

rrelación diferente, con el máximo desplazado a lo largo -

de t2 , de acuerdo con el intervalo T en el que •• se' encuen-

tre ubicado ti . .

Este resultado nos está demostrando qué la función de

autocorrelacion depende de la particular ubicación del ins_



- 97' -

tante de observación que se considera fijo (t̂  o t2). Co-

mo veremos, posteriormente, esto caracteriza a nuestro pro_

ceso con respecto a su estacionaridad.

2-3.- TRANSMISIÓN BINARIA ALEATORIA.

Fig. 2-5

La figura 2-5 muestra tres funciones miembro típicas

del proceso que se genera al tirar una moneda. . Aunque es-

te proceso se parece mucho al anterior ya descrito,.tiene-

una ligera diferencia con aquel. En este caso, las tira -*

das sucesivas ocurren 'también cada T segundos, pero el tiem

po absoluto es una variable aleatoria uniformemente distrl

buida en el -intervalo (0,T) . Esto quiere decir que los

"relojes" que controlan la generación de'cada una de las -

funciones miembro del proceso, tienen la misma frecuencia,
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pero no están sincronizados , pudiendo cualquiera de ellos_

empezar a caminar en cualquier instante del intervalo (0,T).

Desarrollaremos ahora la estadística de este proceso.

FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN Y DENSIDAD DE PRIMER ORDEN. -

En la figura 2-6 se ha representado una -parte de una-

f unción miembro de este proceso. El proceso en estudio

puede describirse introduciendo la variable aleatoria A -

que representa la fase del reloj y se encuentra uniforme -

mente distribuida en el intervalo (0,T). Siendo X(t) el -

proceso descrito en el apartado anterior, vamos a formar -

el proceso:

— V (4-— T- f 7 -1 n •

Fig. 2-6

En este proceso A y X(t)'son independientes. Con es-

to se quiere significar que - la variable aleatoria A es in-

dependiente de la variable aleatoria X(t) para cualquier t,
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Consideremos un instante t0 cualquiera; entonces, la

probabilidad . condicional:. . •

P{X(t0--A) = X0 A} = P(X(t0- A) = X0} ' (2-11)

Cualquiera que sea el valor que tome la variable alea,

toria A puesto que- la variable aleatoria X(t0-A) puede u-

nicamente tomar los valores O y 1 en el instante t0 inde"-

pendiente de la fase • inicial que le imprima el valor partji

cular que tome la variable aleatoria A, Tendremos, en cori

secuencia, que para una estadística de primer orden, es de

cir aquella secuencia, que ..analiza el proceso consideran-

do un solo instante de tiempo, el proceso X(t0 - A) = X(t )

Tendremos, por lo tanto que:

P{X(tn -'A) - x,} = PÍX'ít.) = x,,} (2-12)

En consecuencia, las ^un.:iones de Distribución Y de-

Densidad de primer orden para el proceso que estamos estu-

diando, son las mismas que se muestran en la figura 2-2.

En la figura 2-6 consideremos dos instantes ti y t¿ .

El intervalo entre ellos lo denominaremos 'J . Sean, ade -

más y i y y2 ¿os muestras de este proceso tomadas en los ins

tantes anotados.

Como se ha visto ya:
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Y[t2)=y2} = PÍY(t2)=y2| Y(ti)=yi>

(2-13;

y como consecuencia de lo demostrado en el apartado ante -

rior:

P{Y(ti) = 1} = P{Y(t2) = 0} = l/2

Consideremos , en primer lugar el intervalo 0< <̂."T

La expresión P{Y(t2)=(j Y(ti)=l} quiere significar la

probabilidad del evento. {La muestra y2 es igual a cero , •

asumiendo que la muestra y i es igual al, en el intervalo—-'?

iy}. Para que este evento ocurra deben, además ocurrir dos

cosas: 1). Que dentro del intervalo Ocurra un instante -

en el que la función puede cambiar y 2). que ocurra efecti

vamente un cambio en el valor de la función. Y, puesto que

estos eventos son independientes' se tiene:

P{Y(t2) = O |Y(t1)= 1}'= P'{ de que ocurra un instante de-

cambio dentro de o'} {P de cambio-

de valor de la función }

T

Tendremos, entonces:

pí Y(t¿ ) = O | " Y(t l ) ' = 1}

P{ Y(t2 ) = 1 Y(t ) = 1}

JL
2T

•= _7_
2T

= 1- - JL
2T

P{ Y ( t b ) = 1 1 Y = 0} 2T

P{ Y(tz ) = O [ Y (ti 2T
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En consecuencia:

= O, Y(t2) = 1>-

= 1, Y(t2) = 1} =

- 1, Y(t2) = 0}=

P{Y(ti) - O, Y(t2) = 0}-

(2-15)

= V2 -

Consideremos ahora el intervalo T<

En este intervalo se tienen las siguientes probabili

dades:

Cero instantes de cambio en el intervalo

Dos instantes de cambio en el intervalo

Tres o más instantes de cambio en el intervalo

O

Entonces, la probabilidad de ocurrencia de un instante

O'-T 2T-íyde cambio es 1 La probabilidad de ocurren
—

-L ' -L

cia de un cambio de valor de la función en un instante de-

cambio es % .

En este intervalo de 7 , Yl Y y2-Pue|3-en tener el mismo

valor de cada una de las tres 'maneras siguientes:

1̂  Pueden haber dos posiciones de cambio ' en el tiempo entre

muestras y un cambio de valor puede ocurrir en ambas o -

en ninguna. '
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es :

Puede haber un instante de cambio sin ningún cambio de

valor.

La suma de las probabilidades de estas posibilidades

•

P{-Y(t2) = 1) Y (tj) - 1} •= PÍY(t2) = 0] Y(ti) = 0} =

= I/ I//2 ' /2 •
I/ I//2 • * /2 •

I/ 2T~T_
/2 - ~ - ~

(2-16)

Las muestras yi y y2 pueden tener diferente signo de

tres maneras que son:

1-fc Un instante de cambio con un cambio de valor.

2^ Dos instantes de cambio con un cambio de valor en el

primero.

3a- Dos instantes de cambio con un cambio de valor en el se

gundo.

Entonces; la probabilidad de un cambio de valor entre

Yl Y Y2 es:

P{Y(t2) = Oj Y(ti) = 1} = PÍY(t2) = l) Y(t:) = 0}-

~ /2 • m ¿ • /tf • m ~ /2 f •*) _ -1 -7 \ 1 \¿ — ±. i )

Para otros valores de O* mayores se obtienen los mis -

mos resultados. En consecuencia, las probabilidades:

= 1, Y(t2) = 1}

P{Y(ti) ".= 1, Y(t2) = 0} (2-18)
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PÍY(ti) = O, Y(t2) = 1} = Vt

P{Y(t!) - O, Y.(t2) = 0} = V4

Las funciones de Distribución y Densidad de probabili

dad se muestran en la figura 2-7

••*

4T

,-31'

or

. '/I

IW>=^

O < 7 <T > T

Fig. 2-7
< i.;.
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De los resultados obtenidos para la función de Densi-

dad es importante el observar que esta depende de O' para -

el intervalo 0<T<T. Esta dependencia desaparece al hacer-

se 7 >T.

VALOR MEDIO. -

El valor medio o valor esperado de este proceso será

O .

Además

V2 + O .

(2-19)

VARÍAN 2A. -

por lo tanto:

y la desviación estándar, en consecuencia:

cr

AUTOCORRELACION.-

Para el intervalo 0<T<T/ de acuerdo con (2-8) / cambiari

do la variable aleatoria X por Y tendremos:

40?
0'.0(l/2 -

de donde: jr.
4T
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Para T >T se tendrá:

RW = 1.1. H + O.l.V, + 0.0. V, +-1.0/V4 =

Por lo tanto:

R( ) = í

V2 • - jfe Para 0<T<T

para ̂  >T

(2-20)

Los resultados anteriores se pueden obtener sin nece-

sidad- de evaluar las funciones de Densidad de primero y se_

gundo orden, las que en muchos casos presentan serias difiL

cultade.s para su determinación.

Por su valor conceptual, vamos-a derivar nuevamente -

estos últimos resultados.

Haremos uso de la siguiente identidad, cuya demostra-

ción se puede encontrar en Papoulis (Probability, Random -

Variables and Stochastic Processes) página 208.

E{g(X,Y)} = E{E{g(X,Y) X} (2-21)

Como ya se ha visto, el proceso que. se ha denominado--

Tr.ansmisión binaria Aleatoria, se puede describir mediante

la siguiente expresión matemática:

Y(t) = X(t-A)

En consecuencia, su valor medio estará dado por:.
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E{Y(tn = E{E{X(t-A) |A» = V2

En efecto, "el valor esperado interior es */£ para cual

quier A y estamos, por lo tanto en el proceso que ya hemos

descrito como transmisión binaria semialeatoria.

Para encontrar la función de autocorrelación haremos-

uso de los resultados ya obtenidos para la transmisión bi-

naria semialeatoria. Estos son: Si tj y t2 están localiza,

dos en dos intervalos diferentes de Y(t) constante, enton-

ces É{Y(ti) Y (t2) } = H y su valor esperado es igual a Va ~

en otro caso.

Supongamos en primer lugar que >T. Entonces, puesto

que A < T. debemos tener:

E{Y(t1)Y(t2) A} = 14 •

puesto que ti y t2 caen en intervalos diferentes para cual-

quier A. En consecuencia:

E{Y(t1)Y(t2)} = E{E{Y(t!)Y(t2) A}} = >%

para

Si 7 scT y t = nT (n es un entero) , entonces únicamente

A < T -. y

se tendrán ti y t2 localizados en el mismo intervalo de

Y(t) constante; entonces:

L
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EÍY(ti)Y(t2)|A> =

y E{.Y(t!)Y(t2) } = Vi.

T'

si A<T -

en otra parte

. P{A>T -

1 = I/ - J*
* T /2 4T

RCH - E{Y(t!)Y(t2) } = <

4T para T > 7

para T <

La función de autocorrelación de nuestro proceso es

la que se muestra en la figura 2-8.

¿

-3T

'/i

. .1

T ar.

Fig. 2-8

,*

Con todo lo que se ha visto anteriormente creemos ha-

ber logrado una descripción bastante completa de los dos -

procesos en estudio. Nos toca ahora el discutir algunos -

aspectos importantes de los mismos desde el punto de vista
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de la estacionaridad, con el ánimo de sacar algunas con -

alusiones que caracterizan y establecen claras diferencias

entre estos dos procesos.

2-4.- ESTACIONARIDAD.-

Para empezar, daremos algunas definiciones de esta -

cionaridad.
V

SENTIDO ESTRICTO.- Decimos que un proceso X(t) es estacio-

nario en el sentido estricto, si su es-

tadística no es afectada por un desplazamiento del origen-

de tiempo. Esto significa que los dos procesos:

í

X ' J- \- *r f ->- t f- \ L-j v -̂  t c+e)

tienen la misma estadística, cualquiera que sea e.

tes

De esta definición se sacan las conclusiones siguien-

l-2 La función de Densidad de orden n para ui proceso esta -

cionario debe ser tal que:

(2-22)

para cualquier e.

En particular debemos tener:

f(x;t) = f(x;t+e)
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y, puesto que esto es verdadero para todo e, concluimos

que la densidad de primer orden es independiente de t:

f(x;t) = f (x)

Una consecuencia de lo anterior es que E { X ( t ) } es una

'constante:

E { X ( t ) > = n = constante.

•La densidad de orden dos debe ser tal que:

f (x >x ; t ,t)= f (K ,x ;t+e,

Después de pensar un poco se concluye que lo anterior

debe ser una. función de ti~t2:"

f (xirx2;t! ,t2) - f (x1/x2; Y) 7= t1»t2 (2-23)

Entonces f(:xi,x2; 7) es la densidad conjunta de las -

variables aleatorias:

x(t+<y) . y xct)

La función de Autocorrelación R(t},t2), en consecuen-

cia depende únicamente de t^- t2y puede ser escrita en la-

forma:

RCT) =• ÉÍXÍt+Y )X(t) } = R(-Tf) '(2-24)

En las figuras 2-1 y 2-5 consideremos dos instantes -

ti Y t2 separados ̂  y tales que *y < T. Aquí se observa ya-

una diferencia notable entre la Transmisión binaria semia-
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leatoria y la aleatoria, que se manifiesta en el hecho de

que para la transmisión binaria semialeatoria se pueden te

ner dos tipos de proceso, dependiendo de si dentro del

considerado existe un instante de cambio de la función o -

no lo hay. En el caso de la Transmisión binaria aleatoria,

por el .contrario la probabilidad de ocurrencia de un ins -

tante de cambio dentro del intervalo <$ no depende la ubica.

ción de este en el tiempo, tan solo depende de la duración

del mismo.

La función de Autocorrelación en el caso semialeato -

rio depende de t], y t¿ / es decir es una función de tj y t2 /

en tanto que en el caso aleatorio es sólo una función de ̂ .

Esto nos permite concluir, que--con respecto a una es-

tadística de segundo orden, el caso aleatorio es estaciona

rio en el sentido estricto,.mientras que el semialeatorio-

no lo es.

Si la transmisión binaria aleatoria es estacionaria -

de orden .dos, también es estacionaria de orden uno, porque

una función de distribución de orden superior determina

las de orden inferior.

Para la Transmisión binaria semialeatoria se obsérva-

lo siguiente: . • '

1- La función de densidad de primero orden no depende, del-

tiempo. - '
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El valor medio del proceso es una ce -inte.

En consecuencia, el caso semialeat

rio para una estadística de primer ordc-

estacionario de primer orden. En efect

un inst.ante t¿ cualquiera en la figura

servados del proceso serán siempre los :

teniente de la particular ubicación de t

3 es estaciona -

es-un proceso -

3Í consideramos-

, los valores OÍD

:os , independien

Vamos a analizar ahora estos proce. con respecto al

criterio de estacionaridad en el sentic olio.

Decimos que un proceso X(t) es esí

tido amplio (o débilmente estacionario)

rado es constante y su autocorrelación

de t-t : Esto es:

nario en el sen.

su valor espe-

nde unicamente-

E{X(t)} = constante y E{X(t- X(t) } =

(2-25)

Es "claro que si X(t) es estacionar

tonces también es estacionario en el se.

inverso, sin embargo, no es verdadero.

en el. sentido amplio involucra unicamen

de primero y segundo' orden. Es claro c

binaria aleatoria es estacionaria en el

tras que la semialeatoria no lo es, pue.

medio es constante,, su función de autoc,

de t^ y t2 .

e orden dos, en

D amplio. Lo -

estacionaridad"

los momentos -

. transmisión -

:ido amplio mien_

b.ien su valor-

ación depende- .
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La transmisión binaria semialeatoria es, sin embargo-

"periódicamente estacionaria", pues se ajusta a la siguieri

te definición:

El proceso X(t) es periódicamente estacionario con

periodo T.si (2-22) es verdadera únicamente para e = nT. -

Si este es el caso, entonces las variables aleatorias:

X(t) , X(t + T) , . . . , X(t H- nT)

tiene, las mismas densidades.

En efecto, pues para la transmisión binaria semialea-

toria, los instantes t, t+T,..., t+nT son equivalentes.

Resumiendo diremos:

La transmisión binaria

semialeatoria. es un

proceso estocastico:

La transmisión binaria

aleatoria es un proce-

so estocástico":

a) Estacionario de primer orden.

b) Periódicamente estacionario -

con periodo T.

c) No estacionario de segundo o:r

den.

d) No estacionario en el sentido

amplio.

a) Estacionario' de primer orden

b) Estacionario de segundo orden

c) Estacionario en el sentido e_s_

tricto. ' . . . "

d) Estacionario en el sentido am

plio.
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Nos queda un último aspecto teórico de importancia •-

que analizar en el estudio de estos procesos y es aquel- que

se refiere a los promedios estadísticos en el tiempo -para-,

una -función miembro del proceso y su coincidencia o no coin

cidencia con los promedios del ensamblaje infinito de fun-

ciones -del tiempo que constituyen un proceso estocástico.
'"

En otras palabras se quiere saber si el valor medio y

la autocorrelación de una función miembro del proceso eva-

luados en el tiempo, son iguales al valor medio y la auto-

correlación del conjunto infinito de funciones que consti-

tuyen el proceso. Si estos valores son iguales, entonces-

se dice que el proceso estocástico es "ergódico". La idea

es simple, si es que se ignoran las dificultades de tipo -

matemático que se presentan.

2-5.- ERGOD1CIPAD.-

Antes de entrar a definir en forma precisa el concep-

to de Ergodicidad, necesitamos algunos conceptos-y defini-

ciones que daremos a continuación.

INTEGRALES ESTOCAST1CAS.-

Dado un proceso estocástico real X(t)7 formamos la in

tegral:

b. r
S = \t (2-26)

a
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Nota: Aquí S tiene un sentido distinto del que se ha veni-

do utilizando.

Si esta integral existe en el sentido de Riemann para

toda función X(t,k) del proceso X(t), ella define un núme-

ro S (k)- . Entonces S es una variable aleatoria y S (k) tie-

ne el significado usual del área de X(t,k).

Vamos a determinar el valor medio y la1 varianza de S.

El cuadrado de S puede ser escrito como una integral-

doble :

b (" ( (
S2 = I XítiJdti 1 X(t2)dt2 = ] 1 X(t1)X(t2)dt1dt2

a a, ce ct
a - (2-27)

Tomando valores esperados de ambos miembros, obtene -

mos la relación básica:

b fe > >

E{S2} = E{X(t!)X(t2)} dt1dt2 = R(t1,t2)dt1dt2

a a a (2-28)

con

C(ti,t2) = R(ti,t2) - n(ti)n(t2)

la autocovarianza de X(t), tenemosf 'restando de (2-28) el

cuadrado de (2-27) .

b L ' k b

rr? = {R(t1,t2)-ri(t1)n(t2)}dt1dt2- j C (tl , t2) dtxdt
* ) ) ) J •

ti a a «- (2-29)
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Aplicaremos lo anterior a promedios en el tiempo. Su

pongamos que el proceso _W(t) es estacionario. Rormamos la

integral: . •

S = 1
2T W(t) dt (2-30)

-T

Claramente, de (2-27) y de (2-29)

T T

E{S} = 1
4T C(tx - t2)dtidt2 (2-31)

en donde r\s la media y C(V } la autocovarianza de W(t) .

La integral en (2-31) puede simplificarse. Con

tj - t¿. = *¥ , tenemos C (t¿-t2) - c ( Y ) = constante en la -

región sombreada de la figura 2-9. El área de esta regi5r_

es igual a (2T -]7|)d7 , como es fácil de ver, y 1 varia

de -2T a 2T. En consecuencia:

Fig. 2-9
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T T f
\t - t2)dt1dt2= \T

-T -T . -ÍT

Dividiendo por 4T obtenemos, entonces:

1T

2 _t- — . .— ( t j -_ —_— ,,
2TJ

*/
-a?

Esto es verdadero para procesos reales o complejos. -

Si W(t) es real, entonces C(T ) es par, y lo anterior nos

da:

ar

u-
(2-32)

Esta simple relación será la base para nuestra discu-

sión de la ergodicidad.

PROMEDIOS EN EL TIEMPO. -

En esta parte trataremos con procesos estacionarios.

Consideremos los límites:
T

1 f fIfl = lím ~~ X(t)dt (2-33)
L T̂ - X J

-T-

T

-T

X(t + Y)X'(t)dt (2-34)

Se usa esta notación para poner de manifiesto que n* y n*
son variables aleatorias .
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Estos límites se usan frecuentemente para.definir la

media y la autocorrelación de un proceso Xlt). Sin embar-

go, ellos no son constantes, sino variables aleatorias y -

para afirmar que:

•= ElX(t)} = E{X(t (2-35)

se debe probar que (véase Desigualdad de Tchebychef f )

= E{X(t)} = n

= É{X(t

= O

)X(t) } *=

(2-36)

(2-37)

En otras palabras (2-35) es verdadero únicamente si -

las integrales (2-33) y (2-34) tienen el mismo valor para-

casi todas las funciones X(t,k) del proceso dado.

Como se ve, el valor medio de la variable aleatoria -

n* es igual a n si sucede que su varianza es igual a cero,

entonces y solamente entonces n* será igual a É{X(t)} con

probabilidad 1. Lo mismo diremos en el caso de la autoco-

rrelación.

ERGODICIDAD.-

La ergodicidad trata con el problema de determinar la

estadística de un proceso X(t) a partir de una sola obser-

vación: ' .

X(t) es ergódico en la forma más general si (con pro-

babilidad l)s¡ todas sus estadísticas pueden determinarse a
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partir de una sola función X(t,k) del proceso.

Puesto que los varios parámetros estadísticos son ex-

presados corno promedios en el tiempo, lo anterior puede ex_

presarse en la forma:

X(t) es ergódico si los promedios en el tiempo son i-

guales a los promedios del proceso (esto es, valores espe-

rados) . •

Usualmente, se está interesado no en todos, sino úni-

camente en ciertos parámetros de un proceso. Se puede, en_

tonces definir la ergodicidad con respecto a estos paráme-

tros. Es claro que un proceso puede ser ergódico para der

tos parámetros, pero no para todos. En nuestro caso, esta-

ríamos interesados en la ergodicidad del valor medio y dé-

la Autocorrelación.

ERGODICIDAD DEL VALOR MEDIO.-

Introducimos el valor medio en el tiempo:

T

14* = T̂jp X(t)dt (2-38)

-T

del proceso dado X(t) . Es claro que n?* es una variable a.

leatoria como en (2-30), y puesto que E X(t) es una cons -

tante, tenemos:

E{nT*> = E{x(t)}= n .
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La varianza de nT* corno^ hemos visto, está dada por -

'2-32'

On*
O

en donde R(Y) es la autocorrelaciÓn de X(t). Si esta va-

rianza tiende a cero cuando T->«> f entonces rit* tiende a su

valor esperado, véase (1-156). En consecuencia:

• TEOREMA.
T

lím
QM-oo

2T X(t) dt = E{X(t) } = (2-39)

si y sólo si

.lím
(
\ V1 I 1 - ~
\?
J V

(2-40)

Este es el teorema ergódico para E(X(t)}.

Según se ha visto, toda esta teoría se ha establecido

para procesos estocásticos estacionarios en el sentido am-

plio, por lo menos. La transmisión binaria semialeatoria,

no lo es ni en este sentido, ni en el sentido estricto, -

por lo tanto, carecerá en absoluto de significado el que -

intentemos probar la ergodicidad para este proceso. La

.transmisión binaria aleatoria, según se ha demostrado, es

un proceso estacionario en el sentido amplio y en el sent:L

do estricto, y por lo tanto se puede hacei~ para él la prue
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ba de la ergodicidad.

De (2-20) y de (2-40) se tiene:

(l- L) -

en donde L representa el intervalo entre tiradas para nuej3_

tro experimento, G^CÍ -L/2) es la función compuerta de in-

tervalo L centrada en T = L/2 y u(T-L) es la función esca_

Ion unitario con su inicio en T=L.

Utilizando la propiedad distributiva de los operado-

res límite e integral, se tiene que la expresión anterior

es equivalente 'a:

aT • iTf
\,

C
J

1 G L (7 - ) d 7 + lira

- lím Tf

o lo que es lo mismo:'

L

1llm
T 8TL J lím

integrando:

lím -

•Íímí

0-3

24TL
j. i < 1+ lím=

T-*-»

ar
r
4

L

- 1 <m 1• J-lm
T ^00

o-
4

o
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~i
J

.. ,,, 2T L \ . 12T
+^ 4L' 24TLJ' _ T * 4 4 ' _ T 4

= o + V2 - V2 = o

Con este resultado se ha demostrado la ergodicidad -

del valor medio de la Transmisión binaria aleatoria. Es-

to significa que para este proceso-, la varianza de la va-

riable aleatoria que representa a su valor medio en el

tiempo es igual a cero y que, por lo tanto, el valor meció

en el tiempo de cualquier función miembro del proceso se-

rá igual al valor medio del proceso.

ERGODICIDAD DE LA AüTOCORRELACXQK.- " •

Formamos ahora el promedio:
T

•I
1

T̂ U) = ~^ \t +A)X(t)dt ' (2-41)

Es claro que:

2T

-T

E{RT(X)> - ~ E{X(t + X)X(t)}dt = R(X)

porque el integrado es igual a la autocorrelación R(X) de-

X(t). Para un X dado, la integral ÍIT (X) es el promedio -

en el tiempo del proceso:

$ (t) = X(t + X )X(t)
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El valor medio de este proceso está dado por

EU(t)} = EÍX(t H-X)X(t)} = R(X)

y su. autocorrelación por

R^CÍ ) = E{X(t + X + Y )X(t + ? )X(t +X )X(t) }

Entonces, con W(t) = fy (t), concluimos de (2-32) que;

TEOREMA:

Para un X dado,

T

lím ̂  X(t +X )X(t)dt = E{X(t •+ X )X(t) } = K(AJ (2-42)
J

si' y sólo si

.lím J i (l - ¿)[R̂ (Í ) 7 R (X)] di = O (2-43)
/ ' .

Conviene notar que el término entre corchetes es igual

a la autocovarianza del proceso X(t -I- X )X(t) .

Para probar la ergodicidad del valor medio,'es sufi -

ciente el conocer n y R (7) - Sin embargo, para la ergodicá^

dad de la autocorrelación es necesario el conocimiento de

momentos de cuarto orden.

La determinación de momentos de cuarto orden presupo-

ne' la determinación de 1-a función de densidad de cuarto or

den, esto trae consigo muchas complicaciones de tipo mate-
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mático que preferimos evitar. En su lugar trataremos de

mostrar en forma cualitativa la ergodicidad de la anitoco— •

rrelación para el proceso de la transmisión binarla aléate

ria.-

Haciendo referencia a la figura 2-5, supongamos cpie

ti = 9 y t2 =•..'- ti + \ 9,6, es decir que 1 = 0,6. 3Los-

dos puntos ti y ta caerán dentro del intervalo entre tira-

das el 40% de las muestras en el ensamblaje infinito y cae_

rán en" los intervalos correspondientes a dos tiradas inde-

pendientes en el 60% de las muestras. Con <£ = X(t -fi-AjXCt}

vemos que <£ = cero o uno con igual frecuencia cuando los —

puntos caen dentro de un intervalo entre tiradas y $ — 0 -

cuando los puntos se encuentran en intervabs dxferantes. -

inn consecuencia, el valor medio para el ensamblaje imfijni-

to de funciones es E {^l =0,4.

•Además, en cualquier muestra con X fijo pero no t^, —

-los puntos ti y t2 + 0,6 caen dentro de un intervalo el 40%

-del tiempo y en dos intervalos diferentes el '60% del tiem-

po, de modo que el valor medio en el tiempo es ̂ j* = ©,4 .

El. mismo razonamiento se puede seguir para otxO'S valores -

de \ encontramos que:

E.'{<f>} = r̂  *

y el proceso X(t) es ergódico respecto de sin autocoxxelaclón,

En el capítulo III obtendremos una verificación

de la ergodicidad de este proceso.



C A P I T U L O III . •

GENERACIÓN Y SIMULACIÓN DE LA TRANSMISIÓN BINARIA.

-3-1.- INTRODUCCIÓN. En el capitulo anterior hemos efectuado un estu-

'dio teórico más o menos completo del Proceso Estocástico al que hemos-

-denominado "Transmisión Binaria11. En este "capítulo describiremos el

circuito con el cual lo hemos generado en forma aproximada. Decirnos -

en forma aproximada, por el hecho de que para generar en forma exacta

este proceso, necesitaríamos de un dispositivo _capaz de asumir un nú-

mero infinito de estados. Ningún dispositivo ideado por el hombre es

capaz de asumir un número infinito de estados. Lo que se podrá obte -

ner siempre serán dispositivos capaces de generar secuencias periódi -

cas de estados, cuyo período dependerá del número de elementos sucept_i_

•bles de cambiar de estado al ser aplicada a su entrada una señal deter_

minada. Se pueden/ eso si-obtener aproximaciones bastante buenas cuan

do el período es muy largo."

La obtención de una secuencia de estados con el período requero^

do nos ha obligado a ensayar cada una de las muchas posibilidades que

presenta este circuito. La discusión de las mismas, en una forma sis-

temática se presenta en este capítulo.

Como el circuito propiamente tal no es muy demostrativo respec-

to de lo que queremos observar, ha sido necesario el simular el ,funcio__

namiento del mismo utilizando la calculadora programable HP. 9810 A.
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Los resultados obtenidos de esta simulación son en.realidad nuestros

resultados experimentales y constituyen la fuente de información que

nos ha permitido obtener importantes conclusiones.

3-2.- DESCRIPCIÓN.

RELOJ

¿—f T7=TL«—-o

• t —fcjw-j

?
\

N

Fig. 3-1.

Con el objeto de reproducir la transmisión binaria, se ha uti_

lizado el circuito que en forma muy esquemática se muestra en la fi-

-gura. Consta este de un registro de corrimiento de N flip-flop, de

un circuito de ralimentación, que consiste en una compuerta con dos

..entradas y salidas, pudiendo tener esta cualquier función lógica.

- Las entradas a la compuerta se toman de la salida del último flip-

• flop y del flip-flop de orden K. La salida de la compuerta se utiló̂

za para realimentar el registro de corrimiento a la entrada del flip-

flop 1 . Un reloj, por último es el que con cada uno de sus pulsos, -

hace que la información se transfiera de un flip-flop a otro, así co-

mo que ingrese nueva información al registro a través de la compuerta

y la entrada del f lip-f lop N-2 T. La salida del registro, para núes -

tros propósitos, la tomaremos del flip-flop N, aunque puede tomarse -
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de cualquiera.

3-3.- DETERMINACIÓN DE LA CONFIGURACIÓN ÓPTIMA.

Como ya se ha dicho, el objeto de este circuito es el de re-

producir en la forma lo más aproximada posible el Proceso Estocasti_

co de la Transmisión Binaria. Según se ha visto, este proceso no —

es periódico, en consecuencia, una de las cosas que exigiremos de —

este circuito es que la onda por el generada, tenga un período lo —

más largo posible. Esta onda no puede ser aperiódica, pues siempre

tendremos un número finito de flip-flop y, ,por lo tanto -un mrmexo —

finito de estados. Si se tienen N flip-flop, en el mejor de los ca_

sos se tendrán 2n estados.

La duración de un período'puede depender de las siguientes -

cosas: . •

1.) De el número de Flip-flop.

- 2..) de la programación inicial que tenga el conjunto de

flip-flop.

• 3.) De la función lógica de la compuerta de realimantación,

4.) De la ubicación del punto K de donde se toma la reali—

.mentación.

Se hace, pues necesario el efectuar un estudio de los cuatro

factores anteriormente anotados con el obj eto de obtener Tina combi-

nación adecuada de los mismos que de como resultado que nuestro cir_
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cuito sea capaz de generar una onda cuyo periodo sea lo más largo po-

sible. El método a seguir en este estu'dio es del tipo estrictamente

experimental y consiste en mantener constantes tres- cualesquiera de -

los factores anotados mientras'que el restante se hace variar a volun_

tad. Desde luego que el método planteado para este estudia presenta

un sinnúmero de posibilidades. Un estudio completo y exhaustivo de-

mandaría mucho tiempo y ocuparía un espacio dentro de este trabajo -

muy grande en relación con el que se dispone, aparte de que el mismo-

no es precisamente el objetivo central .del presente trabajo de tesis,

Nos limitaremos únicamente a presentar algunos casos muy ilustrativos

y a mostrar los criterios que nos llevaron a elegir aquel que- a nues-

tro criterio es el óptimo. Al iniciarse este trabajo se analizaron -

nmciios cacos, cii_irc ellos/ en j-Gmiii SjO-j.ci'íJSi-iL'v-a. s¿: di¿cL_L..2-;¿x/ ~^. <Í^CZ^K*J- ¿té

8 flip-flop con compuerta de re alimentación Ñor. Aunque los resulta-

dos del mismo no son los que se utilizaron posteriormente, trataremos

de presentar algunos de sus resultados, pues creemos que resulta ser'

muy ilustrativo respecto de la forma en que funciona el 'circuito..

INFLUENCIA DEL NUMERO 'DE FLIP-FLOP.

Para ilustrar esto, vamos a utilizar un circuito con el numero

de flip-flop variable, realimentado por una compuerta MOR., las entra-

das a la compuerta de realimentacion se tomarán de las salidas ultima

y penúltima del registro y el estado inicial, en todos los casos se a

sumirá que es cero. • .
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Entonces:

1+2 1 2 2+3 1 2 3 3+4 1 2 3 4 4+5 1 2 3 4 5

1 00 1 000 1 • O O O O 1 0 0 0 0 0

O 10 1 100 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0

O 0 1 O 1 1 0 1 ' 1 1 O O ... 1 1 1 0 0 0

0 0 O 0 1 1 . . 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0

O 0 0 1 O 1 1 1 1 0 - 1 1 1 1 0

0 0 0 O 0 1 1 1 O 0 1 1 1 1

O 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

O 0 0 0 1 O 0 0 0 1 1

0 0 0 0 O 0 0 0 0 1

>
o o o c o

Tabla 3-1,

En los casos mostrados arriba, con a+b se representan las sali_

das de la compuerta ÑOR, los números a y b representan las salidas

que se utilizan como entradas para la compuerta de realimentacion. -

Los.números 1,2,,., representan las salidas de cada uno de los flip -

flop. En los casos representados se observa que el número de flip-

flop, -al aumentar, trae consigo un aumento del número de estados y -

que el número de estados varía con N, según la relación:

Numero de estados = 2N - 1 (3-1)
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INFLUENCXA DE LA FUNCIÓN LÓGICA DE LA COMPUERTA "DE REALIMENTACION. '

Vamos a mostrar varios casos de cuatro flip-flop, en los que la

realimentación se toma de los flip—flqp ultimo- y penúltimo y se varía-

el tipo de compuerta utilizada para la realiraentación-

3+4

1

0

0

1

1

0

1

1

1

1

•

1

0

1

0

0

1

1

0

1

1

1

1

2

0

0

1

0

0

1

1

0

1

1

1

3

0

0

0

1

0

0

1

1

0

1

1

4

. 1

0 .

0

0

1

0

0

1

1

0

1

3+4 1 2 3

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

0 1 1 1

.0 Gt 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0

-

•

4 3.4 1 2 3 4 -

0 1 O & t 1

0 0 1 Q 0 1

0 0 O I1 0- 0

0 O G< .0- 1 0

1 0 0 0; Q 1

1 O O Q¡ 0-

1

•0

-

3.4

. 1

1

1

1

0

0

0

1

1

0

1

1

1

1

0

0

0

1

2

0

0

1

1

1

1

0

0

0

3

0

0

0

1

1

1

1

0

0

•

4

0

0

0

0

1

1

1

1

0
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3®4 1 2 3 4 . 3 © 4 1 2 3 4

1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -

0 1 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 .

1 0 0 1 0 " 0 1 1 1 0

1 1 0 0 1 1 " O 1 1 1

0 1 1 1 0 0 " 1 1 0 1 1

1 'O 1 1 O 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

1 O '1 O 1 ' 1 0 0 1 1

1 1 'O 1 O ' 0 1 0 0 1

1 1 1 0 1 1 0 1 0 0

1 1 1 1 0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 0 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0 0 0 1 0

O 0 0 1 1 • 0 0 0 . 0 1 t

0 0 0 1 0 0 0 0

Tabla 3-2.

Simbología:

3+4 : Operación OR entre las salidas de los flip-flop 3 y 4.

3+4 : Operación ÑOR entre las salidas de los flip-flop 3 y 4.

3.4 : Operación AND entre_las salidas de los flip-flop 3 y 4.
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3.4 : Operación NAND entre las salidas de los flip-flop 3 y 4.

3©4 : Operación- O EXCLUSIVO entre las salidas de los flip-flop 3 y 4.

3©4 : Operación COINCIDENCIA entre las salidas de los flip-flop 3 y 4,

El examen de la tabla 3-2 nos permite concluir lo siguiente:

La compuerta OR nos da 11 combinaciones antes de caer en un estado en

el que solo se generan unos con cada pulso de reloj. El estado ini -

cial que se muestra es el que mayor número de transiciones ríos da,has_

ta alcanzar el estado que podríamos llamar de saturación.

La compuerta ÑOR tiene un período que contiene 7 estados, alcanza el

último, el ciclo vuelve a repetirse a partir de Ó00Ó- Cualquier otro

estado inicial dará que no sea .de los que figuran en el período dará-

lugar/ según veremos, a una secuencia aperiódica que continua hasta -

alcanzar un estado cualquiera de la parte periódica.- A partir áe es-

te instante, el comportamiento de nuestro dispositivo se hará psriodi

dico.

La compuerta AND da lugar a una secuencia aperiódica que termina en —

el estado 0000, del que no volverá a salir, cualquiera que sea el nú-

mero de pulsos de reloj que se tengan a la entrada.

La compuerta NAND nos dará una secuencia periódica que incluye J esta_

dos. Cualquier otro estado inicial contendrá una parte aperiódica y

la parte periódica que se muestra en el ejemplo.
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La compuerta O EXCLUSIVO nos dará una secuencia periódica que incluye

todos los posibles estados menos uno de los gae pueden tomar los flip-

flop. El estado excluido, en este caso es el 0000. De lo visto has_

ta ahora este es el caso más interesante, pues se presenta la posibi-

lidad de aumentar N para obtener secuencias con períodos muy grandes,

ya que el número de estados está dado por 2n - 1.

La compuerta COINCIDENCIA tiene un comportamiento parecido al de la -

anterior, con la diferencia de que en esta está excluido el estado

1111. aparte del orden con que aparecen las diferentes combinaciones.

CASO DE 8 FLIP-FLOP, COMPUERTA ÑOR Y K VARXSBLE-

Presentaremos ahora los resultados de un caso que ha sido ana-

lizado en forma más o menos completa. Se trata de un registro de co-

rrimiento de 8 flip-flop en el que la entrada para la compuerta de re_

alimentación, que es una compuerta ÑOR se toma del último flip-flop,

en tanto que la otra entrada es variable, es decir que se puede tomar

de la salida "de cualquiera de los otros flip-flop, del primero al sép_

timo. La presentación de los resultados, mostrará también lo que su-

cede con cualquier programación inicial posible. Si bien estos resul_

tados no son los que se han utilizado posteriormente, bien vale la pe_

na el presentarlos por ser muy ilustrativos del comportamiento del

circuito.
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1-° Para cada valor de K se abrt-i.en.-erL varias secuencias, cada una de las

cuales contiene una parte periódica, y- otra parte aperiódica. ' Si el cir

cuito al momento de empezar a faaaicáLaiiar se encuentra en uno de los esta_

dos de la parte aperiódica, ira fooraaricLo sucesivamente otros estados has_

ta llegar a uno de los que pertenecen: a la parte periódica, de allí en

adelante tomará únicamente valares ĉ Gie pertenecen a la parte periódica,

los que se repetirán una y otra; ̂ê . El numero de secuencias periódi -

cas se distribuye con K de la siguiente manera.

6 para K — 7

4 para K — 6

3 para K — 5

8. para K = 4

2 para K = 3,

3 p-ara K = 2

2 para. K = Ti

2A Para K = 7.se tienen, coatroj secmcencias periódicas que contienen 15

estados y dos secuencias perlodieras con 5 y 3 estados, respectivamente.

Para K = 6 se tienen tres secuieincrias periódicas con 14 estados y una

con 7 estados.
•\a K = 5 se tienen tres. secnen<irias periódicas con 13 estados.

Para K = 4 se tienen seis secuieEEcrias periódicas con 12 estados, -una con

6 y una con 3.
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Para K = 3 se tienen dos secuencias periódicas con 11 estados. .

Para K = 2 se tienen dos secuencias periódicas con 10 estados y una

con 5 estados.

Para K - 1 se tiene una secuencia periódica con 9 estados y una con

tres estados.

Se puede, en consecuencia calificar de normales aquellas secueri

cías periódicas que tienen N+K estados. A las secuencias que contie -

nen 3,5 y 6 estados las podríamos calificar de anormales,

Se ha intentado hacer un análisis matemático para explicar el

comportamiento de este circuito para esta configuración, pero se ha -

-concluido que es una tarea bastante di-fínñ 1 . que consumirla Eiucho ticir.

po y fuera del objetivo del presente trabajo de tesis.

3-4.- SIMULACIÓN DE UN REGISTRO DE CORRIMIENTO DE N FLIP-FLOP CON

KEALIMENTACION A XRAVEZ DE UNA COMPUERTA "O EXCLUSIVO" .

Como ya se vio en el'apartado 3-3, la compuerta O EXCLUSIVO, en

el. caso presentado nos da todos los estados posibles menos uno. Para

nuestros propósitos, como ya se explicó, resulta ser la más interesan-

te, pues'es la que nos permite obtener.una sucesión de estados con un

período lo más largo posible. El numero de estados, según se vio en -

el'ejemplo está dado por: 2n - 1,' siendo N el numero de flip-flop.
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Pero esto es sotó mam resiiiLlLitado parcial ," queda pues por investigar que

es lo que sucede em tm&Ds 3,<cs casos posibles.

Con este objeto se una elaborado un programa, al que hemos deno_

aniñado "Simnajlaciofini ¿£e Tonta icegpLsfcr© de corrimiento", para ser utilizado

en la caloaÜLadora pinosp^rnaáble HE1 381 OA. El Algoritmo del programa se

lamestra- eoa. la füL^rra 3—2. E3L programa simula un registro de corri -

máLearto de H flip—flcnp^ zt^aOLimeimitado por una compuerta "O EXCLUSIVO" ;

una de las ecnltrsdss a la (DoiripGBeirfca es la salida del último flip-flop

y la otra es 1.a, sali.<^ cfe3l SUíi—SLop número K. El programa se mués -

tra en la tabla 3-3.

EESIEKE3EBQS . EM la itate)3Lffi 3-4 se maestran los resultados para N=3 ,

Para BT=3 y K=2, se dtofrliffT're naffia secuencia periódica con 7 estados

, es decir;, a<5cní se onnrple c^^e el período contiene 2 — 1 estados.

con¡veimi.eiaifce Suacrez: inmBffl (ufinses^acci-oii respecto de la forma en que se -

escxi.ibns esrtos ocesuLÍLItados . Por ejemplo, para N=3 , K=2 , el

^areee ic^rareseinrtado únicamente por un 1 , el estado al

se Enace r/e£eareímcJLa' es ^nn mealidad el 001,. Entonces, todos los -

estadas e^cie sgairecreinL jLmioiHirple-ítos , deberán completarse con ceros ubica_

dios, a la £z££imi.e:ii:da diel ^jríimeír 11 y Ihasta completar los N dígitos que -

repxeseomtan: a
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Para N=3 y K=1 se obtiene un período con el mismo numero de estados

que el anterior.

Para N=4 y K==3r se obtuvo ya un período con 15 estados, es decir qu

también se cumple la regla ya establecida.

Para N=5 y K=4 se obtienen únicamente 21 estados en lugar de los 31

que esperábamos. _ Conviene pues investigar que es lo que sucede al

variar'K y al utilizar otra programación para los flip-flop, que no

esté presente en el período que se na obtenido.
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P R O G R A M A # 1

SIMULACIÓN DE UN REGISTRO DE CORRIMIENTO REALIMENTADO

CON UNA COMPUERTA " O EXCLUSIVO " .

Fig. 3-2



- 139 -

P R O G R A M A # 1

SIMULACIÓN DE UN REGISTRO DE CORRIMIENTO REALIMENTADO

88 lü — 0 08
0819— 2 02
G020 — UP 27
G021--XFR 67
0822 — 1 01
8823 — 0 08
08¿4 — 0 ¿Ó
0025— X<Y— 52 .
8026^ — y 88
er~7 — G — eo
0b¿8 — 4 64
0029 — 6 06
0038 — 1 01
8831— XTO 23
8832— !HD 31
8633' — 1 81
8034 — 8 68
Q035 — £ 02
0836 — XTO 23
G837 — + 33
6833 — 1 61
GQ39— 0 —88
Q040 — 2 62
8841— GTO 44
8642— 8 . 86
0043 — G 68
0044 — 1 01
0045 — 6 06
Q046 — CHT 47
8847 — XFR 67
8043 — JHH 31
8049 — i Oí
8 8 5 G - - 8 : 8 0
6051— "1 Oí

O y 63 — GTO-
8069 — 0 -
G870-. 8 -
687.1 — 7 -
8072 — 8 -
8873 — S -
ÜG74 — XTO-
0075-- G •
8676-- G -
8077 — O .-
8878 — CHT-
0879— 8 -
8688— XTO-
8081: — i .
6882 — 8 •
8883 — 3 -
8684 — XFR-
8085 — 1 •
0686 — O •
0887 — G •
OO 88-- UP-
6 839-- XFR'
6896— 1 •
869 1 -- 8 •
6692 — 3 •
G093 — -
0094 — YTO1
0095— í
0096 — O
0897— 4
0098 — 6

' 8699 — X=Y
vil 00 — O
0181— 1
0162 — 3

8125'
8126
0127
0128
8129
8138
8131
8132
8133
8134
0135
8136
8137
8 133
8139
8148
8141
0142
0143
8144
0145
0146
0147
8148
0149
0158

8151
0152

Tabla 3-3
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= 3

= 2

¥ = 3
K = 1

- "ir,
• i,
100,
10.

101 .

110.
1 1 1 .
11 .

' 1.

11 .
101.
-.10.

1 .

1 0 0 .

110.

111.

11.

181.

ST = lili
• 1 1 1 .

11
1 ,

1 0 0 0 0 ,

1 0 0 0

100,

10.
10001.

1 1 8 0 0 ,

1 1 0 0 .

' 110.

10011,
1001 .

19100.
1010.

í 0 1 0 1 .
1101G.

11101.

11110.

1 1 1 1 1 .
1111 .

Tabla 3-4
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N=5, K=3

12345

11111
01111
00111

00011
10001
11000
01100
10110
11011
11101
01110
10111
01011
10101
.01010
00101
00010
00001
10000
.01000
CC1 CG
10010
.01001
10100
.1Í010
."01101
00110
10011
.'11001 .
."11100
.11110
.11111 .

N=5, K=2

12345

11111
01111
00111
10011
11001
•oiioo
10110
01011
00101
10010
01001
00100
00010
00001
10000
01000
10100
01010
10101
11010
1 I I --• 1

01110
10111
.11011
01101
00110
00011

, 10001
. 11000
11100
.11110
11111

N=5, K=1

12345

11111
01111
10111
01011

. 10101
01010 .
00101
10010
11001
01100
00110
00011
10001
01000
00100
00010
00001
10000
11000

. 11100
11110
11111

N=5, K=4 N=S, ]

12345 12345

0:0101 01101.
10010 10110
11001 11011
11100 01.101
01110
10111
01011
00101

-

Tabla 3-5

En la tabla 3-5. mostramos los resultados obtenidos. Se-ob

5.serva que para K = 2 y K = 3, se obtienen 2 - 1 estados, es decir 31

.estados. No sucede asi cuando, K — Tir, en esrfee caso, se obtiene el mis-

.mo número de estados cjue para K = 4- un: poco más alejados, a la dere-

cha, se muestra nuevamente el caso cíe: jgr = 4 para valores 'de. estado ini
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cial que no aparecieron con 11111 como principio. En este caso, tam-

bién aparece tina secuencia periódica , de período más corto que el an-

terior. Estas secuencias unidas a la anterior, nos da la totalidad -

de estados posibles. La última secuencia tiene una programación ini -

cial que no aparece en ninguna de las dos anteriores . Esta secuencia

es de período mas corto aún. Se hace necesario el notar/ que en el -

caso de utilizar la compuerta "O EXCLUSIVO" , no aparecen las secuen -

cías aperiódicas que teníamos cuando se utilizo la compuerta ÑOR. Re_

sultaría muy interesante el seguir profundizando en este aspecto, pe-

ro nos estaríamos alejando del objetivo del presente trabajo. Conti-

nuaremos r sin embargo presentando los resultados obtenidos con la

culadora programable al aumentar el número de flip-flop.

Con W = 6 y K = 5 se obtienen 2 — 1 estados, es decir, 63 estados. -

En la tabla 3-6 se muestran estos resultados.

I/os siguientes son'los resultados para N = 7

Í-
K = 1 se obtienen 2 - 1 = 127 estados.

JC = 2 se obtienen 92 estados.

K = 3 .se obtienen 127 estados.

Las tablas 3-7, 3-8, 3-9 muestran estos resultados, según se obtuvie

ron de la calculadora.
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Los resultados hasta ahora obtenidos, nos harían pensar, que

siempre es posible encontrar un valor de K que nos de 2N - 1 esta -

dos, sin embargo el caso de 8 flip-flop contradice tal suposición,

según los resultados que se muestran a continuación.

K - 1

K = 2

K = 3

K = 4

K = 5.

K = 6

K = 7

63 estados.

30 estados.

217 estados.

12 estados.

217 estados.

30 estados'.

63 estados.

En ninguno de estos casos se puede encontrar una secuencia -

-* fiperiódica que tenga 2° - 1 = 255 estados que son los que correspon-

derían a este caso. La distribución del número de estados tiende a

ser simétrica con respecto a K. Los casos d e K = 3 y K = 5 son los

mas interesantes para nosotros, pues son los que tienen período más

largo, 217 y 217 estados, respectivamente. Presentan, sin embargo

un problema relacionado con.la independencia de los eventos.

Los resultados obtenidos con la calculadora se muestran en

los cuadros 3-10, 3-11, 3-12 y 3-13.
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Con todos los resultados que se han presentado se puede concluir

que la compuerta de realimentacion más útil para nuestros propósitos, -

según se desprende de lo dicho en el apartado 3-2 es la compuerta " O

EXCLUSIVO ", ya que es la que con mayor aproximación cumple con el re -

querimiento exigido para una reproducción aproximada de la transmisión

binaria. Cualquier salida de los flip-flop que forman el registro de -

corrimiento es la simulación requerida.

Nos hacemos ahora la siguiente pregunta: ¿Cual es el grado de s_i_

militud que tiene nuestro experimento con aquel ya descrito en el capí-

tulo anterior?; ¿Como se puede medir ese grado de similitud? De inme-

G.ÍO.LO eato nos obliga a pensar en el concepro de independencia.

3-5. - INDEPENDENCIA. - En el experimento de tirar una moneda, cada -

prueba es independiente de la anterior/ con esto se quiere decir, que -

cualquiera que haya sido el resultado de las tiradas anteriores, estas

no tienen influencia alguna en el resultado de la prueba que vamos a e-

fectuar. El -resultado de este experimento al dar valores numéricos a

las salidas cara o sello, o dicho en otras palabras, al definir un pro-

ceso X(t) tal que:

Í
l si sale cara

'

O si sale sello
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•N = 8
.K = 1

11 1 1 1 1 1 .
10111111.
• 1011111 .
10101 111 .

1010111.

10101011.

1010101,

18101010.

11010101.

1 l'O 1 0 1 0 .

. • 110101.
10011010.
1 1001 101 .

1 100110.

110011 .

10011001.
- 1001100.

1601 10.

/ 10611.
' .10001001.

1066100.
100010.

10001 .

1GG01000.
11000100.

.1 1106010.
- 11110001 .

1111000.
l l l í íi f; .
11110.
1111.

160001 1 1 .
10000Í 1 .

1810 0 001 .
i O 1 <J v •_• •_' .

101600.
10100.

( . 1610.

101. •

16000010.

'11000001 .

1 100000.

1 16000.
11000.
1160.
110.

11.
10000001 .
10ÜU000.

100000.

• 10000.

1600.

; 166. '
18.

. 1.
16660000.
1 1000060.
1 1 1000Ú0.

11110000.
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1 1 1 1 1 1 1 1 .

1 1 1 1 1 1 1 .

1 0 111111.
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11116011.
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1 10000111.
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- •' 1100U000.
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; . • 10011001 .
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ff = 8
K » 3

IHillí-
l i l i l í .
1 1 1 1 1 .

18881111.
110861 1 1 .
11100811.
11 10081 .
111008,

10011 108.

1881 1 í 8.
1001 1 1 .

• 18011.
10881 80 í .
1 1888188,
1180018-,

10118881 .
1011063.
181188.

188101 18,
1881811 .

16180101.
1818818.
181881 .

O

1810.
101.

issecoic.
• 1000081 .
16100880.
11610888.
i í 61068.
10110188.
11811818.'
1181181 .1
1161 10.

10611011 .'
11001161 ,|

.11108118.

11118011.1
1111001.,

111100.

',166111.18.
10011 11 .

10188111.
• 1818811 .
18181881.
1610180.
101018.

18818181 .
1 1001Ú18.
1188181.
1 18010,

16011601.

1-1001 100.
1188110.

lOl 18011 .
101 1081 .

18181 í 80.
11016118.

1101011"."
110101.

11810.
1181.

186801 10.
180U61 1 .

18100881 .
1810086.
161800.

í 0810 188.
1001618.
108101 .
10018.
1881 .

18808188.
100U0I0..
160881 .
18808.'
1608.,
. lOO..

lOJ
1..

10880888.'

188808.
18016600.
1031000.
188100.

10018010.
1861801 .

18108100.
11618010.
1101 00 1 .
í 1.6106.

18811810.
1661 101 .

18106110.
11810811.
11161801.
1.110100.

I 0 1 1 1 O í 0 .
11011101.
II 101 110-,
11110111.
1111611.
111181.

. 11110.
lili.

10800111.
1 100881 K
1 1 Í80001 .
1 1 18800.

18111806.
11.01 U 86.
1 181 1 10.

10110111.
í 0 1 1 0 1 1 .

16101 101 .
1010116.'

. : O i 0 1 f. i
10101.

18081010.'
1068101.!

16108818.,
11818861 .'
II 181880.'
I I I 16180.
11111610.
111111 6 1 .
1111110.

101111-11.
1611111.

16181111.
1010111.

18161611.
1610161.

16181818.
11810181.
11101810.
11110161.
1111010.

10111161.
• 101 111 tí .

101111.
10111:

1 3 G 3 i 5 i 1 .
11068101'.
11188810.
1111088Í.
í 111860.'

1011 1100.
11811118.
I i 0 1 1 1 i :
110111.
11611.

10681101.
11888118.
1188011.
116001.
1 Iü80.
1108.'
110.i
11.

10886081.'
1 1068680.
1100800.

16110088.
1181í688.
1101100.

18116118.
11011011.
1 1 1 0 1 1 0 1 .

1118116.
16111611.
1811101.

,10101118.
- 1 1 0 1 6 1 1 1 .
11161011.

1110181.'
111010,

16011161.
11001110.
1100111.

1 1001 1 .
í1661.

10081100.
1006110.

10681í.
16661.

1080Í008.
1600180.
186010.

10018 O p1.
11061000.
1108100.

18110018.
11811001.
11181160.
11110118.
11111011.
1 1 1 1 1 0 1 .
1 1 1 1 1 U .

10611113.
11881111.
l l l S ü í i í .
1110011.
111001.

11160.
'1110.

111.
166008í i,
11608801.
11188006.
11118608.
1 1111688.
.11111100.
l i l i l í 10.
1 1 1 1 1 1 1 1 .
l l l l í l l .

( l i l i l í .
j 1 1 1 1 1 .

J
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N - 8
K - 7

K = 6

i i i i i n .
mi l i .
un í .
un.

111.
11.

16006001.
1100000Ü.

1100080.

u seso.
110Ü0.

1100.

16630118.
1lOOBUi1.
11100001.
11110000,
1111080.
•111180.

18011110.

11861111.
1160111.
118511.

18011601.
11001100.
11100110.
11110011.

11111881.
1 1 1 1 I100.
11111118.
11111111.
1111111.
l i l i l í .
11111.

1 1 1 1 1 1 1 .
l i l i l í .

' 1 1 1 1 1 .
1111.

. 1 1 1 .
11 .
1 .

10008000.

1000800.
100000,

" 10000.

1008.

180.

10.
10000001.

11000080,

110 8 O 0 8 .

1 10800.
11088.

1108.
110.

10080011.

1000881.
10100000.

1810888.
181088.
18100.
1810.

10000101.
I 1.088018.
I1 lüyyyi,
1 1 1 1000G.

1111600.

111188.
11110.

10001111.

1808111.

100011.

10081.

10001006.
1000100.
100018.

10018001.

1 10'01608.
1100180.
110018.

10811081.

11001189.
1100110.

• 18118011.
181 1801 .

10181 188.
1818118.

1 O 10 1 O 11.
1818101.

• 18101018.
11810181.
11181018.
11110101.

11111010.
1 1 1 1 1 1 0 1 .

1111"! 116.
1 1 1 1 1 1 1 1 .
1 1 1 1 1 1 1 .

l i l i l í .

Tabla 3-13
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es una -transmisión binaria, completamente aperiódica, o dicho de otra

manera, con un periodo infinito.
o

En nuestro experimento,- en el mejor de los casos, al analizar

una secuencia formada por los ceros y unos que se obtienen a la sali-

da de 'uno solo de los flip-flop, se observa que. es una secuencia pe -

xiódica con 2 - 1 estados. El solo hecho de ser periódica esta se -

cuencia nos está demostrando que la ocurrencia de cada una de sus prue_

t>as no es totalmente independiente de las demás. Nos interesa, sin -

embargo saber, bajo qué condiciones podemos considerar a nuestro expe

rimento como una sucesión de pruebas independientes, ya que en el cr̂

tierio o en la medida que encontremos, tendremos la justificación nece_

saria para asegurar que hemos simulado, en cierta medida un proceso -

estocástico, que vale la pena estudiarlo y que este trabajo tiene al-

gún valor.

Según se vio en el capítulo I {1-23} , la probabilidad de obte-

ner una secuencia determinada de k éxitos y n-k fallas de una evento

A en n pruebas independientes de un mismo, experimento, estaba -dada -

pox:

pkqn-k

. (3-2)'

en donde: P (A) = p _ y P (A)' = q
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Si con p identificamos a la probabilidad de obtener una cara y

con g. a la probabilidad de obtener un sello en una sola tirada de una

moneda, al efectuar n tiradas independientes de la misma, la probabi-

lidad de obtener k caras y n-3c sellos en una secuencia determinada, -

estará dada por (3-2). Pero, según se ha "visto, para una moneda no -

cargada se tiene que:

p - c[ = 1/2 (3-3)

IEn consecuencia, el evento ' 3c caras y n-k sellos en una secuencia es-

pecífica • 7 tiene como probabilidad;

(1/2)11 (3-4)

A la salida del dispositivo en estudio tenemos una secuencia periódi-

ca de "unos y ceros, El numero de pruebas que consideraremos será i-

(jual al numero total de ceros y•unos gue conforman un período,

Sea p el numero obtenido para la frecuencia relativa de ocurren

cia del evento {1} y sea q el correspondiente para el evento

Con este resultado de tipo experimental, asumiremos que p es -

4 •
la probabilidad de obtener en -una sola prueba y que q es la probabili_

dad de obtener "un cero en una sola prueba.

Tenemos, entonces dos modelos teóricos a que hacer referencia
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para efectuar un análisis comparativo de las salidas y de los más re-

presentativos eventos dé nuestro experimento.

1°- El modelo teórico. Este modelo hace referencia a una moneda bue-

na que se tira repetidas veces y para la cual se tiene que:

P = % = 1/2.

2°- El modelo experimental.' Para establecer este modelo, se toman co_

ano base los datos experimentales obtenidos, con ellos se determina la

frecuencia relativa de ocurrencia de los eventos uno y cero y se

asume que estos son los valores de p y q..

Para efectuar un estudio que nos-permita sacar conclusiones, -

.haremos una comparación de los eventos representativos de las clases

de eventos que dentro de las limitaciones impuestas por el número de-

estados que puede asumir nuestro dispositivo y del numero de flip-
.quc

flop utilizado es razonable considerar.

En la figura 3-3 se muestra un diagrama que representa las pro_

habilidades de eventos que son representativos de una clase de even -

tos. Con esto queremos decir que cualquiera de los eventos de la cla_

se tendrá la misma probabilidad que el evento que' se representa.
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Por ejemplo, si consideramos el evento 111000,.todos los even-

tos tales como:

101001, 011010, 001110, 010101, 000111 , etc.

tendrán la misma probabilidad que aquel.

V

En abscisas se representa el numero de unos que contiene el e-

vento y en ordenadas el numero de ceros que contiene el evento. Es -

decir, que un punto con coordenadas (2,3) representara al evento:

11000

!•

De la clase de eventos posibles que contienen dos unos y tres

ceros, se ha escogido el que se ha escrito, para mantener una congrueii

cia enrre j.a ciase de eventos que se quiere representar y los valores

de las coordenadas. Para nuestros propósitos, 11000 representa a la

clase de los eventos que contienen dos unos y tres ceros. Los valo -

res de probabilidad en el caso teórico se representan en la .figura 3-3.

En -la figura 3-4 se representan los valores calculados de la - •

probabilidad experimental para seis flip-flop, asumiendo que:

P(uno}= p = ~ « 0,507936
00

y P{cero}= g = ~ = 0.492063

Los-valores de probabilidad de los demás eventos, según se ha visto se

calcula de acuerdo con:
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P ̂ k unas y n—Ic ceros en un orden específico^ = p qn *-

La figura 3-5 Eieestra los valores de probabilidad para los mis_

-mos eventos anter/ioores , calculados uno por uno, determinando en pri -

mer lugar el numero Ĥ _ de pruebas favorables al evento A, en segundo

lugar, el numero Eí fe pruebas realizadas y, por ultimo calculando el

valor de la frecuencia relativa de ocurrencia para el evento A; es de

cir el cuociente:

Para esto se ksn mrti li ü x-.ado los resultados de la simulación que se mués

tran en la tabla 3-6.

La figrora 3-6 EBiestra'los valores de la probabilidad- experimen

tal para el cavso de 7 fiip-flop.

Los valores de p y <g> em¡ este caso son: "

P = ||y = 0,503937 y

= 0,496062

La figura 3-7 Esnestra los valores de frecuencia relativa de o-

currencia de eventos peora el caso de 7 flip-flop.

Las figuras 3-S y 3-9, muestran lo mismo que las anteriores pa_

ra el caso de S flip—frlap. Se encontró aquí que:
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p = = °'497695

= 0,502304

Eri este punto se observa ya un hecho importante y es el de que

los valores de p y q tienden hacia el valor 0,5, conforme aumenta el

numero de flip-flop utilizado.

Con el objeto de hacer patentes las diferencias existentes en-

tre los dos modelos propuestos y los valores de frecuencia relativa -

para los eventos que estamos considerando, en las figuras 3-10, 3-11

y 3-12 se muestran los valores de la desviación en porcentaje de los

valores de frecuencia relativa obtenidos' mediante simulación con res-

pecto al modelo teórico y al modelo experimental, para los mismos ca-

sos de 6,7 y 8 flip-flop,

Los valores de desviación con respecto al modelo teórico se re

presentan sin paréntesis y los que son con respecto al modelo experi-

mental entre paréntesis.

En otras palabras, los valores representados en estas figuras

son:

Valor de frecuencia relativa - Valor teórico
X 100

Valor teórico
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y

Valor de frecuencia relativa - Valor experimental
' X 1 Uü

Valor experimental

esto/ para cada evento.
*

En los gráficos anotados se observa lo siguiente:

1 °- Las desviaciones mas severas ocurren en arribos casos para los even_

tos que solo contienen ceros. Esto se debe a la no existencia del e-

vento que contiene todos los ceros. Se puede decir, en el caso de 7

flip-flop, por ejeinpXo, que la probabilidad condicional de que ocurra

un cero, asmnáendo que han ocurrido seis'ceros es igual a cero.

.2°— Exceptuando los eventos que solo contienen ceros, las desviaciones

con respecto a la probabilidad teórica para los demás eventos se man-

.tiene en un valor constante y pequeño para los casos de seis y 'siete

flip-flop. En el caso de seis flip-flop es de 1,6% y en el caso de -

siete flip—flop es de.O,79%. El valor de la desviación, en estos ca-

sos es siempre positivo.

3°- La mayor desviación, como es obvio se tiene para el evento que con_

tiene todos los ceros y que por el hecho de no estar presente en nin-

guna de las secuencias generadas, su valor es del 100%.
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4°- También es obvia la desviación con respecto al caso experimental

para los eventos que solo contienen un cero o un uno, su valor es -

del 0%,. .

t
5°— Las desviaciones con respecto al caso experimental son variables

para los eventos considerados y pueden asumir valores -positivos y ne_

gativos. Para un evento con un número de salidas dado, el valor de

su probabilidad depende del contenido de ceros y de unos del mismo.

6°- Las desviaciones con respecto a los dos modelos son negativas pa_

xa los eventos que solo contienen ceros, Esto significa que las pro_

habilidades para estos eventos dadas por los modelos, son mayores -

•gue las obtenidas del cálculo de la frecuencia relativa.

7°— En general, las desviaciones para el caso de ocho flip-flop son-

mayores que para los casos de seis y siete flip-flop. Esto se 'debe

a que en este caso, no se tiene la totalidad de estados posible y, -

en consecuencia, es de esperar que se presenten mayores anomalías.

B°— 1.a constancia de los valores de la desviación con respecto al mo_

délo teórico para el caso de ocho flip-flop se mantiene únicamente -

liasta los eventos que contienen cinco salidas. En los demás eventos,

estos valores se hacen cambiantes y tiende a aumentar. Por ultimo/—

para los eventos que contienen ocho salidas, aunque la desviación es

la misma para todos ellos, su valor es del 'í-82% con respecto al caso .
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teórico. Esto es una indicación de la falta de muchos eventos de esta

clase.

9°- Las desviaciones con respecto al caso teórico para ocho flip-flop,

a diferencia de los casos anteriores, presentan ahora valores positi -

vos y negativos para eventos con un numero de salidas superior a cinco.

Se puede decir, entonces en este caso, que su comportamiento es normal,

mientras no se consideren eventos con un número de salidas superior a

cinco .

Las observaciones anotadas nos llevan a las siguientes conclu -

siohes : • .

'que hemos llamado teórico que al experimental. Esto quiere decir que,

con un alto grado de aproximación, en el caso de nuestro dispositivo:

<
P (uno"\ P j_cero"^ = 1/2

b) . Se puede decir que las pruebas en nuestro experimento se pueden con_

siderar como independientes para eventos cuyo número de salidas no ex-

ceda el número de flip-flop utilizado y siempre que nos encontremos en

un caso que no presente anomalías como el de ocho flip-flop que se ha

estudiado .
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c) . De los casos estudiados, el de siete flip-flop, se puede conside-

rar el óptimo, pues las desviaciones con respecto a la probabilidad -

teórica son menores a las que se presentan en el caso de seis . flip

flop y, además, no presenta ninguna de las anomalías que tiene el ca-

so de ocho flip-flop.
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Fig. 3-4

MODELO EXPERIMENTAL 6 FLIP-FLOP
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.Fig. 3-6

MODELO EXPERIMENTAL 7 FLIP-FLOP
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MODELO EXPERIMENTAL 8 FLIP-FLOP
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Número de ceros.

Numero de unos

Fig. 3-9

FRECUENCIA RELATIVA 8 FLIP-FLOP
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PORCENTAJE DE DESVIACIÓN 7 FLIP-FLOP

( ) Con respecto al modelo experimental
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3-6.- DETERMINACIÓN EXPERIMENTAL DE LA FUNCIÓN DB AUTOCORRELACION

En el apartado 2-5 se discutio en forma más 'o menos extensa la

hipótesis de la ergodicidad para el valor medio y la autocorrelacion

de los procesos que hemos propuesto como modelos para el nuestro; la

Transmisión Binaria Semialeatoria y la Transmisión binaria aleatoria.

En forma experimental vamos a determinar ahora la autocorrela-

cion en el tiempo de una función miembro del proceso que hemos genera

do, con esto pretendemos lo siguiente:

1 °— Detenp.inar el tipo de proceso que hemos generado, neto es, cjusrs

mos saber si nuestro proceso se puede aproximar a la transmisión bina_

ria semialeatoria o .a la transmisión binaria aleatoria. En realidad

no estamos generando ninguno de los dos procesos, pues sabernos que lo

.•que estamos generando es un proceso periódico, pero dentro de las li-

mitaciones que ello implica, buscamos la aproximación mencionada.

2°- Tener una idea del grado de aleatoriedad de nuestro proceso median

te un estudio comparativo de las funciones de autocorrelacion teórica

con la obtenida en forma experimental.

S-2 Probar en. forma experimental la hipótesis de la ergodicidad para -

la autocorrelacion. Es decir, si la función de autocorrelacion en el
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tiempo para iin miembro particular del proceso, es la misma o parecida

a la función de autocorrelacion del ensamblaje infinito de funciones

del tiempo que constituyen el proceso.

La determinación experimental de la función de autocorrelacion

ha requerido que. nuevamente hagamos uso de la calculadora programable

HP- 9810A. El fundamento de las técnicas numéricas utilizadas se expci_

nen a continuación.

AUTOCOKRELACION NUMÉRICA.

Como sahp-mos,- la a.ut"r»eo— rel.aoiñn de. nna "Función "op-ríodica h (t)

.está dada por:

R(1) = • ' \t -T) dt _ (3-6)

' -TA ' . . '
Consideremos ahora la expresión:

g('t)dt ' (3-7)

en donde g(t) es una función periódica cualquiera. La integral, como

es usual tiene el significado del área bajo la curva que representa a

g(t). Al dividir por T que es la duración de un período, la expre -



- .175 -

sión (3-7) representará el valor medio -fie g(ti) en un período,

Fig. 3-13

En la figura 3-13 se representa im período de g(t) , el mismo

.que se ha subdividido en N subinteirvalDS de duración t.

El área de cada elemento será; entonces;•

en donde g- es el valor de la función en el instante i¿t. En conse-

cuencia/ la expresión (3-7) puede aproximarse por:

j_
T (3-9)

Vamos ahora a suponer que g (t) = !h(-t)h(t - 3*) , en donde h(t)

permanece estacionaria y h (t -*]T) se desplaza en el tiempo con res'pec_
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to a h(t) de acuerdo con el valor que tome la variable independiente

Hagamos que *y torne valores que son múltiplos de At. Entonces un

valor g. de g (t) en el instante i t estará dado por:

g. = h.h. . ,_ „ _ \i i 1-3 (3-10)

En donde j representa el número de subintervalos t que se ha desplaza-

do h(t). Entonces; un valor particular de R^ de la función de autoco-

rrelación se puede obtener reemplazando (3-10) en (3-9) de acuerdo con

(3-7). Se tiene; entonces:

La expresión anterior ha constituido la base para la-elaboración

del programa al que hemos denominado "Autocorrelacion Onda Periódica" y

cuyo diagrama de flujo se muestra en la figura 3-14- El programa se

muestra en la tabla 3-14:

RESULTADOS,- Los resultados obtenidos con la calculadora para cuatro,

cinco y seis flip-flop se muestran en las tablas 3-15 y 3-16. La fun -

cion de autocorreIaci5n para casos con mayor número de flip-flop no fue

posible obtener, por disponer la calculadora de cien registros unicamen_

te-y, por lo tanto, el número máximo de muestras que se podían introdu-

cir era este número/ que no alcanza desde luego a cubrir un período pa-
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ra los casos de siete y ocho flip-flop en los que el número mínimo de

muestras requerido es de 127 y 217, respectivamente.

Los casos para los cuales se obtuvo la función de autocorrela-

ción, resultan ser muy demostrativos, sin embargo.

En la tabla 3-15 se muestran los casos para cuatro y seis flip-

flop. El numero que encabeza la columna representa el numero de mués

tras utilizado. El caso para cuatro flip-flop se ha repetido utili -

zando diferente numero de muestras 90 y _6p. Los resultados son exac_

t amen te los mismos, si algunos números difieren es porque correspon -

-.den a valores diferentes de la variable independiente

La tabla 3~16 muestra los.resultados para el caso de cinco .flip-

flop con el;;número total de muestras 93. Aquí se hace patente el com

portamiento periódico de la función de autocorrelación 'para el proce-

so que.hemos generado y que constituye la diferencia fundamental con

el caso teórico que estudiamos en el capítulo II. Esto, naturalmente

se debe a que el proceso generado con nuestro dispositivo es periódi-

co.

La figura 3-15 es "el resumen gráfico de nuestros resultados. En

ella se ha dibujado la parte positiva de la función de autocorrelación,.

La parte negativa, como sabemos, es simétrica.
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Del examen de la figura 3-15 se obtienen las siguientes conclu_

siones:

1) . El rpoceso estocástico por nosotros generado se aproxima más al -

modelo de la Transmisión Binaria Aleatoria que al de la Semialeatoria.

En efecto, la forma de la función de autocorrelacion lo dice todo, y

lo que es más, la casi coincidencia de los casos de cinco y seis flip-

flop con el caso teórico es una prueba, por demás evidente. Su puede

concluir, que al aumentar el numero de flip-flop, los casos que toman

el numero máximo de estados se aproximarán más al caso teórico.

2) . La función de autocorrelacion teórica corresponde al ensamblaje -

infinito de funciones del tiempo que constituyen el proceso, mientras

que las obtenidas experimentalmente son funciones de autocorrelacion

en el tiempo de un miembro particular del proceso. La aproximación -

tan estrecha nos está demostrando que la varianza de la variable alea
„ M*

toria *H (/I) es casi cero y que, por lo tanto E^Hv^) I -R ($) y, por

lo tanto, esta vendría a ser una prueba experimental de la hipótesis

óe la ergodicidad de la transmisión binaria aleatoria y, de paso de-

mostraría que existe un alto grado de similitud entre el proceso -gene_

rado por nosotros y la transmisión binaria aleatoria.

3). La función de autocorrelacion obtenida es periódica. La autoco -

rrelacion de la transmisión binaria aleatoria es aperiódica. La perio-

dicidad de la función de autocorrelacion se debe a la periodicidad
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del proceso generado, la misma que es consecuencia do cierto grado de

dependencia que existe entre los eventos de nuestro proceso. Se hace

patente, en este punto, que un mayor grado de aproximación se puede -

obtener al aumentar el. período de nuestro proceso y, por lo tanto un

mayor grado de independencia entre eventos. Sin embargo, una indepen_

dencia total no es posible, pues requeriría de nn numero infinito de

estados para dar como resultado un período infinito y no existe nin -

gún dispositivo ideado por el hombre que pueda asumir un numero infi-

nito de estados. -

A modo de ilustración, en la figura 3-16 se muestra una función

mjL.eiiuOj_'O cíe.!- jpzu^tíSu ycnejíciCíO por nosotros, qiic cozíTcSpcrixio o.̂ - cn.3c L̂G

7 flip-flop y es parte de un ensamblaje que contiene.127 funciones del

tiempo.
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Entrar 3S
y

•Muestras

Programa N° 2

ATJTOCOEBSLACIOÍT

01\DA PERIÓDICA/

Mnltiplicjne
el registro
£> con el 1P-HK

Divida la
s-uma para
W, Imprima

limpie

, 3-14-
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Programa

AUTOCOKRELACION ONDA PERIÓDICA,

6060 — FMT 42
0001— FMT 42
6002 — ñ 62

• 0803 — IxX 17
. 0@04 — XTO — -23
0805 — 0 71
88ü6 — C — —61
88ü7~ ü — —71
080S — ex 13

• S009 — a — —13
6010— E 60
681 1 — L 72

. 8012 — fi 62
.0013 — C 61
0614 — I 65

' -6015— u 71-
8016 — H 73

. ' 6017 — FMT 42

.'•6018 — FMT 42
6019— FMT 42
U626 — 0 71
8S£i— H 7.3
'8£i22 — Ii — —63
0023 — R 02
0024 — PHT 45
-6625 — tf 5É
6026 — E - — 60
0027 — a 13
UW2S — I 65
8029 — 0 — ,-71
8630 — ü 63
803!-- I 65
0832 — C 61
003S — H 62
8834 — FMT 42
-6035 — FMT 42
8836 — FfiT 42
0637 — H 73

' 0038— FMT 42
8039— STP — 41
G04Ú — XTO — -23
U841 — 0 — — 00
004£ — Ü 08
0043 — 8 00
0044 — PMT 45
0043 — PHT — -45 '
0046 — STP 41
6047 — RUP 22
0048— RUP 22
0049 — XTÜ 23
005Ú — 1 — — 01
0851 — 8 08
8052 — 5 05
0653 — RUP 22

-r— -

8358 — 1 01
8851 — S 08
8952 — 5 05
0053— RUP 22
0654 — XTO 23
8855 — IHD 31
8S56' — 1 81
0057' — • 0 88
0053 — 5 85
0859 — XFR 67
Utf68 — 8 8S
0851 — 8 88
8862 — 0 88
60Ó3 — X>Y 53
Ü064 — 8 68
S065 — 0 08
0866 — 4 04
0867— 6 86
68SS — CLX 37
6859— STP 41
0878 — 0 — -88
«¿ir' i — XTi'i- — > *
Ü872 — 1 8 i
0673 — 6 ÜO
0074 — 3 63
0075— 1 81
Su76 — XTO 23
0877 — 1 01
Oü73 — 6 88
úü-79 — 2' 82
0038 — XFR 67 .
893 1 — + 33
8832 — 1 - — 81
0033-- 0 yy
5034 — 3 03
08S5 — XTO— 23
0836 — 1 Sí
08S7 — 8 00
8888 — 4 04
GOS9 — -UP— - 27
0898 — Xi-R 67
0091 — 6 SO
0892 — 0 00 -
OUV3 — 8 80
9894 — X = V 58
0895 — 0 66
0096 — 1 =81
Ú897 — u 00
0898 — 9 —11
0099— X> Y 53
OlOO — • 8 60
8161— 1 91
ÚÍÜ2 — 6 üO
yíü3 — 9 - — 11

8100 — 8 08
0161— 1 61

• 0162 — 0 00
0U33 — 9 • 11
81ü4 — 34
8105 — VE 24
8106 — 1 - — 01
8107 — 0 00
OÍOS — 4 04
0189 — UP 27
Oí 10— XFR ¿7
8111 — IHD 31
.8-112 — 1 01
8113 — 8 yy
6114 — 4 04
8115— UP 27
3116 — XFR^ 67
0117— IHD 31
0113— 1 01
61 19-- ; 0 — -30
6120 — 2 32
Qí¿i — X ¿K
3122 — E 50
0123 — XFR 67
0124— 1 31
6125 — 0 -00
8126 — '2 02
6127 — RUP 22
6123— X=Y 58
8 1 29 — 6 OS
6138 — 1 Oí
9131— 4 84
6132 — í 01
S13S — 1 01
0134 — + 33
8135 — DN £5
8136; — UTO 4-4
8137 — 0 09
61 38 — ü 00
S139-- 7 07
Q140— 6 —96
014Í— C 61
8142— -XFR 67
6143 — 8 &Q
6144 — 0 00
0145 — O 80
8146 — DIV 35
8147— DN 25
.6148— FfiT 45
8149 — CLR 26
8158 — XFR 67
6151— 1 01
0152 — 0 00
0153 — 3 - — 03

0150— XFR ¿7
0151— 1 C-i
0152 — n f-n
8153— 3 C3
9154— UP 27
8155— Í;FR — £?
8156 — 0 C-8
0157 — 0 €*3
0158— 0 C-y
0159— X=Y £3
OIGO — o — eo
9161 — í — -ei
8152— 7 C-7
0163 — 5 C5
01S4 — 1 ül
01SD — - + 33
0166— YE 24
0167 — 1 01
SI 63-- 8 09
0 169 — 3 £3
0170 — GTO -4
tt I / 1 Ll . l_-L1

0172 — 8 ¿6
0173— 7 C-7
8174 — 5 05
0175— STP ¿1
0176 — EHD -6

i

.

.-

Tabla 3-14
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ATJT O CORRELACIÓN

TRANSMISIÓN BINARIA,

90.0QO

0, 600
B.S56

• 6,511
'0.4*7
6.422
9,378

- 8.333
0.333
8 . 333
G,333.

6.680
'8.533
Q. 467
0. 400
8.333
0.333

N=6

Tabla 3-15
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TRA1ÍSMISIOE BIMHIA.

- f i U T Q C Q R R E L f l C I Q N
• O H D R P E R I O B I C f l
H

.53.S8S

0 . 5 1 £
e. 43Q
0.344
8.258
0.258

• 0.258
9.253
0.253
8. 253
8. 258
6, 258
Q.25S

• Et.25<?
0.258
0.258
0,253

• 0,258
8. 253
0 i 253

-5S
,¿53

0 - 258
0. 253
0.258
íi. 258

0Í25S
0 . 253
0.253
0.253
0.253
0.253
0. 258
0.258
0.253
0. 253
0. 253
0.253
0. 253
0. 253

0.253
O. 258
"0.258
0.
0.2^
0. 2Í
0.2:

0. 253
0.25S
0.253
0.253.
0.253
G. 258
9.253
0.253
0.253
0.253
0. 253
0. 253
0. 253
0.253'
t>. 23o
0. 253
S ^ ~~r~t

. £l-J'_-

0. 253
0.253
0.253
0.258
0. 25S
8.258
6. 258
0. 253
0. 253
G. 253
6. 253
0 i 253
0. 253
0.253
0. 253
0 . 253
0.344
0. 430
e. 51 e

Tabla 3-16
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Compararación entre las fun

ciones de Áutocorrelación

teórica 7 experimentales pa

ra la transmisión binaria.
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I-ig- 3-16

Una función miembro del

proceso estocástico ge-

nerado con 7



C A P I T U L O IV

PULSOS DE AMPLITUD ALEATORIA CON DENSIDAD GAUSSIANA

4-1.- INTRODUCCIÓN

En los capítulos II y III se ha estudiado extensameri

te, tanto desde el punto de vista teórico como del punto

de vista experimental el proceso que hemos denominado tran_s_

misión binaria. • •

En este capítulo se estudiará el efecto de introdu -

cir modificaciones en nuestro circuito básico con el doble

propósito de:

1* Generar un tren de pulsos con amplitudes semialeéi

torias. t .

2o- Obtener un tren de pulsos de amplitud semialeato-

ria con densidad gaussiana.

El objetivo primero se ha logrado introduciendo un su

mador en el que, con una elección .adecuada de las resisten-

cias de entrada se logra un cierto control de las funciones

de densidad resultantes. El segundo objetivo, como veremos

- 187 -
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sé Ira logrado'.introduciendo un nuevo registro de corrimieri

-to con su respectivo sumador, controlado por una de las sa

lidas del primero. Las salidas de los dos sumadores se -

vuelven a sumar obteniéndose el proceso que queremos. La

£>ase teórica que justifica tal procedimiento se encuentra,-

como veremos en el Teorema del Límite Central.

4-2,- PULSOS ALEATORIOS

circuito utilizado para generar un tren de pulsos

.de amplitud semialeatoria se muestra en la figura 4-1.

Fig. 4-1

Como se nota claramente r este se diferencia - de nues-

tro circuito básico estudiado en el capitulo III en que se

lia incluido un sumador, el cual nos da una salida X pres '-

c±ndiendo del signo total, proporcional a:
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X = ajXx + a2X2 + - . . . + aNxN - (4-1)

en donde a^ es un factor de multiplicación de la entrada X^

y las Xj son variables que pueden asumir los valores cero-

o uno. De este modo, a la salida del sumador se obtiene-

un tren de pulsos cuya amplitud en un instante cualquiera

depende del estado particular, del conjunto de flip-flop -

en ese instante.

ANÁLISIS.-

La expresión (4-1) no es otra cosa que un solo valor

del proceso estocástico

X(t) = a^iít) + a2X2(t)' + . , . + aKXN(t) (4-2)

particularizado para un instante t cualquiera.

En un instante cualquiera del ensamblaje infinito de

funciones del tiempo que constituyen el proceso, de acuer-

do con (4-1), las N salidas de los flip-flop se pueden i-

dentificar con N variables aleatorias independientes X± ,

X2 , ... f XN/ de modo que a la salida del sumador tendre-

mos una nueva variable aleatoria X representativa de la -

amplitud del pulso, cuya expresión matemática está dada -

por la ecuación (4-1) .

En el capitulo I se demostró que si 2 = X + Y es una
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variable aleatoria igual a la suma de las variables ale ata

rias X y Y; entonces su función de densidad de probabili -

dad estaba dada por:

<Pr
fz(z) - \xy (z - y, y) dy . , (4-3)

~o>

Esta expresión nos sirve para formular el siguiente-

teorema, el cual constituirá la. base fundamental de todo -

lo gue se discutirá en este capitulo.

TEOREMA . -

LJÍ j_cis vair.j_3.j_f JLGS aa_Scí L-Giri-as X y "jT son n. neis n cía. G.H tes ¡ "

entonces la densidad de la suma X + Y es igual a la convo-

lución de sus densidades . Matemáticamente esto se expresa

de la manera siguiente: .
e»co r

fz(z) = I fx(z - y)fy(y) dy - \x(x)fY(z - x) dx

J» 'to (4-4-)

Tenemos de (.1-92), que si las variables aleatorias X

y Y , son independientes, entonces

Haremos uso de este teorema para encontrar la densi-

dad de la variable aleatoria X .
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Como se observa en (4-1), esta función de densidad -

depende de como escojamos los coeficientes a¿. Estudiare-

mos a continuación la forma de"obtener algunas funciones -

de densidad conocidas.

DE DENSIDAD UNIFORME.

Como se vio en el capítulo II, cada ina de las varia-

bles aleatorias x¿ tiene una función de densidad como la -

que se muestra en la figura 4-2. El resultado que se ob -

tiene al multiplicarla por el coeficiente a¿ es el que se

muestra en la figura 4-3 y que define una nueva variable a

leatoria que denominaremos Y.

VI

Fig. 4-2 Fig. 4-3

entonces, la ecuación 4-1 puede escribirse de la manera s,i

gniente-:

X = + Y ,. . . + YN (4-6)

Por aplicación reiterada del teorema de convolución-

se encuentra fácilmente la función de densidad de X.
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DEFINICIÓN. ;.

Si la f-unción de densidad • de una variable aleatoria-

X es un pulso rectangular

1
x2

para

O en otra parte

como en la figura 4-4, decimos entonces que X está unifor-

-memente distribuida en el intervalo (xi,X2). Entonces X -

es del tipo continuo y su función de distribución es una -

rampa.

Fig. 4-5

Si X es del tipo discreto, diremos que tiene una den

sidad uniforme, cuando esta consta de una serie de inpulsos

de la misma área ubicados a intervalos regulares y tales -

que la soma total de sus áreas es igual a 1, tal como se -

muestra en la figura 4-5. Con esto se quiere decir que

los eventos de la forma {X = xi> tienen todos la misma pro
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babilidad de ocurrencia. La función de distribución, en es_

te. caso es del tipo escalera.

Si damos a los coeficientes a¿ i>s valores 1,2,4,8,16,

. . . , demostraremos a continuación que la función de densi-

dad obtenida para la variable aleatoria X es una densidad-

uniforme del tipo discreto.

Si observamos los coeficientes a^ propuestos, veré -

mos que se trata de las sucesivas potencias de 2 y la expre

sión (4-7) que es la expresión (4-1) _ particularizada pára-

los coeficientes mencionados, no es otra cosa que la expre

sión general que nos permite pasar de un número cualquiera

de N dígitos expresado en base 2 a un número expresado en

base 10 .

2°XN (4-7)

Por otra parte , en el capítulo III habíamos demostra.

do que para un período de la onda generada por nosotros, -

^el conjunto de flip-flops asumía todos los estados posibles

menos uno, sin ninguna repetición, según se aprecia de los

resultados experimentales, en consecuencia, cada estado res

presentará un número en base 10 diferente y, por lo tanto,

como cada pulso obtenido a la salida del sumador represen-

ta este número , la función de densidad de una función del

tiempo particular será del tipo uniforme discreto.
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Por aplicación reiterada del teorema de convolución-

determinaremos ahora la función de densidad del ensamblaje

para un instante t cualquiera del proceso. -

• Para nuestra demostración utilizaremos los métodos -

de la convolución gráfica y supondremos que tenemos 4 va -

riables "aleatorias Yl'^2/^3 Y ^4• Sus funciones de densi-

dad se muestran en la figura 4-6.

A

4 <

*Y* A

_i—i—i-
2 3 4

Fig. 4-6

>

En primer lugar .efectuamos la convolución entre las

densidades de las' variables aleatorias Y} y Y2 .

CL

a1

(a)
Fig» 4-7
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La figura 4-7 ilustra el método. Definimos la varia

ble aleatoria Z I = Y l + Y 2. Con P {Y 2 ~ ~Y 2 ̂ es ¿scir la ;L
i

magen de P ÍY 2 = y 2^ vamos a obtener la densidad de Z ̂  Eri

tonces, para z i=0 tenemos la situación que se muestra en -

la figura (4-7)a. El producto de los impulsos a y a 1 (con

estas letras los designamos para diferenciarlos entre si),

nos da un impulso de área 1/4 ubicado en z ̂=0, ya que la -

convolución de dos impulsos es otro impulso de área igual-

al producto de las áreas de los impulsos en cuestión.

Para z1=l, P{Y2=-y2} se desplaza un intervalo de-Ion.

gitud 1; ahora el impulso a' coincide con el b. Su produc

to es un impulso de área 1/4 ubicado en z,=l. Un nuevo

desplazamiento de la misma longitud y b1 coincide con a y

se tiene un impulso de amplitud 1/4 ubicado en z,=2. Por

último b1 coincide con b obteniéndose un impulso de la mis_

ma área ubicado en z^3. Se observa, entonces que la va-

riable aleatoria zj tiena la densidad uniforme que se mue^_

tra en la figura (4-7)b.

El próximo paso consiste en efectuar la convolución-

de "la densidad de Zl con la densidad de Y3 obteniéndose la
/

función de distribución de la variable aleatoria Z2 y, por

último la convolución de 22 con Y4 (de las densidades de )

obteniéndose la función de densidad de X.
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Las funciones de densidad de Z¿ y X se muestran en

la figura 4-8.

A A A-* * A'/"i' ', «-i i• >* A

i 2 3

^

A A 4

o t z 3 H s- a ¿ ib n u 13 IH 15

Fig. 4-8

DISTRIBUCIÓN BINOMIAL O DE BEENGULLÍ.

Si X es del tipo discreto y toma valores en los pun-

tos m = 0,l,,..,n con

P{X = m}
= (m J

pmqn-in p + g = 1 (4-8)

decimos entonces que tiene una distribución binomial. Su

densidad

f(x) = 6 (x - m) (4-9)

es .una =&£í£tsecuencia de impulsos, la cual se muestra en la-

figura 4-9. Se puede demostrar que P{X = m} es máxima pa-

ra m = F(n + l)pj si (n. + l)p no es un entero. Si (n + 1)

es un entero, tendremos dos máximos en m¡ = (n + l)p y -

Nota.- Con F(n + l)pj queremos significar el mayor entero-
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que es menor que (n + l)p.

Distribución Binomial
1

0,1

0,4

0

7 (A)

¿

_j_
^

, t

á

J_^
* 2 ' 3 4 S & ' * f i : 3 Tí

n=<

Fig. 4-9

Daremos ahora a los coeficientes a¿ el nismo valor- a.

En consecuencia, la expresión (4-1) será, en este caso:

X = X (4-10)

Esto quiere decir -que un valor del proceso estocásti

co X.(t) en un instante cualquiera t es proporcional al nú-

mero de unos que haya entre las variables aleatorias Xx ,X2/

. . . XN en ese instante r pudiendo el número de unos variar -

desde cero hasta N.

Si m es el número de unos que se tiene entre las va-

riables aleatorias Xj , X2 / . . . ̂ X^; entonces el evento {X=am}

tiene la misma probabilidad de ocurrencia que el evento {m

unos y N-m ceros} entre las mencionadas variables. Por lo

tanto de (4-8) concluimos que:

P{X = am} = P{m unos y N-m ceros} =(} 4-11)
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en donde p es la probabilidad de que cualquiera de las va-

riables X± tome el valor uno y g la de que.tome el valor -

cero.

En nuestro caso p = q = ̂  , Entonces:

P{X = am} " U) (2)m (4-12)

Haciendo variar m por valores enteros desde O hasta N, -

obtenernos una distribución binomial para nuestro proceso.

La aplicación reiterada del teorema de convolucion -

nos lleva al mismo resultado.

El efecto producido al tomar a diferentes valores se

traduce en una variación del valor medio y.de la varianza-

de la densidad de X.

El ejemplo a continuación ilustra la obtención de la

densidad por convolucion de:

X — X H- 4-

Entonces, Xi,X2,X3 y X^ tienen todas la función de -

densidad que se muestra para Xj_ en la figura (4-10)-.

Fig.'4-10
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Con Y! = KI + X2/ la figura 4-11 ilustra las etapas

sucesivas'para la obtención de la densidad de Yj .

/,
Al

~Xu -i

4 " i

"Yt

—»•
t,

íi

-7*

4K

Yl = O Yl = 1

Fig. 4-12

= 2

Pig.. 4-11

Entonces, la función de densidad de Yj es la que se

muestra en la figura 4-12.

Siguiendo el mismo procedimiento, en la figura 4-13-
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se muestra el resultado obtenido para la densidad de Y2= YI

+ ¿B y/ Por ultimo en la figura 4-14 se muestra la densidad

de X = Y 2 + X4 = Xj + X2 + X3 + Xtf, que era la función de-

densidad que queríamos encontrar.

'/«*7*
J r

Fig. 4-13 Fig. 4-14

'llt

4-3.- DISCUSIÓN

Fig. 4-15

En la figura 4-15 se muestra una parte que contiene-

N pulsos de reloj de una función del tiempo representativa

del proceso al que hemos denominado Transmisión Binaria, -

Supongamos que la onda mostrada representa el estado de ca
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da uno de los N flip-flop en un instante cualquiera. Con-

cada nuevo pulso de reloj se produce un desplazamiento de

esta onda igual a la longitud de un intervalo entre pulsos

T, dando como resultado que el estado en que se encontraba

un flip-flop cualquiera sea transferido a su vecino, a la

vez que "ingrese nueva información al registro por el f lip-

flop 1. .

, ' Se puede, entonces pensar que el proceso al que ha -

dado lugar la inclusión del sumador se puede definir de la

manera siguiente:

Y ít) = a^iít) + a2Y! (t - t) + . . . + aNYi (t - NT)

(4-13)

en donde Y^ (t) es el proceso al que hemos denominado Trans

misión Binaria y T es el' intervalo entre dos pulsos sucesi

vos de reloj.

Nos preguntamos, ¿Cuál es la diferencia entre un pro

ceso definido de esta forma y aquel ya estudiado que presu.

pone que a la entrada del sumador se tienen N procesos in-

dependientes que definen el siguiente proceso:

X(t) - aaX!(t) + a2X2(t) + . . . + a N XN (t) (4-14)

Puede pensarse que' en el primer caso, un valor cual-

quiera del nuevo proceso se ha obtenido -tirando una moneda
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-N veces y calculando luego de acuerdo con (4-13).

El caso segundo, por su parte es equivalente a ti- -

rar N monedas en un instante cualquiera y obtener X(t) se-

gún (4-14).

En el primer caso, cada tirada es independiente de -

la otra, en el segundo, el resultado de cada moneda es tam

bien independiente uno de otro.

Desde este punto de vista, los dos procesos son equi

valentes.

Un segundo valor en el primer proceso se obtiene ti-

rando la nioníS ds. un2. vez T7 efGctu.?.ndo si cálculo secrún ^&—l^^

incluyendo el resultado de la última tirada en el primer tér

•mino y transfiriendo los resultados anteriores a los otros

'términos.
*

El segundo caso es equivalente a tirar nuevamente las

N monedas para obtener el--segundo valor o también es equiva

lente a tirar una sola moneda 1>7 veces, nuevamente,

Si pensamos en el ensamblaje de funciones del tiempo

de la transmisión Binaria, el caso primero es equivalente-

a movernos en una sola función del tiempo un intervalo de

duración 'T cada vez. En tanto que el_segundo equivale a -

seleccionar cada T segundos una función del tiempo del en-
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samblaje. Dada la ergodicidad de este proceso ya demos tra_

da en el capítulo IX resulta que "los dos métodos propues -

tos para definir el proceso son equivalentes.

4-4.- ESTADÍSTICA DE SEGUNDO ORDEN

Vamos a desarrollar ahora la estadística de segundo-

orden para nuestro proceso. Salta a la vista la dificul -

tad de efectuar semejante desarrollo en la forma más gene-

ral posible, es decir considerando que tenemos n variables

aleatorias independientes x¿, gue los coeficientes a¿ no -

están especificados y que formamos la suma de estas n va-

riables aleatorias afectadas por los coeficientes a¿, Co-

mo ya se ha visto en apartador anteriores, y como se verá-

posteriormente de los resultadas experimentales obtenidos-

por la simulación, que-se tienten un sinnúmero de posibili-

dades, por lo que, el obtener una expresión matemática ge-

neral sería una tarea muy complicada desde, el punto de vis_

ta matemático.

En lugar de hacer eso, desarrollaremos a continuación

un caso bien específico. Vamos a suponer que tenemos el s_i

guiente proceso: '

Y(t ) = X! (tí Hr X2(t), Hr X3(t) +'Xif(t) (4-15)

El cual, como sabemos par lo; visto en la sección 4-2

da lugar a una densidad d.e p-rlmer orden de Bernoulli.
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Modelo teórico. - Vamos a suponer que tenernos cuatro mone -

das en fila con una secuencia inicial de

caras y sellos cualquiera. En el instante t = O tomamos -

la cuarta moneda, la tiramos y con el resultado obtenido -

la ubicamos en el primer lugar. Calculamos el valor de

Y(0) como la suma' del número total de caras que tenemos en

tre las cuatro monedas. T segundos después repetimos la -

misma secuencia de operaciones, calculamos otro valor de -

Y(t) y asi continuamos indefinidamente.

Asumiremos, además lo siguiente-.

I-0- Que el proceso en cuestión corresponde al caso aleatorio,

con esto queremos decir que su ensamblaje estarla consti

tuido por funciones del tiempo que se pueden empezar a -

generar en un instante cualquiera comprendido entre cero

y T, siendo T el lapso transcurrido entre dos pulsos su-

cesivos de reloj.

2o- Que nuestro proceso es estacionario. • En consecuencia, -

su función de densidad de segundo orden y, por lo tanto-

su función de autocorrelación depende de T , únicamente.

DENSIDAD DE SEGUNDO ORDEN.

Este proceso presenta algunas diferencias con aquel-

que se estudió en el capitulo II. La más destacada y que
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es aplicable a todos los procesos de este tipo es la de . -

que no existe independencia entre valores de Y(t) separa -

dos entre si por un lapso menor al de cuatro intervalos de

tirada T. En efecto, si pensamos en nuestro modelo de las.

cuatro monedas y consideramos dos valores del proceso Y (t]_)'

y Y(t2) .tales que O < T < T; Cí =' t2 - tj} observaremos que-

Y(t2) a lo más puede diferir de Y(t^) en una unidad, depen

diendo de si fue cara o si fuá sello el xesultado de la ti-

rada de la cuarta moneda que ocupa luego el primer lugar.

Así mismo, para T < 7'< 2T la diferencia será a lo más

de dos unidades.

Para 2T < T< 3T .será de tres unidades.

Por último, paraT>4T las variables aleatorias YCtj)

y Y(t2) son independientes y la función de densidad de pro

habilidad deja de depender de ̂  , • . .-;;...'.;- '

En el apartado 4-2 se obtuvo la densidad de primer or

den para este proceso, la que nos dio los siguientes valores:

P{Y(t) = 0} = 1/16

P{Y(t) = 1} = 4/16

PÍY(t) = 2} = 6/16

P{Y(t) = 3} = 4/16

P{Y(t) - 4} = 1/16
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Dados dos instantes ti y t2 cualesquiera separados-

por un intervalo of , queremos encontrar la probabilidad -

del evento:

PÍY(ti) = yi, Y(t2) - y2) (4-16)

De los valores dados de la función de densidad de

primer orden, se ve enseguida que hay 25 posibles valores-

para este evento y que constituyen la densidad de se.gundo-

orden. Examinaremos uno por uno estos eventos.

Como ya se ha dicho, esta función de densidad depen-

de de *$ . Por lo tanto, deberemos considerar diferentes -

intervalos de variación para el mismo.

i
1-° O < T < T

a) Consideremos en primer lugar la probabilidad;

PÍYÍti) = o,Y(t2) = 0}

Como s aberao s:

= 0,Y(t2) = 0} = P{Y(ti) = 0} P{Y(t2) = O/Y(ti 7=0}

La probabilidad condicional es equivalente a la proba.

bilidad del siguiente evento:

{no ocurre un cambio en ry u ocurre un cambio en Y y Y(t2)=0}

el que puede descomponerse en los siguientes eventos que -
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son mutuamente excluyentes:

{no ocurre un" cambio en ̂  } , {ocurre un cambio en of y Y(t2)=0}

Por lo tanto:

P{Y(t2) = O/Y (ti) = 0} = P{no cambio} + P{cambio y Y(-t2) = 0}

El segundo evento está formado pox~ dos eventos que son

independientes por lo que, la expresión anterior puede escri

birse:

P{Y(t2)'= O/Y(ti)} = O = Pino cambio} + P{cambio} P{Y(t2) = 0}

Pero, puesto que 'asume que Y(t]_) = O, para que Y(t2)= O

es suficiente que Xi (t.9) = O por lo que:

P{Y(t2) = O/Y (ti) = 0} = P{no cambio} + P{cambio} P{X1(t2) = 0}

Pero:

P{no cambio} — 1 - 7̂

P{ cambio}' = — '

.P{X! (t2) - 0} = 1/2

En consecuencia;

Por otra parte, de la función de" densidad de primer-
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obtenida en el apartado 4-2 se sabe que PÍY(ti) = O} '= 1/16

En consecuencia:

= 0,Y(t2) = 0} = 1/16

b) PÍYÍtjJ = 0,Y(t2) - 1> - P{Y(ti) - 0}P{Y(t2) -

= P{Y(tj) = 0} P{cambio} P{X1(t2) = 1}

= _ _ l/ =: -——
16 T /2 16 2T

c) P{Y(tj) = 0,Y(t2) - 2}. El valor de T considerado solo

permite que entre t¿ y t2 ocu -

rra una sola tirada de la moneda. El evento en cuestión

requiere de dos tiradas de la moneda y de la obtención -

de un uno en cada una de ellas; en consecuencia, la pro-

babilidad de este evento es cero.

= 0,Y(t2) = 2} = O

Así mismo, y con mayor razón

PÍYÍti) - 0,Y(t2) =3} = O (

P{Y(t!) = 0/Y(t2) = 4} - O

Y(ta) - l,Y(t2) - 0}

Hay cuatro even-tos posibles que nos dan YCt^ =1; -
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estos son:

{Xjít^ = l,X2(t1) = O^Xgft^ = O^X^Ít^ = 0}

^̂ (t̂  = 0,X2(t1) = l,X3(t1) = 0/X^t^ = 0}

{X^t^ - 0,X2(t1) = 0,X3(tx) - l^Ctj) = 0}

te^tj) - o/x2(t1) = o.x^t^ = o^x^ctj) = i}

Puesto que el intervalo considerado para *y sólo per-

mite que haya una sola tirada de la moneda, únicamente el

último de los eventos considerados hace posible que Y(t2)=0.

La probabilidad de ocurrencia del mismo es 1/16.

Tendremos; en consecuencia que:

PfYít^ = l,Y(t2) .= 0} = ̂  P{cambio> P{X1 (t2) = O }= -

En lo que sigue, con el objeto de simplificar la nota.

ción, la probabilidad de . un evento tal como:

se escribirá de la siguiente manera:

e) PíYft^ - 1, Y(t2) = 1}

- P{l,0,0,0;ti} + £{Q,'i,Q,Q;-tl} + P{ O, O , 1 , O ; tx } + P{ O , O , O , 1;

. Pino cambio) +
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i "P{1,0,0,0;^} + P{0_,l ,0 /0; t 1} + P{0,0 , l ,0 ; t i} + P{ O , O , O , 1;

. Pícambio} P{X1(t2)}= O

16 I"" T > 16 T 2 16 ^ 2T

f) P Í Y C t i ) = l ,Y(t2) = 2 }

= ¿{1/0,0,0^!} + P Í Ó A / O ^ O ^ i } +

+ P Í O / O A / O i t i } PícambiojPÍX! (t2) = 1>

J_ JL
16 2T .

Los casos presentados ilustran el tipo de razonamien.

'<¿ado ¿ü t¿t¿té análisis.

A continuación se dan los valores de probabilidad de-

cada uno de los eventos' que estamos considerando.

= 0,Y(t2) = 0} -

= OrY(t¿) =

P{Y(ti) - 0/Y(t2) = 2} = O

P{Y(tr) = 0/Y(t2) = 3} = O

PÍYCt = 0,Y(tz) = 4} = O

= l,Y(t2) = 0}

= l,Y(t2) - 1}
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) = 1, Y( t 2 ) =2} =

) = 1, Y( t 2 ) = 3\ O

) = 1, Y( t 2 ) = 4) = O

P(T(t1) = 2, Y( t 2 ) = 0} = O

) = 2, Y ( t ) = 1} =
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= 2,Y(t2).= 2} =

2,Y(t) = 3} =

2,Y(t2) = 4} - O

= 3,Y(t2) = 0} = O

3,Y(t2) = 1} = O

= 2} =

3fY(t2) = 3} =

3,Y(t2) = 4} =

4,Y(t2). = 0} - O

= 4,Y(t2) - 1} - O

= 4,Y(t2) = 2} = O

= 4,Y(t) = 3> =

4,Y(t) = 4} =

La figura 4-16 muestra la función de densidad conjun_

ta de las variables aleatorias YCt^) y Y(t2) para O < tf < T.
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Fig.'4-16

Densidad de segundo orden para O < ̂ T < T

2* T < 7 <• 2T

En este intervalo de variación de *y se tienen las

guientes probabilidades:

• P{no ocurre ningún cambio de valor en *y} = O

P{ocurren dos cambios de valor en T T
- 1

P{tres o más cambios de valor en 7 } = O (4-17)



- 213

Entonces, la probabilidad de que ocurra un. cambio de

valor de la función será la siguiente:

*y — T 'YPíocurre un cambio de valor en ̂  '} = 1 -1—m— = 2- —

(4-18)

A modo de ilustración veremos como se calcula uno de

los valores de la densidad conjunta.de Y(tj) y Y(t2) en e£

te caso.

Analizaremos la forma de obtener:

- P{y(t!) = 2, Y(t2) - 3}

Los siguientes eventos hacen posible que Y(ti) = 2

a) {1,1,0,0?^}

b) "{1,0,1,0̂ !}

c) {1,0,0,1,-t^}

d) {0,1,1,0;̂ }

e) ' {0,1,0,1,-ti}

f) "{0,0,1,1,-t!}

Supondremos en primer lugar que se tienen dos instan

tes de cambio, esto es equivalente a tirar dos veces la

neda.

Para el evento (a) se tiene:
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-2,Y(t2)=3} = P{l,l,0,0;t1}P{2 cambios} P{X2(t2)=0}

,P{Xi(t2) = 1} + P{X2(t2) = 1} .P{X1(t2) = O'}

P£{Y (ti) = 2,Y(t2) = 3} =

= Píl-jO,!^;^} P{2 cambios} P{X2(t2) = 1} P{X1(t2) = 1}

P{lrQ,Qfl.;ti} P{2 cambios} P{X2 (t2) = 1} P{X1(t2) = 1}

(ti) = 2,Y(t2) = 3} =

= P{0, 1,1,0;-^} P{2 cambios} P{X2 (t2) = 1} P{XT (t2) = 1}

Y (ti) = 2,Y(t2) = 3} =

= P{0,l,0fl;ti} P{2 cambios}P{X2 (t2) = 1} P{X1(t2) = 1}

Con el evento f es imposible obtener un tres en dos

tiradas, en consecuencia:

= 27Y(t2) = 3} = O

Nota: P" significa la probabilidad gue estamos consideran-
- ' - Q.

do para el evento a en dos tiradas, P¿ será para una

tirada.

Tenemos, entonces:
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_ _

Llamando P" a la probabilidad de obtener nuestro e

vento en dos tiradas; se tiene.:

P" Y(tl) = 2,Y(t2) = 3 | - i)

cambio}P{X1 ( t 2 )=l>

Analizaremos ahora para el caso en que ocurre un so-

lo instante de cambio dentro de ̂  , lo que es equivalente-

a una sola tirada de una moneda.

P ^ Í Y C t i ) = 2 , Y ( t 2 ) = 3} = ¿{1,1,0,0^

P¿{Y(t1) = 2 , Y ( t 2 ) = 3}- P{1, 0,1,0^

P¿{Y(t1) = 2 , Y ( t 2 ) = 3}= O

P ^ C Y C t i ) = 2 , Y ( t 2 ) = 3}= PÍO,!,!^,^

P ^ Í Y Í t i ) - 2 , Y ( t 2 ) = 3}- O

P Í Y t t ) = 2 ,Y( t 2 ) - 3}- O

P{1 cambio }P {X1 (t¿ ) =

Entonces
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"a ~ *b "d 16 ̂  T J'Z 64 V*- T

Sin con P' llamamos a la probabilidad de obtener nue_s_

tro evento en una sola tirada; tendremos:

P ' / v f +- ^ — O v f - f - 'i — "5 T- — P ' 4- P ' 4 - P 1 == __L_ í 7 — _ \-t.Y(t:i;_ - ¿,x(t2) - ¿ í - ̂ a + -f̂  + -^d 6T V í /

Por último:

6
f T ^ Í V \i / • —

p/vr-t-,^ — o v ̂  4- „ ̂  = ^T = pr + P " = i A - 1 1 4- ... í 9 —:— \xix(ti) - ¿,z(tz) - Jj- ^ i- -f - 64 ̂  i; -í- 64 ̂  T; ~e>4

que es la probabilidad que estábamos buscando.

La figura 4-17 muestra la función de densidad conjun

ta de las variables aleatorias Yít^) y Y(t2) para T<Y<2T.

3-0- 2T < T< 3T

En este -intervalo' de variación para O' al igual que -

en el caso anterior se tienen únicamente las dos probabiLi

dades siguientes:

/̂  _ 2T Y
Pfocurren dos cambios de valor en t} = 1 - —= = 3 - —

'y _ 2T *y
P-focurren tres cambios de valor en7} = —= — — - 2

(4-19)

El procedimiento seguido para obtener los diferentes
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valores de la función de densidad conjunta es similar al-

gue ya se ha explicado. En la figura 4-18 se muestran los

valores de esta función para este intervalo.

4* 30? <'T < 4T

En este intervalo se tienen las siguientes probabil_i

dades:

T — 3T yP{ocurren tres cambios de valor en 00= 1 - ~~= = 4 - —

Y - 3T 'VP{ocurren cuatro cambios de valor en Y) = —= - =• ~ 3

(4-20)

La función de densidad conjunta se muestra en la fi-

gura 4-19 .

5̂  y > 4T - - ' '

Para valores de T mayores que 4T, las variables ale_a

torias Y(t¿) y Y(t2) son independientes. Esto quiere de -

cir que Y(t2) puede tomar ahora cualquier valor (de los -

que le es posible tomar) sin' importar cual sea el valor -

que haya tenido Y (tj) . En consecuencia, desde este punto-

en adelante, la función de densidad conjunta deja de deperi

der de ry .

Puesto que ahora Yítj) y Y(t2) son independientes, -
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la probabilidad del evento' {YCt}) = y< ,Y (t2)=̂ \estará dada

por:

(t!) = Yl/Y(t2) = Y2} = PÍY(ti) = Yi> PÍY(t2) =

Po'r ejemplo, la probabilidad del evento

' =2fY(t2) = 3> será:

£ A 24
P{Y(tl) =2,Y(t2) = 3} = . =

La función de densidad conjunta para este intervalo

se muestra en la figura 4—20.' •

sidad conjunta de Y(tj} y Yít^) si tomar distintos valo-

res .

FUNCIÓN DE AUTOCOHPELACIOW



- 219 -

i *«. t

j_(£-n
tttVT J '

«- -i

"1

M

^5—^_ÍH

. i

T < ^ < 2T

Fig., 4-17

3 £

l a .

* I W \ T / ' 12v ~f—

1»

2T < 'J < 3T

-Fig. 4-18



é
 

e-
 

a
 

--
fl

íT
T 

i 
r 

T 
--T

1

o CM CN

ñ
 

*
 r

o

Q
 

0
 

^
 

—
 _

<
J-

—
 —

 -
-^

i 
!

A
l

t»

en H tn •H PH

B
-" 1 

'

~
?
-

-t
í



- 221 -

y¿".
• ,._LJ__ ¡ ¡. "í i T r

t i i
I ' 1

3 - — i 1 -Q-
i I
I 1 Cf f í

t-~ j~- p-r
i W/t ' '

_ó_ ' J 1

. 1 ] 1
. , «P r 1 1
,, , - t ,

•¿

" *^"* H

</' < J .-j - i
t
i

!
1

— ["• 1 '

I

«í 0
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Variación con ̂  de la densidad conjunta de Y( t j _ ) y Y ( t 2 )
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FUNCIÓN DE AÜTOCORKBIíACION

Una vez determinada la función de densidad de segun-

do orden para nuestro proceso, se puede encontrar sin difi-

cultad su función de autocorrelación.

Vamos a obtenerla para cada uno de "los intervalos de

variación de *T que se tomaron en cuenta en la determinación

de la densidad de segundo orden.

i-̂  o < y < x

Como sabemosr la función de autocorrelación para un-

proceso discreto está dada por:

(4-20)

En consecuencia, para este intervalo tenemos:

4-16)

HOT) « 0 , 0 l - H - 0.1, ,-+ i . o , + 1.1.

2.3. 16 2T 16

• 4 - 3 4 — — -H 4.3, -= — -f- 4.4
16 2T *"" 16 2T 16 ̂  2T

Simplificando se obtiene:
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R f n M - M _ - ^ 5 : = 5 - ^ -*<• i i 16 16 T J 4T

2£ T <<y < 2T

Procediendo del mismo modo (Fig. 4-17) se encuentra

que:

prrvM _ 120_ _ 16_ V = - _ _^_
Kl J ; 64 64 T 4T

3A 2T"< T < 3T ,

128 128 T 4T

4* 3T <T < 4T

64
256 • 256 T " 4T

> 4T

> 4T se tiene: (fig. 4-20)

i n -i- + 1 1 -AL + i ? 241.0- + l- i- + 1 ' 2 -256 - - 2 5 6 ' - 2 5 6

2 0 -^- + 2 1 -^ + 2 2 -^- + ?' T. 24
z ' u - + "^ ¿-¿- + 2 - 3 '
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16 2 24 4- 3 ^
- J'J*

4- 4 ? — + 4 "3 —-— + 4 4
+ ^^' ^-°* ^'4'

De donde:

" R r >v \ 1024 = 4
*• ̂  ' 256

Para estos valores de ̂  / la autocorrelación al igual

que la función de densidad, deja de depender de y . Esto -

se debe a que las variables aleatorias Y(tj) y Y(t2), en ê

ta parte son independientes.

La función de autocorrelación, en consecuencia estará

5 - para O

%4 para Y] > 4T (4-21)

El módulo de *y se debe a que la función de autocorre

lación es simétrica.

El gráfico de esta función se muestra en la figura -

(4-22;
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-ZT 3T

Fig. 4-22

Función de autocorrelación para un proceso de

BEENGULLÍ

COMENTARIO.

El ejemplo desarrollado se ha escogido entre los más

simples de este tipo. Sin embargo, 3a obtención de resulta.

dos ha requerido de un trabajo bastante laborioso, pues ha

sido necesario examinar uno por uno los valores de la fun-

ción de densidad conjunta para cada mo de los intervalo.s -

de variación de *y considerado. . '.

Aunque los resultados obtenidos no van a utilizarse,

este ejemplo nos proporciona el material suficiente como -

para sacar algunas conclusiones que pueden aplicarse a o-
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tros procesos de. este tipo.

4.5.- SIMULACIÓN.

- En la figura 4-23 se muestra el diagrama de flujo del pro-

grama al que berros denominado "NÚMEROS AEEATORIOS". Este programa -

simula el registro de corrimiento realiirentado con sumador. Sus ca -

racterlsticas principales son :

I* N y K son variables, es decir, existe control de la configuración-

del circuito en lo que se refiere al núrrero de flip-flop y el pun-

to de donde se toma la realiirentación.

2-°- Se pueden introducir los coeficientes a. gne se requieran.

3^ Empieza siempre calculando para el estado U 1

4-11 Imprime los resultados'.
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Programa N^ 3

NUMERAS ALEATORIOS (-Diagrama de flujo)

Fig. 4-23
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Programa 1$° 3

HUMÉEOS

t

1 üüí.iij — CLfi 20,
Oí?1"' i — STP 41
sóc-s — :-:TO — 23
0003 — 1. 61
•0004 — 0 00
eeos — o — so
SBÜÓ — STP 41
ÜOÜ7 — XTÜ 23
OÜ03 — 1 0 1
0009 — 0 00
8D1Ü-- 1 —01
OOtl — 1 - — 01
'¿012— XTO 23
OÜÍ3 — 1 01
tiüi4 — 6 — se
0015 — 2 02
0016 — :-:FR — 67

r 8017 — í 01
r 0&18 — O 60

sois — 2 — 02
utr¿U — UH 27
utíül — XFR 67
0022 — 1 01
6823 — 0 88
6324 — 0 00
00 2: 5 — X<Y 52
0026 — 0 00
ftíi?? — « fifi
0023 — 4 04
0029 — £ Oó
0030 — 1 01
0031 — XTO 23:
6G32 — IHB- 31'
0033— 1 .01.
6034 — 0 00
0035 — 2 02.
e03S — XTO 23
0637 — + 33
8638 — 1 01
0039 — 9 00
&G4ñ — 2 02
&041--CTO 44
0042 — 0 00
0043 — 0 00
0944 — 1 01
Q045-- 6 - — 06
0046 — CHT 47
0047 — 1 01
09-43 — XTO 23
8049 — 1 — -01
0050 — 0 00
0051 — 2 02
0052 — XFR 67

i í .

- ••-£; -i ̂  *__

0050 — 0 - — 00
0051— 2 02
0052— XFR-- -67
0053 — 1 01
0054 — 6 OO
0055 — 2 021
0056— UP 27-
0057— XFR— 67
.0053 — 1 01'
0059 — 0 00.
8060 — 8 00'
0061— X<Y 52
0062 — 0 — 00
0063 — 8 00
0064 — 9 —11
•0065 — 8 10
00£-ó — 2 02
0067 — 0 —-00
0068 — + 33
0009— YTO 40
SÓí'ü 1 Eli
UU?1— 0 00
0072 — 3 03
0073 — ñ 00
6074 — UP 27
0075 — UP 27
8076 — XFR-'— 67
0077— 1 81
0078— 8 00
0079 — 2 02
0038 — RUP 22
8831 — STP 41
SOS2-- XTO 23
0033 — IHD 31
0034 — 1 01
0085 — 8 00
0836 — 3 03
OOS7— 1 01
0083 — XTO 23
0039 — + 33
0090 — 1 01
0091 — 0 — -00
0092 — 2 — -02,
0093---GTQ 44,
0094 — 8 ñv3
0095 — Q no
0096— 5 05.
8097 — 2 — '-82-
0898--CHT -Í7
'0639 — XFR 67
0188— IHD- — 31
0181 — 1 -• — 01
0102 — 0 88

'- •

- .

0100 — IHB 31
0101— 1 91
0102 — 0 80
0103— 1 01
0104— UP 27
Q 105— XFR 07
0106— IHD— 31
8107 — 1 01
OÍOS — 0 00
0109 — 3 — — 00
0118 — X=Y 50
01I1 — 0 00
0112 — 1 01
0113 — 2 02
8114— 5 05
01 15 — 1 — -01
0116 — XTO 23
0117 — Q OOi
0113 — 8 00.
0119— e — oo
uiüo — i'in ¿a'
0121 — ' 0 fin.
0122— i — ar
8123 — 3 83
6124 — 1 01
0125— CHT 47
8126 — 0 00
0127— XTO 23
812S — 8 @8
6129 — 8 00
0138 — 8 00
0131— CHT — 47
0132— 8 -'--00
0133 — XTfi 23
0134— 'l 01
8135— 0 RQ
0136 — 4 84

• 0137— XFR 67
8138 — 1 01
8139 — 0 . 00
8140 — 0 00
0141— UP 27
0142— XFR— 67
0143— 1 Oí
@144 — 8 OO
0145 — 4 Q4
0146 -34
0147 — YTO — 46
0148 — ' 1 01
8149— 8 • 00
0158— 5 —85
0151 — 8 08

__0152 — X=Y 50
,. . . J , ..""•.'
*-~~ " ' '__

8158— 5 95
8151— 8 89
9152 — X=Y— 50
0153— 8 86
0154— 1 —01.
0155— S 16-
8156 — 4 - — 84
0157— 1 -—81
815S —34
0159 — YTO 40
0168 — 1 ~ — 01
0161 — 9 00
8162— 6 06
0163 — XFR — 67
0164— IHD 31
0165 — 1 . 81
0166 — 6 —-00
0167 — 6 86
0168 — XTO— 23
0169— IHD — 31
017CH — 1 «>'
0171— 0 08
0172—' 5 05
0173— 1 81
0174— XTO 23 '
0175 — + 33
0176— I 01
0177 — S — ™Q8
Wl^y — 4 U4
0179— GTO 44
0188 — 8 88
0181 — 1 01
8182 — 3 03
0133 — 7 87
8184— CHT — 47
0155 — 1 - — 81
0186 — XTO 23
0187 — 1 81
0188 — 0 80
61S9 — 2 02'
0198 — XFR— -67
8191 — 1 01
8192 — 8 88
0193— 8 08
0194— UP 27
0195— XFR— 67
¿196 — 1 Oí
0197— 0 08
0198 — 2 02
8199 — X>Y — 53 :
8280 — 0 00
8201 — 2 02
0202— 3 03.

.í ,_..:_„•.._..

Tabla 4-1.
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Programa !tf° 3

1ÍUMEEOS ALEATORIOS,

(Continuación)

0200
8201
0262
0203
6204
0205
0206
0207
8208
6209
6216
0211
6212
0213'
6214
6215
0216
6217
G21S
6219
6220
6221
0222
6223
0224
52
6226
0227
022S
0229
8230
0231
6232
6233
0234
0235
6236
023?
823?
0239
0246
6241
6242
6243
0244
0245
6240
024?

3 -
e -
up-
2 -
O -

-YTO-
- 1 -
- 9 -
- 3 -
-HFR-
-IHIi-
- 1 -
- o -
- 2 -
- UP-

-"ÍNB-
- 1 -
- e -
- 3 -
- x -
- £ -

—XTO—- "

-00
-02
-03
-00-
"2?
-02
-00

3
-40
-01

-00
-03
-5?
-3 i
-01

-QQ
-02

-GTO-
- O -
- 1 -
- 9 -
- 0 -

-CNT-
- C "-
- nfi-
-PHT-
-CHT-
-CLR-
-GTO-
- O -
- 0 -
- 9
o

— EHD —

-31
-01
-00
-63
-30
-00
ííi
23
33
01
89
02
44
00
01
11
OG
47

25
45
4?
20
44
00
00
11
10
46

Tabla 4-1 (Continuación)
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El programa, tal COITO se debe poner en la máquina se muestra en

la tabla 4-1 y consta de 247 pasos de progr'amación.

PESUEiIftDOS.

En las tablas 4-2 y 4-3 se muestran los resultados obtenidos pa

ra el caso-de seis flip-flop.

En la tabla 4-2, columna de la izquierda se han escogido los oqe

ficientes a. = 1,2,4,8,16,32; de modo que aj_ =1, â  = 2, 33 = 4, a4=8,

a5 — 16, ag = 32. Estos coeficientes son las sucesivas potencias de

2n>

. El resultado obtenido es el que esperábamos; si estudiamos la ta

bla_, veremos que dentro de un periodo no se repita ningún valor. En -

consecnenoia-. pocteos díinr.or, que eii esre proceso, dentro de un perio-

do todos los valores tienen la misma probabilidad de ocurrir y, por lo

tanto la función de densidad es uniforme discreta.

i
En la columna de la derecha se ha cambiado el orden de los coefi

cientés a.. Estadísticamente-esto es equivalente a lo anterior, -pues -

no se observa variación alguna en la distribución de los pulsos, lo ü-

nico que se ha cambiado es su orden.

La tabla 4-3 muestra un caso que es de interés para nosotros, co

iro veremos poste~riormente. La -columna de la izquierda muestra los re -

sultados para a- — I/ a2 = 2, â  = 3, a4 = 4, â  = 5, â  = 6.
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En la columna de la derecha se ha cambiado un poco -

el orden de los coeficientes. Como en el caso anterior, -

estadísticamente los resultados son equivalentes.

Las tablas 4-4, 4-5, 4-6, 4-7, 4-8 son explicativas-

por si mismas.

En la tabla 4-9, en la primera columna se muestran -

los resultados haciendo a- = a0 = a0 = a, = ac = a¿- = 1, -1 ¿ 3 4 D b

como ya se ha visto, esta es la forma de obtener la densi-

dad binomial.

En las columnas 2, 3 y 4 se utilizan los coeficientes

a. para obtener una función de densidad uniforme discreta,

sin embargo, aguí se han introducido ceros. Cada factor c_e

ro introducido hace indistinguible la mitad de los resulta-

dos, de modo que con el. primer cero introducido, cada nume-

ro se repite dos veces, con el" segundo cuatro y con el ter-

cero ocho. De este modo se ha logrado cambiar las probabi-

lidades de las salidas experimentales, de tal modo que aho-

ra se tiene otra funcián de densidad. Desde luego que la -

función de densidad continúa siendo uniforme.

La única discrepancia se presenta en la ocurrencia -

del evento cero, que en todos los casos aparece una vez me-

nos que cualquier otro evento; esto se debe a la no existen.

cia de la salida 000000 en este.caso de seis flip-flop. .
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En las figuras 4-24, 4-25 y 4-26 se presentan varios

resultados que se han obtenido eligiendo varios conjuntos-

de coeficientes a.. Todos los casos son para N = 6 y K =5

a excepción del caso que aparece en la figura 4-24b que es

para N = 8 y K = 7.

Fig. 4-24a. Aquí se ha dado a los coeficientes a. -

valores que corresponden a los coeficientes del binomio de

Newton. La función de densidad es simétrica y no pertene-

ce a ninguna de las funciones conocidas. La única discre-

pancia se presenta en la no existencia del correspondiente

valor de probabilidad para x = O.

Fig. 4-24b. Los coeficientes a. tienen los valóres-

ele Ice coeficientes del binomio; el caso corresponde a N=8

_y K = 7. Se observa que la densidad es asimétrica. Esto-

se explica por el hecho de que para este caso no tenemos -

la totalidad de estados; esto es 217 en lugar de 256.

Fig. 4-24c. Los coeficientes se han escogido en fo_r

ma simétrica. Crecientes según la serie de los números n_a

turales hasta 3 y decrecientes desde 3. La densidad es SJL

métrica, el único valor que discrepa es el de cero.

Fig. 4-25a. El caso es similar al anterior, sólo -

que ahora empezamos con cero. Ahora, tenemos un valor de -

probabilidad para cero, pero es menor que el que deberla -
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corresponderle para que la densidad sea simétrica.

. Fig. 4-25b. Les coeficientes a. son ahora crecien.-

tes según la serie de los números naturales partiendo de -

cero hasta cinco. La densidad es simétrica excepto por el

valor de x = O.

Fig. 4-25c. Lo mismo que la anterior, sólo que aho-

ra los coeficientes van del uno al seis. Cambian el.valor

medio y la varianza de la distribución. Se observa un ali

samiento de la envolvente.

Fig. 4-26a. Los coeficientes a. son ahora crecientes

según la serie de los números naturales, partiendo del cin-

co hasta el 10. 5e observa que cambian «1 valur medio y la

varianza, la densidad es notablemente más dispersa, aunque-

x toma un número mayor de valores.

Los valores de x en 15 y 30 empiezan a mostrar otra-

tendencia en el comportamiento de estas densidades,

Fig. 4-26b. Coeficientes del 10 al 15; aunque simé -

trica, con la salvedad hecha anteriormente, la función de-

densidad presenta ahora condensaciones de sus valores. Al

gunos valores intermedios han desaparecido.

Fig. 4-26c. Coeficientes del 20 al 25. Continúa s_i

métrica, la condensación se acentúa, la tendencia se man -
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tiene.

Fig. 4-26d. Coeficientes 1,2,4,8,16,32. Son las su

cesivas potencias de 2. La densidad es uniforme y falta -

el valor cero. Cada valor aparece una sola vez con proba-

•bilidad "de'ocurrir O,0158.
V

Fig. 4-26e. Coeficientes O,1,2,4,8,16. La inclusión

del cero trae como consecuencia que disminuyan los posibles

valores de X, pero que cada valor aparezca dos veces con -

probabilidad 0,0316. El cero aparece una sola vez. El va-

lor medio y la varianza han disminuido,

Fig. 4-26f. Coeficientes: 1/4, 1/2, 1,2,4,8. Se ob

tiene una densidad uniforme. No hay valor de probabilidad

para X=0, cada evento ocurre una sola vez. El valor medio

y la varianza han disminuido.

i

CONCLUSIONES. . '

El análisis de estos resultados experimentales nos -

permite concluir lo siguiente:

1̂  Al parecer no es posible obtener una densidad asimétri-

ca con la sola variación de los coeficientes a. (se ex-

ceptúan los valores de X=0) para aquellos casos en que se-

generan la totalidad de estados posibles menos uno. Las -

densidades asimétricas sólo aparecen en aquellos casos en-
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que no se genera la totalidad de estados como el de 8 f lip-

flop, pero no existe ningún tipo de control sobre la dens:L

dad resultante.

2^ La obtención de las densidades uniformes discretas nos-

abre la puerta hacia la generación de otros procesos es_

tocásticos en los que se pueda controlar el tipo de densi-

dad resultante. En efecto, si Y = g(X) es una variable a-

leatoria, función de la variable aleatoria X. Sus densida_

des respectivas se encuentran relacionadas por la ecuación

diferencial :

fx(x) dx = fYCy) dy ' (4-22)

S ^x es una densidad uniforme continua?

fx(x) es una constante K dentro de un intervalo a < x < b.

En consecuencia, para este intervalo

Kdx = fy (y) dy a < x < b

Y

x = * \Y^ ¿v (4-23)

)
Pero la integral no es otra cosa que la función de -

distribución de Y. Por- lo tanto:

x = ~ PY(y) + C - . (4-24)
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El caso discreto se demuestra en forma parecida ha -

ciando uso de la función impulso.

Este resultado nos permite concluir,, que si queremos

generar un proceso consistente en un tren de pulsos aleato_

rios que tenga- una densidad determinada, deberemos hacer -

pasar nuestros pulsos con densidad uniforme a través de un

circuito cuya relación de transferencia sea la función de

distribución del proceso que queremos obtener.

Algunos intentos se hicieron en este sentido, pero se

llegó a la conclusión de que la implementación de tal cir -

cuito era tarea bastante complicada, mucho más allá de lo -

que se ha pretendido con el presente trabajo de tesis.
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lí = 8 ; X = 5

1

1
i -

1í
i
;

'.
i

; '
I

ir

•

i

-.

>

•

.

;

' 35,
•33
30.
26.

-21, •
16,

• 11.
£.
9Í

' .12.
16.-
2i .
27-
25.
23,
20,
26,
33.
31. •
23. -
25.
21,
16.
1*9

. -14-!
8.

10.
•12,

6.

12*
- isl

10.
14.

241'
21?
17. i
22.
28-'
26.
23.

' 20,
26.
23.
29.
27.
24.
20.
24,
19.
13.
15;
9..
3,
5,
7.
Q,

12.
16,
20.
16.
12.
1?. - :

n • n r
°f* 1'f

•_ - "
23. • •
29.
26.
22.
27,
23,
19,

- 15.
- ll.|

16.,
21.
27.'
24.
36.
27,

• 24.
2G.
16.
21.
18. '
24.
22.
29.
27.
34.
32.
29"!
25.
21 .

IÍI
14,
9.

13.

22l"
19.
25.
22.
27.
23.
18.
22.
18.
14.
10.
144
19.
25.
32.'

' 30,
28.
25.
21.
26.
23.

. 19.
15.
19.
14.
18,
22.
17.
12.

•

. -v - ' ' '1

: - - - - . 15-.-— i
9.'

•11.
13.
6. '
7.'

- '- ' 8.
1.
2.
3.
4.' .
5.
7.' -
9.

11.
5.
7.-

10.
13.
16.

• • 10 J
' . . 12.'

15.
'10.'
13.-
e.

11.
15."
20.

' 2Í!
17.
22.
18.

iel
13.
17.
21.
17.

• 12.
15.
19.

.- „ 15.
20. •
17.

" -22.
18.
23.
29.
26.
23.
2Q-

• ' 16.
' ' 21.

26.
22.
17.
20. '
14.
8.

10.

4.
6. :•

8.
11.
14.
ie,
14.
13.
13.
16.
20.
15.
18.
33.
S.

12.
16.
20.
15.
19.
24.
21.
18,
15.
21.
2S.
36.
35.
33.
30.

Tabla 4-8.
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!J=- G
<Xt.

t* s

Q.ÍS 0.0,0, M.a.
1.0008
1.0800
1.00Ü8

r. 0000
3.8000
2.0080
2.0000

2.0000
2,0888
2.8808
3.8880
2.0008
2,8000
2.0888
2 , 8 G 8 8
3.ÜQ00
3.Ü808
4.88G8
4. 8088-
4.8880
5. 8D88
4.8888
3.0088
2.0800
2.8008
3.0880
3.8888

3.8088
4.8888
3.0880
2.8808
2.0088
2.8008
3.8800
3.0800
3.0888
4,8Sy0
4.8800
5.. 0000
4.8808
4.8S80
5.. 0000
4.000Ü
3.8898
3.88S8
4.0088
3.8008
3.8808
3. 8808'
4.0008
3.0800
3.8808
4.0008
4.0080
3.8806
5.8080
6.8000
5.080G
4.80S8
3.0800

_2_. O 00 O
l.0000
] . OtíOO

16. U0-Ü3
8.0888
1. 8888-
2.0808
4.0000
S.0000
16.0088
1.0880
3.8888
6.G8G8'
12.8888
24.G008
17.0088
2,8008
5.8808
18.8000

20.0009
• 9.0800
19.8008
7.086.0
15.8898
38.0808
£9.8888
26,8008
20.0888
S.8000
17.8088

0. 88
0. 00
1 . 88
2.88
4". 88
ñ. 80
0. Ü8
'1 . 00
3. 08

- 6.88
12. 88
S. 88
í. OG
2. 68
5.88
18. 88
4,88
9. 88'
3. 88
7.88

15. 80
H. 88
1 3.80

. 4,88
8. 88
5 , 08
Si. HO
7.88

. 14.80
12. 88
' 9. 08

• 2. 88
4. U8
9. 08

• 2. 88
5. 80

í 1. 88
6. 08
13. 80

• 11.08
7.88

14. 00
13.08
11.60
6. 80
12.08
9. 08
3. DO
6.08

13. 38
10. 08
5/00
16. 80
S. O 0
11.88
7. 0 8
15.80
15- 88
15.08

14. 08
12.00
• G.08
8.08

. .0. fí(3

Tabla 4-9
Resultados para la densidad binomial y

efecto sobre la función de densidad por

la introducción de coeficientes cero,.
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DENSIDADES 3?ARA N =6 ; K ~ 5

ai = 5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10

1LUUJJ1
K 31 tf Sí II j£

= 10,11,12,13,14,15

-'
(, D ;

(c)

-a± = 20,21,22,23,24,25

I» tlt II.

(d)

a¿'=.1,2,4,8,16,32

i r (e ir
jujjjjiüjmijjjiijjiuiiujjijjjjiu

*• Jr y ir ¿o IP o fi -y

.(e)
^iii [ , i

= 0,1,2,4,8,16

Jl
1 =1 ^

ai = 1/4,1/2,1,2,4,!

ÍUJ.ÍILUJI LUJ JJJJ1LIIJ JJ1JJ JJJ IJ.U IJJJJ.JJJ JiJIUJ JJJJ.LIUJLÜI
i í ¿ \ - í í i - -j i* > » a H ír ir-

4-26.

. 4-26



- 248 -

AUTOCORRELACION:

A continuación presentamos algunos resultados experi

mentales para la función de autocorrelación que se obtuvie_.

ron haciendo uso del programa N-2 2 en la calculadora pro -

gramable-. La tabla 4-10 muestra los resultados obtenidos-

para el ejemplo que se desarrolló teóricamente en el apar-

tado anterior. Se trata entonces de la autocorrelación de

una onda periódica generada por un registx'o de corrimiento

realimentado, que consta de cuatro flip-flop. Las ganan -

cias en el sumador son todas iguales a 1.

La columna inferior .muestra los valores del proceso-

Y(t) = X1(t) + X2(t) 4- X3(t) + X4(t), mientras que las su-

• parieres los valores de la función de autocorrelación cuan

do se introdujeron a la máquina 15, 30, y 60 muestras, res

pectivamente»

En la figura 4-27 se han grafizado stos resultados ,

a la vez que se ha. dibujado la función de autocorrelación

que en forma teórica se obtuviera en el apartado anterior.

Se observa lo siguiente:

I-0 La dependencia de los valores de Y (t) se extiende duran

te cuatro intervalos de pulsos de reloj, en ambos casos.

Esto es, la función de autocorrelación depende de 1* durante

este lapso hasta tomar un valor constante, lo cual es una-
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'.-',?

indicación de que el fenómeno se hace independiente de y .

2^ La pendiente de la recta dentro de los cuatro interva -

los es prácticamente la misma.

3**- La curva experimental se encuentra desplagada en senti-

do vertical con respecto a la curva teórica. Esto, na-

turalmente se debe a la no existencia del estado 0000 en -

el conjunto de flip-flop, lo que a su vez es causa de que

cambien las probabilidades de nuestras salidas experimenta^

les, que en lugar de ser 1/16 son ahora 1/15. Además, en

la densidad de segundo orden faltarán eventos de la forma-

{°,-y-}- {y.-,-0}.-' {OrO>. Por ultimó, la función de autoco -

rrelación, a causa de lo anotado anteriormente presenta la

anomalía que se hace patente en el gráfico.

La tabla 4-12 muestra otras funciones de autocorrela.

ción obtenidas experiraentalmente para el caso de seis flip-

flop . . -

La columna (a) es para ganancias en el sumador de 1,

2,4,8,16,32, que como sabemos nos da como resultado una -

función de densidad uniforme discreta.

En la columna (b) se utilizan las mismas ganancias,-

le único que se ha alterado es el orden. • '
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Según se desprende de un examen de .la tabla 4-2 ocu-

rren los mismos eventos, con las mismas probabilidades en-

ambos casos. Es decirr que las funciones de densidad de -

primer orden son idénticas. En cuanto a las funciones de

densidad, de segundo orden que son dependientes del paráme-

tro *y es de esperar que aparezcan deferencias a causa de -

la diferente ubicación de las ganancias, pues la probabili_

dad de ocurrencia de un determinado evento estará alterada

a causa de ello. En otras palabras, la probabilidad del e_

vento {Y(tj_) - yi, Y(t2) ~ Y2 \o puede ser la misma en ge_

neral para ambos casos dentro del intervalo en que esta p;*D

habilidad es dependiente del parámetro <% . Si las funcio-

nes de densidad de segundo orden son diferentes, es natu -

ral que las funciones de autocorrelación sean también dife

rentes.

En efecto, la figura 4-28 así lo muestra. La curva-

(a) es la función de autocorrelación para las ganancias 1,

2r4,8,16,32, en tanto que la curva (b) es la misma función-

para las ganancias 1,8,4,32,2,16,

En ambos, casos, la dependencia de 0J se extiende has-

ta que y ha alcanzado el valor 6T, que es el punto para el

cual las variables aleatorias Y(ti) y Y(t2) son independien

tes como era de esperar", según se desprende del modelo teó_

rico que se desarrolló en el apartado anterior. -
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La forma de la curva (,a) es, sin embargo sorprenden-

te. .Su forma es prácticamente exponencial como lo demues-

tra la figura 4-29, en la que junto a esta curva se ha dibu

jado una curva exponencial con. ecuación:

y(^) = 1354,667 + 346,667 Exp[- ¿ 44^365]

Para su determinación se utilizaron, el valor máxi-

mo, el valor para ¥ = T y el valor para el cual la función

de autocorrelación deja de depender de *$ .

Se observa que las dos curvas prácticamente coinciden,,

AiialiíSaj: ¿L s j_yiii£iuacl.o dtt e» co uo es xáo-il, sin t¿Jubci;r

ge, a manera de ilustración .mencionaremos que en un proceso

de Poisson tal como la señal talegráfica aleatoria aparece—

una función de.autocorrelación de este tipo.

Este estudio presenta perspectivas interesantes, pe-

ro dada la extensión -que ya tiene',ei "presenfe-.-trabajo, muy

a pesar nuestro lo dejaremos de lado,

/Con el objeto de establecer comparaciones, damos a —

continuación los valores de la función exponencial y los —

valores de la función de_autocorrelación a la.que hacemos—

referencia.
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o
o?
2T

3T

4T

5T

6T

7T

8-T

9T

10T

11T

12T

13T

140?

15-T

EXPONENCIAL

1354,667000

1181,206000

1094,539297

1051,237820

1029,603008

1018,793559

1013,892816

1010,694421

1009,346220

1008,672615

1008,336060

1008,167906

1008,083891

1008,041915

1008,020942

1GOS,010463

AUTOCORKELACION

1354,

1181,

1094,

1050,

1028,

1016,

1008,

1008,

1008,

1008,

1008

1008,

1008,

1008,

1008,

1003 ,

667000

206000

349000

667000

317000

127000

000000

000000

000000

000000

000000

000000

000000

000000

000000

OOOGGO

En la tabla 4-12, las columnas (c) y (d) nos dan la-

función de autocorrelaci6n para las ganancias que se indi-

can. Las ganancias en ambos casos muestran tan solo una di

ferencia de ubicación. Los resultados se grafican en la -

figura 4-30. La curva (a) es para los coeficientes 1,2,3,

.4,5,6; y la curva (b) para los coeficientes 6,1,3,2,4,5.

A excepción de la aproximación a una curva exponen -

cial son valederas, también para este caso las-observacio-

nes hechas pax~a el caso anterior.
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' FIG. V27

Comparación, entre las funciones de autocorrelacion

teórica y experimental para el caso desarrollado en

el apartado 4-4 (Proceso de Bernoulli).
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a,± i 1,2,4.8,16,32,

1,8,4,32,2,16.

Variación de la función de autocorrelación
debida a un cambio en el orden de .las ga-

nancias en el sumador.



-257-

13QO

PIG

Comparación entre la funci'ón de ara oc orrelacion

de un proceso con distribución uniforme para

ganancias a^ : l ,2f 4,8,16,32. y una curva expo-

nencial purac • .
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lio

a1

ai = 6,1,3,2,4,5.

v

PIG* 4-30

Efecto so"bre la función" de autocorrelacion de
la alteración del orden de las ganacias en el

or.

er
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4.6,- PULSOS ALEATORIOS CON DENSIDAD GAÜSSIANA.

Hemos llegado al objetivo principal de este capitulo

Estudiaremos ahora la forma de generar un tren de pulsos -

con densidad gaussiana. Antes de exponer la forma prácti-

ca que nos permite lograr nuestro propósito, haremos refe-

rencia a la base teórica que justificará la forma en que -

habremos de proceder en la práctica,

PUNCIONES GAUSSIANA Y DE ERROR.

lia función. Gaussiana está dada por:

X2

G(x) = -1- e 2 (4-25)
/2 TÍ

y su integral

erf x = -1 - f e 2 dy (4-26)
/ 2 ir I

O

En la figura 4-31 se muestran las funciones G (x) y -

erf x.
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Fig. 4-31

Funciones Gaussiana y de error

Nótese que erf (-x) = -erf x

00

y erf «» = 1 E>;p[-

O

(4-27)

Con* un cambio de ' variable se concluye fácilmente de

(4-26) que '

1

a/ 2 ir 2a2

x - b - b
dx = erf erf (4-28)

DISTRIBUCIÓN NORMAL.

Decimos que una variable aleatoria está uniformemente

distribuida si su función de densidad es una curva gaussia-

na.
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f (x) = A exp [- ex x2 J a 5* O

Puesto que;

09

(4-29)

-00

• concluirtíos de í 4-2 9) y de (1-43) que

1Por conveniencia haremos a = -^r ; entonces

f(x) -— exp[- - (4-30)
cr/2 i 2a2 •

Con un desplazamiento en el eje x obtenemos la densidad

normal creneralizada»

f(x) = ̂ : - exp- L . (4-31)
/*)cr / ¿ TT

La función de distribución correspondiente está dada

por :

% •
í

F(x) - f (y)dy = ̂  + erf ̂  - ̂ (4-32)
I • °"
-o>

De (4-32) y (1-33) se sigue:

erf : erf

!4-33)
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Es conveniente notar que la densidad normal está com-

pletamente especificada con sólo conocer el valor medio y

la varianza de la misma.

EL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL.

En muchas aplicaciones de 3a Teoría de Probabilidades,

las variables aleatorias son sumas de otras variables alea_

torias, Por ejemplo, el resultado (en dinero) después de

varias partidas de un juego es la suma de las ganancias en -

cada una.

Un hecho sorprendente acontece cuando se suman un gran

número de variables aleatorias. Bajo condiciones generales

(aplicable a casi todos los easus prácticos que se piéstúi —

tan), la distribución de la suma tiende a ser normal, pres-

cindiendo de las distribuciones de cada una de las variables

aleatorias que forman la suma. El enunciado preciso de es-

te hecho notable se conoce como el "Teorema del límite cen-

tral de la teoría de probabilidades". Lo que explica la im-

portancia de la distribución normal tanto en la.teoría como

en la práctica.

• La discusión completa de este teorema es bastante lar-

ga y requiere el uso de conceptos que no se han .explicado -

en el presente trabajo. En esta sección se explicará sola-

mente lo que afirma el teorema.
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Sea una sucesión indefinida'de variables aleatorias Xi

X2 , . - . con valores medios y varianzas finitas. Sean estas:

í^í= E{X±} y QÍ= EÍ(Xi - <v|i)2 ); i = 1,2, ...

(4-34)

Formamos una nueva variable aleatoria S sumando las n

primeras diferencias X . - W (

(X¿ ~ î) (4-35)
1=4

En lugar de las A*H sumamos las diferencias de manera

que la suma S tendrá como valor"esperado el cero. El pro

blema consiste en determinar la forma del limite S cuanrion

n

Si Xj,X2,...,X son independientes; tenemos; designan-

do con Var(S ) a la várianza de S :

M 'A M

Var(X. -''10 = H Var(X.) -2- ̂
x î  ^ L=4

Ordinariamente, la várianza de Sn será grande aunque -

las varianzas particulares (T[z sean pequeñas. Las variables

aleatorias con gran várianza no interesan porque sus valo -

res tienden a presentar gran dispersión con.respecto al va-

lor medio. Por este motivo, se introduce una nueva varia -

ble aleatoria T mediante la fórmula:n
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• /~Var(Sn)
(4-36)

Esta variable tiene valor medio cero y varianza 1 y se

llama variable aleatoria reducida. La variable aleatoria -

reducida T está llena de sentido aún cuando las variables-
n

aleatorias Xi,X£/..-i,X no sean independientes.

Introducimos ahora la siguiente definición:

DEFINICIÓN DE LA PROPIEDAD CENTRAL DEL LIMITE.

Sean Xi,X2,X3,.*. - ,. . .(4-37)

una sucesión de variables aleatorias (no necesariamente in-

dependientes) donde cada X. tiene valor medio VU y una va -

rianza Ô 1 , ambas finitas. Se definen S y T mediante (4-

35) y (4-36) . Se dice que la sucesión (4-37) satisface la

propiedad central del límite si, para todo par a y b siendo

a < b, tenemos:

lim Pía < T < b} = — - exp ~- -1 dx
- •*-

n-H» V2ir

. (4-38)

Dicho de otro modo, las variables aleatorias (4-37) sa_

ti'sfacen la propiedad central del límite si la distribución

de la variable reducida T se aproxima a una distribución -

normal cuando n-*-=» . La igualdad (4-38) es válida también ~
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COMENTARIO.

El teorema del límite central puede ser establecido en

forma independiente de cualquier consideración probabil_tst;L

ca. El es una raerá propiedad de las convolucioiies involu -

erando un gran número de funciones positivas y es usado en-

Otras áreas; por ejemplo, en la determinación de la- salida-

de - varios sistemas lineales conectados en cascada.

Si las densidades f. (x) están razonablemente concentra,

das al rededor de ̂  f entonces la curva normal generaliza-

da dada por (.4-31) constituye una aproximación bastante es-

trecha de f (x) , aún para valores moderados de n.

En lo que sigue haremos uso de este hecho para obtener

una densidad normal mediante la autoconvoluci-ón de una den-

sidad que se aproxima a la gaussiana.

OBTENCIÓN DE UNA DENSIDAD NORMAL.

La figura 4-32 nos muestra la densidad que se obtiene

para el caso de N - 7; K - 4 con coeficientes 1,2,3,4,5,6,

7. El valor medio y la varianza, según se pueden calcular

del gráfico obtenido son; /̂  = 14,110 y (F2 = 33,727. Con es-

tos valores y superpuesta a la misma se ha dibujado la den-

'sidad normal correspondiente/- que tiene como ecuación:
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f (x) - 0,0687 Exp'[~
, II)

67,454
(4-39)

OlOCÍoi
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0
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'
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\

V v -
\.

1 hn-k-
S" 10 15 SO 2s . ^

Densidad para

Fig, 4-32

7; K = 4; Cf

Nuestro objetivo es el de convolucionar esta densidad-

aproximadamente normal consigo misma para obtener la densi-

dad normal que queremos .

La tabla 4-12 nos muestra los valores resultantes de la

autoconvolución sin normalizar. Esto es, al efectuar la au~

toconvolución hemos utilizado únicamente los valores que se

refieren al numero de veces que ocurre cada evento.

La columna de la mitad nos muestra los valores que ap_a

recen en la columna de la izquierda pero normalizado, es de_

cir que ellos representan los valores reales de probabilidad.
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Esto se ha obtenido dividiendo por (127? , debido a que la

convolución de una densidad consigo misma implica el pro -

ducto de densidades .

La columna de la derecha corresponde a una densidad -

normal con los mismos parámetros que la densidad resultan-

te de la convolución es decir:

f^= 28 y <J" = 8,488856

Es decir f se trata de una densidad normal con ecuación:

f(x) = 0,046996 Exp[-.

En la figura 4-33 se han graf izado estos resultados. -

Los puntos con crus corresponden a los resultados de la au-

toconvolución . Con puntos simples se ha representado la -

densidad normal de la ecuación ~ (4-40)

Se observa que las dos curvas prácticamente coinciden-

a excepción de los valores de los extremos, en donde la di-

ferenciar, aunque apreciable es de todos modos pequeña.

Para efectuar la autoconvolución se utilizó un progra-

ma para la calculadora al que hemos denominado "CONVOLUCIÓN

NUMÉRICA" . La teoría en la que se fundamenta este programa

se expone a continuación.



268 -

CONVOLÜCION NUMÉRICA.

Como sabemos, la•convolución de dos- funciones causales

£^ -(t) y f 2 (t) está dada por:

f! (t) *f2 (t) =

-°° • ' (4-41)

Las funciones f i (t) y f 2 (t) se. pueden aproximar por Li-

na secuencia de impulsos de la manera siguiente:

L (0) 5 (t) + fx(T)6(t - T) + . ,. + f i (nT)<5 (t - nT) +

... + f i (NT) 5 (t - NTJ]

= T[f2 (0)6 (t). + f2(T) 6 (t - O?) -f ... + f2(nT)ó(t - nT) +

... + f2( » ) 6 (t - o» )]

La constante T representa el.intervalo según el cual -

se lian tornado las muestras de-fj(t) y de f 2 (t) . Aparece cp_

me factor de toda la expresión debido a que los impulsos no

son de área unitaria, sino de área f(nT)T.

. Se ha supuesto que fJ(V) tiene N + 1 muestrasr míen ~

tras que f | (*Y ) puede tener infinitas muestras.

El proceso que se sigue a_ continuación es similar al u

tilizado para la convolución grárica de dos funciones; esto

es, ±§ (t -Y) es la función imagen de f|(y ) desplazada el-
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f c \ ) T O C O ( J V O L U G l O f J A U T O

P D R

..e:
u ¿e

- 0 . 0 Q
0.00
.1.00
2.00
5.00
8 . 0 9

' 14.00
22 ,00
34.00
48 .80
67.09
90.00

118.06
152.00
189.00
232.00
279,00
330.00
3S2.0G
438.00
431.00
544.00
595.00
640.00
680.00
712.00
736.00
753.00
758.00
ro'¿.UG
736.00
716.80
684.00
646.00
603.00
SSd.Oft
501.00
450 .00
396.00
344 .00
295.00
243.00
205.00
168.00
134.00
104.00

81.00
60. 00
4 4 . 0 3
32.00
22.00
14,09
9..08
6.08.
3.88
2.00
1.00

. 0 .00
0 .08
0.00
O.C 'O

• 0.000000
0.080000
0.000062

' 0.000124
• "0. 00031 O
8.000496
0. 000868
0.001364
0.002 IOS
0.002976
0.004154
8.005580
0.007316
0.009424
0.811718
0.814384
6.017298
0.020460
0.0236S4
0,027156
0.830442

.0.033728
0.036390
0.8396Qñ
0.842160 .
8.844144 '
0.045632
O . v 4 6 5 O O

• • 0.046996
0.046624

• 0.045756
8,044392

' e.-04240S
G.848052
0.8373S6
8. 0343-53
0,031062
0.827900
8.024552
0.021328
0. 018290
0,015376
0.012710
0.010416
0.80338S
6.806448
0.005022
0.003720
0.002728
0. 00J 984

• G.801364
0.000868
8.000533
8.000372
0.080186
6. 800124
0.000862
0.000800
O.800000
0.000000
0.000000

0.00Q204
6.000239
0.80Ü432
0.000615
0.600364
0 . Q Ü Í 1 9 7
6.001635.
0.002204

- 0.8Ü2329
'0.083&39
0.004963
8.006327
8.007955'
O . Ü 0 3 8 G 4
0.012062
0.014543
8. 017303
0.020297
0.823431
0.826798
G.Q3G1-H
8.033451
0.036603
0.039512
0.042038
0.044151
0.0-15710
8.046671
G. Ü-46?96
R t QSICZ-? .
0 . 0 4 57 i ó
0 .044151
8.842058
0.039512
O.0366Ú8
0.033451

•ÍJ,. U30144
0.-ÍJ26790
0.023.4 SÍ
6.023297
0.017303
0.81454S
0.012062
0.009364
8.007955
0.006327
0.804963
6.003939
6.002929
0.802204
0 .003635
0.001197
6. 000864
0.000635
0.000432
8,OS0299
0.000204
O.880137
0.008091
8.000060
8.000039

.... 4-12. - ' .„. „
Valores numéricos para la autoconvolución
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ffig. 4-33.

Áutoconvolnción de la densidad para

T¡r = 7 • K" — 4' H - 1 P ^ A S ñ ?1* — í j £>- — -í- , W-p . J _ y ¿ l s ^ 5 ¿ r 1 , ^ y U T í

y su comparación con una densidad

formal del mismo valor medio y la

misma variaría a.
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intervalo t en el sentido positivo del eje ̂  . El valor -

de la convolución en el instante t = nT estará dado por un .-

impulso en t = nT cuya intensidad será igual a la suma de

los productos de las intensidades de los impulsos cooiciden-

tes en y dentro del intervalo para el cual las funciones e-

xisten simultáneamente. Otros valores de la convolución se

pueden obtener haciendo variar t, en otras palabras, despla_

zando f | (t - 'Y } en el sentido positivo del eje *% .

De este modo se tiene:

t - O f ° * f ° - T2 f 1 ( 0 ) f 2 ( 0 ) 5 (t)

t = T fP*f| - T2[f, ( 0 ) f 2 (T) + f 1 ( T ) f 2 ( 0 ) l 6 (t - T)

t = 2T f * f = r r 2 f l ( ° ) f2

: (2T)f2 (0)] 6 (t-2T)

r̂~~" *1
t = nT f?*fo = T26 (t-nT) / f, (mT)fo [ (n-m)TJi } f— -"• *• ¿- t» *

(4 -42) .

t = MT f A f = T25 (t-MT) f l ( ™ T ) f 2 (M-m)T M < N

N
__ „. -i

t '= MT f°*f° = T26 . (t-NT) / ' f 1 ( m T ) f 2 \ ( N ~ m ) T j ; M >
-L /i. -.-j-ik.-- .-

«i=ü

Si denotamos la convolución de f± (t) y f2(t) por una -
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)'•
función h(t)f entonces:

h(t) - £i(t)*£2(t) '

i. La función h(t) puede aproximarse por una secuencia de

impulsos- a intervalos de T segundos.

h°(t) -

+ h(nT) ro(t-nT)

Una comparación de esta ecuación con las anteriores nos

da: ' •

h(0) - M! (0)f2 (0)

h(T) = T[fx (0)f-2 (T) 4- f1 (T.)f2 (0)]

h(20?) = T[fx (0)f2 (2T) + f1(T)f2(T) + f1(2T)f2(0)]

h(nT) = T ̂ _ f 1 CmO?) f£ [(n-m)TJ

M
h(MT) = T ̂ f1(mT)f2 [(M-m)TJ ; . M < N

= 07 fx (mT)f2 (N-m)0? ; M > N

..(4-43)
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Estas últimas expresiones son las que se han utilizado

para la elaboración del programa.

La figura 4-34 muestra el diagrama de flujo del prográ.

ma y la tabla 4-13 muestra los pasos de programación para -

introducirlo en la máquina.



Programa NS - i¡_

CONVOLUCIOH NUMÉRICA. (Diagrama de-flujo)



Programa H- - ¿4-

COFTOLUOIOtf NUMÉRICA,

0660 — i: 55
0001— CLX 3?
0062 — CLR 20
0003— STP— 41
6004 — XTO 23'
0005— i —oí;
0006 — 6 00
6007 — 5 01:
eoos — STP — 41
0069 — XTO 23
0010— 1 61
601 1 — 0 00
0012 — 2 02
0013— XSQ 12
0014™ XTO 23
6015 — 1 SI
0616 — 0 00
ful 17 — 3 63
0018 — 0 — -60
6019— XTO 23
0020 — 1 0!
0021— 6 00
0022— 4 04
6023 — XFR 67
0024— 1 — -61
0025' — 0 00-
0026™ í 01
0027— UP— - 27
CCSC líFR — -¿7
6029— 1 • 01
0630 — 0 "09
0031 — 4 • 64
0032 — X>Y -53
0033 — 0 00
0534 — 6 00
8035 — 6 66
0636 — 6 66
6037— UP 2?
0633 — 6 06
0039 — STP— 41
0646 — UP 27*
0041 — 5 65
0642— 6 00
0043— rRUP 22:
0044 — •*• 33
0045 — YTO 40
fí046 — 1 01
0047 — 6 —-66
0048— 5 05
0049 — RUP 22
0050— XTO 23
0055 — IIÍD- — 31
0652-'- 3 —fil

6650 — XTO 23
0851 — -IHB — -SÍ
6052 — 1 —-Oí
0653 — 6 00
0054 — 5 05
0055— 1 01
0656 — XTO 23 '
0657 — + 33
6653 — 1 61
0659— 6 Su
0060— 4 04
0861 — GTO '44
0062— 6 00
0663 — 0 60
0064 — 2 0£l
0065 — 3 03-
0066— CHT 47'
0067 — 0 0^1
6668 — XTO 23

- 0069— 1 «1
6070 — 0 00
0671— 6 — -66
0072--CMT — 47-
6673— CLR 20
0074 — XFR 67
0675— 1 -.— 01
0076— 0 00
66?f Ó • '66 .

íííj'fít — HUP 22
0079— STP 41
0630— XTO 23
0061— O -80
60S2 — O • 60
OOS3 — 0 • ÓO
0084— 0 00
80 3 5— XTO 23
0086 — 1 61
00S? — 6 00
0088 — 4 04
0069 — XFR— 67-
0096 — 1 — -01
6691 — 0 60
0092— 1 01
0693 — UP 27
6694 — XFR-' — 67
0695— 1 01
0096 — 0 66
0697 — 4 04
06.98 — X>Y 53
0099 — & 00-
6100— 1 —01-
0101 — 3 03-
0162 — 5 05

0186 — 1 Oí
0161 — 3 — fl3
0102 — 5 65
0103 — UP 27
0164 — 5 05
0105 — 0 00
01 06 — + 33
9107 — YTO — -40
OÍOS— 1 —01
0169— 0 06
6110 — 5 ---05
0111— XFR 67
0112 — IHS — —31
0113— 1 01
0114 — O 00
0115— S 05
0116 — UP 27
8117— XFR 67
0113— IHD 31
en j q — i _, — QÍ
'3126 — 0 00
0121 — 4 64
0122 — X .36,
0123 — E 60i
0124— 1 01¡
0125— XTÜ 23,
0126— + 33f
01 £7 — i ni
612S-- 0 - — 00
812? — 4 04
6130 — GTO 44
0131 — 0 00
6f32 — 0 00
0133 — 8 16
0134— 9 11
0135 — CHT 47
0136 — C 61
0! 37 — XFR 67
0133— 1 ' 01
6139— 0 06
0140 — 3 83
6141— X 36
0142 — XFR 67
0143— 3 01
0144 — @ 00
0145 — 6 60
0146— UP — 27
0147— 0 66
0148 — XEY 30
0149— RUP 22
015S--PHT 45
0151 — CHT' 47
0152 — CHT 47

0150— PHT 45
0151 — CHT 47
0152— CHT 47
0353— CHT 47
0154 — CHT 47
0155— CHT 47
0156 — 0 00
0157— XTO 23
0158 — 1 01
0153 — 0 00
0168 — 4 — -84
6161— XFR— 67
0162 — 1 01
0363 — 0 80
OÍ64 — 1 61
0165 — UP 27
0166— XFR 67
616?— 1 —01
G16& — 0 00
016i' — -i — • — '04
0176 34,
0171 — YTO 40
0172— 3 01
6173 — 0 00.
0174 — 5 85
0375 — 8 00
0176 — X=V 50
'"'i?? - - 5 - CO
ÓÍ7S — 2 02
6179 — 0' 00
0130 — 3 30
0181 — 3 — -01
6382 34
0183 — YTO 40
61S4 — 1 01
61S5 — 0 00
01 86 — 7 07
0187— XFR 67
01S3 — JHD 31 •
0189 — 1 — rSl
0190 — 0 OO
0393 — 7. 67
0592 — JiTO- 23
0193 — IHD 31
0394 — 1 '01
0195 — 6 OS
6396— 5 05
0397 — 1 01
01?8 — XTO 23
6199 — -f - — 33
6206 — 1 Ql
0201 — 0 -i — 00
0202 — 4 64

Tabla lj.-13
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EL CIRCUITO.

De lo visto anteriormente, las siguientes serán las -

premisas en las gue se basará el diseño del circuito para -

generar "una secuencia de pulsos con densidad gaussiana.

I-2 La densidad de la suma de dos variables aleatorias es la

convolución de sus densidades.

2^ La densidad de la suma de varias variables aleatorias

tiende rápidamente a la Normal, esto significa gue no es

necesario gue n (n — número de variables aleatorias) sea

muy grande para obtener una aproximación bastante estre-

cha.

3* La densidad de la suma' de. varias variables aleatorias -

tiende a ser Normal independientemente del hecho de si -

las variables aleatorias son o no son independientes.

4-°- Si dos- variables aleatorias tienen densidades aproximad_a

mente normales, como se vio en el ejemplo de la autocon--

,voluci6n del apartado anterior, entonces la densidad de

su suma será prácticamente Normal»

Las premisas anteriores ^conforman el criterio gue se

ha utilizado para idear el circuito gue en forma esguemáti-

ca se muestra en la figura 4-35, . . •



DESCRIPCIÓN.

El circuito de la 'figura 4-35 consta do dos registros

de corrimiento realimentados con una compuerta "O exclusivo1!

El primer registro puede constar de N- flip-flop y el según

do de NA flip-flop. Las salidas de los flip-flop van a dos

sumadores/ en los cuales se elegirá los factores de multi -

plicación de las entradas a. y b. de modo tal que las den-

sidades de las secuencias de pulsos resultantes sean aproxi_

madamente normales.

Las salidas de los sumadores se introducen en un ter-

cer sumador a través de las resistencias R y R, r elegidas-

de modo tal que a la salida del sumador se tenga una secuen

cia de pulsos proporcional a la suma de los pulsos entran -

tes. Esta salida nos da una secuencia de pulsos con densi-

dad gaussiana.

»
Como para nuestros propósitos es indiferente que los

procesos .estocásticos a sumarse sean independientes o no, -

la salida de un flip-flop cualquiera P 3a utilizamos para que

haga las veces de reloj en el segundo registro. Entonces ,

el segundo registro correrá su información, cada vez que ha_

ya un- cambio de cero a uno en el flip-flop 3?,

No es fácil explicar la razón, pero hemos encontrado- .

que el número total de estados que se generan con este, dis-
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Fig. 4-35

Circuito para generar una secuencia de

pulsos con Densidad Gaussiana
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positivo es igual al producto del número de estados que ge-

neran los dos registros independientemente.

4-7.- SIMULACIÓN.

El- funcionamiento del circuito de la figura 4-35 se -
>

ha simulado en la calculadora programable mediante el pro -

grama al que se ha denominado "SIMULACIÓN DE .UN GENERADOR -

DE PULSOS ALEATORIOS CON DOS REGISTROS Y TRES SUMADORES".

El diagrama de flujo del programa se muestra en la fi

gura 4-36 y la tabla 4-14 muestra el programa tal como se -

debe poner en la máquina. .. Este programar según se puede a-

preciar de la tabla mencionada, consta de 682 pasos de pro-

gramación.

Las características principales de este programa son las

siguientes:

1-̂  Tiene capacidad para" poner la secuencia inicial de ceros

y unos requerida en los dos registros de corrimiento.

2^ Tiene capacidad para"poner los coeficientes o factores de

multiplicación de los dos registros.

3-°- Simula el corrimiento de los dos registros/ siendo el uno

disparado por el otro, cada vez que ocurre una transición

de cero a uno en el flip-flop'que hace las veces de reloj
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para el segundo registro.

Realiza la suma de las salidas de los sumadores de los-

dos registros»

Cuenta el número de veces que ocurre cada uno de los po-

sifoles eventos.

Para aquellas distribuciones en las que la variable alea_

toria puede tomar valores negativos, se puede alterar el

valor medio mediante una constante apropiada.. Esto es -

necesario en vista de que el número de veces que ha ocu-

rrido el evento x, se almacena en el registro N^ x de la

calculadora.

"R1 nfimpT~o ^P "í"' I ÍT» — -i3*! or> ? -no"^^"*" &?"* r^a^» n^rr-i *?,•{--¡TÍ o r- v^r"1' "•
— •-» — • .—..>-___• •_ ~ : J_- J.J j-JW- : _ „ .̂ » „.«— _^---J_».^í. 1--^ <^-l_f V trffc J LV-*.

ble. . '

También es variable el punto K de donde se toma la real_i

mentación para la compuerta "O exclusivo" en cada regis-

tro .

Los coeficientes que multiplican las salidas de cada uno

de los registros también son variables.
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Programa M2 - $

SIMULACIÓN DE UN GENERADOR DE PULSOS SEMIALEATORIOS CON

DOS REGISTROS Y TRES SUMADORES.

Tabla
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Programa £- 5 (Continuación)

-- e —e

7 _ — C- _ _

I Q -. 1

:1~- É>

0641-
'0642-
0643-
0 6 4 4 -

Tabla
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RESULTADOS.

La tabla 4-15 .muestra los'resultados tal como salie -

ron de la máquina para los casos que fueron simulados.

La columna de la izquierda es un caso para dos regis-

tros con cuatro flip-flop cada uno y con ganancias 1,2,3 y

.4 en cada sumador. Los valores que se ven corresponden al

numero de veces que ocurrió cada evento. Se tienen en to -

tal 225 estados. Esto, porque en ningún registro puede ocu-

rrir el estado 0000.

.La función de densidad correspondiente al caso con un

sumador y la que se obtiene en el caso en que se utilizan -

dos sumadores se muestran en la figura 4-37. Con línea de

puntos se ha dibujado la función de densidad normal que tie

ne el mismo valor medio-y l'a misma desviación estándar que

aquella. Es interesante el observar que pese a que la fun-

ción de densidad con un solo registro tiene muy poco de ñor

mal, la función de densidad que se ha obtenido para los dos

registros es una aproximación bastante buena de la densidad

normal,-

La ecuación de la curva normal que se representa.está

dada por:

; f(x)''= 0,113089 ExP[- <x-41°
" • . : . - . • • L 24,0

..irv>'-í;. • -:':̂.v-;¿;?



La columna de ja derecha de la tabla 4-15 nos muestra-

el caso de dos registros con 7 flip-flop cada uno y ganan-

cias en ambos sumadores de ~3,-2,-l,O,1,2,3. En este caso,

al igual que el anterior, la máquina nos ha proporcionado--

la información referente al número de veces que ocurre ca-

da evento.

La función de densidad para un solo registro y un so-

lo, sumador se muestra en la figura 4-38. La convolución de

la misma será la que obtengamos de la simulación con dos re_
V

gistros y tres sumadores. La densidad de la figura 4-38 se

obtuvo de los datos proporcionados por la tabla 4-16 los cua

les a su vez' fueron obtenidos con el programa 1>P 3 "Números

Aleatorios".

Es necesario el explicar que en esta tabla,.el orden-

de los coeficientes se ha cambiado con respecto a aquellos-

que se utilizaron para la simulación con dos registros. Sin

embargo, la función de densidad de primer orden no se ve a-

fectada por este cambio y los resultados son los mismos.

El resultado obtenido de la simulación se muestra gra

ficamente en la figura 4-39 en la que además se han dibuja-

do, para efectos de comparación las funciones normales -si -

guiantes:

1A Aquella que tiene la misma variansa y el mismo valor me-
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dio que la experimental. Es decir:

f^= o y CT = 3,7564

y con ecuación:

f(x) = 0,106203 Exp [ -~

2**- Aquella que tiene el mismo valor máximo, con lo que se

obtiene

O- = 3,86459

y la ecuación de la curva es:

— • , .
-J üXP 1 - -

1 29,7992

Del examen de la figura se observa que las tres curvas

prácticamente coinciden. • .

Para- efectos de una comparación más fina que aquella -

que puede proporcionarnos el gfafico, en la tabla 4-17 se

dan flos valores de las tres curvas.

La razón por la cual se han escogido los valores utilji

zados para las ganancias en el .segundo ejemplo es de orden -

práctico como se'verá en el próximo capítulo. Conviene ano-

tar, sin embargo una ventaja de esta elección y que es óbser
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vable en 3a figura 4-38 es que la función de densidad obte-

nida con un solo registro es absolutamente simétrica al re_

dedor de su valor medio, que en este caso es cero.

Se ha logrado, en la forma expuesta, mostrar la evi-

dencia experimental del Teorema del Limite Central,

En el próximo capitulo nos concentraremos en la rea-

lización de un diseño tentativo del circuito práctico.

A modo de ilustración, la figura 4-40 muestra un período

de la función del tiempo generada por un registro de co-

rrimiento de siete flip-flop -, K = 6 , con sumador de ga-

nancias: 1, 2, 4, 8, 16," 32, 64, •
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4 f f
1,2,3,4
1,2,3,4

7 ff.
-3,-2,^1,0,1,2,3

-3,-2,-1,0,1,2,3

.22. 000008
24.088000
24. 0081308
22-. 080880
28.800888'
16.800088
12.000808
9.8080G3
6,800008
-3,800000
2.080800
1.808830
S.008088

40,
16.
4.
8.

• O,

880800
080880
008088
08000(3
080880

Ta"bla 4-15.

Resultado de la simulación de dos registros

y tres sumadores para cuatro y siete flip-ílop,
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Figura 4-37

i i :| 1 .
P S. 4 6 í ip X

Función de densidad para cuatro

flip-flop 1 sumador Ĉ :

t v

(b)

o

Función de densidad obtenida experimentalmente' para dos re-

gistros con tres sumadores con. cuatro flip-flop cada uno y

coeficientes 1,2,3,4.
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0,0830^0

0,055330

0;O l| 6 i SO

0 /018460

i i

-6 -4 4 &

= x}

Fig. 4-3!

Función de densidad para un solo regis-

tro y un sumador. C
f ,-2,-1,0,1,2,3
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4-39

Resultado de la simulación de dos registros y tres
• sumadores con 1 flip-flop cada uno. La función de
densidad resultante se compara con densidades nor-
males con los parámetros que se indican.
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X

0

1 •

2

3

4 .

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

Experimental

0,1032

0,1029

0,0905

0,0779

O.,0615

0,0461

0,0320

0,0198

0,0117

0,0059

'0,0025

0,00099

0,00025

Normal

= 3,7564

' 0, 1062

0,1025

0,0922

0,0772

0,0602

0,0438

0,0296

0,0187

0,0111

0,0060

; 0,0030
0,0015

0,0006

' 0,0003

0,0001

Normal

= 3,86459

0,103213

0,0998 '

0,0903

0,0764

0,0604

0,0447

0,0309

0,0200

0,0121

0,0069

0,0036

0,0018

0,0008

0,0004

0,0001

Tabla 4-17

Dos registros y tres sumadores, Valores experimenta-

les y su comparación con densidades normales que tienen (b)

el mismo valor medio y la misma varianza, (c) el mismo va-

lor medio y el mismo valor máximo.



Fig. 4-40, . .
Un período del tren de pulsos .generado por" un registro
de corrimiento con siete flip-flop y un sudador con ga-
nancias a.: 1,2,4,8,16,32,64» (Densidad uniforme).



C A P I T U L O V

DISEÑO DE UN GENERADOR DE PULSOS SEMIALEATORIOS CON DENSI-

DAD GAÜSSIANA

5-1. INTRODUCCIÓN

Aunque en el titulo de este capitulo hablarnos de di.

seño, aquí no se pretende otra cosa que la de detectar los

principales problemas que puede presentar el diseño del a-

parato y proponer algunas configuraciones que se podrían -

. utilizar mediante el uso de circuitos integrados.

La figura 5-1 nos muestra en diagrama de bloques el

aparato que se quiere diseñar.

Fig. 5-1

Diagrama de bloques de un generador de pulsos con densidad
Gaussiana.
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5-2. DISEÑO DE LA RED SUMADORA

En el ejemplo simulado al final del capítulo IV se-

habían elegido las ganancias -3, -2, -1, O, I/ 2, 3 con

los objetivos siguientes:

1°) Obtener una función de densidad perfectamente-

simetrica. 'En efecto, como se ha podido observar en todos

los resultados experimentales obtenidos de la simulación,-

gue siempre se presentan anomalías con respecto a la sime-

tría para el valor cero de la variable aleatoria. Sin em-

bargo, al hacer coincider el valor cero con el valor medio

de la distribución,- aunque no se elimina la anomalía exis-

tente para esta valor con respecto a la distribución teóri-

ca que contiene el estado constados los ceros, la densidad-

es ahora, absolutamente simétrica.

2°) El segundo objetivo se debe a razones de orden

estrictamente práctico originadas por.el hecho de que el -

rango de variabilidad de la salida de los araplif icadores -

operacionales de la serie MC 17 utilizados para las redes-

sumadoras se extiende desde los - 15 voltios hasta los 15-

voltios, o sea que tienen un rango de variabilidad de 30 -

voltios.
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Un proceso que tome valores positivos únicamentef -

estará desperdiciando la mitad de este rango de variabili-

dad. Se tiener que por ello, es más conveniente el generar

un proceso con función de densidad que tenga como valor mei

dio cero.

Se nos presenta, sin .embargo un problema con los -

voltajes de salida de los registros,- los cuales son tjLpica_

mente: .

3,4 voltios para el 1 lógico (Pa.ra, la serie

y ' SN 74}

0.4 voltios para el.cero lógico

Nos preguntamos?. El hecho de que "el cero lógico -

sea 0,4 voltios afecta en algo a la función de densidad re.

sultante?.
i

Para contestar a esta pregunta analizaremos lo gue-

sucede con los eventos que se pueden presentar en el caso-

de tener un registro con cinco flip-flop y ganancias a la

entrada del sumador de -2, -1, O, 1, 2.
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(Ganancias)

Estados

- 2

0

0

0

0

0

0

o.

1

1

1

1

1

1

1

1

-i

0

0

0

1

1

1

1

0

0

0

0 '

1 '

J-

.1

1

1

. 0

i

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

2

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

Voltaje

6

3

9

-3

3

0

3

-6

0

-3

3

-9

o

-6

0

Tabla 5-1 •

En la tabla 5-1 se ha supuesto que al estado cero -

de un £lip - flop particular le corresponden 0,4 voltios y

al estado 1 le corresponden 3,4 voltios.

Al tener una de las ganancias igual a cero/ no es -

necesario mostrar la totalidad de estados que se tienen pa.

ra un registro con cinco flip-flop, pues los mismos estados

que aparecen en la tabla, se repiten una vez más dentro de

un periodo.
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tí)
& o

f-
-J *

ce

«r o
5 u
-a Iw
< O
V5

O

Según se puede observar de la tabla,los valores-de-

voltaje resultantes dependen únicamente de las diferencias

entre los productos' de los voltajes para el cero y el. uno-

lógicos por los valores de las ganancias. Esto da corno re

sultado de que-sea eliminada por completo la posibilidad -'

de que -la variable aleatoria que representa al proceso en-

un instante t cualquiera pueda tornar valores intermedios -

que afecten a la distribución.

Esto -podría anotarse como un tercer objetivo a lo-

grar con la elección de ganancias ya mencionada.

En cuanto a la red sumadora se refiere/ se ha encon

trado conveniente el utilizar la que se muestra en la figu

ra 5-2.

o—A/VW—p

Rta

/te

Fig. 5-2.
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ya que permite realizar la suma con y sin inversión de los

voltajes a la entrada de la misma, con lo que se obtiene -

una flexibilidad considerable- Se tienen,- entonces tres -

entradas con inversión v - v „ v_-, y tres entradas. -•
J—L / _L ¿* i -L-3

sin inversión v - v - y v„-. Se- tienen, además dos re -

sistencias en paralelo RT y R q̂ . Estos elementos se pue

den ajustar con el objeto de afectar las funciones de ga -

nancia de transferencia.

Las ecuaciones de nodos para los nodos e_. y 'Q'-Ü son:a JD

v_- - e^ v..-0 .- e . .v.-.̂. •-. .e - y - e e11 a . 12 a 13 a o a _ a_ _
KT1 R_ o R _, P. R
II ±2 -13 o IS

(5-la)

Dadas las características de los amplificadores o -

peracionales, se puede asumir que i 3f O, _ î -̂  O • y que- -

ea ̂  V

Para el nodo e, se tiene:b

NI Gb VN2 eb VN3 - % . ._ . , .- _ - + - _ - + - _ - = o (5-1, b)

Se tiene; en consecuencia que

= e
RIS Ro
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OI V.
= e7

pró • ~b
+ (5-2,b)

Si

y

a R12 II RI3 RIS o
(5-3)

Se tiene:

y

*•x v_. v eXi , o _ a

V

o

'b
R,

(5-4)

aonaef nacienao e = e, se -cieñe;

= R Ra

dI
(5-5)

Esta última ecuación nos permite el diseno de ampli.

ficadores sumadores, inversores y no inversores. Los val_o

res relativos de las ganancias de inversión por la elección

de adecuada de Rj - y los valores relativos de." lis ganancias

no invertidas por R,.̂  Todas las ganancias invertidas y -

no invertidas pueden ser ajustadas por la elección adecua-

da' de Ror RTC y R c.
-Lo JN o
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Definiremos íw. corno la función.de transferencia

entre v_ . y v con las demás entradas en cero.Ii •* o

K.T_ será la función de transferencia entre v _,. y -NJ • • -*

v con las demás entradas en cero.o

Se tiene; entonces de 5-5 que:

Ro
TT
KIi R,..Ii

KNj = b • ° ? 3" = !' 2' 3

Estas últimas ecuaciones facilitan el proceso cíe

diseño. A veces podemos escoger ÍL q y RT tales que:

R — Rn de modo tal que:a b ra

KTTTNJ

y las impedancias de entrada del sumador se pueden diseñar

individualmente.
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DISEÑO.-

Como ya se ha mencionador el voltaje típico de sa -.

lida de una compuerta o de un registro de la serie SN 74-

para el estado 1 lógico es de 3,4 voltios y de 0,4 voltios

para el estado O lógico.

Las ganancias que queremos tener son -3f -2, -1, O,

1, 2, 3. Si consideramos que a la entrada del sumador, -

cuando ocurra un uno vamos a tener un voltaje de 3,4 vol -

tios, el resultado será que el amplificador se encontrará-

saturado para la mayor parte de salidas.

Lo que nos interesa, son los valores relativos de -

las ganancias, de modo que podemos reducir estas proporcio

nalmente, de modo tal que en ninguno de los casos' se nos -

sature el amplificador.

Vamos entonces a dividir por 3 todas las ganancias,

as£_ tendremos que son:

'- 1, -0,66, -0,33, O, 0,33, 0,66, 1, (5-8)

De este modo, en el peor de los casos se tendrán a-

la salida del amplificador + 6,O voltios.

Se tiene; entonces;
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= — 1 V = 4 - 1
N3

KI2 = "0,66 KN2 = + 0,66

0,33

Elegiremos R y R^ de modo tal que R - R, y

supondremos que R = 20K; entonces

R 20K
20 K ^ 20 K.

KI3 .".

20K
„ -U r bb
KI2

R
RT1 = - -̂ - = - r o - 60 K ^ 62 K
-IX Tf ~

= ~ = 20 K « 20 K
KN3

Entonces:

'= 3° K ^ 30 K

R
= -2° K = 60 K '̂ 62 K.

1 1 1 1 1-*-_ . — -L- , _-¡- . O- , J- .

I-,. T-, ~ -T-i I -f-. ~ -™ l'

RI2 RI3 Ro RIS
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- KT ., "̂T 9 "̂ 13 „

"r? T ? ü ? T? ü r? v -^T-i ~*~-̂ -T- n"""JA-i--^ i "XS. JX_ JA. JX_ Jv_ _, X\

Haciendo R = 00; se tiene:

20K - 20K

a 1+KIi"f"Ki2+Kl3 a

Entonces: E í̂ 6,8 K

Asimismo se tiene que, haciendo R = R. se encuentra^ a b

que:

.
T? V ̂

"o '

° b

b

20K x6,8K = 20K x 6,8K
20K ~ 2x6, 8K 6,4 K .

Con esto se tiene calculada la red sumadora.

5-3. Control de la Varianza

Sea X una variable aleatoria con distribución ñor

mal. Consideremos la variable aleatoria y = ¡k K
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Sabemos que las densidades de dos variables aleato-

rias cuando la una es función de la otra se encuentran re-

lacionadas por: ' f •

'f (y)dy = f (x)dx (5-10)

de donde

.
dx ~ -f (y)

De la definición de la variable aleatoria y se dedu

ce que:

=

Reemplazando (5-12) en (5-11) se obtiene:

f (y) =| f(x) , (5-13)

Puesto-que f (x) es normal; entonces:

2

de donde se concluye que la variable y = kX tiene una dis-

tribución normal con varianza k

Esto nos lleva a concluir, que para variar la va -

rianza de la densidad de primer orden de un proceso esto -

cástico X(t) con densidad normal, nos basta únicamente

tiplicar el mismo por una constante k.
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-i o
•íT (/l «£-

7* LO

<t a

Fig. 5-3

El circuito mostrado en la figura 5-3 logra tal pro

pósito. A la entrada de este se tienen las salidas de los

sumadores de los registros. H es ahora una resistencia -

variable en forma discreta, pues creernos que es más demos-

trativo el realizarlo de esta manera para prefijar algunos

Las resistencias de entrada son iguales, para poder

afectar dé la misma ganancia a las señales entrantes desde

los sumadores de los registros.

Rl = R2

La ecuación para el nodo e, puede escribirse:

v - - e- v n - e- v - e-oí 1 . o2 l , o i .
=r -f — -T — • = U

Pero e- '̂  0; entonces tenemos
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V - + V 0 Voí o2 o

Rl

Rovo R- [vol + Vo2~)

.En nuestro caso, la suma v - + v ~ puede alcanzar-

un máximo de + 12 voltios. Queremos que para este valor-

v alcance como máximo los + 15 voltios, voltaje para el -

cual se satura el amplificadorj tendremos entonces que:

J2_ = 1 25 fS-16)' c 6)12

Por otra parte tenemos que Q" y = K fTx esto es:

= ir

Pero de (5-15) se deduce que R no es otra cosa

que la expresión de la ganancia; entonces

<TV Ko ='K (5-17)

En consecuencia, el valor encontrado en (5-16) co

rresponde a la ganancia máxima que puede tener el amplifi

cador.

Asumiremos que R = 40 K

Se tiene, por tanto que:
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I = V r = 32 K « 33 K.JL 1, 23

Se tiene, además r como se había viste en el capitu-

lo IV para el caso simulado, que $Á. se obtuvo CT = 3 ,76 .

En consecuencia, (37 max = 3,76 x 1,25 = 4,7

Nos interesa t además el generar procesos con las s_i

guientes desviaciones estandart

4, 3,2,1,0,5, O, ,25 , 0,1

' En particular es importante aquella que tiene (T — I/

por que corresponde a la-- distribución normalizada.

Tenemos; entonces de (b717; que

- <T
R-7=— -o (Tx 1

En consecuencia para: ' -

(Tv = 4 R = ̂ T̂  x 33 K = 35 K.^ o 3 r / b

Siguiendo este procedimiento para los demás valores

de y; podemos formar la tabla siguiente:

4,7 '40,0

4,0 35,0

3,0 26,3

2,0 . 17,5

1,0 ' 8r75
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o

0,5 4,37

0,25 2,18

0,10 . 1,09

Las diferencias entre los valores sucesivos nos dan

los valores de las resistencias R , R, , .... y así se tie—a b -*

ne:

= 1,09 KA R-, = 4,38 KJX R ' = 8,7 KA.a o. cf

•', 09 K¿2. Re = 8,75 K .Q. R, = 5,0

RC = 2,19 Xn. R =__8,80 K ̂

Puesto gne es necesario eleqir valores

de resistencias los valores más convenientes, de acuerdo -

con el criterio de que la desviación estándar más importan

te es CTV = 1 son los siguientes:

'=lrlK-0, R , = 4 , 4 K ¿n. R =9,1a. . Q Q"

= 1,1 KĴ . R - 9,1 KA. ' R = 5,1

R, = 2,2 K-a R^ = 9,1o x

De esta forma se obtienen los siguientes valores -

para CT en función de los valores de R prácticos:'



41,2

36,1

27,2

17,9

8,8

4 , 4

2 ,2

1,1

4,

- 4,

3,

' 2 ,

1,

0,

0,

0,

69

12

08

04

0

5

25

125

De este modo hemos completado un diseño preliminar

de el control de la varianza,

5-4. úOiviTKUJj Uh'l, VALOR MEDIO

Si se tiene una variable aleatoria X distribuida

normalmente. La variable aleatoria Y = X + n, es también

distribuida normalmente para con valor medio n

En efecto , como sabemos :

dy = f (x)
dK f (y)

• De la definición de la variable aleatoria y se tie
\e que dy/dX = 1 y f (x) = -f (y)

i P z^ i ' P
Por lo tanto: f Cy) ~ — " = - -̂

*
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El circuito de la figura (5-4) nos permite obtener

el central del valor medio, introduciendo sumando a la sa_

lida del amplificador anterior un voltaje continuo? obte-

nido de un divisa de tensión variable. La ganancia se -

ha ajustado de modo que sea 1.

A la salida

del amplifjL

cador del -

control dé-

la varianza

y sumador

O Vo

Fig. 5-4

5-5. COMPUERTA DE REAL1MBNTACIÓN "Q-EXCLU51VO".

Esta compuerta se puede lograr fácilmente utilizan-

do compuertas nand y negadores.

En efecto, la expresión

A @ B + AB (5-18)

Se puede negar dos veces:

A © B = AB + AB

y aplieando las leyes de De Margan se obtiene:

A e B = AB . AB
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con lo cual se puede formular el circuito lógico siguiente:

E o

Fig. 5-5

Este circuito se puede lograr fácilmente utilizan

do el circuito integrado SN - 7400.

5-6. JUJ_i KÍÜJ-.ÜJ

Prescindiendo de la alimentación del circuito, un -

reloj con circuitos integrados se puede lograr de la mane-

ra que se muestra en la figura 5-6.
R

-AAW ,

—o—T>o~

jinnuir
i

Fig. 5-6 '
Reloj con circuitos integrados
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La figura 5~7 muestra la función de transferencia -

entre el voltaje v aplicado a la entrada del disparador -

y el voltaje v a la salida del mismo.

Alfrc

-*£-

Fig. 5-7

Histéresis del disparador Schmitt

circuito Schmitt

Para explicar el funcionamiento de este reloj, em -

pezaremos suponiendo que a la salida del disparador se tie

ne un voltaje bajo tal como V-- , que el negador N puede-

interpretar como un cero a la entrada y dar, en consecuen-

cia uií uno a la salidar o sea un voltaje alto. Este voltja

je aplicado al condensador C a través de la resistencia R-

hará que el voltaje v se incremente hasta alcanzar un va.

lor Vc^, momento en el cual el dispador cambiará de estado

dando un voltaje Vq ̂  alto a su salida. Esto para el nega_

dor será como tener' un uno a la entrada y, consecuentemen-

te su salida será cero o lo que es lo mismo un voltaje bajo,



-318-

El condensador C que estaba cargado a un voltaje V -, empe

zara .a descargarse a través de K. El voltaje yq se man -

tendrá en Vc ~ hast? que y alcance el valor Vo0, momento -'
o ¿. C, C_, <¿

en el cual el disparador cambiará nuevamente de estado pa-

ra darnos el voltaje V^. y el ciclo vuelve a repetirse.

Se tiene entonces que salida v será un tren de p¿i

sos, cuya frecuencia dependerá de la constante de tiempo -

1



C O N C L U S I O N E S

En la introducción a esta tesis se definieron los-

objetivos a lograr con este trabajo. Se puede decir en -

este punto que dichos objetivos han sido alcanzados plena,

menter pues se ha logrado conciliar en forma efectiva los

resultados experimentales obtenidos de la simulación con-

los resultados que se esperaban luego de analizar los mo-

delos propuestos. Conviene anotar que la comparación dé-

los resultados se efectuó sobre la base de asumir que se-

cumple la hipótesis de la ergodicidad de los procesos es-

tocásticos que se tomaron como modelo por lo que creemos-

que el hecho de que esto se haya verificado experimental-

ir.cntc, ccnctitiiys un resalcauo yae esta lleno de sentido,

Sobre un trabajo de esta naturaleza, carece en ab-

soluto de sentido el afirmar que es algo acabado. Por el

'contrario, a lo largo del mismo han surgido muchísimas in

terrogantes que abren muchas puertas para estudios poste-

riores. No hubo-tiempor no hubo espacio y no se podían -

abandonar los objetivos fijados para dedicar un análisis

más profundo a las mismas.

A continuación damos una lista de todas aquellas -

cosas que'a nuestro criterio merecen que se les preste un

poco de atención o que se haga iin estudio completo de las

mismas.
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1° casos anómalos de registros de corrimiento rea -

limentados a través de una compuerta "O -Exclusivo" que

no dan un total de estados 'igual a 2 -1*

2° Efecto del orden de las ganancias de los sumado-

res sobre la estadística de segundo orden.

3° Funciones de autocorrelación exponenciales.

4° Obtención de distribuciones de Raleigh y de Poi-

sson con pulsos de amplitud aleatoria.

5° Estudio general para la obtención de pulsos de -

amplitud aleatoria con cualquier "distribución.

6° Paso de la transmisión binaria o de los pulsos -

de amplitud aleatoria a través de sistemas lineales. De -

terminación de la estadística del proceso resultante en

función de la estadística del proceso de entrada.

7° Análisis armónico de la transmisión binaria y de

los pulsos de amplitud aleatoria.

8° Utilización de la transmisión binaria para la g_e

neración de procesos conocidos como -"Randera Wolk" y del -

Movimiento Browniano (Proceso de Wiener Livi).
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Los procesos que se han obtenido dan lugar todavía-

a que se formulen algunos estudios de interés, sin embargo,

su delimitación exacta estaría sujeta a un estudio serio.

APLICACIONES

Un. generador de pulsos correspondiente a la transm,i

sión binaria puede ser utilizado para analizar sistemas -

eléctricos y Mecánicos tales como equipo de transmisión y-

estructuras mecánicas de soporte, para simular señales en-

sistemas de procesamiento de datos o procesos estocásticos

en los cuales debe examinarse la influencia de'varios para.

metros, en acústica, y estudios de resistencia de materia'-

les. Por ejemplo, la salida de nuestro generador puede a-

plicarse a la entrada de un sistema y se puede efectuar la

correlación de esta señal con aquella que se tiene a la -

salida del sistema, obteniéndose valores que pueden ser u-

sados para obtener la función de transferencia del sistema.

La generación de procesos estocásticos que tienen -

una de distribución uniforme se están utilizando como refe'

réncia en una nueva generación de instrumentos de medida -

que utilizan principios probabilisticos de medición.

En el campo de la biología, por .último, se puede u-

tilizar un generador de pulsos con amplitud semialeatoria-

para estimular animales y observar sus reacciones de modo-

tal que no se haga presente el proceso de aprendizaje que-
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