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INPRODUCCION .

E1l presente frabajo tiene por dbjéto realizar un and
1isis matemdtico de la Transformada de Fourier, para
luego realizar un programa principal para obtener la
Transformada Répida de Fourier.

La Tesis consta de 4 capitulos; en el primer capitg.
lo se realiza un estudio sobre la Transformada discre
ta Generalizada, en el-ségundo capitulo se hace un es
tudio de las Pransformadas continua y discreta de
Fourier, asi como también un andlisis de la matriz de
transformacidén o matriz de Fourier, en el tercer ca-

pitulo se hace un estudio del algoritmo rapido para

S

el cdlculo de la Transformada discreta de Fourier, asi
como el estudio de los Espectros de Potencia y Fase.
Finalmente, en el cuarto capitulo se presentan lcs re-
sultados obtenidos al procesar las distintas curvas,
mediante el programa que obtiene la Transformda Rapi=-
da de Fourier,

Hay que anotar, que todos los programas
presentados han sido escritos en FORTRAN IV y corridos
en la computadeora IBM 370-125, propiedad de la Escuela

Politécnica Nacional.
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CAPITULO I

LA TRANSFORMADA DISCRETA GENERALIZADA

1.1 LA.TRANSFORMADA DISCRETA GENERALIZADA COMO UN CASO
DE TRANSFORMACIONY DE VECTORES, |
Sea una sefial analdgica cualquiera f(t), la cual
debe ser muestreada con alguna finélidad, giendo N el
numero de muestras en un intervalo de tiempo.
Si se considera que la seflal f(t) es de la siguiente

forma: Af&)

fig. (1.1)
vy sl se conoce gque la Transformada de Fourier de la se~
fial f(t) es F(w), se puede realigar un grifico hipoté-

tico de lo gue seria la transformada F(w):
) \ F ()

Al

-Nf2 A

—- ()

fig. (1.2)
Como se puede cobservar, las muestras tomadas de la se-
fial £(t), no son sino una serie ordenada de valores,

los cuales en el dominio de frecuencia se han transfor-
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mado en otra serie ordenada de valores, razodén por la
cual se puede estudiar la Transformada Discreta Geng
ralizada como un caso de transformacidén de vectores,
Esta transformacidn de vectores, es una transformacidn
.lineal ya gue cumple con las siguientes propiedades:
a) La transformada de la suma de vectores, es igual a
la suma de las transformadas de los vectores. |
b) La transformada del ‘producto de un escalar por un
vector, es igual al escalar por la transformada del
veétor. | ‘

Se puede asumir gue el nimero de dimensiones del
%ector transformado es iguél al numero de dimensiones
del vector muestra, de tal manera gue si tenemos N
muestras, éstas se transformarin en N valores transfor
mados; razdn por la cual ésta transformacidn se la
puede estudiar como una transformacién de baseg en el
espacio N dimensional, al cual representaremos por By,
Sea: X,y X34 Kgseeene, Xy= X, una base del espacio Buo
y XT,, XT,, X0, .....,XTy= XT, la base X transformada,
Como se menciondé anteriormente, ambas bases pertenecen
al espacio N dimensional, de tal manera gque encontran
do la relacidn o relaciones existentes entre las dos
bases, se habrd llegado a la definicidén de la Transfor

mada discreta Generalizada.
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Una de las relaciones existentes entre las bases X y

XT es que son linealmente- independientes, o sea que

la combinacidén lineal entre X y XT debe ser igual a

cero, lo cual puede ser expresado como: X + B3XT =0,

Telacidén que se cumple solo para o= 3 = O,

Cualguier vector del espacio N dimensional By puede ser

expresado en forma unica como una combinacidn lineél

de los vectores de la base X; como los vectores de la

base XT también pertenecen al espacio Bs , cada vector
| .

de la base XT puede ser expresado mediante la base X .

De tal manera que se tiene que:

XT,

t41x4 +JC,;,X; .cgon-ocnc‘l'.t,(-an

_XTQ=JC1{X.( +.tJ_:_X_7_ ---o-ee--.“ft:ﬂxﬂ

"aaes
e s'n e
N Y
as oo
s e s e

X.Tn=‘t'n4X4+'tm=_Xz vesenanees + TanXa

>

gxpresion gue escrita en forma matricial toma la forma:

X (b taz eenenenne. tallX,
XTZ _t_%[ tzi D t}n X;'
XTn L‘t.ﬂ‘l tﬂl L R AR B S W ) tnn X-n

(1.1)
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La ecuacidén (1.1) en formé simplificada:

) =[e]x] (1.2
siendo ésté ecuacién la que determina la Transformada
discreta generalizada; donde [T ]es una matriz de trans
formacidn, por intermedioc de la cual se puede conseguir
la transformacidn de los vectores de la base X en los
vectores de la base XT. |
La matriz [TJ representd las coordenadas de los vecto
res‘KT en la baseni} por‘}o gque se le denomina matriz
de %ransformacién de la base X por la base XT.

De idgual manera que se obtuvo los vectores de la Dbase
XT expresados en funcidén de la base X, ahora se obtie
nen los vectores de la base X como una combinacidn 1i
neal de los vectores de la base XT.Entonces se tiene:

L= t) T £ XTy vevewvnvnn. th XTy

oo b5 XTN

®
.

Xe= ) XT, T4 XD, .....

@ s r e -t\\|'n XT‘!\.

*er o0
* Deee ¢

—}_{;x= .t-nl“ XT’] .t, sz * 4 s 20
expresando en forma matricial se tiene:
1 T
bl I N O B B¢,

.t

1"2‘ L R ) _t?_[JL XTZ

I
[ A
L)
C-Laoo
d-
ctoree
X
o
L3
°
cthoeerce
—
&S
s e
=



-5 -

Si se tiene la ecuacién (1.3) en forma simplificada
ge tiene gue: ‘ _ '
[x]:[m'}[LTJ (1.4)
donde[T‘}es la matriz de transformacidn de la base XT
por la base X, o B

Si se reemplaza (Ll.2) en (1.4} ¥ viceversa, se llgga

a demostrar que:[>Tj[T J:[ TH&’} = T,, matriz unitaria
de orden N; [T' J_TJA{ donde [T.I;s la matriz inversa
de [T }; matriz con la cua% se puede recuperar la se-
fial original, ya que generalmente el andlisis de una
sefial solo tiene un interés_tranéitorio.

Se tiene entonces gue la Transformada discreta genera
lizada gueda definida mediante las relacicnes (1.2)
v {1.4); relaciones en las cuales las matrices [T:} v
[Tf]éon de gran importancia para la obitencidn de los
vectores tramsformados XT, asi como también para la
recuperacidén de los vectores originales X, siendo éstés
materia de un estudio aparte, el cual se realizara en-

el siguiente capitulo,
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CAPITULO IT

ESTUDXO DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

2.1 TRANSFORMADAS CONTINUA Y DISCRETA DE FOURIER,

La transformada continua de Fouriexr, mo es sino un
caso limite de las series de Fourier. Si tenemos una
funcién periddica f(t) de periodo T, es posible expre
sarla como una serie trigonométrica de Fourier,median
te la siguiente férmulas

f(t) = Y2 a5 + a,cosat 4+ a,c0820W,t ¢+ .....+ b senw,t

+ Dy;sen2Wet 4+ ..o (2.1)
la cual expresada como un sumatorio:
f(t) = Yo ao+z;ﬂ(aﬂc05nﬂﬁ 4+ basennwt) (2.2)
donde: . e
T/2
Bo = Z/ijf(t),dt
7 T/Z
T
an = 2/T if(t).cos(nmﬁ&)dt
e z
Tiz
Pn = 2/TJ’f(t).sen(nu%t)dt

-1f2

Para llegar a la definicidén de la transformada continﬁa‘
de Fourier, es necésario gue se obtenga lo gque se cono
ce con el nombre de la Serie compleja de Fourier, para
lo cual se expresa las funciones trigonométricas seno
y coseno en términos exponenciales v se reemplaza en
la ecuacidn (2.2):

f(f) = 2 ao-+if[an§ éhuwiéhwx-+bn%-éhwﬁ—éhwiﬂ(2a3)
Mo ,

si se hace gue:



Y2 ao

Cn = ¥2(an ~ Jbm)

Co

C-n= Y2{an + jbn)
se llega a la definicidn de la Serie compleja de Fourier:
f(t) =icn.ejn‘”°tﬁ (2.4)

~-Jindst " (2.5)

jel]

donde: On = Y j'f(t)e
~1{2

Si. se reemplaza (2.5) en (2.4) se tiene gue:

co Tl R .
f(t) =»Z:[VTt£!f(x)e_3nu%x dx} egnﬁht (2n6)

Se ha utilizado la variable x a fin de evitar cualguier
confusidn con la variable *%.
Si se reemplza en (2.6) en valor de T = 27/wo:

oo Tz - - .

-Jjntex N Wt

£(t) =5 [ Yar f.f(x)eJ T ax] eIV L w, (2.7)

11‘:L-J:-_<‘: -1l
Ahora, s8i T —oco,lWotiene gque ser pequefla, 0 sea We=\y
entonces la frecuencia de cualquier arménica mwo debe
ahora corrssponder a la frecuencia general wvariable,
la gue describe el espectrc continuc.
En otras palabras, si n-—»coy como Woe=Aw) —> O ,reali
zando el producto n.We gque +tiene gque ser un valor fi

nito: MW= nAY — W,(2.7) se transforma en:

1z . .
£(t) =Z[]/21Tj_mf(x)e—awx ax ] % po (2.8)

-]
En el limite, T — co,AWL— dw, la sumatoria se trans-
forma en un integral sobre ), entonces la funcidn f£(+t)

ahora es no-periddica y tiene la forma:

£f(t) = VEWIP[J?(x)e~ij dx ] eI9% a0 (2.9)
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De la ecuacidén (2.9) llegamos a la definicidén de la

Transformada continua de Fourier, para lo cual se de-

fine a F(w) como: Flw) = u{f(x)enawx ax (2.10)
con lo cual la ecuacidn (2.9) llega a ser,
£(t) = szrrj F(2)ed®? aw (2.11)

Si en la ecuacidn (2.,10) se restituye la variable t

por la variable x : _
F () =J'mf(t)e‘j°"t at (2.12)
Siendo I;s ecuaciones (2.11) y (2.12) las que definen
la transformda conbtinua directa e inversa respectiva-
mente.’

3i se haée (= 27W.f y considerando ademéds gue

F(2r.f) = F(f), las ecuaciones (2.11) y (2.12) se

transforman en:

e )

£(t) = | p()ed2T- L 4 (2.1%)
P(£) ='Tf(t)e“32“-ft at (2.14)

Quedando de ésta manera expresada la Transformada con

tinua de Fourier en términos de la frecuencia f.

Para llegar a la definicidén de la Transformada discre
ta de Fourier es necesario considerar una sefial f(t)
de ancho de banda limitado y adewés asumir que la
transformada de Fourier de f(1) es ¥(w), y entonces se
puede realizar un grafico hipotetico de lo gue represen

tarfan tanto la funcidén £(t) como su transformada F(w).



y £08 . 2 FQ)

1 73}

fig. (2.1)
En virtud del teorema de muestreo, el cual exXpresa gue
si una sefial f(t) .no tiene ninguna componente de frecu
encia por encima deden rad/seg , siendo Wx= 27f,, es
posible demostrar que la informacién contenida en-f(t)
se conserva integra en sus muestras tomadas a una Ifre
cuencia igual o maycr que dos veces la frecuencia maxi
ma contenida en f£(%t).
Como se puede notar, todas las férmulas escritas an-
teriormente, tanto en los sumatcorios como en los inte~
grales, tienenllimites de-sea == , 1o que hace imposi-
ble la manipulacidn de dichas férmuiac con ayuda de las
computadoras digitales, ya que las computadoras digita-
les no pueden trabajar con un nimero infinito de canti-
dades, La necesidad de reducir éstos problemas a lo gue
practicamente ge puede realizar, ha conducido a lo gque
se denomina: La Transformazda discreta de Fourier; en la
cual un determinado numero de muestras ze transforma en
un numero igual de coeficientes en el dominio de la

transformada. Para una visualizacidn gréfice. de lo ex-



- 10 -
puesto anteriormente, a continuacién se representa

el par de transformadas por los siguientes graficos:

p (L) A F (4n)
of 4 {t - - . 'F(“") -N{2 [5) N/2 «
flb. 2' M=K = o0.1. 2, e N=—1

Para llegar a la definicidn de la transformada discre

ta de Fourier, se debe partir de las ecuaciones (2.13%)
v (2.14), el las cuales por tomar solo valores discre

tos, las diferenciales dt y df se transforman enAtjAF

respectivamente; al igual t«k y fn representan ahora va
lores discretos.

N representa el numero de muestras.

Wiz

£(te) = ) F(en)edPTIR ey (2.15)
F(fn) = = £(te)e d20TR T . (2.16)

a0

Si se hace qgue: 1tk = KAt
fn = nAf
flte) =« £(k) vy
F(fn) = F(n)

y se reemplaza en (2.15) y (2.16) se tiene:

Nz

£(x) ‘Z;JF(n) Jj2mnbt Koty . (2.17)

F(n) = 5 £(k)e  J2TRAT KA py (2.18)

e

Si el intervalo muestreado es T, entones At = T/W y
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como el periodo es el inverso de la frecuencia, se tig
ne que: Af. At = YN; reemplazando ésta relacidn en

(2.17) ¥y (2 18) se tiene:

£(k) = m L P (n)ed 27RK/N (2.19)
F(n) = >" f(k):ﬁ“n”“ . (2.20)

El cambio adoptado para el rango de n de 0 a ¥N-1 en
vez de ~N/2 a N/2, si bién no afecta a la expresidn,
sin embargo es mads coémodo para el procesc de computa-

cidn.

-1 \ i Q
Si se hace que W = JQﬁ/H ,las ecuaciones (2.19)

y (2. 20) se trans;orman en:
£0) =OF. 3 F(m).w0K (2.21)

F(n) —Ai UZM (k). W nK (2.22)

} = 0,102 ceasernnresescN~1
expresiones que escritas en forma matricial:
[f(k)J - [w"mﬂ [F(n)} (2.23) X
pe)| = (v ™ [£00)] (2.24) 7~
Los coeficientéé[ﬂ_yﬁﬁ se han suprimido por raszones de

T

claridad y ademds por representar valeres constantes.

La matriz [?%n)] yrepresenta una matrisz columna_ de
Nxl, del mismo modo [ﬁ(k)}; [ﬁ"n%] Vi [WnK]son matri—'
ces cuadradas de NxN elementos ya gue las variaciones
para n y para K son idénticas, de 0O a N-1l.Las ecuacio

nes (2.23) v (2.24) definen a la Transformada discreta

de Fourier.
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Las matrices [WnK] se denominan matrices de Fourier o
matrices de transformaéién, las cuales por ser cuadra
das representan una gran ayuda desde el punto de vista
de la computacidn; ademds de que la factorizacién de
éstas matrices es la base del alggritmo para la trans

formada rédpida de Fourier.

2.2 MATRICES DE FOURIER.

Existe un procedimiento_general, el cual contempla
la posibilidad de obtener las ﬁatri;es de Fourierl asi
como su factorizacidn, para cualquier numexo de mues-
tras, el cual fué realizado por Sande [ﬁ].

A continuacidn se hace un estudio detallado para el

cago el qué el numero de muestras sea una potencia de
dos, el cual por ser de mayor simplicidad que 21 caso
general, es el gue se utiliza en muchas aplicaciones.
2,2.1 CARACTIERISTICAS DE LAS MATRICES DE FOURIER,

a) Todos los elementos constitutives de las matrices

son las raices N-esimas de la unidagd.

1 = cos2nk/N - jsen2uK/N , K=0.1.2.........8-1

como W = e-Jzﬁ/N

, ; X
entonces VT = W
b) Iias raices N-esimas de la unidad se distribuyen si
metricamente en una circunferencia de radio uno en el

planc complejo.

A manera de ilustracidn, a continuacidn se realiza al
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gunos ejemplos sobre la distribucidén de las raifces en

la circunferencia de rédio:l, en el plano complejjo.

Para N=2 Tm
1()1 ,R«.
Para N=4 ' A
A
Jl/////a
Para N=B )

Para N=16
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Es conveniente enumerar las raices a partir del eje
real ¥y girando en sentido dedlas agujas del reloj.
BEs interesante notar que a partir de N/2, las raices

se repiten con signo cambiado y si se hace el reempla

zo de W = e-32ﬁ/N, la distribucidén de las raices que
da de la siguiente forma: .
-3 (/] ot
2z —- .
= - : o - -c
Para N=8 g , S "fr
- - — L) L / e ]
{).. / \ , , /LJ
‘ ‘ _;f1 .

! B
f
LN
o SR
g {l\ /’/ Ny
' S e
N g ’_)l
- Ry

c) El orden de las matrices de Fourier es siempre igual

a una potehcia de dos. i

d) Todos los elementos se ordenan en la matriz, de tal

manera que cada columna o fila resultante sea ortogo-

nal respecto de las demas,

e) La matriz de Fourier o matriz de transformacién[TF]

esluna matriz N unitaria,o gea gque el producto de la

matriz [?FJ conjugada y transpuesta, por la matriz[??}

es igual a N [INJ, razdén ésta para que en las férmulas

de transformacidn aparezca siempre el factor YN.

Por ejemplo si.se tiene un vector [X:]de 8 muestras,

la transformada discreta de Fourier de ese vector es:
[XTJ - Yg [w“xj (2.26)

doride: [XTJ , representa el vector transformado

7Y, wahir & Towncen

: [,Fux} ve;Ln wuu&sLﬂ-
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'[TF} , matriz de Fourier

[X } , representa el vector muestra.

2.2.2 OBTENCION DE LAS MATRICES DE FOURIER,

Como ilustracicén de la manera de obtenexr las ma
trices de Fourier, se realiza un ejemplo, en el cual
se escoge el pumero de muestras N=16.,

De acuerdo a la distribucidén de las raices en la cir-

cunferencia de radio=l y para N=16 se tiene:
> ~wt - s

~wt _u_)?»
° Q

-l w
w’ !

- ws i W
Estas raices deben ser dispuestas en forma de matriz

de tal manera que formen vectores mutuamente ortogona
les, lo cual se ceonsigue mediante la utilizacidn de la
férmula: [TF} = [W<K>1J (2.27)
en donde:
1= numero de orden de la cblumna.
<¥>= es el numero decimal que se obtiene a

partir del nimero de fila respectiva, de la siguiente
forma: Se escribe el numero de orden de la fila en sis
tema binario, con un numero de bits igual al logarit-~
mo en base 2 del numero de muestras, luegc se inviexrte

el orden de los bits ¥y se obtiene el numero decimal



egquivalente al nimero binario invertido, y este es el

valor de <K> .,

En la tabla # 1, se indica el proceso se

guido para obtener los valores de <K> , para N=16,

siendo el nimero de bits n=log, 16. = 4,
NUMERO | FUMERO BLINARIO|NUMERO BINARIO|VAT.OR DE <K>
DE FILA| CON 4 BITS THVERTIDO
0 qdob-cw”; 0000 0 r
1 door 4 . 1000 8
> 0010 2 - 0100 4
3 0011 ¢ . 1100 12
4 000 4 - 0010 2 -
5 0101 5 1010 10 =
6 0110 7 0110 6 -
7 0111 T 1110 14 -
8 1000 0001 1 !
9 1001 1001 9 ¢
10 1010 | 0101 5 ‘
11 1011 1101 1% ‘
12 11.00 0011 3 i
13 1101 1011 11 i
14 1110 0111 7 . -<
15 1111 1111 15 ~v

Tabla # 1
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Una vez obtenidos los valoregs de <K> ,se procede a ob
tener la matriz de Foufier [TF] aplicande la férmula
(2.27). |

A continuacidn se presenta el programa que pri
meramente obtiene los wvalores de <K> i luego obtiene
los exponentes de W , los cuales sé escriben en forma
de la matriz de Fourier {TF] . Como los exponentes de
¥ se repiten cada N Qeées, es posible hacer una reduc
cién de estos valores, resultados gue también se pre
sentan.

En el programa, la variable NM representa el nu
mero de muestras; los valores de <K> se encuentran en
el arreglo. NDECOR(I); los valores de los exponentes
de W escritos en forma de matriz se encuentran en el

arreglo MTF(I,J),.



C PROGRAMA PAPA LA QHTENCION DE 1LLOS VALORES DE <k>
QIMFNSICGN NOFC(P2030) . ACECOR(206)
DI¥FNSICN vTF(100,100)

INTEGER A(20)
WRITE (3,301}

. 30 FRRMATNRC S/ /7077700 2277727277277 10X, "WALORES DE <K> FARA LA CAT
PENG NN DEQL@S_MA[ELQgg_DE_EDUQ!ER‘./1H+.GX sa(_t),//)
. nwNaAN=20
. 101 AFAR{1,S.FNC=100) NM e C}
. WEITF (D 10N Q \ \ Jﬁ/
10 FERMATJ(.1Q£_=Q§ﬂA UN NUMERG DE ¢ ﬁgﬁahs IGUA {ﬁ
BN 43 Kex=1,NNAX (ﬁ /
43 A(Ka)=0 * Q§
5 FCRV¥AT(13) .

NVMAXNS2AENNAX

1FINMIGT. NHH.N)GD T0 99
NM=p -]

[MO=NVAX

{Ery=e cg .
By

| =

NC S0 K=1.KM

MNMC=NM+1—K

INIVY = ~MCT

80 IGTv=IDIV/2
ALTARI=SNMI=IDTYH2

>
el b ———— A
&)

ND=RD
IF(IDIV.LT.R2)YGO .TO 40
GC Ta &0

407 CONTTRUE -
ALIND)=IDTY

- IT{ICTL.FQ.1YGO TO 44 .

LCTL=

NINFSANAX—=ND

IFXFA = RO

41 COGNTINUE

81

ITXF = TFXPA . 7 g

o e AT
NCFC{L)Y = @ PR .
DO RO JJ=NTNF,.NMAX

. JENNIXLFNINF—T)

NOECIL ) =NDECTL) FA TV 2EsTEYE ™
JEXP= [ExPe ] .
80 COANTINUE

DO 47 KE=NINF,NMAX

427A(KPY=0
INDTANAX .
5¢ CONTINUE :
MN=NM+T .

NCFCILEIY = 0 - T
© B0 90 KC=i,NM .
KO=AN—HC+] . . .
- WBECDR(KCI=NOFC{KD)

e Q0 CONTINUR ST T s S s e e - =
CWRITE(Z,8)INRCCORCTI) . I=1,KNM) )
C INSTPUI(IONFQ PARA LA CBTENCI(ON DE LOS EXPONENTES DE w.
WFRITF (2

7 FOFVAT(// TOY*TviETTE: TETLOS CXPONENTES  OF ""WYTORDENADOS "EN'FOGRMA
8 DE LA MATRIZ'ODF FOURTER',/L1H+,9%,75("_*Y,//)
00 48 ICCL=1,KM
D3 36 TFIL=1.,KhM

.
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356 MTE(ICAL, TFTL }=KRDECORS IFTL ¥ (ICEL~1) . .
48 CONTINUE
DO 140 J=1,NM
HHITE (S ) THTECTT YT I=T NN ) - ="
9 FORMAT(10X,28(1X.13)) :
140 CONTIAUE
. € INSTRUCCICNFS ?Ann RECUCIR LOS EXPCNENTES DE n.
TERITF(3,21 ) =

21_S0BVAT(/7/, 10X.'VALOFES BF LOS SYPONENTES) SERGUENOS, BE "wn CRDENADD

TS SR FORKA OF LA MATRIZ DE FOURTERA.ZIHA £, 3% q}!ffv ) .

0E 501 I=1,aM G€)®ﬁ9 6@

reC-S02 J=s1yhp—
TF(MTF{1.J0}.GT.{NV=1)}CGO TO G

G0 T0 fBe2 N - . )
900 [AYUDSMTE(T, )/NM : .-
MIF LS, J)=RTR OIS =L AYUD ¢ NI . ] gégb . .
Q02 CONTINUF
S01I CNNTIAUE @ f\?
A0 §03 J=1,NN :
SWRITE(2.G) (»TEClTd), 1=t A ,\} @
903 CONT [RUE : .
GO TO 101 [5] : . ot iy
8 FORMAT(10X, ?(ra)) o~ . (:) 1
99 WRITE(Z,q8) £ :
95 FNRMATI10X%, 'CAPACICAD FXCFRIDA FN EL NUMEAD OE MUESTRAS, NAXINO- Js -
CGREX201, /220X, 'TRABAJQ TREN (NATOY) C;d
GG TG 101 ) : . - \0
loo—STcp———— AT/ : .
EAND : : : t

- R & ,

———
.
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VALGRFS NE <K> PARA LA NBTERCION NF_LAS MATPICES
PARA UN NUMFRN DE MUESTRAS IGUAL A 16
0 8 4 12 2 10 & 14 1 9 £ 13 11

7) _,MGJ

/V ﬂ-’t‘\TRI? DE FOURIFR

VALNRFS NF LNS FXONNFNTES DE W mwr\rwmn\c\ r'\ FGRES B :
0 0 ¢} a 0 0 o} 4] o\/ o] o o} o] s} o] 0
0 8 16 24 37 aQ aPp 56 £A 72 B0 A8 96 104 112 20/\.
0 AT UTAT 12T 18§ 20T Za 28 P2 J6& AG a4 a”H Bz 546 60/3
0 12 R4 36 A4F 60 77 AHL_OF 1AM 120 132 144 )54 16A 180 .
0 2 a4 6 8 10 12 1d&IE 18 20 P> Ph & 28 30 '\"7
. 0 tc_20__ 2 40 8¢ 60 G B0 496 109 110 120 136 140 150
QT ATTIATTIN TT2ATTH0 a6 b3 ag G4 A0 &6 72 78 g4 G0 (52
0 14 2R 42 S6 70 BA QP12 124 140 154 168 JBR2 1S6 210 =3
0 1 2 3 A S & L E .6 10 11 12 13 14 IS
o] 9 18 27 I6 45 4 ~63 72 1) S0 99 10GA° 117 126 13% @ 1
07T 5TTIQTTIET 207728 30 IS 4C 4S5 S0 55 64 65 70 7S5 '
0 13 26 3¢ 82 65 78 91 104 117 130 1A2 156 185 182 1G5 ;j )
o 3 & 9 12 "1 1a{eP) 24 27 30 A3 16 9 4P 4S )
0 11 22 33 34 53 6 37 88 99 110 121 132 143 1S4 (65 <
- 0TI A T 2835 a2 g se £3 70 77 B4 S1 GR 108 &
- 0 15 2C a4s &0 7§ s¢C l,\n;'gy'.a 132 150 16% 180 19% 210 2?75 &3 !
. =
UL T VALDORFS NE LOS. FXPUNFNTES REQUCINAOS NE owe ARNFNADNS FN FNRNA DF LA WATRIZ GE FOQURIER™
9. 0 0 0 0 0 c ol 0 o Q Q 0 o 0 0 _ —— v - .
v o A To oaTgT e )| c ® 0 8 o 8 0 A T '
0 4 & 12 0 4 B 12 a0 4 g8 12 0 4 a8 -2 .
o 12 a 4 0 12 € 4 (VR - 8 A o 12 f 4 )
0 2 A ] 810 12 14 Iy 2 a,»")(;:\ { (Badg 12 14 o
TTTrTrITTITTTT o0 7100 A TaiA oA et R t ¢ a 8] 1M f Bl (\\.2 12 6 - ooTmemr o mem e e T ’ ]
: 0 & 12 a A 14 A0 0 6 (27 \p lioe) Mg 4 10
-0 14 12 tQ 2] a q 2 0 14 12 10 | € 4 2
0 1 ? 4 o 2 G 7 8 S 10 11 12 1% 14 1S
0" TR AT 3 GTTISTTTE 110 3 12 £ 1a 77 ¥
0 5 10 1% 4 S 14 3 I 2 TR 1 6 11
¢ 13 10 7 4 114 1. 2 5 2 15 12z q 6, 3
0 3 & 9 12 1z ? = E 11 14 " 4 7 10 13-
ST gL T 6 T TTTTTT R TS T 3TTIAT g TTa 1S Lo T S s
0 7 14 5 12 3 10 1 B 18 6 13 4 11 2 9 .
N 15 14 13 12 1t 10 Q 8 7 & 8 4 2 2 1 : )

Awma et —

o ———
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CAPITULO IIIL

TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

3,1 FACTORIZACION DE LAS MATRICES DE FOURIER,

La féctoriiacién de las matrices de Fourier, es8 el
procedimiento por medio del cual la matriz [TF} se
transforma en um producto de submatrices o matrices-
factor, el .numero de éstas matrices-factor es nzlog2 N
para la explicacidn de la factorizacidn, se realiza un

ejemplo analizando el caso en que K=8, para el cual n=3,

|_ZL 1 1 1 1 1 1

=

” : _
[TF(8ﬂ ST T LT S —~—— =5 (5

SWaW aW el W W
31 se aplice la propiedad de particidén de mairices Bﬂ y
se Tiene que:

[{DF (8)} =& A
AZ -AZ

en donde:
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L1 1 7] | R ow oW

1 -1 1 -1 . 1 W W W
A = A, = , .

1 -1 -1 i 1 W -w W

(1 i -1 -i R AR TRt

entonces la ecuacidn (3.1) se transforma en:

A, O ||I, I, -
@m%8ﬂ = | (3.2)
Q Az' Iq - I4. )
I, = matriz unitaria de oxden 4.
Despﬁés de la primera particién se obtiene la ecuacidn

(%.2) , la que escrita con todos sus elementos toma la

forma de:
B } 1T 7]
111 1 0 0o 0 ofl]1 0 0 01 0 0 O
1-11-1 0 0 0 O[]0 L 0 0 0 1 0 @
1-i-1 4 0 0 0 0Ollo 0 1.0 0 o 1 o0
1 i-1-i 0 0 0 Oflo 0 0 1 0 0 o0 1

[ﬁF(aﬂ - o

U 0 0 0 01 W W ¥|1L 0 o0 0«10 0 0
O 0 0 0 1 -wW Ww-¥llo 1 0 0 o0-1 0 0
O 6 0 0 1 wW.w' W/|o 0 1 06 0 0-1 o0
0O 0 0 0 1-W-¥w-=vwll0 0 0 1 0 0 0«1

(3.3)

Si se realiza una nueva particidén se tiene que:

-‘Aﬂ Aj . AB O Iz Iz

Aq - A.f, 0 Aq |7 1a "‘I}J



A  AsW
A(, -A(,W
donde: =
1
A3 =
1
I
1
A:,' =
1

-W

de tal manera que (3.3)

! 1-1j0 0lo 000

v(0)] -

000 0/0 0kL-W

0

se transforma

o

l l O O 0 00O

|~

_--_'_’_,

0000

Aql |12

T, W
~To W
(1 -1 ]
Ll i
1 W]
T -

000

000

0
|

W o
{

00 O 0,0 1(0 W

00 0[1 o?w 0

4)

o 0 © oﬂo L
(3.

l

0 W

en:

N oio 01 o}o 0
010 o)o 110 0

. —_ ‘___,-‘_

0 0,1 o;o 0‘1 0
f
00 o 100 oto 1

- ’-—ﬂ——— f—-—’ —r—-—--—-.

1 050 Orl 0{0 O

[0 {0 0y0 40 o

_—

T

00 olo Orl o
{

o 0(0 120 0\0 -1

De ésta forma se tiene 1la matrisz [TFJ factorada en 3

matrices-factor,

las cuales como se puede cbservar son

de gran redundancia,

lo que hace que se reduzca en nu-

mero de multiplicaciones,

1o que a su vez reduce con -

siderablemente el tiempo de computacidn.

Las matrices-factor nosg llevan directamente a2l algorit

mo para la obtencidn de la Iransformada Ripida de Fou

rier,
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3.2 ALGdRITMO RAPIDO PARA EL CALCULO DE LA TRANSFORMA

DA DISCRE®A DE FOURIER, '

Ta Transformada Rapida de.Fourier, es un algoritmo
gue hace posible la computacién de la Transformada dis
creta de Fourier de una secuencia de muestras, en un
tiempo menor gque cualquiexr otro algoritmo disponible.
Este método fué descubierto por Cooley y Tukey en 1965,
v se basa en la obtenciodn de las matrices-factor direc
tamente, eg decir sin necesidad de la factorizacidn;
ya éue a base de éstas se fealiza un diagrama de flujo
que nos lleva directamente a la computacién.

El procedimiento para obtenér las matrices-factor es el
siguiente:.

La primera matriz-factor estd constituida por
N/2 submatrices de la forma: 1 oweY

l _\'J(K)'

las que forman la diagonal principal de la primeras mae
triz-factor, siendo el resto de elementos iguales a O.
El valor de <K> es el de los bits invertidos obtenidos
para N = N/2.
Por ejemplo si'N=8, los valores de <K>para N/2 son:
0,z2,1 v 3 ; de tal.manera que la primera matriz-factor

gqueda conformada de la siguiente forma:



1w
1 -W°
1 W
1 -
T (3.5)
1 -

1w

1 =W

| . 18 matriz;factor
La segunda matriz-~factor, se obtiene realizando el pro
ducto Kronecker de las N/4 primeras submatrices de la
primera matriz-factor por la matriz unitaria I. , obte
niéndose de éste .producto N/4 submatrices que van a con
formar la diagonal principal de la segunda matriz-fac-
tor, siendo el resto de-elementos iguales a cero.
Para el caso en gue N=8, se realiza el producto Xronec
ker de las K/4, o 'sea de las 2 primeras submatrices
de la primera matriz-factor por I. , obteniéndose lo

siguiente:

1 0 1 0]

o 7 B s s 0O 1 0 1
033 =

1 -¥] |o 1 1 0 -1 0

0 1 0 -1]

001723
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1 0 W' 0
1 wll1r ol Jo 1 o ¥
2@ = 2
1 -w(lo 1 1 0 -W 0O
2
(0 1 0 -W

"Quedando la segunda matriz-factor de la siguiente for

ma:
1 0 1 0 |
0 1 0 1
‘ 1 0-1 0
0O 1 0 -1
N (3.6)
1 0 W O
0 1 0 W
1 0 -W 0
0 1 0 =W

22 matriz-factor

La tercera matriz-factor, se obtiemne realizando el pro
ducto Xronecker (@) de las N/8 primeras submatrices de
la segunda matriz-factor por I, ; la cuarta seria: el
producto Kronecker de las N/16 primeras submatrices de
la tercera matriz-factor por I , ¥y -asli sucesivamente
de acuerdo al numero de matrices-factor que se tenga
que encontraxr.

Para el caso en que N=8, la tercera ma;

triz-factor se obtiene realizando el producto Kronecker
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de las N/8 , o sea de la primera submatriz de la se-

gunda matriz-factor por I, ,obteniéndose lo siguiente:

L 0 0 0 1 0 0 O]
0 1 0 0 0 1 0 0
(1 0 1 0] o 01 00 0 1 0
0O 1 0 1| |1 o ¢ 0 0 1L 0 0 0 1
1 0 -1 OeO]=lOOO—1000
0 1 0 -1 10 1 0 0 0-1 0 O
c 0 1 0 0 0-1 0
(00 01 0 0 0 -1]

%2 matriz-factor
Si se realiza el producto indicado de las tres

ces-factor se tiene que:

11
1 -1
1 v

@F(B)Jz L=

O H O HI
=
@
!

1 W 10 WO
1-w 010W
1w 1 0-WO

™o o o +» o o o (!
O O +H O G O ~ O
c H O O O H O ©

1 W] 0 1 0|

(3.8)

(3.7)

matri-

010O
00 1O
0001
1000
0-1 00
O 0-L O
00 0

100 0-]

Ta obtencidn de las matrices-factor, es posidble de rea

lizar a partir de la 12 matriz-factor obtenida

de la siguiente manera:

en (%.5)
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Este'procedimiento es valido sgolamente para la obten-
cidn de la tercera matriz—factor en adelante,
Para obtener la 3¢ matriz-factor, se realiza el pro-
ducto Kroneckex de las N/8 submatrices de la primera
matriz-~factor por Is , la cuarta matriz-factor: obte-
niendo el producto kronecker de 1a§ N/16 submatrices
de la primera matriz-factor por I, ¥y asi sucesivamen
te.

Para el caso en gue N=8, la tercera matriz-factor
se obtiene realizando el producto Kronecker de la

19 submatriz de la 1¢ wmatriz-factor pexr I, , ¥ se tie

Al

ne gue:
1 0 0 0 1 0 0 O]
0 1 0 0 0 1 0 0
1 0o o 0] O 0 1 00 0 1 0
1 1o 1 0o o 6 0010 0 0 1
@ = (3,9)
1 -1 0 0 1 0 1 0 0 0-1 0 0 0O
o o o 1] O 1 0 0 0-1 0 0O
O 01 0 0 0-1 0
6 0 0 1 0 0 0-1]

22 matriz-factor
Como se puede observar los resultados obtenidos en
(3.7) v (3.9) son idénticos.
Se observa también gue los resgltados obtenidos en(3.4)

y (3.8) son los mismos, con la diferencia gue 1los re-



It

]

iy
X(2)
x(3)
X(4)
x(5)
X(6)
%(7)
X(Bl
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sultados obtenidos en (3.8), se realizan sin utilizar

el procedimiento de la factorizacidm,

La Transformada discreta de Fourier de un vector[ X}de

8 muestras, definida en (2,26) como:

] - ye [w(a)][x}

(3,10)

i en (3.10) se reemplaza en valor de |TF(8)|obtenido

er

g

(3.8),
11

se cbtiene que:

1010

0101

10410

01041
10 WO
010W

1 0-W'0O

01 o-ﬁi
(3.11)

o ©o o~ o o o rI!

8i en (3.11) se multiplican columnas por

invertirse y se tiene que:

l.

c O O O O O O

0001LO0O0 6
100010CO
010001O
0010001
0001 00CO0
1 000-10O
01000-160C
00

-i 0101wl
0,101
1010
0101
10 WO
010w
1 0-W'0

0 1L 0-W

1000-L

.12}

1
L

001
000
100
041 ©
0 0-1
00 0-1

HF O O o FH O O O,

1 00 0-

filas en vesz

"de filas por cnlumnas, el orden de los factores puede

T
{

T XT(1)
XT(2)
X7(3)
XT(4)
X2(5)
XT(6)
X0(7)
Xn(8)
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A partir de la ecuacién (3.12),se puede obtener un dia
grama de flujo, a base del cual se realiza una subruti

na para calcular la Transformada Rapida de Fourier Di

. '\ . A
recta, b U gy

Las flechas indican suma o resta,
Para recuperar las muegtras, es necesario aplicar la
Transformada de Fourier Inversa, la-que Tué defin

-1
en (1.4) como:[:X} = [?F(Bﬁ {XT} , donde [@F W es la
matriz inversa de [TF(B)] ; la cual por ser una matriz
N-unitaria, se la obtiene sacando la transpuesta-conju

gada de la matriz {@F(Bﬂ .



101 1 1 1 1 1 1
1 -1 i -1 -W W =W W
1 01 -1 -1 -w o-wt oW
% 1 -1 i i =W oW =Wy
[ﬁF(B{] = (3.14)
101 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 i o-i W =W W W
1 01 -1 -1 wWow oot o~y
1 -1 -i i W =W oW o

. "y -
Una vez obtenida la matrisz [@F(B{} , Se procede ahora
a su factorizacidn, aplicando las propiedades de parti

cidén de matrices y se llega al siguiente resultado:

L1 oo001000|1010 2 ]
0100010001001 11
001000101010 11
0001000 1ll0o10a W
[TF(B)]= -
10001000 1010 11
1000100 0101 W -W
00100040 wowo 11
00010004 0w o-W| W
(3.15)

-1

-1
Si en[Xi]: @F(Bi][iT], se reemplaza el valor de [&F(Bﬂ
¥ en vez de mulfiplicar filas por columnas, se multi-
plican columnas por filas , se tiemne gque:
[%TJPT(834= [XJ | . (3.16)
expresidn que escrita con todos sus elementos toma la

forma de:



:><cn(1)~
XT(2)
XT(3)
XT(4)
XT(5)
XT(6)
XT(7)

){T(a)J

11
1 -1
11

Wy’

A partir de

(3017)’

01O
101
0-1L 0O
1 0-l

- %2 -

1010
0101

W oW o

0 w0 wj

(%3.17)

o O = o o o 1

ro

o O O - O
o +H O O O +H O O
= o o O +H O O O

[x(1)]
X(2)
X(3)
X(4)
X(5)
%(6)
X(7)

x{8)

se obtiene un diagrama de flujo, =a

base del cual se realiza una subrutina para calcular

la Transformada Rapida de Fourier Inversa.

X2, (1) X, 1)
qur_pﬁ(z) X2, (2)
X2 (%) £, (3)

-:: XD, (4) 4 —R A, (4)

XT. (5)
T,(6)
_::xmz (7)
S, (8)

(%.18)

Las flechas indican suma o resta.
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A confinuacién se presenta el programa gue primero ob
tiene los wvalores de <K>» , luego calcula el logaritmo
en base 2 del numero de muestras; entonces se llama a
la subrutina TRT, que obtiene la Transformada Rédpida
de Fourier Directa; 1luego se llama a la subrutina TRFI
gue calcula la Transformada Rdpida de Fourier Inversa,
Bl programa es ejecutado para N = 64 , pero como se‘
menciond antes solo se necesitan los valores de <X>
para N/2,razdn por la cual aparecen los valores de

<KX> de O a 31.



C PROGRAMA PARA La-NBTFNCIOM NDF LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FDUFKER
CONDLEX XTG(LEH) . [ -t

CTMPLEY OGPFGA, XSUM., KDIF XT(GQ) R

CRYuvTe P\Dl‘con(ann) -
. NIYMENSTON NPFC(200) ,x(1P8)
INTEGER A(20)

WRITF({3.30)

s ey -
30 _FORMATUNVHC, /427 /02777777777 10%, ' VALORES IDER<KS papA LA OBTENCIO
2N DF LaS MATHTCRS DR ROURTER | /i XpRet RE VA7)

MuAX=207 _ __._

101 PFAR(T,S.FRO=100) N8 Aa\\m\)

NMZ =N
NuUuSNV/P \\> *
° DO 43 KA=L.MMAK

43 A{XAY=O0
S FORMATI(T13)
NYAXNSD RXNMAX Q"&‘\' .
ITEFONLGTLNMAXNIGD. TO 59 C\\\S?
' NV NM—
TNO=SNNAY
15TL=0
WNe=0
L=n
N 50 K=1,NM
NMO=ENYE1—-K
IN{V = MNMC
60 I0IV=IDTIV/?D
A{TNR)=NWC=IDIVX2
NMC=TIRTV
INO=IND=Y, o -
MO=ND+]
IFCIDIVLT.23060 TO 4Q
- GO TN 60 °
40 CONTIRUE - : — .
A(TNDLI=IDIV . . .
IE(ICTL.FO.1)GO TO 41
ECTL=1
NINfF=hYay—nND
FEXPA = ND
41 CONTINUF
IFXP = [FXPA
l.=L+1

- NNEC(L) = Q .
N0 R0 JJunINF . NMAX :
JEMMANAENTNE—=J

NDEC(LI)I=NNFC (L) HA{ ) J 2% %1 EXD ‘ -

TFNO=[FXP—1 :

80 COMTINUF . . -
DO 42 KA=MINF,NMAX S

A2 AIKE)=0 . _ . . . -

T INN=aYAX - - T
S0 CANT INUF

NN .
NOEC(L41) = 0 .

nn_ao KEC= 1. NM
KN=NU—KC+]
NNECOP [KCI=NGECIKR)

A0_COMTIIUE o e

“WRITE(®,8) INDFCAR (1),1:1.NM) .
WRITE(3, 1 1) . .
11 FORMATI///7.10%, "OBTENCINN DF LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FDURIER' /1

THH. O, 450" _ 1), /77 15X, " MUESTRAS v 13X, *T.R-F. DIRECTA’ 413X, 'T-R.F-
BINVERSAT,/77) SRR

B .
. .



a
qa
n

1007

' 8t

FOOMAT

WRITS(

FOQUAT
SP&x200

L)

CTCALQULA OELTLCGARTTHGT EN BASKT

8]
1

Q°

G0 TN

a

OX.32(13}} ' -
Ga) TTTT T -

NX."Canal DAl FXCEDIDA FN FL NUMERO DE MUESTRAS. MAXIMO ES
20X, 'TRARAJO TFRMINADO') :

.

—

CONTIN
Dr\n(

10
(1
3.
(t
7
GO Th 10
g T
» 8
FTYAT (@
111

bls
o

) (X(T13.T=1,NMR) R Eg(g 7 ' ' K
FER NG bt Wi . .

e
C=Cr& (24P /NNR)™ <€/ -
KINVP /P '

R=5 {3 (2 P T /NMR) . S , _ .
OUTEA=CVORLX(C,—R) . ; : _ _ .

DN £E I=1vN¥R——— ) <€25 _ -

ARCEX(1) : : - ?;) L.

AAnN=0.0 Ciy
XT{T3I=CVDLX(ARC, ARD)

j DEL NUMERO DEF MUESTRAS LIGUAL A N
WMaR=) .

N=D

!=('-4AP*"—NNP)19 19, 23

M=N+1 -
MARS=YARSD
Gn 19 6
COMTINUE

wr=x © -

CALL TRF{M,OMFGALKC,XT}
DN 200 1=1,NMP el
XTCTI=XTOIY/NNR . s

§@WE

v

¥TG(TI=XT(I) " T vl
CONTTRIE
ﬂVFCA CNRLX(C.R)

CALL TOFY (N, PNICA K XT NI

DO 2?7 [=1,NMR =7 . .
WRITE(, 231, X0 ). XTG{T) . XT(I)
FORMAT(QX, [P, 4X-FG.2+ 15X, PF10.4,10X,2F10.4)

,;I-gp - — . | . ' @@HEE@ A o —— A.l'_.-__.-._.. - —_—

CCOMPLFEX XT{n4)

XT{I)=xXsUm

SUIPOUT INE TRF{N, IMEGA.KC, XT) !
COMMAN KOFCOR(200}

CUMPLEX QOMEGA.XSUM, XDIF.R . < ' .
MNGRUSO=]
K=x(C " .

C-CAMIFNTIN NF LAS TTFRACIONFS— — R - - - -
33 NN S5 KITEG=1,N . .

1=9

DMl 54 KNGPUP=1.HGRURD
TEX=NNRCNAN {KNGRUP ) t———
R=OVEGARETTX '

DA ST KASYR=].K : L.
1=71+1 . .

J=i4K - - et e e s e e e

YAUM=X T([\+P*XT(J) . ' '
XOIF=AT(II—REXT(J) .

XT(J)=XDIF - - - - ‘ - —_



~
! 53 CONTINUE
: =00 — -
S4 CONTINUTE
MSRUDPO=NGRUMN %2
K=K/?2 '
SSOCONTINUE __ . ...
: RETURN . .
! FND

SUARNUTINE_TRFEI(N,0ONFGA

COQUNNN APECMHE(200)

COVYFILFX %T(&84)

COYOLEN (ONEGA,XSUH, XD IF

MGRUPC=NYR/ 2.

K=1

C COMIEN?Q DIT LAS [TERACIONFS
33 nNQ S5 KITFR=1.N

i=0 B

NA %54 XNGRUB= ], NGRUPO ,

[EX=)INFCNR (KNGRUP)

RTNMEGA K& [FEX

DO 5% KANSYRZL.KE

I=1+1

J=ET14K

XSUM=XT{I)+XT ()

L XOTF=REINTIII~XT(IN?

XTLI)=r5UM

XT(HY=XDIF

WKL XT.NVYRY)

N

&g @

& - =

= ' S i
e =2

@ =

e

83 CoNTINUE : '
et e e r=J e —— i . . ! [,
54 CONTINUE
NGRUSO=NGRUPO/2 . ;
T OK=KNP : o
55, CNNT INUE _ - N . . M e - .
RETURN QHIERO
END - ot
1
o b e - R . - . — ' " . e A _ -+ ——

.o
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2,% ESPECTROS DE POTENCIA Y FASE DE LA TRANSFORMADA DE
FOURIER, |
-3;3.1 ESPECTRO DE POTENCIA,
Dada una secuencia N periddica representada por
X(n) y representando por XT(n) los coeficientes del wvec
tor transforﬁado, la Transformada de Fourier viene dada
mediante la relacidn:
xzw)] = [ [xm)]  G.19)
Si se define como: [faknﬂ é la secuencia obtenida des
plazando ciclicamente hacia la izquierda en 4 lugares

la secuencia N periddica se tiene gue:
—X(O)—
X(1)

[x(nﬂ |

_X (PJ-’W)J

X(0) #X(L) . « .« . . . Xy

.

o]

.
@

o)

donde & toma valores de: 0.1.2.3........ N=-1

X(d) Xx(a-1) P e e X(d-N-1)

Se puede demostrar que [Xm(nﬂ es igual al prcducto de
() . .
[I (nﬂ por [X(ni} , donde [?w(nﬂ es la matriz unita
ria cuyas columnas se han desplazado d lugares hacia

la derecha, entonces se tiene que:

bf%nﬂ = ﬂﬁknﬂ[xhd] (3.20)
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S1i se ob%iene la Transformada discreta de Fourier de
[f“(nﬂ se tiene que: ‘
[xc‘ﬁﬂ(n)} - YN [TF(n)MXH)(n)} (3.21)

si se reemplaza (3.20) en (3.21), se tiene que:

~ )] = e )| [z ) [x ()] (5.22)
De acuerdo a una de las propiedades de las matrices de
Fourier gue dice que: [Eﬁ}[TF]VN =[I~], de manera éue
si en (3,22) se multiplica al lado derxrecho por[INJ, la

expresidén no varia y se tiene que:

E(T‘J)én)] Yy [TF(H)] [I{ "(n )] [Iu][ (n):] (3.2%)
[xm“’@)} v [zE ()] [ 1%(a)] [TF(H] [m2 ()] (x5 04
Si se hace.que: [?F(nﬂ [Iekni}[TF(nﬂ =[b@kn{] (%.25)

donde la matriz [?Hkn)J se denomina: matriz de despla-

1]

zamiento. ,
[(x2'(n n)] = [ (n )][TF(H)J i [x ()] (3.26)
pero como [XT(nZ' = VN[@F(n{][ﬁ(nﬂ , (3.26) toma la
forma de: ) )
)] = e [39)] [xnin)] (3.27)
La matriz de desplazamiento [?dknﬂ y por sexr el pro-
ducto de matrices unitarias y ortogonales representa
una transformacidn unitaria.
Desarrollando en detalle la ecuacidn (3.27) y elevando
al cuadrado ambos miembros, se llega a la determinacidn
dei Espectro de Potencia, el cual es invariante con res

pecto al desplazamiento de sus muestras.
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A continuacidn se realiza un ejemplo de la obtencidn

del Espectro de Potencia para el caso en gque N = 8,

1 0o 0o 0 0o o 0o o
o 1 0 o0 0 0 0 O
o 0 1 0o 0O 0 0 O,
o 0o 0 1 0 0 0 O
o] -
O 0 o0 o 1 0 0 o0
' 0O 0 0 0O 0 1 0 o0
o o 0 0o 0 0 1 o0
0 0o 0 0 0 0 0 1
Para d=) , se tiene que:
o 1 o o0 0 0 0 0]
o 0o 1 0 0 0 0 o0
o 0 0 1 o 0 0 o0
» o 0 0 0 1 0 0 o0
29 -
0O 0 ©0© 0o o0 1 0 O
0O 0 0 0O ©o 0 1 o0
O 0 ©0 0 ¢ 0 0 1
'L 0 0 o0 o o o o

Si se evalda el valor de EDW(Bﬂ se tiene que:

[DW(B)] - EEF(B)][I{”(B)] [TF(B)]
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Si se hace que Df“(B) = Y8 D"(8) se tiene gque:
— ' .
1 o 0 O 0o 0 0 o0
o -1 0 0 0O 0 0o ©
o 0o i O 0 0 0 o0
) o 0o 0 -i 0 0 0 ©
[2.9)] 5
o o o0 0 -w¥ 0o 0 o0
O 0o 0 o0 O W 0o o0
O 0 0 O 0 0 =W 0
0 0 0 0 0 0 O W_

Ahora si se realiza para d=2, se tiene gue:

) X .
[xm“(aﬂ = Vg [D“(B)J [x(s)}
Siguiendo el mismo procedimiento con el gue se evalud
[DM(SX] se evalua ahora [Dm(Bi]y se obtiene que:

- _

1 0 0 O 0 0 0 ©
©o 1L 0 0 0 0 O o0
© 0 -1 0 0 O 0 ©
- © 0o 0 -1 O 0 0 0
P -
6 0 0 O i 0 0 O
o 0 0 0 0 i 0 0
O 0 0 0 0 0 -i o0
o 0 0 0 0 0 0 -i
l_ -

De los resultados obtenidos se puede notar que:

[D‘*m(B)jl _ [qu(B)']z
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0 sea que:

[XT“YB)] - [Df“(eﬂzﬂg(aﬂ
Ta repeticidén del mismo proceso da:

[x29(8)] = [p.8)] [x(8)] (3.28)
d = 0.1.2.3u.0.uus N-1

TLa ecuacidn (3.28) expresada en forma matricial toma la

forma: 3
(x1%oy] 1 o o o o o o ol[xw)]
X1 (1.) o -1 0 0o 0 0o 0 oxm
1 2) o 0 i 0 0 0 0 0]|x(2
x33 o o o -1 o o o ol|x)
x4y | @ o o 0 -W 0 0 0||xX(4)
x1(5) o 0o 0 0 o W o oll|lx(s)
X1 6) O 0 0 0 0 0 -w 0]||lx(8)
xe®(7)] Lo o o o o o o w||xX(7"]

(3.29)
A partir de (3.29) , se puede escribir el siguiente gru

. . - ] — ]
po de ecuaciones: Xf&(O) = (l)dx(o)

x| =] (-1 %)
x192) | =| (i) x(2)
X1(3) | =] (-1) x(3)
XT4) | =|(-w) x(4)
x2"(5) | =| (W) %(5) (2.30)
xr6) | = | (=w)* %(6)

7y | =] wy x(7)
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Si se eleva al cuadrado el grupd_de ecuaciones (3.30),

se tlene gue:
2

P )(o)] = [(1)* X(O)] - | x(0)] L#(0).
m“”(l)} = [ x(l)] = | x(U)[ P
x2(2)| = u) X(zﬂ = | x(2) [ [$(2)
x2¥(3)]" - [( 2 %(03)| - | x(3)[1A0)
faa) = [y x(a)| = | x()[ LB
5] = [0 x5 = s [Ls)

N

| x(6) || 4(6)
| X(7) [ LECT)

[T“k ) = K W) X(6ﬂ
[y x(7)

e
}aﬁ
f—\&
\j
it

(3.31)
Puesto gue la potencia es invariante con respecto a
eualquier deapladele nto de sus muestras, las ecuaciones
(%2.31) definen el Espesctro de Potencia, el cual de una

manera general puede ser expresado como:

P(n) = |X(n)| (3.32)

De la ecuacidén (3,32) se puede observar gue el Espectro
de Potencia es una funcidén par y ademids gue representa
componentes individuales de frecuencia , a diferencia

de otros espectros,.
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%,%,.2, ESPECTRO DE FASE
El espectro de fase se define como:

A(x)

v

k

arc.tg L0) (3.33)
R(k) ' .

Oedle2ed0eevonssaadi-l

donde I(kx) y R(k) son respectivaméhte las partes imagi
naria y real de los coeficientes de la Transformada Di
recta de Fourier.

A diferencia de la magnitud, el espec
tro de fase es una funcidn impar, ademds varia con el
desplazamiento de sus muestras.

A continuacidn se presentan 3 programas:

Primexro: QObtiene los espectros de potencia y fase, ade
mids escribe los wvalores de <K> para las 64 muestras,
los cuales dan la posicidén inicial en la gue se encuen

tran los coeficientes de los espectros.

Segundo: Una vez ovtenides lcos especiros, @8 necesaric
ordenarlos; de tal manera gque el pregrama obtiena los
egpectros y luego los ordena.

Texrcexo: Este programa obtiene los espectros, luego los
ordeﬁa y por Ultimo grafica las muestras y los dos es-

peciros.



C PRAGUAMA PARA QUTENER LOS FQUFC7R05 DE pDTFNClA Y FASE CF LA

G—DE—FOURTER .- ==~ — e --
CONPLEX XTG{&a)

CONRLFEX DCYFQA.XSUMLXCIF.XT(E4),R

COMMYION NDFCOR(200)

DIV¥ENSION MX[P00) - o=emm - =0 —

WELTO(.20)-

DIVENSICN P(G4),F(64)
DIVENSIAN NGEC(200).X(128) WE EEKEZEf
INTFGER AL20) <§> (37
30 CCRYATUNRC I 7L 7121072700770 A

2ENCION DELAS MATRICES OE FOURIE % ./lH+; FR59("_")ar2)
NYAX=20 -

QA= REATZ( 1454 FNC=100—NM
Nva=Npy : .

Ne=NV/D @

WRITE(32,10) NMR

L-0—FNoN AT(quOXwJﬂAPA—LN NUMESg DE MUESTRAS IGUAL A ".T13,/)
DO 43 Ka=1.NMAX -

43 A(KA)=0

S FCENAT(II)

NMAXN=2EENMAX

ICEINM.GT.NMAXRNIGO TO §9
NU=AN—)
TNO=NKENAXK

JCTL=Cmie

NC=0

L=0 st
DA S0 K=1,KM '
NNC=NN+ T =K e

TOIV = KAMC
60 Intv=Iniv/2
A{TAC)=NNC—IDTV*2
NRC=IRIV _._

. @§@WE

h IND=INO—
NG=ADE]
IF{TCIV.LT.2)GO TO 40

..~ G 10 -60.. ()
40 CONTINUF @H%
ACINRY=IRIY ’ .

[F(ICTL.EQ.1)G0 TO 4l

ICTL=1.

NINF=ENMAX=ND

IFXBA = KD
41 CONTIRUE
IEXP = 1EXPA

+ *VALORES DF <K><§&RA LA 02T

TRANSFORMADA

&
&
=
)
=
£
53

Ly

=L +1

NCEC{L) = O

on no JJ= MINF.NMAX
JENFAKINIMNE-OD L e — e —— e e -

—_— e ...DO 42 KEENINFONMAX L een .

NDE((L)“hnFC(L)+A(J)#“*#[FXP
IEXP=TFXP-1 .
BO CCATINUE . .

42 A(REY=0
IND=NVAX
SO CONTINUF

NEEC(L+1) = 0 v !
DO G0 KC=i1.,NM

. ED=SAM-KC+1
NCCCOR({KCY=NRECI(RD) . . . e

90 CONTINUE

NM=NM+ 1, . - PR ..

.y



WETTE(3,2) (NDF CHF(I)‘Iﬂl,NU)
WRITE(?,11) — : _—_——— e — .- e
11 FORMAT(///7/7,10%X. *ORTFACINN NF LA TRASFORMADA BAR'OA DE FQURIEE!',/1
THH, 50X A8 ('), ///713%X, "MUFSTRASY . JOX,*T.R.F. DIRECTA" .AX.*'ESPLCTRO
7 DB nOTchxnr.sx.~purrrTno OF FASE', P/ E3 R TCKD )
GC TO éco it S ] -
8 FCRVATE1OX,322(13)) Y s
: 90 WRITF(3.Ga) \}q—gjm@jﬂfﬁ,ﬁ_
. 98 _FOIMAT (10X, ' CADACTIDAR EXCEDINA ENf: UMEAC DE BUESTRAS ,, MAXING ES
5% vf“o“/.?cv'”THAHAJO‘TFRNINAPD/Q\\) . 57
GG TN 101 - .
100 CONTIAUE,
RREAN(1,81) (X(1),I=1.hMR) :
At~FORMAT (AR Qo8 ) —— Qib
PI=3.141%93 - :

C=CS (250 /NVR)
A=STH(PAPT/NNMR)

BUREGATCVPL XL Cy— 13— : '
K=NER/ P Cﬁ? . . G%a
&3 =

06 a4 I—I‘KUR
ABC=x{1)
- AER=Q .00 o e
656 XT(1)=CvYPLX(ARC,ARD)
C CALCULO NDFL LOGARTTMO EN RPASEIR DEL MUMFRO DE MUESTRAS (GUAL A N i
MaRdem)

P Y TN ’ . EED

IF(VYARSZ-NNR)I1G,1G., 37 .
2

19 N=N+1
MAaR=AR"2 . .
Ge TN B - e —e : !
37 COGNTINUE
KC=K . .
ChRLI. TRF{N.OMEGAWRC . XT)
SR P00 =) L NYME—— s .
ST - XT{I)=XTUL)/NMR
YTIG(1))=%XT(1)
200 SONTINUE
————————— . CALCULD HF LGS FSPECTRCS DE FASF Y DE pOTCNEJ%ﬂ]iIr‘](D BRR
DO 9 =100
Ry =CAES(XT(T))
E(l)= A*nh?fﬁi'AG(XTflii.NFnL(XT(T)))‘180 /rd
qQ CONTINUF - ———

- -

C ESCRITURA DE LGH VALUPPS DR <KD BN COLUMNA PARA LAS B4 MUESTRAS
DO <0 [=1 M
. NEECNRY x):nF:I‘CDR( [y»2

S NRLT)ENBOCGRTY - ———— ———t - -
69 CONTINUF :
0C G7 T=1,NM
: NOFCNACL)=KRPECCRITIHI
see NMX V4TV =AGECOR(TY) S e . Cen F . S Y

67 CONTIANUE

no 22 I=1.&LMR .

WRITE(2Z, 2311, XTI XTGUT ) JHX{I YW PRIIYLFCTD
FORMAT(IOX s [2 42X+ FB.2,0X47F 0.0+ 7X+13:F10.,4415%X,F8.2)
STQP

ENG

o
w3




VAL ORTS

DE_<Y> PARA LA ORTENCION NF LAS MATRICES_OF FOUSIFR

PARA UN NUMERQO 0E MUESTRAS I1GUAL A €4,
016 8 24 4 20 17 28 2 18 10 26 6 22 1 ﬁ?g {)2» 9 25 21 13 29 3 19 11 27 7 22 1f 3} .
- i& 4 if '
ORTENCION DE | A TRASFORNADA RAPIDA l'?Yv\FPLRICR
2 -
MUESTRAS T.R.F. DIRECTA " ESPECTFRO OF FOTENCILA ESPECTRGC 0QE FASE
:ﬁy <K> E;) . .
14
t 12.00 . —4.562% o0 0 4.Q62¢ G%ﬂ 18G-00
2 .00 o-1427 [x5e Ip 0.1427 e ¢.0
3 -9.00 0.2375 ~0.CE31 16 0.3417 £.65
4 __—1Q,5C -2275  F0L0%3y ag 0.3417 @ —£.65
5§ —32.10 ~9.zage hliazie a 1.352¢9 —-102.23
6 -39.00 G.C734 5040742 a0 0.1048 P4 4slze :
7 —46.20 0.072a YB.0747 24 0.1048 . —45.56
B85 00— ~0.2RGC 6523917 56 1.352¢ EE: 10%.33
2 —135.00 S5.5695 reln a4 4 5.9C3A 16.37 -+
10 —39.00 S0.0645 —=QTC4G1L 36 0.0743 o 6;3 —-38.568 \D
11 —=30.00 Q.02%2 —031712 Py 0.1731 . —g1.£4" ‘
1 Pumn— P T . 50 - 0.7E58 0.4827 52 0.5250 59.556 1
13 —27.30 0.26%E =—G.4527 12 0.5250. -56.58 .
14 =27.30 0.028= 0.1712 44 0.1731 B1.64
15 —27.00 0.08453 0.Gaf1 ?H 0.0792 35.55
—— e 16_-25.00 S5.5AGE —1.55n3 &0 5.9038 -1¢.37
K T —-21.00 0.S171 4.1213 2 4.7221 77.45
18 —14-10 —0.C36C 0.1012 34 D.107% 105 .55
19 -9.00 0.16€6 n.17¢2 8 0.72391 as_ 61
— 20 cmee =4 .80 .. 0.5372 n.a79o @ ¥ P-ﬁﬁ?c - 35.13 . _— S
21 —-0.30 0.387¢  —n.)104 1ol Tu.uvsa -17.s58
2o 0.0 a.Ch1R O.CHEE 427 thhoris 57.56 . X
21 -840 Q.2166  —0.271) 24 0..34691 —-£0.95
- . _24_...3.00_ ~0.BOGH . ...—0-EH7] 54 1.0%G6 —4c.al
?5 4.50 ’ 0.80FR 0.E8873 6 1.056¢ 40.63 .
26 .60 0.21599 0.2711 an 0-324%1 5C.55 .
. a7 G .60 N 0-0678 —0.0FNE P2 0-111¢8 —~EZ.56
e D 1710 . L 0.2875 _ C.ill4. S4 - 0-3754 . eme 17.E
29 15.00 0.%373 —-6,27100 14 0.6%66 —-3%.13 ,
30 14 .40 0.1666 =a.1702 aG 0.723401 —-4% .61
: 31 14.70 —0.CY0C -0.1C1) 30 0.1076 —10%.586
32 5 0 D9ETY —5 1213 62 . 4.p221 LA -77.45 -
az 14.70 ~7.70%6 GLURIGA ! 9.3578 141.29 .
34 10.50 ' 0.1376 n.11P L. 31 01777 as.1z2 .
35 5.00 0.1920 —0-.0740 17 o.2csn -21.06 .
e e «. 36 L0330 . __0.298€ 0-340CG e, A9Q ... 0.48538 .. .. e A5 .23 ———
37 0.0 j 0.08666 —0.aG7C 9 0.417a —8C.70 .
38 =3.na 0.00R2 —=N.GA4S7? 41 . 0.1083 —24,94
a9 —3.A0 —-0.067C¢ —-0.04A4E ?5 0.0227 ~144.09
e RO -3.80 0-t/ES ol 121880 e o2 87 1.198r 81.53 e e - e e
at -1.00 1.4RRA 216657 5 ?.6169 55.91
a2 ~-1.50 06.1242 0.z178 a7 0.72510 EC.20
a7, J.30 0.0667 —0.C7&0 21 0.0705 ~-27.34
PO ¥ Yol0_ . i emeo 00072 -0.03910 _.....83 0.0398 —-76.45 . ._._.. e e s —————



-

e 1vl- =0 BESE" S

ZI756— . LLL10

L0 12 D) s0z-0

ZE bv- mmw . .S£Sv-0

. L0 v2i9°0

. v5 62 . EBO1-0

- Ot yt .nmwv £230°0
£ 1y— tast-1

16° 55~ CHEVEY,

0z°D9— _ pis2*0

hEsla— 2 SBLG*0

. Y H L @fsﬂo.o

Clrze doevgen

ST = ELOTLD

€520 1mm 5521°0

Li-go— L9578

. . IR Bidny
25°701— LdZ1 D

Y3 - - - ELOLD

[aR S-PX Tecs-o

T 9R®

£o SYTeSET 9506 L~ 0% 0 79
1& . [2Lweg~ bLE1°0 0E*O0— £9
Ly O INLOTY 026l 00 zo
st - JYNE~O0— 9562-0 0O"E 19
55 D LOFNO Y930 00-9— 0%
gz - L5R070 z3n0-0 - s C1— €S
bE Su4yd 0 0.L20-0 0O 1 —8Y
L Tsglt = S3ILI-0 0a-2dé— LS
65 YL RN e EL AR DE-pad— WS
LE 3.12-0— HWvel-0 . 0C-%Z— 5§
e 9050°0 —404B5°0 D57 Gl w5
a:mw 15200 E£L0D°0 0°0- €3
I's vuos-0 TCO1*0 00" 6 5
BT 5110°0— L351°0 0G* 12 15
Sg S511°0-——LbL20"0 LT 0S5
¢ EnSy d—  Yidd*E oy o2 6y
(9 Thbdv-a  E£0E3-c 06-de  HY
se Soli-0— fued-0— pl o2  L¥
S 5110° G L0017 D S0 Bl Gt
1 YIUS 0= EE91°0 00" 21 Su




ga
a9

100

81

WEITE{T.O9R)

FORMAT(10X, ' CAPACIAAN FXCFNINA FN FL NUMERQ DE MUESTRAS. MAXIMO ES
SPNEPOT, /, 0K, ' TRARAJD TFA IMINADO ) :

G T 101

CANTINUE

RFEAN(T1,91) (X(T)ql—l.NMR) . .

FORNAT(AFI0.7) . i

PI=3.1415G3%
C=CAsS(PEN [ /NMR)

55

C CALCULO NFL LAGARITMO EN PASF P:OF—L ’\IUVI"R(J DE VUF?TRAS IGUAL A N‘::\;)

200
I C caL

e e e e an )

C ESC

a7
C aro

TR
et i e
70
e —— 37
¥

. } LI Ry
A=S [NI{23PT/NMR) T Ly
OUEGA=CYRLX[CmEYy A~ . ’ ngé?
K=nNvR/? ) % . - .
na &6 =t MR ' :
/\P.Cz.\:(l)
APD=D. Tt e . -, /f’ >

Xr(: )—f'”ﬂL‘X(A“C.AﬂD)

NﬁQ—]

TF('\‘-'XP¢2—-NMR)1'?"19':33 F . i
N=NF1 By, C:3

VAR=MAGHRR . :
CGR T A e = e———

W

CONT INUE . - X . . o=

KC=%
CALL, FRPF{N,CHMEGALKCXT)

I
v

XTUI)=XT(T)/N¥R
XTG (T Y=XTT)
CHRNTINUE

CULN DE LNS FSBFECTROS OF FASE Y DE ROTENCTA

N I=:,%wMe

PLLI=CAaS (XTI 1)) .
r\!]—ATﬂV°(ATMAFCYT(Y))-QFAL(YTEZ!))*l 0./P1 .
CONTENUF .

PITURA NFE LS VALDRES NE <K> TN COLUVNA PARA LAS 64 MUESTRAS
NG Tz, KW

NDECNN ([ }=NORECOR (1} %2 .
NY(I)=NDECOR(L) -~ -~ (?) fﬂ(\
CORTINUF )

NN &7 FTL, AV

NDECAR(T}SNRECOR (1) +1

B

—
PO P00 1=1.NMR = e : ' : Exy
53

N N

NET I+ )SNGERCNO( ) e
CANTINUE ’
ENAMIFNTN DF LOS ESPFCTRAS

DO ?7 1=t NMD

TF{AX(E).GT.NMIGO~TQ™ 7R e oomme e e e
NX(I)=NX{T J+NY v . .
GN TQ 77

WY {[)=nX (] )—NM

CONT [NUT st T ' N
DN 719 1=1.N¥R

IX=Nx(])
POTFOR{ TX)
FasEOR{ Y)Y
Crl'-JTINlJ"
DO A3 IX=1, MR

{J=1%X-372

WRITF(Z,8P)1J.POTFARCIX) sFASTOR( T XY —r—es
FARMATLOX , 1),.2X, f—l() 4,17X%.,Fa.2)

sTQR .

END

=n{Tr) R .
=F{{

Y— ——- . em . . R




cl " bE- ' Lidi

. SLTLO - . . 901

. 26"1L01— fel

S . ¢nlo

. ; 0c 0Y— 01s¢
57 05—, Thyy

— LUy - e e —-i2al
9L Ly— . ahul

L bLTRE ' ISTHE

95" ¢GS— ) Sl

S . Y ‘hm.| . - - - = SYLE
T AR T R

91l = 9= . L0t

, ET AN TESe
et - - g0 1d— B - ey
. Loy Live
2L bhy— SELYy

£1 88— BULY

e Elrl— — i ¥ES

: ES G- . 05¢y

' 9 oL BEEO

G L1— Al

.- Cees oL Ug— - vEly
LL-¢01— Senil

rm._ml Tbbl

' Er 0 J L6550

———— _u,,m, M b5 10
Ler HE05

«.,n.ml N bivh

. Sy Ll tecd

bE* 1wt GLLE

' 00041 )

- b 1vi— BELS

' Sv-lli— ieee

\ L1°¢ge G496

e LETLT— , BLOA

. meA . 16 56— GRIY

: Epriv 560

. ./J/J_ SRt 1551
. Lt 2ot LS

W‘lrw 02L°0d bellk
g5-L1 , vHLE

@. Su*hi— | L&l O

E5 05 Ob¢

2 c1-2L Ve

g1t ' VLS9

@) fL-ey Libp

. () LIve

GMW 012 BLD

. BT N B

Amw Gty CL01

rﬂ UEERE-| LT

vE*ead Sul0

L 05 ES : Sill

NW¢0.¢&| mﬂ%”v 0l

g5 Sk vy Uwvoi

cﬂ.c¢~.s, AﬂMf Liou

: Sutus VU tA 164E

e e 0 0y . Ulse
G568 — LHL0

C5L0L vet

- 55760, GLUT

e - C Z1or — — L1
3ASva 50 JdLlDHds3 vIDNa10u 54

-0 1€

To ({3 W

*0 ﬁ..n o .

"0 Qe

¢ L2

e vd

LY S

h ! e

e ve )

‘0 e .

0 12 - —— T T -
Y oe

"0 el

c0 Bl

0 - FZ2
‘0 g1 .
*0 51

el vi

*0- - ;

=0 <1 )

"0 11

"0 o1’

g ——- tr T T T T e e T s e e --
*1 b

“1 L

“1 9

2 S -- . - —
°S ¥

.y £

‘b 2 - SIS
"o I 2 e
i Q .

) i—

s g—

v - E=- - e ————— e .
5 Y=

*Z 5—

1 G-

-1 L ——————
1 -

-0 6—

Y 01—

LY 11— -
-0 Zi— - '
Y £1—-

"o 7i—

‘0 PR

! G-

0 L=

-0 g1—

0 — &=

Y 0d—

o fe— )

*0 2c— “

"0 ___té—

~0 e — )

0 Le— .

g Qe—

0 Ld— .

-0 Y-

-0 bd—

0 Ot —

0 e . 1= .

UdLDd3dsa

SUOvNAUHT dbvd A vIOoNdlUs SU SublildeSa U

T oHU NUL DN Lud




AYNIDTIHO

vYAUND

v S0 UDidvdd



GUAFR ICN DFL_FSPFECIRC NE_PBATENCIA

R :

—

—

el

‘k t

 —

_* .

I .

N r

— .

s :

—

— ) :

—F

o l !

S —— + : N

_—’ * *

—— .

P '

L '

N -

—— A .

L v )
A v
*
&
. &
— N
T " . e \_;' “.‘\"}

——* t e ' .

p———

4

-y .
b . ) 1
! . ! .

S .

—

—k




GRAIFICN NEL FSOCCIRL DF FASH

! -~
N L
¥
. Y
L S —
.~L
. T —|
—
o
.
—_ e e — e b
. |
. I
&
S
! . .
Y ) . Vil
! il .
A )
E
[FEE—
—
"
[P
L |
—
e —
.
* i
[P .
#*
b
*——,—
—
# o
Y .
s—

*



- 61 -
%.4 LA TRANSFORMADA DE FOURIER MULTIDIMENSIONAL,

La Transformada discreta de Fourier puede exten -
dérse a cualguier numero de-dimensiones, siendo la de
mayor importancia la de 2 dimensiones, la cual es de’
especial importancia para la compuﬁacién del proceso
digital de seflales de dos dimensioﬁes tales como: foto
grafias y arreglos de informacidn sismica.

A continuacidén se presentan las definiciones de la Trans
formada de Fourier bidimensional, a base de las cuales
se obtienen las relaciones que definen la Transformada
de Fourier multidimensional.
Una secuencia periddica de dos dimensiones se define co
mo:

x(m,n) = x(m + gM,nn + TN)
en la cual se puede decir que la secuencia es periddica
en orden de filas, con periodo M y en un oxden de colum
nas, con periodo N; q y r pueden tomar valores enteros
positivos o negativos,

De acuerdo a la definicidén de Trans

formada de Fourier, para una secuencia periddica x(n)

se tiene que: -4
x(n) = N 2 x(k) wRE (3.34)
(k) = Z: x(n) W nk (3.35)

k= O.l.2-3n.....aN"‘l

Si se generaliza las expresiones (3.34)y(3.35) para una
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secuencia veriddica de dos dimensiones, se tiene que:

H-1 " N1

x(m,n) = YMN ) ) X(k,1) W “mle =l (3.%6)
k=0 =0
X(6,1) =57 5 x(mem) W R (3.37)

A partir de las ecuaciones (3.36) y (3.37) se llega a

la definicidn de la Transformada de Fourier multidimen

sional.

. H-4 u-4
X{(MyNy v e evnee,@) = .
pll\ e st & v Z «=0 fg=zo
& \ me np 1
2o Xy ey d) WP WL
EYs)
(%.38)
Mg M4 -4 e
X(d,p,...,.,¢) = Z: Ch s Z: x(m,n,...,z) W,
m™M=0 Mo =0
® & 4 3 & = ¢ 3 ‘{.!ZZ¢

(3.39)
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CAPITULO IV

APLICACION PRACTICA

Eh principio se pensd en aplicar la Transformada Répi-
da de Fourier a una seflal de audic, pero la falta del
equipo necesario para este objeto,wnos obligd a reali-~
zax otro tipo de aplicacidn. |

Como aplicacidn. se realiza la comprobacidn de las Pro
piedades de los Espectros de Potencia y Fase; para es-
te objeto se utiliza el programa presentazdo en la pg.54,
el cual como resultado final grafica la cuxrva a proce-
sarse asi como también los Espectrps de Potencia y Fase.
Se procesan 4 curvas, de las cuales las cﬁrvas #1 vy #2
son de alta frecuencia y las curvas #3 y #4, son de ba
ja frecuencia,

Si se analiza los graficos de los Espectros
de Potencia obtenidos para las 4 curvas, se puede ccm-
probar gue son funciomes par; se observa también gue
los BEspectros de Potencia para las curvas #1 ¥y #2 pre-,
sentan componentes de alta frecuencia y para las curvas
#3 vy #4, componentes de baja frecuencia,.

En cuanto a los Espectros de Fase de las 4 curvas proce
sadas, se observa gque son funciones impares.
A continuacidén se procesardn las mismas 4 curvas, Pero

cambiando el orden de los datos, o sea produciendo un
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désplazamiento de las mismas; analizando los graficos
de los Espectros de Potencia, se observa gue son idén-
ticos a lcs obtenidos con las muestras sin desplaza -
miento, con lo cual se comprueba gque el Espectro de Pé
tencia perménece invariante respecto al desplazamiento
de sus muestras; cosa que no ocurre con el Espectro de
Fase, el cual si tiene variaciones con el desplazamien
to de las muestras. o
En la pag.89, se presentanllos resultados de procesar
la curva # 3 introduciendo un cambio: a partir de la
muestra #41 sé guma un valor constante, comn lo cual se
introducen componentes de alta frecuencia; a consecuen
cia de lo éual, en el Espectro de Potencia también apa
recen componentes de alta frecuencia. En el Espectro

de Fase también se producen variaciones,
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A continuacidn y como dltima parte de la aplicacién,sé
traté de recuperar la curva original a partir de los
48, 32, 24 y 16 coeficientes mas altos de la Transfor
mada R4pida de Fourier Directa; para lo cual se utili
za la subrutina SELECT, Como se puede apreciar en los
resultados, los valores obtenidos al aplicar la Trans
formada Rapida de Fourier Inversa, son siempre complg-
jos, de tal manera que con la Pransformada Rapida de
Fourier es posible recuperar la curva original a par-
tir de las partes reales de la Transformada Inversa,
Luego se hizo dibujar la curva original, con cada una
de las curvas reconstituidas con las rartes reales de
la Transformada Inversa y con los 48, 32, 24 y 16 coe
ficientes, a partir de los cuales se pueds observar
gue mientras mencs sean los coeficientes con los cua-
les se trate de recuperar la curva original, la curva
reconstituida menos se parece a la curva original,
A partir de la pag. 102, se presentan los resuitados
ohtenidos por gl Ing. Gualberto Hidalgo en su Tesis de
Grado, en la cual se procesé la misma curva, pero con
la ayuda de la Transformada de Hadamard; se tratd de
recuperar la curva original a partir de los:.48, 32 ,
24 v 16 coeficientes méds altos de la Transformada de
Hadamard Directa. De las curvas obtenidas, se puede
observar que practicamente se obtiene el mismo resul

tado con las dos transformadas, con la ventaja de que
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con la Transiformada de Hadamard se realizan menos ope
raciones y ademds que se trabaja solo con nlmeros rea

les,
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