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RESUMEN

Desde un punto de vista sistémico, las aplicaciones tecnolégicas, industriales y
financieras en la actualidad requieren modelos matematicos eficientes y eficaces
para realizar predicciones acertadas acerca del comportamiento de los sistemas
involucrados en cada uno de ellos, mas aun la industria de la robdtica enfocada a
facilitar la vida de los humanos. Es por ello que el presente proyecto de titulacion
se enfoca al desarrollo de metodologias para la modelacion identificacion y
simulacion de diversos prototipos a manera de tutorial, con lo que se busca
difundir los diferentes métodos empleados para obtener modelos adecuados que
permitan disminuir costos en la elaboracién de prototipos reales y visualizar el
comportamiento de los sistemas en lazo abierto, esto es sin accion del control

realimentado.

Desde el enfoque de los sistemas de control el objetivo de la modelacion es hallar
el modelo analitico de un sistema, el mismo que permite disefiar un controlador
adecuado para cerrar el lazo e implementar un correcto funcionamiento dinamico

del sistema, lo que ahorra recursos y permite mejorar la calidad de los sistemas.

Los programas necesarios para la simulacion de los modelos matematicos son
implementados en Matlab y Simulink, lo que permite crear un entorno interactivo
con las diversas aplicaciones que ofrece este software, ademas de mostrar los
resultados en lazo abierto de los modelos mateméticos sometidos a simulacion,
ya sea por medio de sus ecuaciones diferenciales, funcion de transferencia, o

variables de estado.

Finalmente, una vez estudiados los diferentes métodos de modelacion, simulacion
e identificacion, se encuentra los modelos matematicos de sistemas complejos
como un helicéptero, robot omnidireccional, brazo robético tipo RR, considerando

momentos de inercia y reactor quimico de agitacién continua.



Vi

PRESENTACION

El presente proyecto de titulacion aborda las diferentes metodologias de
modelacién, identificacion y simulacion de sistemas sencillos y complejos,

presentados en la robética, procesos industriales y servomecanismos.

En el capitulo 1, se presentan los conceptos fundamentales de modelacion,
simulacién e identificacidbn, necesarios para comprender el desarrollo del
proyecto, asi como ciertos parametros que debe tener la estructura general del

sistema a modelarse.

En el capitulo 2, se desarrollan las metodologias para modelacion e identificacion,
planteando ejemplos con un grado de complejidad medio para explicar paso a
paso, a manera de tutorial, la estructura y los equivalentes de cada componente
mecanico, fisico y de procesos que se debe llevar a cabo para conseguir variables

de estado, ecuaciones diferenciales y funciones de transferencia.

En el capitulo 3, se presentan modelos matematicos complejos por medio de
metodologias avanzadas de modelacion como Euler-Lagrange (método
variacional), Newton-Euler y el uso de matrices homogéneas que permiten
simplificar el modelado de los sistemas mediante transformaciones de rotacion y
traslacion necesarios para representar sistemas complejos. Se obtienen modelos
no lineales, los mismos que son linealizados en un punto de operacion estratégico

de acuerdo a las condiciones iniciales del sistema.

En el capitulo 4 se realiza la programacion y simulacion de 4 sistemas complejos
por medio de Matlab y Simulink, cada sistema contiene la descripcion del
algoritmo implementado asi como la respuesta de cada uno a sefiales de entrada

paso y sinusoidales

En el capitulo 5, se presenta las conclusiones y recomendaciones obtenidas en el

desarrollo del proyecto de titulacién.
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CAPITULO 1

MODELACION, SIMULACION E IDENTIFICACION

1.1. MODELACION

Es un procedimiento mediante el cual se obtiene un modelo analitico o
matematico de la planta utilizando el conocimiento de la estructura, componentes

de dicha planta y principios de ciencias naturales o principios de ingenieria. [1]

Para obtener el modelo adecuado de un sistema se deben seleccionar las
variables que intervienen, las condiciones de operacion y los parametros

involucrados para llegar a un modelo del comportamiento dinamico.

Se distingue 3 métodos de modelacion dependiendo de la complejidad:
1.1.1. METODO DIRECTO

En el método directo en la modelacion se plantean las ecuaciones dinamicas y
constitutivas de los componentes, ademas de las restricciones de interconexion al
fluo y el esfuerzo, obteniéndose un modelo a ecuaciones diferenciales.
Reescribiendo dichas ecuaciones, utilizando variables de estado se llega a un

modelo a variables de estado.
1.1.2. METODO DE REDES

El método de redes utliza la teoria de redes eléctricas para sistemas no
eléctricos, mediante un diagrama equivalente de red aplicando las ecuaciones
matriciales de nodo en el dominio de “s”, para llegar a un modelo en funcién de

transferencia.
1.1.3. METODO VARIACIONAL

Este método utiliza energias y sirve para sistemas no lineales que no pueden ser
representados en un diagrama de red, evitando las restricciones de interconexion

y aplicando una férmula basada en el calculo del Lagrangiano.



1.2. SIMULACION

La simulacién es la técnica de desarrollo y ejecucién del modelo de un sistema

real para estudiar su conducta sin irrumpir en el entorno del mismo. [2]

Esta técnica se aplica para la emulacion de la operacion de un proceso o sistema
del mundo real. Una vez construido el modelo, se ensayan diferentes condiciones
con el fin de analizar el comportamiento dinamico. Los resultados obtenidos
orientan sobre el comportamiento real para posteriores aplicaciones de control.

En la simulacién se construye un modelo del sistema de interés, generalmente se
usa el computador para imitar el comportamiento del sistema, cuando éste se

somete a distintas condiciones de operacion.

El por qué se utliza ésta simulaciébn radica en la solucion a problemas
matematicos de sistemas para los cuales no se conoce solucién analitica, o en
procesos matematicos en los que la resolucidon resulta compleja al momento de
realizarla sin ayudas computacionales. La simulacion permite hallar soluciones a
problemas en los que la experimentacion es costosa y permite la investigacion de
posibles estrategias de control, ademas de ofrecer una réplica mas realista de un

sistema.

Para la ejecucién de una adecuada simulacién es necesario recurrir a un software
apropiado, considerando el tipo de sistema, las variables a intervenir y el tipo de

respuesta que se desea obtener.

1.3. IDENTIFICACION

La identificacién de sistemas es un campo de la modelacion matematica a partir
de datos experimentales que refleja la dinAmica de la planta. Se trata de
determinar un modelo matematico a partir de un grupo de datos experimentales
de entrada y de salida sin necesidad de conocer las leyes internas que gobiernan

el comportamiento del sistema. [3]



El problema principal en la identificacion de sistemas es determinar un modelo
con la estructura adecuada, dentro de la cual se pueda encontrar un buen
modelo. El ajuste de un modelo, dentro de una estructura determinada, es en la
mayoria de los casos, un problema menor. Una regla basica en estimaciones “no
es estimar lo que ya se sabe”. En otras palabras, se debe tener conocimiento y
comprension fisica sobre el sistema, antes de la seleccion de la estructura del

modelo.

ENTRADAS PROCESO SALIDAS

ALGORITMO DE -
IDENTIFICACION

MODELO MATEMATICO

Figura 1.1 Identificacion de un sistema

En términos generales, el proceso de identificacion comprende los siguientes

pasos [4]:

1. Obtencion de datos de entrada - salida. Para ello se debe excitar el sistema
mediante la aplicacion de una sefial de entrada y registrar la evolucion de sus
entradas y salidas durante un intervalo de tiempo.

2. Tratamiento previo de los datos registrados. Los datos registrados estan
generalmente acompafados de ruidos indeseados u otro tipo de
imperfecciones que puede ser necesario corregir antes de iniciar la
identificacion del modelo. Se trata, por tanto, de ‘preparar’ los datos para
facilitar y mejorar el proceso de identificacion.

3. Eleccién de la estructura del modelo. Si el modelo que se desea obtener es un
modelo paramétrico, el primer paso es determinar la estructura deseada para
dicho modelo. Este punto se facilita en gran medida si se tiene un cierto

conocimiento sobre las leyes fisicas que rigen el proceso



4. Obtencion de los parametros del modelo. A continuacion se procede a la
estimacion de los parametros de la estructura que mejor ajustan la respuesta
del modelo a los datos de entrada-salida obtenidos experimentalmente.

5. Validacién del modelo. El ultimo paso consiste en determinar si el modelo
obtenido satisface el grado de exactitud requerido para la aplicacién en
cuestiéon. Si se llega a la conclusion de que el modelo no es valido, se deben

revisar los siguientes aspectos como posibles causas:

a) El conjunto de datos de entrada-salida no proporciona suficiente

informacion sobre la dinamica del sistema.

b) La estructura escogida no es capaz de proporcionar una buena descripcion

del modelo.
c) El criterio de ajuste de parametros seleccionado no es el mas adecuado.

Dependiendo de la posible causa, debera repetirse el proceso de identificacion
desde el punto correspondiente. Por tanto, el proceso de identificacion es un

proceso iterativo, cuyos pasos pueden observarse en la Figura 1.2.

Experimento de
registro de
datos

Tratamiento de

los datos -
Eleccion dela i

estructura del
modelo

Eleccidn del
Datos criterio de ajuste le
de parametros

| ‘, |

Calculo del modelo

k4

Validacidn del
modelo

1..

>
Modelo no valido: revisar

Modelo valido: usarl

Figura 1.2 Proceso de identificacion



1.4. METODOS DE IDENTIFICACION

Existen diversos meétodos de identificacion, que pueden clasificarse segun
distintos criterios:
» Dependiendo del tipo de modelo obtenido:

1. Métodos no paramétricos, que permiten obtener modelos no paramétricos
del sistema bajo estudio. Algunos de estos métodos son: analisis de la
respuesta transitoria, analisis de la respuesta en frecuencia, analisis de la
correlacion, andlisis espectral, analisis de Fourier, etc.

2. Meétodos paramétricos, que permiten obtener modelos paramétricos. Estos
métodos requieren la eleccidon de una posible estructura del modelo, de un
criterio de ajuste de parametros, y por ultimo de la estimacion de los

parametros que mejor ajustan el modelo a los datos experimentales.

* Dependiendo de la aplicacion:

1. Métodos de identificacion off-line (a posteriori), utilizados en aquellas
aplicaciones en que no se requiera un ajuste continuado del modelo. En
estos casos, se realiza la identificacidon previa de la planta, considerandose
que la validez de los parametros obtenidos no se vera alterada con el paso
del tiempo.

2. Métodos de identificacion on-line (identificacion recursiva), en los que los
parametros se van actualizando continuamente a partir de los nuevos datos
de entrada-salida obtenidos durante la evolucion del proceso. Estos

meétodos son muy utilizados en sistemas de control adaptativo.

Dependiendo del criterio de ajuste de los parametros. Existen diversos métodos
matematicos para ajustar los parametros de una estructura a un conjunto de datos
de entrada-salida. Algunos de los mas utilizados en el campo de la identificacion

son el método de minimos cuadrados y el método de maximo verosimilitud.



1.4.1. IDENTIFICACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

Para la identificacion en el dominio del tiempo se recurre a la curva de reaccion,

se aplica la dominancia de polos y se aproxima a la expresion general

y(t) =k, + ke + ket + y se considera el valor de k, estable en cada

regresion realizada, para calcular k;,7,,k,,7,,k;,7,, etc.

Mediante esta técnica de identificacion se pretende obtener la respuesta al
escaldn. Para ello, debe registrarse la evolucion temporal de la salida del sistema

tras la aplicacién de una sefial escalén.
1.4.2. IDENTIFICACION EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA

Al realizar identificacion en el dominio de la frecuencia se consideran los datos
obtenidos del sistema tanto de magnitud como de angulo de la funcién G(jw),
cabe recalcar que generalmente se utiliza la amplitud como dato para la

realizacion de la identificacion. Si se trata de calcular el retardo entonces se
trabaja con la informacion de la fase.

1.4.3. MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS

Se deduce la Ecuacién general del método de los minimos cuadrados de acuerdo

a N mediciones, valores verdaderos y valores identificados.

Para una deduccion adecuada de la identificacion por minimos cuadrados
ordinarios se plantea identificacion paramétrica discreta, en la que se distingue

modelos tipo AR y MA.
Modelo AR: autoregressive model

El modelo autorregresivo utiliza estadistica y procesamiento de sefal, éste
consiste en realizar una representacion de un proceso aleatorio, tomando como
referencia las variables de tiempo que describen procesos en la naturaleza,

economia, etc.

y(K) + YK =1) + oo, +y(k-n) = hu(k -1) (1.1)



Modelo MA: moving average

Este tipo de modelo se utiliza en estadistica para hallar una media continua con
un tipo de filtro de respuesta de impulso finito, y con ello se analiza un conjunto de

datos mediante la creacion de una serie de medias de diferentes subconjuntos.
y(k) = Qu(k -2 +......... bu(k-n) (1.2)
Modelo ARMA

En éste tipo de modelo se combina los modelos tipo AR y MA con lo que se

obtiene:

WK) + ayk -0+ a YKk =2).......cn.. +a y(k—n) = huk -1 + bu(k—2) +......juk —n)
y(K) =—ayk=D).......—a, yk-n)+ huk -1 +......juk -n) (1.3)

Derivacion MATRICIAL de la expresion de los estimad ~ ores MCO

Se plantea el desarrollo de los estimadores utilizando algebra matricial, a través

de un vector de residuos gk) y una matriz de informacion x(k) .

y(k) = X(k)&(k) + e(k)
Y(N) = X(N) +¢(N)

—a
T,

o(k) = 6(k) = Vector de parametros

b,

y(k) = x(k) [8(k) - Ecuacion ARMA



X(k)=[y(k=D—...y(k—n) uk-1........ u(k —n)]j

Valores  anteriores de salida y entrada

]
Se quiere estimar 8(k) vector de parametros desconocidos a identificar.

O
Error de estimacion: gk) =8(k) —6(k) no se conoce el error.

Se utiliza el error de la Ecuacion:

y(k) = x(k) E’E(k) =¢gk)=error de ecuacion

J(N) =Funcion de costo (indice de desempefio)
N
J(N) :Zez(k) =e’(k)+e’(k+D+...e*(N)=E"(N)E(N)
k=n
ERRORES:

&n) = y(n) - x(n) BB(n)
gn+l) =y(n+) - x(n+l) D’E(n +1)
&(N) = y(N) - x(N) (B(N)

Donde y(k) representa la primera medicion de salida del sistema que se requiere

identificar y y(N)la enésima medicion del sistema.

V() ]
y(n+1)
Y(N) = . _ Vector de salida (mediciones)

L Y(N) |

F X ]
x(n+1)

X(N) = > Matriz de informacion

L X(N) |



o)
en+1)

E(N)= Vector de error

e(N) |

En forma vectorial

E(N) = Y(N) - X(N).6(N) (L.4)

vz

ut) PLANTA

A/D A/D

7 I
u{k) MK

Figura 1.3 Representacion de un sistema entrada salida

Para minimizar el error:

J(N)=E"(N)*E(N)

J(N) =€} +ep )+ e
N
J(N)=>¢& Y-XO=E

J(N)=(Y - X8)"* (Y - X6)

De acuerdo a la expresiéon anterior se aplica la propiedad distributiva y se obtiene

la expresion 1.4
JIN)=YTY-YTX-6"XTY+8"X"XO (1.4)

Los productos matriciales YT X8 y 8" X"Y son en realidad el mismo e igules a un

escalar: puesto que efectivamente la primera expresion es la transpuesta de la
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segunda y dado que el orden de cada una de ellas es de (1x1), es decir, un

escalar, se visualiza dos expresiones equivalentes del mismo namero (escalar).

Se escribe Y' X8+ 68" XY como 2Y' X8

Para resolver la minimizaciéon se recurre al concepto de derivada parcial, por
cuanto en el caso de las matrices, se debe recordar la propiedad de matrices para

la cual cualquier par de matrices Ay B se cumple que:

N
O\A BA =2BA=2A"B

0A
Se minimiza J

33 _,_ (Y'Y -26"XTY +6"XTX0)
06 26
0=0-2XTY +2X7X6
=[x x]" X"y

Generalizando la expresion anterior para un orden n-ésimo se obtiene (1.5)

AIN) =[XT(N) * X(N)] % XT (N)Y(N) (L.5)

X (N)= Matriz formada por la salida del sistema y la entrada del mismo.
Y(N) =Matriz formada con los valores de salida del sistema.

1.4.4. MINIMOS CUADRADOS RECURSIVOS

En el método recursivo el vector de parametros 6, se calcula a partir de los

resultados obtenidos en el instante anterior (N-1) y de los datos de entrada y

salida actuales (instante N). El sistema puede ser descrito por una Ecuacion

diferencial lineal.
yK) =—ayk-D)-ayk—-2...-gyk-n)+Quk-d-)+huk-d-2)+..huk-d-n)+gk) (1.6)
Se puede describir en forma vectorial:

(k) =¢" (k)6 + k) 1.7)
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Al relacionar la Ecuacion (1.6) y (1.7) se obtiene

8" () =[~Yk-D = K-2)....— Yk —r) + Uk =d -1 + Uk =d = 2)... + u(k —=d )] (1.8)
6=[a a...a b b..Dbl

Al aplicar expresiones como la (1.7) y (1.8) se llega al resultado de la matriz de

covarianza necesario para la validacion del modelo. [5]

El proceso para la identificacion selecciona varios pardmetros de acuerdo a

lineamientos del proceso, los cuales se presentan a continuacion:

1. Seleccionar 8(k) =[¢]" y P(k) =al
2. Conformar el vector: ¢' (k+1)
3. Calcular L(k+1)
4. Obtener los nuevos valores de y(k+1) y de u(k+1)
5. Calcular el error de estimacion:

gk+D) = yk+D-¢" (k+1)E(K)
6. Calcular los nuevos parametros estimados :

O(k+1) =6(k)+L(k+Dek+1)

7. Actualizar la matriz de covarianza:
P(k+1) = Al[l —L(k+Dg" (k +1)]P(K)

8. Actualizar el vector de medidas: ¢(k +2)

©

Hacer k =k +1 y retornar al paso 3

De forma general la matriz de covarianza se representa de la siguiente forma:
PN +1) =[XT(N+1) * X(N+D)]"

Para evitar la inversion de matrices se implementa el siguiente algoritmo:

z(k +1) =L(K +D) *E(k +2)

E(k+D)=Y(k+1)-X(k+1) g?(k)
L(k+1) = P()X" (k + DL+ X (k +)P(K) X" (k +D)] "



Pk +1) =[I - L(k +1) X (k +D)]P(K) (1.9)

L(k +1)=vector de ganancias

E(k +1) = error de prediccion

]
6(k +1) =valor anterior

Y (k +1) = nueva medicién

12
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CAPITULO 2

DESARROLLO DE METODOLOGIAS PARA
MODELACION E IDENTIFICACION

Un modelo es una representacion simplificada de un sistema que permite
responder interrogantes sobre este ultimo sin recurrir a la experimentacion sobre

dicho sistema.

2.1. METODO DIRECTO

La modelacion por medio del método directo permite seleccionar las variables
que intervienen en un sistema, sea éste fisico, eléctrico, mecéanico de fluidos, etc.
El método directo permite visualizar el sentido de las fuerzas mediante fisica

aplicada con leyes de Newton, éstas son:

1. Ningun cuerpo abandona su estado de reposo o movimiento uniforme a

menos que una fuerza externa actle sobre él y lo cambie de estado.

2. Al aplicar una fuerza a un cuerpo, éste se acelera. La aceleracion se
produce en la misma direccion que la fuerza aplicada y es inversamente

proporcional a la masa del cuerpo que se mueve.

3. A toda accion se opone una reaccion, de la misma magnitud y sentido

contrario.

La ley fundamental de la dinamica lo constituye la sumatoria de fuerzas para
obtener un producto masa por aceleracion, y las ecuaciones diferenciales
obtenidas a partir de la sumatoria de fuerzas correspondiente a cada cuerpo, en
ocasiones se desprecie ciertos parametros para la obtencidon de modelos no
complejos y lineales, lo que facilita la representacion de los sistemas en variables

de estado.
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2.1.1. MODELO 1: SISTEMA MECANICO CON UNA MASA

= V- W

T
o kl
Yy E |
// fi‘ul% m
A3 !
B

Figura 2.1 Sistema mecéanico

Se plantea el sistema de la Figura 2.1 para su analisis mediante el método

directo, para lo cual se tiene varios pasos para la obtencion de sus ecuaciones

diferenciales y variables de estado.

1. Plantear el diagrama de cuerpo libre, considerando las fuerzas que actdan

sobre éste.

Ju :

Joit ——
fm;  m—

M1

2. Aplicar la segunda ley de Newton, en la que interviene la sumatoria de las

fuerzas que actuan sobre el cuerpo; en el sistema actuan 4 fuerzas que

son representadas de acuerdo al sentido de la masa 1.

f..= fuerza producida por el resorte

fg, = fuerza producida por el amortiguador

f.,= fuerza de reaccion producida por la fuerza de accion f

f =fuerza de accion
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3. Plantear la sumatoria de fuerzas de acuerdo al diagrama de cuerpo libre
> f=0

fml+ fB1+ fk:L: f

fo =M@, =mvi=my,

fBl = Blvl = Bl yl
fo = kY

my,+By,+ky=f (2.1)

4. Plantear las variables de estado de acuerdo a la entrada y salida aplicada

al sistema, en éste caso la entrada del sistema es la fuerza de accion f y

las variables de salida son el desplazamiento y la velocidad.

Vi X, Y=W
5. Se describe cada una de las variables para obtener las matrices
correspondientes a las variables de estado.

v, =velocidad de la masa 1 y equivalente a la primera derivada del

desplazamiento e igual a ay

dt

Yy, = X, = desplazamiento realizado por la masa 1

Vv, =X, = X1 = velocidad de la masa 1

6. Reemplazar las variables de estado en la Ecuacién 2.1 para obtener la

matriz de estados.

my,+B y+ky = f

m5<2+ BX, + kX =u
ky B,

: 1
Xz = —— X —— X, +—U
T om Tt m T m
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La Ecuacién 2.2 representa la matriz de variables de estado donde se tiene A, B,
CyD.

0 1
A=|_k _ B, |= Matriz de estados
m, m
0
B=| 1 | = Matriz de entrada
m

C=( 0)= Matriz de salida

D =0=Matriz de transmision directa o matriz cero

2.1.2. MODELO 2: SISTEMA MECANICO CON DOS MASAS

Este sistema presenta dos masas unidas mediante resortes y un amortiguador.

B 2
y % .
I
v —>» f
kl - ) 1 A 7 11} 12
10— — o0
227 T Yy

v=0

Figura 2.2 Sistema mecénico

Al considerar la utilizacion del método directo para la modelacion de cualquier tipo
de sistema cabe recalcar que no sélo se deben plantear ecuaciones basicas de
ingenieria sino también considerar los parametros que intervienen, las mediciones
necesarias para determinar dichos pardmetros y su posterior calibracion y
validacion.
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Analizando el modelo y las fuerzas que intervienen en el sistema, se sugiere los
siguientes pasos para la solucién directa de un sistema mecanico compuesto por

un sistema masa-resorte-amortiguador.

Primero plantear diagramas de cuerpo libre para cada masa del sistema de
acuerdo a leyes fisicas y despreciar el rozamiento de las llantas con respecto al

pavimento.

Se desprecia el rozamiento en las llantas para obtener condiciones ideales y
reducir el grado de complejidad de las ecuaciones diferenciales, puesto que la
fuerza de rozamiento se relaciona con la fuerza normal producida por el contacto
de un cuerpo con el sitio de referencia, en éste caso el piso, y opuesta al sentido

de la fuerza producida por el peso de la masa.

Segundo, al considerar las fuerzas que actuan sobre el sistema y por las cuales
existe reaccidon en el mismo, el sentido de las fuerzas debe ser colocado
adecuadamente sobre el diagrama del sistema para posteriormente trasladarlo a

los diagramas de cuerpo libre correspondientes a cada cuerpo del sistema.

Como tercer paso es indispensable plantear el o los diagramas de cuerpo libre
observando las fuerzas de accién y reaccion incidentes en cada cuerpo del

sistema.

El diagrama de cuerpo libre se lo obtiene graficando las fuerzas actuantes y de
reaccion a causa de las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo, tal es el caso del

cuerpo 2, se aplica una fuerza f para mover el sistema a la derecha de su

posicion de reposo, al realizar ésta maniobra el cuerpo 2 produce una fuerza de

oposicion al movimiento inicial f_,, el resorte y el amortiguador tratan de volver a

m2?
su punto de equilibrio o reposo con fuerzas que se oponen al sentido de la fuerza

de accion.
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2.1.3. TUTORIAL 1: MODELO A VARIABLES DE ESTADO DE UN SIST EMA
MECANICO UTILIZANDO EL METODO DIRECTO

Los modelos 1 y 2 presentados como introduccién a la modelacion por medio del
meétodo directo dan un indicio de los pasos que se deben seguir para obtener
ecuaciones diferenciales adecuadas, para lo cual se detalla paso a paso la

solucion de sistemas mecanicos a través del método directo o de fuerzas.

1. Analizar las variables a intervenir sean éstas mecanicas, eléctricas de fluidos,
entre otras; para el caso planteado en la Figura 2.2, observando los diagramas

de cuerpo libre se puede obtener las ecuaciones del sistema.

i m— fol "
J m e————————— m 2 —_— f £ m 1
f:_-;:b -v.lE

Figura 2. 3 Diagrama de cuerpo

2. Realizar la sumatoria de fuerzas para cada cuerpo, segun la direccion de cada
una de las fuerzas que intervienen en el sistema, de tal forma que se planteen
adecuadamente el sentido de las acciones ejecutadas en cada una de las
masas.

= Ecuacion para la masa 2, interviene el amortiguador B,, con la
fuerza ejercida en oposicion al movimiento generado por la

fuerza f, la fuerza de reaccion f, y la fuerza generada por
accion de lamasa 1y 2 en el resorte k, =k,

fo, +f,+f,=f

fre =M, ¥,

fo, =BV,

fraz =Ko (Y2 = Y1)

La diferencia de desplazamientos (y,—Y,) siempre inicia por el lado de la

excitacion propiciada por la fuerza externa.
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m,y,+B,y,+ k12(y2 - Y1) = f (2.3)

La expresion 2.3 representa una Ecuacion diferencial de segundo orden

asociada al primer cuerpo del sistema masa resorte denotada por m,.

= Ecuacion para la masa 1, en ésta interviene un resorte con

referencia a la pared k;, y un resorte sujeto a la masa 2 a través
del cual el impulso propiciado por la fuerza f trata de llevar m

en direccion opuesta al movimiento de K.

3. De acuerdo a la Figura 2.3 relacionada con el diagrama de cuerpo libre y las

fuerzas que intervienen en la masa 1 son f,,, por accion del resorte k,, f,,

fuerza producida por el resorte k, la misma que se encuentra en sentido

contrario a la fuerza aplicada f y f,, como fuerza de reaccion a causa de f .

foo + e = firo
fra =MLYy

fo=ky,
fk12 = k12(y2 - yl)

my, + Ky, =K, (Y, = Vi) (2.4)

La expresion 2.4 representa la segunda Ecuacion diferencial del sistema, la

cual pertenece a la masa2.

4. A partir de las ecuaciones 2.3 y 2.4 se obtiene las variables de estado del
sistema, se identifica las variables de entrada y salida para construir la matriz

de estados.
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Y1 X

vV, X u=f
X = 1 — 2

Y, X3 Y=¥

A X,

Identificar las variables de salida del sistema, generalmente éstas son la
reaccion ocasionada al aplicar una fuerza externa al sistema que hace cambiar

de su estado de reposo a movimiento.

Y
y B {
Y>
Reemplazar las variables generalizadas en las ecuaciones diferenciales por
variables relacionadas con la matriz planteada en el punto 4.

Trasladar las ecuaciones diferenciales 2.3 y 2.4 con variables especificas
obtenidas en el punto 6 para hallas sus variables de estado.

my,+ Bz Y, klz(yz - yl): f

M, Xa+ B,X, + KX, — kX = f

1. k,. k B
Xg =— f +22x -2 X, ——2X
mom m > om

my,+ k1Y1 = k12(y2 - y1)

My Xa+ KX = KipXg =KX

=_larke), LK
m m

2

8. Observar las expresiones obtenidas en el punto 6 y 7 y reemplazar las

variables de estado x;, Xz Xs,Xa pOr Sus respectivos equivalentes,

considerando el orden de cada variable y obtener la matriz de variables de

estado.
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0 1 0 O 0
2| gl org 1*)(2*0f y=(1OOOJXZ (2.5)
X, 001 0)x
Sk gk B .
X, m, m m) M ’

La matriz de estados presenta varias ventajas, por lo que es indispensable el
hallazgo de dicha expresion para un andlisis minucioso del comportamiento de los

sistemas.

Se aplica a sistemas lineales y no lineales.
Permite analizar sistemas de mas de una entrada o0 mas de una salida.
Pueden ser sistemas variantes o invariantes en el tiempo.

Las condiciones iniciales pueden ser diferentes de cero

o O O O o

Proporciona informacion de lo que pasa dentro del sistema.

Con la representacion en el Espacio de Estado o Variables de Estado se conoce y
controla la dindmica interna de un sistema y su respuesta. Las variables de
estado en conjunto son capaces de determinar las condiciones dinamicas del

sistema para la variable independiente, siendo éste el tiempo.

La representacion en espacio de estado puede ser derivada desde las ecuaciones

diferenciales que representan a un sistema.
2.2. METODO DE REDES

El método de redes o red generalizada esta formado por la interconexion de
elementos y fuentes generalizadas, que representan a las diferentes clases de
elementos fisicos, y las variables que intervienen en ella permiten la obtencion de

cantidades que describen el comportamiento dinamico de los mismos.

Ademas permite obtener un equivalente circuital de sistemas complejos. El
diagrama de red evita dibujar el diagrama de cuerpo libre y permite plantear
directamente las ecuaciones y reducir el grado de dificultad para identificar el

sentido de las fuerzas que actian en cada cuerpo del sistema.
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« Este método utiliza teoria de redes eléctricas y se extiende a sistemas no
eléctricos siempre y cuando se encuentre su equivalente de red
adecuadamente, lo que facilita al estudiante el estudio de sistemas
mecénicos con los cuales no se encuentre familiarizado cotidianamente.

» Utiliza ecuaciones matriciales de nodo.

* Se obtiene un modelo a funcién de transferencia (se trabaja en el dominio
de “s”).

» EI método de redes permite realizar analogias de elementos mecanicos

ideales con elementos eléctricos para facilitar la construcciéon del circuito.
Los elementos que presentan su equivalente eléctrico son:

* La masa de un cuerpo es reemplazado por un capacitor, ya que la masa
almacena energia cinética en funcion de su velocidad y el capacitor es un

dispositivo que almacena energia eléctrica.

e Un resorte deforma cantidades constantes y estacionarias cuando se carga
con fuerzas constantes y por definicion un resorte puro no tiene masa, las
fuerzas que actian en sus extremos deben estar balanceadas en los
sistemas que interactian con éste tipo de elementos por lo que éste
elemento se compara con un inductor ya que éste elemento depende de la
variacion de la corriente para actuar y de esta forma almacena energia en

forma continua.

e Un amortiguador no tiene masa o0 efectos de resorte, representa
Gnicamente, los efectos de la resistencia a razon de la deformacion.
Cuando un amortiguador sufre extensiéon o compresion a causa de fuerzas
iguales y opuestas aplicadas a sus extremos se realiza un trabajo que se
disipa en forma de energia, por lo que su simil es la resistencia que disipa

la energia almacenada en forma de calor.

Un equivalente eléctrico a partir de un sistema mecéanico requiere de puntos de
referencia para su transformacién y conexién adecuada por lo es necesario

identificar si las variables son transvariables o pervariables.



Transvariable: son aquellas variables que requieren dos puntos para medirse y se

obtienen a través de resistores, inductores o capacitores.

Pervariables: son aquellas variables que se propagan por los elementos y para

cuya medicion se requiere solamente un punto.

Tabla 1.1 Analogias mecanicas y eléctricas

Elemento mecanico Elemento eléctrico Representacion
Simbolo Cantidad Simbolo Cantidad
f Fuerza f Fuente de fdy
corriente
M Masa C Capacitor i
-
B Amortiguador R Resistencia AN
K Resorte L Inductor )

Se analiza la Tabla 1.1 considerando que los elementos mecanicos, de fluidos y
otros tienen equivalente eléctrico para facilitar la resolucion de los problemas que

se presenten en torno a la modelacion de los sistemas.

2.2.1. TUTORIAL 2: MODELO A VARIABLES DE ESTADO DE UN SIST EMA
MECANICO Y FUNCION DE TRANSFERENCIA POR EL METODO D E

REDES
o

% kl ‘f — Vi, W
ey E,.-"J

o fm% m, f
By

L ‘—g

TS TS
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El sistema mecénico presentado en la Figura 2.1 sera transformado a un sistema
eléctrico a través de sus equivalentes respetivos de acuerdo a la Tabla 1.1.

1. Observar los elementos que componen el sistema y realizar un cuadro
comparativo para facilitar la trasformacion de los elementos mecéanicos a
eléctricos, en éste caso el sistema estd compuesto por un resorte un
amortiguador y una masa sostenida a través de éstos elementos a un
sistema de referencia que es la pared y el piso a los que se encuentra

sujeto los elementos antes mencionados.

2. Las caracteristicas de los elementos mecanicos transformados a eléctricos

se deducen a patrtir de la siguiente comparacion :

e = esfuerza=v =velocidad
f = fuerza= flujo =i

Entrada=f =u
Salida=y = posicién

Fuerza producida por un amortiguador f; = Bv se despeja 1/B

v_1 =e8fui?] es equivalente a \I/_: R

f B flujo
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Tabla 1.2 Analogia mecanicas y eléctrica Figura 2.1

Elemento mecéanico | Elemento eléctrico | Caracteristica | Equivalente
Laplace
Simbolo | Cantidad Simbolo | Cantidad
f Fuerza f Fuente de f F(s)
corriente
ml Masa C Capacitor c=m ms
B1 Amortiguador R Resistencia 1
R=— B
B
K1 Resorte L Inductor L= 1 kl
K 5

Se inicia la construccion del circuito equivalente por la masa principal del
sistema ya que ésta se transforma en un capacitor referido a tierra, se
considera cada masa o0 punto con velocidad un nodo para el circuito, en
este caso se presenta uUnicamente un nodo al que se conecta los
elementos presentes en el sistema.

Se recomienda colocar en orden de aparicion los elementos en el circuito
tomando como referencia el capacitor referido a tierra, la bobina debera
colocarse al lado izquierdo de ésta y el resistor al lado derecho del
capacitor.

La fuerza externa aplicada al sistema actia como una fuente de corriente
colocada en el mismo sentido al que se aplica la fuerza, en éste caso en
forma ascendente, lo que permite construir el diagrama equivalente de red.
Colocar el sentido de las corrientes de acuerdo a conocimientos béasicos de
circuitos eléctricos, se conserva el nombre colocado en el sistema

mecanico para no confundir la nomenclatura utilizada.
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fki fB1

k1/s B1 @ f

Figura 2. 4 Diagrama de red en el dominio de “s”

7. La Figura 2.4 representa el sistema equivalente de red con referencia
inercial y sentido de corrientes colocadas adecuadamente para observar el
sentido de las mismas y construir la o las ecuaciones respectivas de cada
sistema.

8. Aplicar ley de mallas y nodos para obtener las ecuaciones requeridas.

futfatfy=1 (2.6)

9. Plantear las variables de estado de acuerdo a la entrada y salida aplicada

al sistema, en éste caso la entrada del sistema es la fuerza de accion f y

las variables de salida son el desplazamiento y la velocidad.

Vi X, Y=V
10.Se describe cada una de las variables para obtener las matrices
correspondientes a las variables de estado.

v, =velocidad de la masa 1 y equivalente a la primera derivada del

desplazamiento e igual a %

dt

Yy, = X, = desplazamiento realizado por la masa 1

Vv, =X, = x.= velocidad de la masa 1
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11.Reemplazar las variables de estado en la Ecuacion 2.6 para obtener la
matriz de estados.
m Yy, + Byt ky, = f
m X2+ BX, +kx =u

B, .1

;(zz—ﬁxl— , +—U
m, m, m

La Ecuacidn 2.7 representa la matriz de variables de estado donde se tiene A, B,
CyD.

0 1
A=|_k _ B, |= Matriz de estados
m, m
0
B=| 1 | = Matriz de entrada
m

C=( 0)= Matriz de salida
D =0=Matriz de transmision directa o matriz cero

12.0Obtener la funcion de transferencia del sistema para lo cual se aplica

ecuaciones matriciales de nodo.
[YI*[V.I=[1] (28
13.La Ecuacion 2.8 representa las admitancias presentes en el sistema por el
producto del voltaje de nodo e igual a la fuente que suministra energia al
sistema, por lo cual la Ecuacion 2.8 queda representada en la Ecuacion 2.9

a partir del grafico 2.4 en el que se muestra las caracteristicas de cada
elemento transformado a Laplace.
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[V * [V, ]=[1]

ﬁ = =

L+mls+81}vl | =f

Vi(s) _ SALIDA _ 1

F(s) ENTRADA |k
orms+a)

Vi(s) _ s

F(S) nlSZ + as+ k1 =(31(8) (210)

14.Al aplicar correctamente el equivalente de red para sistemas mecanicos de
fluidos y otros se encuentra facilmente las ecuaciones diferenciales,
variables de estado y funcion de transferencia de los sistemas planteados
sin necesidad de considerar diagramas de cuerpo libre, leyes fisicas y

sentido de las fuerzas aplicadas.

2.2.2. TUTORIAL 3: MODELO A VARIABLES DE ESTADO DE UN SIST EMA
MECANICO CON DOS MASAS Y FUNCION DE TRANSFERENCIA P OR
EL METODO DE REDES

B Y2
7 TI2 "2
L
v, —>» f
7 kl - : 1 A 7 11} 12
— 00— — 00—
Yprpgs 9/// Q //f,’/////////////////;)///(///////9’/7////////////'7/////

v=0

Los sistemas incrementan su complejidad cuanto mas elementos contenga en su
estructura y en dichos casos las consideraciones para plantear un sistema

equivalente de red debe incluir nuevas consideraciones.

1. Se considera el sistema de la Figura 2.2 para lo cual se plantea el circuito
eléctrico de acuerdo a la equivalencia de la Tabla 1.1 pero ésta vez
transformado al dominio de “s”, para la aplicacion de la Ecuacion matricial de

nodos y la ley de Kirchhoff:
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[YI*[V.I=[11  (2.11)

V2 k12fs vl

k1/s

Figura 2. 5 Diagrama de red en el dominio de “s”

2. Observar la caida de voltaje en los nodos v, y v, (v, - ;)
3. Plantear la Ecuacion del resorte k, de acuerdo a relaciones mecanicas,

considerando el desplazamiento del sistema mecanico (caida de voltaje).

fk12 = 12(y2 - Y1) (2.12)

4. Plantear las ecuaciones matriciales de nodo considerando los elementos que

actian en cada uno de éstos.

rnls+£+& _&
S S S * Vi - 0 2.13
K, K (] @B
—12 rnzs+£+Bz V2
S S

Para plantear las ecuaciones se consideran las ramas entre los nodos, en la
cual se realiza la suma de los elementos de cada nodo en la diagonal principal
y en la secundaria se colocan los elementos comunes para ambos nodos con
signo negativo, sin olvidar las fuerzas externas que intervienen en el sistema.

L . V., (s
5. Para hallar la funcién de transferencia se debe calcular % para lo cual se
S

aplica la regla de Kramer de determinantes.
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ﬁ kle*F
(ml5+ s e ()

kK k K, )’
S+—1+-12 *Ims+-212+B |-| 22
[mee g e vm

V,(s) =

Vy(s) ms® + (k + ky,)s

(2.14)
F (S) rn.’l.rnZS4 + rnlBZSs + (m2k12 + m2k1 + m1k12)sz + (leZ + klZBZ )S+ k1k12

La expresion (2.14) muestra la funcion de transferencia del sistema de la Figura
2.2, aplicando el método de redes y en el dominio de “s” lo que facilita la
obtencion de la Ecuacion diferencial del sistema, tomando la transformada inversa

de Laplace.

Con éste método se tiene mayor confiabilidad del sentido de las fuerzas en

cualquier tipo de sistema sin importar cuantas actien sobre cada cuerpo
2.2.3. TUTORIAL 3: MODELO DEL ACELEROMETRO

Se amplia el estudio del método de redes mediante la modelacion de un
acelerometro en el cual intervienen fuerzas externas e internas propias de cada

elemento.

1. Dibujar el diagrama de red del sistema de acuerdo a la referencia inercial de la
masa 1 la cual es un capacitor referido a tierra colocando el nodo v; como el
punto de conexion del amortiguador B, y del resorte k. La masa 2 se
encuentra referida a tierra ya que se encuentra conectada por medio de la

masa 1y el nodo v,.
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2. Entre el nodo v,y v, se coloca el resorte k, y el amortiguador B, transformado

a su equivalente eléctrico, una bobina y un resistor respectivamente.

my | Y1y

Figura 2. 6 Acelerbmetro

3. Al observar la Figura 2.6 y de acuerdo al numeral uno se grafica el circuito
eléctrico para obtener el sentido de las fuerzas del sistema, ya que si se
realizara una sumatoria de fuerzas para el sistema éstas resultarian complejas
al momento de colocar el sentido de cada una actuando sobre cada cuerpo y
causarian confusion.

Figura 2. 7 Diagrama de red acelerometro

4. Plantear las restricciones del sistema de acuerdo a la Figura 2.7
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fm + B, + B, + fk, + fk, = f

(2.15)
B, + fk, = fm,

5. Plantear el modelo a Ecuacion diferencial tomando como referencia (2.15)

m,v, +B,v, + kv, +k, (}rj_ - }'zj + B, (}ri _}Fz) =f (2-16)
B,(¥,—¥,)+k,(y,—y,)=m,¥, (2.17)

6. Determinar el modelo a variables de estado considerando los siguientes

parametros de entrada y salida:

Xy ¥Yi Y1
xz]= I“i ¥

X =y v2|= v, (2.18)
Xs Uy ¥,
xi = xz
x3 = :1:'4
7. Reemplazar (2.18) en (2.16) y (2.17) para obtener las
variables de estado del sistema.
X =X
);2 k1+k2X1 B, +B, 2+ﬁx3+ix4+if
m, m, m, m, m, (2.19)
X3 = X4
X, = k2 X +ixz __2X3 _ix4
m, m, m, m,
8. Formular el modelo a variables de estado
r-7 [ 0 1 0 0 | 0]
X = m, m, m, m || % + H f
); 0 0 0 1 X3 0
'3 ﬁ E —ﬁ —E X4 O
(%] | 1 m, m, m, ] -4 (2.20)
X
'vi]_[1 0 0 O] |x
1Y.] [0 0 1 0] |x
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9. Obtener el modelo a funcién de transferencia planteando el diagrama de red
en funcién de “s”, se toma como referencia la deduccién realizada en el tutorial

dos numeral dos, se aplica transformada de Laplace para impedancias.

L

Figura 2. 8 Diagrama de red acelerometro dominio “s”

10. Aplicar la Ecuacion fundamental de nodos de acuerdo a las especificaciones

de la Figura 2.8

[vi[u,]l = [1]
mis+2+B,+2+B, —(Byt+2) |wq  rE(s
A R

11.Aplicar la regla de Kramer para obtener la funcion de transferencia con la
utilizacion de (2.21).

ms+rmetein,| F

k
—(Bz+82j 0

(mls+ksl+Bl+k2+sz —(Bz+kzj

Fo(9)=

S S

k k
—(BZ+SZJ (BZ+SZ+mzsj
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8.+ JFo
F.(s)= S (2.22)

k k k k, )’
s+21+B +2+B, |*|B,+—2+m,s|—-| B, +-2

Resolver la expresion (2.22) para obtener la funcion de transferencia del sistema
general, se recomienda agrupar los términos de manera ascendente para facilitar

el entendimiento de la funcion hallada para el modelo.

F(9) (B +ks)
F(9 mms*+(mB, +m,B +mB,)s*+(mk, +mk +mk, +BB,)s’ +(kB, +k,B )s+kk,

(2.23)

La expresion obtenida (2.23) representa la funcion de transferencia del
acelerometro, siendo ésta de cuarto orden debido a las variables que intervienen
en el sistema, cabe recalcar que con la funciéon de transferencia del sistema se
puede probar la estabilidad del mismo con distintos valores de los elementos,
dependiendo de la aplicacion que se le asigne al acelerometro, asi como realizar
pruebas de cada elemento con valores minimos y maximos, mediante simulacion

lo que permite conocer el comportamiento dinamico del sistema.
2.3. METODO VARIACIONAL

Los modelos mateméaticos de los sistemas fisicos (mecanicos, eléctricos, etc.)
pueden derivarse de consideraciones de energia sin aplicarles las leyes de
Newton o Kirchhoff.

Los sistemas mecanicos presentan ecuaciones de movimiento que necesitan ser

derivadas, para lo cual se utiliza la energia potencial y cinética de los mismos.

Al derivar las ecuaciones de movimiento para un sistema mecanico complicado,
conviene hacerlo aplicando dos métodos diferentes ( uno basado en la segunda
ley de Newton y el otro considerando energias actuantes en el sistema); el
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método de Lagrange es un recurso acertado para derivar ecuaciones de ésta

clase se sistemas.

Para derivar las ecuaciones de movimiento de Lagrange, es necesario definir las
coordenadas generalizadas y el Lagrangiano, para establecer el principio de
Hamilton. [6]

Coordenadas Generalizadas

Las coordenadas generalizadas de un sistema son un conjunto de coordenadas
independientes que se necesita para describir completamente el movimiento del
sistema. El numero de coordenadas generalizadas necesario para describir el
movimiento del sistema es igual al niumero de grados de libertad que posea el

sistema.

Si un sistema requiere n coordenadas generalizadas q,,Q,,.......... ,g, necesitamos

considerar n coordenadas generalizadas como coordenadas de un sistema
coordenado n-dimensional en un espacio n-dimensional. Por lo tanto en
cualquier instante el sistema se caracteriza mediante un punto en este espacio n-

dimensional se mueve y describe una curva en el espacio.

Lagrangiano

El Lagrangiano L de un sistema se define por:

L=U"-T
U =co-energia almacenada en dispositivos con efecto capacitivo(C).
T= energia almacenada en dispositivos con efecto inductivo (L).
J= co-contenido en elementos disipativos (R).
F= fuentes de flujo

dioL —(%} Y (224



36

La Ecuacién (2.24) es conocida como Ecuacién de movimiento de Euler-
Lagrange para sistemas conservativos. Si no se disipa energia en un sistema, se
le llama conservativo. Un sistema mecanico conservativo es aquel en el cual la

energia aparece solamente como energia cinética y energia potencial.
Principio de Hamilton

El Principio de Hamilton establece que el movimiento del punto del sistema en el

espacio n-dimensional de t =t, a t =t, es tal que la integral

|=fL«Ld“0 i =12, n

o]
2.3.1. ENERGIA ALMACENADA EN DISPOSITIVOS CAPACITIVOS

Acumulacion de flujo

q=[f*de="t, q=f

g=c*e (2.25)

o

Figura 2. 9 Representacion de energia en dispositivos
capacitivos

La Figura 2.9 representa la acumulacion de energia en dispositivos capacitivos,
los mismos que exhiben una relacion de carga y voltaje dando como resultado la

capacitancia.

Una capacitancia ideal tiene una carga proporcional a la diferencia de potencial.

La expresion de acumulacioén de flujo describe en sus componentes:

q = carga del capacitor
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f = flujo del capacitor
dt = diferencial de tiempo

f, = acumulacion de flujo

La Ecuacion 2.25 representa la carga del capacitor, la misma que es proporcional

a la capacitancia y esfuerzo del elemento.

Co-energia U"= J.q* de

U”=J€ce* de
0

UD:%cez (2.26)

La expresion (2.26) representa la energia almacenada en un elemento capacitivo,
ya que acumula energia en su campo electrostatico, en el tutorial 2 se realiza la

comparacion entre los elementos fisicos y eléctricos por lo cual la energia de un

capacitor encuentra su simil con la energia cinética E, :Emvz, la velocidad se

compara con el esfuerzo € presentado en el capacitor y la masa con la

caracteristica de capacitancia c=m.
2.3.2. ENERGIA ALMACENADA EN DISPOSITIVOS INDUCTIVOS

La Figura 2.10 representa la energia almacenada en dispositivos inductivos, los
mismos que se encuentran asociados con la energia potencial de elementos

mecanicos. s

—F
di

Figura 2. 10 Energia en dispositivos inductivos
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Acumulacion de esfuerzo

e, =1 :J.e*dt A=e
A = Lf =cantidad de acople de flujo -»> f :%/1

T =energia almacenadora

f =flujo o fuerza

Energia

La expresion (2.27) se relaciona con la energia potencial de un elemento
mecanico.

1

E, ==kxX T=1p52 (2.27)
2 2

p

2.3.3. ENERGIA DISIPADA EN DISPOSITIVOS RESISTIVOS

La Figura 2.11 representa la energia almacenada en dispositivos resistivos 0
disipativos, para lo cual se realiza la comparacion entre un amortiguador como
elemento mecéanico y una resistencia como elemento eléctrico para obtener la

energia que disipa un amortiguador.

/_jﬂj =0 — CORIEHIdD
de f /
G\‘_ —

/ & ﬂG — COMIERTED
F

> )

f

Figura 2. 11 Energia en dispositivos resistivos
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J =energia de elementos disipativos

e=Rf w—) f:%e

A= [e*dt =— d=e

Co-Contenido

J_l*lezzi(;‘)zzl*l*fz
2 R TR 2 B
3=t ¢ i=1rir (228
2B 2

La energia de los dispositivos disipativos se relaciona directamente con los
elementos resistivos, para realizar la deduccion de la expresion (2.28) se
considera el co-contenido del dispositivo y las relaciones fundamentales de
integracion, las mismas que son tomadas a partir de los pedazos de diferencial
mostrado en la grafica para poder realizar una comparacién adecuada entre
R =B, la corriente del inductor es comparado con el esfuerzo para tener una
expresion general al momento de plantear el método de Lagrange para la

obtencion de ecuaciones diferenciales en modelos lineales y no lineales.

2.3.4. TUTORIAL 4: MODELO SIMPLIFICADO DE UN MANIPULADOR D E
DOS GRADOS DE LIBERTAD

El presente tutorial pretende mostrar la manera adecuada de aplicar el método
variacional para obtener el modelo matematico deseado, sin necesidad de incurrir
en leyes fisicas que compliqguen la deduccién de ecuaciones diferenciales y

variables de estado.



40

Modelo de un manipulador simplificado sin considerar el momento de inercia de
las masas de cada extremidad del brazo roboético, se desprecia los momentos de
inercia para obtener un modelo idealizado del sistema y deducir de forma sencilla

el modelo matematico.

ma

Figura 2. 11 Manipulador simplificado

Para aplicar el método variacional es necesario considerar las condiciones

iniciales de:

e Sentido de giro de las masas horario
* Punto de referencia de la masa 2, el piso a donde se encuentra sujeto el

primer eslabdn, la referencia se traslada al segundo eslabon.

1. Realizar el diagrama de velocidades para determinar la velocidad neta a la
cual se mueve la masa 2, para ello es necesario trasladar referencias en el
mismo diagrama para relacionar vectores y angulos suplementarios vy

complementarios.
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Figura 2.13 Diagrama de velocidades relativas

2. Realizar la suma de los angulos correspondientes a la masa dos de tal manera

gue tengamos un angulo suplementario es decir la suma total sea igual a 180°,

y asi obtener la equivalencia de angulo a .

90+a +90-6, =180
a=6,

Aplicar ley de cosenos para determinar v, ', una vez hallado el equivalente de
a en términos de dngulos conocidos la velocidad relativa del segundo eslabon

queda en funcion de la velocidad 1y el angulo 2 6,:

v, =v,24+ v, —2v,v,cos(180— 8,)

vyl =v,2+ v,% + 2v,v,cos(8,) (2.29)

Seleccionar las coordenadas generalizadas, éstas coordenadas son
independientes y son necesarias para describir el movimiento del sistema, el
numero de variables depende de los grados de libertad que posea el sistema

en este caso son dos por lo tanto se tiene 8,.8,.
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5. Seleccionar las coordenadas variacionales, éstas son las que colocan
restricciones al sistema y debe permitir variaciones admisibles a lo largo del
funcionamiento del mismo: €,.6,.

6. Calcular el Lagrangiano, co-energia y co-contenido, esto es necesario para
obtener la energia cinética y potencial del sistema en una sola expresion que
permita aplicar la Ecuacion de Euler-Lagrange basado en términos de trabajo
y energia, todas las acciones que no generen un trabajo no son consideradas
para el sistema en éste método.

L=U"-T, |
U = co-energia relacionado directamente con la energia cinética de los
componentes del sistema, éstos son elementos capacitivos en forma eléctrica
y masas en forma mecanica, la energia cinética U" es de todo el sistema por

lo tanto compone la sumatoria de las energias cinéticas parciales de cada

eslabén con masa propia.

1 z
E_= U =—mv
2

U= %mvf + %mvg (2.30)

La expresién 2.31 relaciona la velocidad angular con la velocidad lineal donde

V = velocidad lineal del eslabén

w = @ =velocidad angular
6 =desplazamiento angular

| =longitud de cada eslabén

r=wl (2.31)
7. Reemplazar la expresion 2.31 en 2.30 para obtener una expresion en términos

conocidos del sistema, éstos son m_,| ,8

n*’'n*~n"*

Ut =2m,(1,6,)*+  m, ((1,6,)" + (1,8,)" +21,1,6,6,c0s 6, ) (2.32)
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1 2

T=—-kx
2l

=—FB 2

J 5 Bv

L=U"—T ;T=0
L=U*

No se encuentra elementos inductivos ni disipativos por lo que T y J son cero y el
calculo del Lagrangiano depede unicamente de la co-energia almacenada en
dispositivos con efecto capacitivo como lo son cada eslabon del brazo robético

con dos grados de libertad ya que posee masas propias.

_ 1 L) i PR} R, | -
L=2m,(1,60,)°+3m, ((1,6,)° + (1,6,)° + 21, 1,6, 6, cos 6, ) (2.33)

8. Para cada coordenada variacional aplicar la Ecuacion de Euler-Lagrange, el
Lagrangiano L es sometido a derivacion para cada variable que actue en el
sistema.

Para 8,:

d a;
dt a8, ﬂﬂ' 0

d|[aL] d[ﬂ

(1m1[! 6,)>+ mz([.! 6,)" + (1,6,)" +21,1,6,8,cos8 ])]

dt|ag,| dt|ae
d[aL] . - . .
e ™ [m,1,°8, +m,1,%8, + m,1,1,0, cos 0, —m,1,1,6,sin8, =1,
L 1l
(my +m,) 56, + myl,1,(6,c050, —6,sin8,) =7, (2.34)
Para 8,:

dt aﬂ ﬂﬂ IZ
d d 1  J 1 o ,
I‘it ﬂﬂ dt[ mzl xeﬂz-FExmzxsziIzﬂicﬂsﬂz
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aL T .
20, = _Emz +2+1,1,8,8,5in0,

m2I§§2+m2|lI2(élcosﬁz —élserﬂzj+m41|2élé2 serd, =7, (2.35)

Las ecuaciones (2.34) y (2.35) representa las ecuaciones diferenciales del
sistema y se obtuvieron al derivar para cada coordenada variacional el

lagrangiano obtenido de la sumatoria de energias que actuan sobre el sistema.

9. Modelo a variables de estado, considerando los parametros del sistema y el
modelo no lineal del sistema planteado.
La Ecuacion establece el modelo dindmico inverso de un robot, dando los
pares de fuerzas que deben proporcinar los actuadores para que las variables

articulares sigan una determinada trayectoria ¢, donde:

H (6) = matriz de inercias

c(4, é) = matriz de aceleraciones centrifuga y de Coriolis
g(6) =matriz de gravedad

T =par o torque de torsion aplicado a cada eslabén

H(8)* 6+c(6,6)+ g(6) =T

{hn hlz} 6, J{Cn Clz}{&]{gl}:r} (2.36)
hy Mg | [Ca C2)@,| 9] [T

La Ecuacion 2.36 se extrae a partir del modelo general dinamico de un robot.
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h,(0) = (m1|12 + m2|12)

h,(6) =m},l, coss,

h,,(6) =m 4|, cosg,

h,,(6) = mzlz2

c,(6,60)=0

C,(6,6) =-m] | serd,

¢,,(6,8) =-m) |, serd, +m |, 8. serd,
c,,(6,6)=m) |, 6. ser,

0.(6) =0

9,(6) =0

De acuerdo a las ecuaciones que se deducen en 2.34 y 2.35 no se encuentran
teminos independientes y la fuerza externa que actia en el modelo simplificado
del manipulador es el torque aplicado en cada unién del mismo .

Los elementos de las matrices que componen la expresion 2.36 se obtiene a partir
de las ecuaciones diferenciales 2.34 y 2.35 de acuerdo a las variables

relacionadas con cada matriz.
2.3.5. TUTORIAL 5: MODELO DE UNA GRUA

1. Hallar el modelo de la Figura 2.14 que representa una gria compuesta por un

sistema masa resorte y un péndulo.

foa

Figura 2.14 Modelo de una Grua
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2. Plantear el diagrama de velocidades relativas para determinar el equivalente
de velocidad de la masa 2.

Figura 2.15 Velocidad relativa de los cuerpos

3. Aplicar ley de cosenos para determinar v,', en funcién de la velocidad 1 ,2 y el
angulo &:

v, =v,2 4+ v,2 —2v,v,cos0 (2.37)

4. Seleccionar las coordenadas generalizadas, éstas coordenadas son
independientes y son necesarias para describir el movimiento del sistema, el
namero de variables depende de los grados de libertad que posea el sistema
en este caso son dos por lo tanto se tiene x, ., x,.0.

5. Seleccionar las coordenadas variacionales, éstas son las que colocan
restricciones al sistema y debe permitir variaciones admisibles a lo largo del
funcionamiento del mismo x,, x,,8.

6. Calcular L=U"—-T, |
1

U= —mivf + —mzvg

Z Z

Se reemplaza el equivalente de la velocidad relativa 2 , se considera la velocidad
adquirida por la masa 1 lineal y la velocidad adquirida por el cuerpo 2 o masa 2

como velocidad angular a la cual se debe aplicar el equivalente v=wl, donde
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w=4 es la velocidad angular y | la longitud del cable al cual se encuentra sujeto

la masa 2 .

Ut =2m, (4,7 + m, ()2 + (16)" +21%,0 cos8) (2.38)

7. Analizar la presencia de elementos disipativos y almacenadores de esfuerzo
como lo son el rozamiento viscoso Yy los resortes respectivamente y aplicar las
expresiones halladas para la aplicacion en el método variacional deducidas al
inicio del capitulo.

T = energia potencial

La energia potencial en una grua se encuentra en el resorte y en el péndulo

suspendido desde m,

T =>k(x, —x,)* + m,gl(1— cos) (2.39)

] = energia proporcionada por elementos que

produzcan rozamiento viscoso

En éste caso no se desprecia el rozamiento producido por las llantas de la

grua al desplazarse de x a X,

] =3B, (2.40)

8. Aplicar la Ecuacion general para hallar el Lagrangiano y reemplazando las
respectivas expresiones 2.38y 2.39 en L.
L=U"-T
L= imi (2,02 + imz {(x'i}z + {Iﬂ}z +21x;8cos E) —i k(x; — x4 02— mygl{1—cos8)(2.

41)

9. Para cada coordenada variacional aplicar la Ecuacion (2.24) a partir de la

Ecuacion 2.41 y 2.40 segun corresponda.
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Para x,:
d BL] o 9 _.
dtlax,] ox,  ax,

(m, + m, )% +m,l(fcosO — Osin@) — k,(x, — x,)(—1) + Bx, =0

(m, +my)%, + m,1(Acos 8 —BsinB) + k,(x, — x,) + Bx, =0 (2.42)

Para x;:
draL] aL
dt [a;fz] “ox, g, !
ky(x,—x,)=f (2.43)
Para @:
d (dL7 4L a]
it 1261~ 36+ 50 ="

m,| (cosd)x, +m, 12 8+ (mzl fserd - mzlsenBJ xi—-m,glserd (2.44)

10. Ecuaciones diferenciales del sistema se obtiene a partir de las ecuaciones
2.42,2.43y2.44

(m, +m,)x, + myl(Bcos@— Osinb) + k,(x,— x,) +Bx, =0
ky(x; —x,) = F

m:f(caﬁ QJ;] +m:f: :§+! m:fésgrzg —mlsemn QE;I— m,glsend
\ J

11.0Ordenar los términos de las ecuaciones diferenciales en matrices de estado

H (X, X,,8) =matriz de inercias

(X, %5, 6, ><1 X.z,[?):matriz de aceleraciones centrifuga y de Coriolis
g(x, X,, ) =matriz de gravedad

f =par o torque de torsion aplicado a cada eslabéon

H(Xl’XZ’ @ * (Xl’XZ’g)+C(X1’X2191X1:X2:g)+ g(Xl,XZ,H) = f



he h hy] %

hy by, hy 9

Ci

Ca

G

Cs2

: Co| % | [Gn G G 0
h21 h22 h23 X, t1Cy Cp Cy X, HO0n O Ox|*|%|= f
0

CS3 é g31 gSZ 933
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X
(2.45)

e

12. La expresion 2.45 contiene los elementos de las ecuaciones diferenciales en

forma ordenada de acuerdo a las variable que intervienen en cada matriz sea

esta de inercia, aceleracion o de gravedad, para obtener los componentes de

cada matriz se observa las variables en cada Ecuacién diferencial y se coloca

Gnicamente los elementos que contienen las variables de estado en cada fila y

columna.

hll = rnl + m2
h,=0

h, =m,l cosd
h,, =0

h22 =

O, = —k
9, =k
05 =0
O =
9z, =k
U3 =0

|
|
=~

h,, =m,l cosf

h33 :m2|2

Cy =M, fserd- m,lsend
€, =0

Cz =Myl >.(1sen9
O =
O3 =
O3z = —rr12glser9



50

2.4. MODELO DE PROCESOS SISTEMAS DE FLUIDOS

Para la modelacion de procesos con sistemas de fluidos se puede utilizar un
equivalente eléctrico considerando la semejanza de cada uno de los elementos
que intervienen en el proceso con elementos eléctricos, similar al método de

redes utilizado en tutoriales anteriores.

Se analiza los componentes de sistemas de fluidos considerando la presién y el

caudal como variables de esfuerzo y flujo respectivamente.

Bomba
=
b
A=Seccion
_/\transversal
hy Valvula
: ——lamm—> %

Figura 2. 16 Sistemas de fluidos

Un sistema de fluidos estd compuesto por elementos lineales y no lineales

ademas de elementos capacitivos e inductivos.

Se toma como referencia un tanque de seccion transversal constante, con las

siguientes caracteristicas.
v = volumen = J Qdt=f,
C, =capacidad del fluido

P =Presién de almacenamiento

p =densidad del fluido generalmente agua (p =1)
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h =altura del fluido en el tanque contenedor

v=A+h=Cpph = C; =f (2.46)
En la Ecuacion (2.46) se calcula la capacidad del fluido de acuerdo a la seccion
transversal del tanque y a la especificacion del fluido. [6]

TUBERIAS LARGAS Y DELGADAS

e e |
< o

Secciantransversal
e )

AP = p — 5 variacién de presién

Figura 2. 17 Tuberias largas y delgadas

y= momentun:_[ p* dt =e, 0 Acumulacion de esfuerzo

F
J'th=f%dt
Mm=0*V = 5* A*|

_ (A v
y—IAI%mt

SOM=QM, (2.47)

Lf:5[I[v
Al
dv dl
=NV AT Ay (248
=t P (2.48)
L, =21 249
f A "

La Ecuacion (2.49) representa el efecto inductivo en una tuberia, el mismo que se

simboliza por L, , el componente inductivo es significativo si la tuberia es de gran

tamafo y su seccidn transversal es pequefia.
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Ademas de los elementos capacitivos e inductivos se tiene elementos disipativos
gue dependen de la superficie por donde atravesard el flujo sea éste por

superficies porosas, por orificios o valvulas.

En sistemas de fluidos los elementos con caracteristicas capacitivas lo componen
los tanques de almacenamiento y las tuberias tienen caracteristicas inductivas.

o7

Figura 2. 17 Flujo Turbulento

La Figura 2.17 representa un flujo turbulento, el mismo que arroja variables no
lineales que deben ser linealizadas para poder obtener las variables de estado del

sistema y la funcion de transferencia.
Q=kJP
Q=kh (2.50)

La expresion 2.50 representa el caudal de una valvula para lo cual es necesario

determinar la resistencia de la valvula k,, linealizar la expresion encontrada. Las

variables de estado comunes para éste tipo de procesos son la altura (h), el

caudal (Q) y la resistencia al flujo (R).

Tabla 1.3 Analogias hidraulicas y eléctricas

Elemento hidraulico Elemento eléctrico

Simbolo Cantidad ~ Simbolo Cantidad

o} Caudal de entrada i Fuente de corriente

h Altura A Voltaje del
condensador

A Area de depésito C Capacitancia

R Resistencia al fluo R Resistencia
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La tabla 1.3 contiene las equivalencias entre elementos hidraulicos y elementos
eléctricos, los mismos que son Utiles al momento de transformar un sistema de

fluidos a un circuito eléctrico para facilitar la solucion del sistema.
2.4.1. TUTORIAL 6: SISTEMA DE TANQUES ACOPLADOS

Se plantea un sistema de nivel de liquidos formado por dos tanques acoplados

con alturas diferentes y cuyo caudal depende de la apertura de cada una de las

valvulas.
ng: Ql’lg
W
ff;-_ \l/q i
Al
A2
hy

|
1

3
-
N
e~
9]

Figura 2. 18 Tanques de almacenamiento de fluidos

Para el sistema se considera dos valvulas que actuan en el proceso v,, Vv, asi
como el porcentaje de apertura de cada una de ellas representado por X,
X, respectivamente y el caudal en cada tanque Q, y Q,. La modelacion de éste

proceso se realiza en los siguientes pasos.

1. Plantear las ecuaciones del sistema considerando las restricciones de cada
uno de los tanques, como la diferencia de alturas y su repercusién en el
caudal, partiendo de la expresion (2.48) y considerando el caudal entrante y
saliente del tanque con caracteristicas A ,h, .Se utiliza el valor de la diferencia
de alturas para determinar el sentido del caudal. Se puede utilizar un
equivalente de red con alturas como nodos si el sistema resulta complejo para

modelarlo directamente.
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Se considera h, >h, para facilitar el desarrollo del proceso y la obtencion de

las variables de estado del sistema.

Q =0, ~ 0,
(2.51)
A % =0 O

Plantear las ecuaciones necesarias para el tanque con caracteristicas A,,h,,

en forma general la suma de los caudales depende del sentido de los mismos ,
sea éste entrante o saliente, se realiza una similitud con las corrientes de un
circuito eléctrico al asumir el sentido y el signo de la corriente, por ejemplo

g,,ingresa al tanque dos por medio de la valvula v,, por cuanto se asume un

signo positivo para la expresion (2.52), si el caudal se encuentra saliendo, el

signo sera negativo.

Q,=0,+0,—0,
(2.52)
Az%zqiz"'qlz_qz

. Seleccionar las ecuaciones, variables de entrada y salida del sistema

q, = K, X Mh —hzj (2.53)
6 =K, Do, (5 5
Ecuaciones del sistema: 4 ecuaciones
Variables del sistema {hl, h,,0,,0,, 0, 0yy X5 X}
Variables de entrada: {q;,,q,,,X,,X,}
Variables de salida: q,

Variables de estado:{hl,hz}

Linealizar el sistema hallando el punto de equilibrio y utilizando las 4
ecuaciones encontradas anteriormente, tomando como referencia (2.51),
(2.52) , (2.52) y (2.54) se resuelve el sistema de ecuaciones en el punto de

equilibrio:
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Oh20 = G0 (2.59) Oppo = Ky O L/hy, —hyy  (2.56)
Oz = Chpo + Chizo (2.57) Oy = Ky B [/, (2.58)

Se coloca un subindice cero para identificar los parametros relacionados con

condiciones iniciales.

5. Al realizar la linealizacion de las ecuaciones se verifica el punto de equilibrio,

donde h,=h,, , partiendo de la Ecuacion (2.57) y (2.58).

U20 =00 T G20
O = Ky By L/ Ny

qilO + qi 20 = KZ D(ZO h20

2
hzo - (qilo + inOj (259)

k2)(20

6. Relacion entre (2.55), (2.56) y (2.59) para obtener h, en funcion de

parametros de entrada.

Ky B¢o L/hyg = hye = Giyg
h = (Ghao)” + (K, )* Ty
i (kx )

2 2
— q'lO + qi20 qilO
° KXo

k2X20

7. Aplicando criterios de linealizacién y considerando a las variables lineales

como formas incrementales se considera las siguientes ecuaciones partiendo

de (2.53) y (2.54).

k
Ag,, = k1\/ hyo =,y LAX, +ﬁ [th1 _Ahz)

(2.61)
k2X20

AQ, =K,/ Ny [AX, + Ah,
2\/hy,
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8. Hallar las variables de estado utilizando las ecuaciones linealizadas.

De (2.51) y (2.61) se encuentra (L—r:l

h_,
Ai%_qil q12

dah _ Gy G
dt~ A A

dh kX g KX n i__kl—‘MA 2.62
dt Zpivhlo_hzo hl+2Ai\/hlo_h20 h2+Alqll Ai Xl( :

De (2.52)y (2.61) se tiene dd—?

%:h+h—&
a A A A

dh, _ kl\/ h, —hyg

—Z AX1+

dt B A, 2A2\/ th_hZO 4

KXo h - KXo 1 Koo o 4 KXo

Ahz"'iqiz_ Xo 2
28 h Ty © A, A, N )

9. Segun las Ecuaciones (2.62) y (2.63), se tiene las variables de estado

linealizadas.
dah ) [ -— o KXo
dt |_ 2A1\/ h.‘I.O _hzo 2A.L\/ th_hZO [EAhlJ'*' B
dAh, KXo {_ KXo + K2Xs0 J Ah,
dt 2Az\/ th - hzo 2A2\/ th - hzo 2Az\/ hzo
i 0 - Kiy/uo =y 0 R0}
o
B=| A A 21 (2.64)
0 i Kiy'hyo =y _ k, v Ny Ax
A, A, A AX,
Aqg;,
K,X Ahl qu
Ag,=|0 —22 +10 0 0 k,4/h,A ' 2.65
" [ 2\/hy, ] [EAth ( B XZ) Ax, ( )

AX,
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Al obtener las variables de estado del sistema en las Ecuaciones (2.64) y (2.65),
se visualiza claramente la relacién directa entre la apertura de la valvula de salida

y la variacion del caudal qg,.

2.5. IDENTIFICACION DE SISTEMAS EN EL DOMINIO DEL
TIEMPO

Se utiliza la curva de reaccion para obtener el valor en estado estable del sistema,
éste valor se obtiene al realizar varias mediciones del proceso y realizar una curva

con los valores de entrada y salida a lo largo del tiempo.

2o SISTEMA |y K =y()

k, Valor en estado estable

Figura 2.19 Sistema estable o Curva de Reaccion
y(t) =k, + ke + ket + ke + . (2.66)

Se aplica dominancia de polos para reducir la expresion 2.68 y aproximar a una
Ecuacion de una recta, para realizar dicho analisis se entiende por dominancia de
polos de lazo cerrado a la relacion entre las partes reales de dichos polos. Si las
relaciones de polos exceden de cinco y no hay ceros cercanos, los polos de lazo

cerrado mas cercanos al eje jw dominan la respuesta transitoria y a estos se los

conoce como polos dominantes.

Si alguna constante de tiempo 7, es dominante, para tiempos grandes los

términos de la Ecuacion (2.66) que tienen las constantes de tiempo pequefias



58

tienden a cero, mientras que el término de la constante de tiempo grande continda

siendo diferente de cero entonces la Ecuacion 2.67 se aproxima a:

c(t)- A= ke™'"™ (2.67)

y(t) =k, + ke™'"
|y(t) _ k0| — Iﬂe_t/n
In|y(t) —ko| =In ke™'™

t
In[y(t) — k| =Ink, -
1

y=b, +mt (2.68)

Con la expresion (2.68) se obtiene la Ecuacion de la recta y se calcula k7,
iteraciones para calcular k,,7, hasta llegar a la mejor aproximacion para validar

el modelo. [7]
2.5.1. TUTORIAL 7: SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN

El siguiente tutorial muestra el método de identificacion en el dominio del tiempo
con un ejemplo practico en el que se requiere datos del tiempo y la sefal de
salida, asi como los valores en estado estable del sistema, para ello se requiere

obtener la funcion de transferencia y realizar la validacion del modelo.

Tabla 1.4 Datos en el dominio del tiempo

0 0

0.t 0.1¢
1.C 0.4C
1.t 0.6(
2 0.7t
2.5 0.8¢4
3.C 0.9C
3.5 0.94
4.C 0.9¢
4.t 0.9¢
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1. Ingresar los valores de y(t) y t en forma matricial en Matlab considerando la

transpuesta de cada una para formar la matriz datos.

>>t=[00.511522533.54455];
>>y=[00.16 0.4 0.6 0.75 0.84 0.9 0.94 0.96 0.98 1]’;
>> datos= [t y]

2. Ingresar el valor de k,y asignar una variable arbitraria al valor absoluto de los

valores de salida.

>> k0=1;

>> y2=abs (y-1); en forma general es el valor de y —kO
>> semilogy(t,y2,'b*:");

>> grid

10°

Figura 2.20 Primera aproximacion

3. Utilizar los puntos del 4 al 9 de izquierda a derecha para trazar los puntos mas
cercanos a la recta como se observa en la Figura 2.20
4. Segun la Ecuacion (2.66) y aplicando el logaritmo natural de la expresion se

obtiene:

t
Inly(t)— k,l =ln[ki]—T— -+ vit)=by,+ mt

1
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5. Para obtener la primera aproximacion de la recta se introduce en Matlab los
puntos del 4 al 9 y se aplica la funcidn polyfit para obtener los coeficientes de

la Ecuacion de la recta.

» El comando polyfit calcula los coeficientes de un polinomio de grado “n”,
mediante minimos cuadrados, a una serie de datos, en términos
generales:

yy = polyfit(x, y,orden)
X =Abscisa de los puntos a interpolar, expresada como vector fila.

y =Ordenada de los puntos a interpolar, expresada como vector fila.

orden=Indica el orden del polinomio que se utilizara en el ajuste.

>> yl=log(y2);

>> y0=yl(4:9);

>> t0=t(4:9);

>> p=polyfit (t0, yO, 1) Al aplicar la funcién polyfit se obtiene los valores de la
recta v(t) =by +mt

p=

-0.9294 0.4775

6. Estos son los valores que se reemplazan en la Ecuacion de primer orden:

y =bo+mt
bo=0.4775
m=-0.9294

yv=—0.9294t+ 0.4775
7. Reemplazar los valores obtenidos en la Ecuacion (2.68) para obtener el valor

de r,.

k, = e®® = %4775 = 1,612 ,=——=—————=1.076

8. El signo de k&, es la diferencia de (y— t_es): signo negativo. Por lo que la

primera aproximacion a la funcion de la planta nos queda:

y(t) = ko- ke™'™ (2.69)
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y(t) =1- 1162 e /1078

9. Para la segunda aproximacion se tiene la expresion (2.70).

v(t) — ko —ky e 57| = k, e772 (2.70)

10. Se coloca las instrucciones necesarias para introducir los valores obtenidos de

k yr,.
>> k1=-1.162;
>> tal=1.076; 0 S
>>y 1=kl1l*exp(-t/tal); H e
>> y3=abs(y-1+y_1); T
>> semilogy(t,abs(y3),'b*:")

Figura 2. 21 Sistema con primera iteracion

11.Colocar una recta en los puntos mas préximos de la primera iteracion para

formar una nueva recta e ir descartando los valores lejanos de la funcion.

Puntol Punto2 Punto3

Figura 2. 22 Aproximacién segunda recta
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12.Repetir el paso nimero 5 ,6 y 7 para obtener el valor de los parametros de la

rectay el valor de r,.

>> y4=log(abs(y-k0+1.162*exp(-t/1.076)));
>> yol=y4(1:3);

>> to1=t(1:3);

>> pl=polyfit(tol,yol,1)

pl=

-2.8215 -0.4422

Estos son los valores que se reemplazan en la Ecuacion de primer orden:

y =bo+mt
bo=-0.4422
m=-2.8215
Donde:
, _ 1 1
k, =e”® = e 04%22 = p.6426 T, =——=—————=10.3544
m —2.8215

13.Obtener la expresiéon de la salida con la segunda aproximacion, la cual queda

reflejada en la Ecuacion (2.68).

t
y(t) =1-1.162 e 107 +0.6426 e /2354 (2.7])

14.Repetir el procedimiento las veces que sea necesario para obtener la mejor
aproximacion al valor real de la recta. En este caso ya no hay mas puntos para
la interpolacion.

15.Para obtener la funcion de transferencia se utiliza el comando syms y se
transforma la expresion (2.71) al dominio de “s”, se multiplica el valor de la
funcién de transferencia por “s” para obtener una expresion manejable para el
analisis de polos y ceros.

>> g=y3*s

Transfer function:
38250 s"3 - 2.504e005 s"2 + 3.278e006 s

1.25e006 s"3 + 4.689e006 s"2 + 3.278e006 s
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16.Validacién del modelo obtenido para verificar el funcionamiento adecuado del

sistema.

>>t=[0051152253354455];

>>y=[00.16 0.4 0.6 0.75 0.84 0.9 0.94 0.96 0.98 1];
>> step(g,8)

>> hold on

>> plot(t,y,'b*:")

Figura 2. 23 Validacion del modelo

Se verifica la trayectoria del modelo identificado, con lo que se espera un
funcionamiento similar al sistema original. EI modelo identificado presenta dos
puntos que no coinciden con el modelo real, esto es consecuencia de los datos
experimentales que presentan desviacion del sistema, el modelo identificado
elimina los puntos que no coinciden en la generacion de trayectorias por lo que su

gréfica es clara y sin variaciones de mediciones.
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2.6. IDENTIFICACION DE SISTEMAS EN EL DOMINIO DE LA
FRECUENCIA.

La identificacion en el dominio de la frecuencia consiste en identificar los puntos
mas préximos a la fase, con el cual se vuelve estable el sistema para facilitar el
entendimiento de este tema se plantea un ejemplo practico con los valores de

magnitud y fase para realizar la identificacion.

Tabla 1.5 Datos en el dominio de la frecuencia

w IGH(jw)|db OGH(jw)°
0.01 6.02 -0.68
0.05 6.01 -3.43
0.1 5.97 -6.86
0.5 5.00 -32.27
1.62 0 -76.26

2 -1.61 -85.28

3 -5.31 -102.52

5 -11.13 -123.69

8 -17.62 -140.86

10 -21.01 -147.72

50 -48 -173.14

2.6.1. TUTORIAL 8: SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN EN EL DOMINIO DE LA
FRECUENCIA.

1. Ingresar los valores de frecuencia y magnitud para obtener matrices y formar

una matriz ordenada llamada datos.

>> w=[0.01 0.05 0.1 0.5 1.62 2 35 8 10 50];
>> gh_m=[6.02 6.01 5.97 50 -1.61 -5.31 -11.13 -17.62 -21.01 -48];

>> datos=[w gh_m |
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2. Obtener la gréfica correspondiente del sistema formada por las matrices w, gh,
obteniendo los puntos de la frecuencia de corte en -3dB con los que se calcula

las constantes de tiempo 7; y 7,, el nUmero de constantes que intervienen en

la identificacién por frecuencia depende del orden del sistema, esto se obtiene
a partir del cruce de frecuencia —20dB/decy —40dB/dec

>> semilogx(w,gh_m,'b*:")

>> grid

Lo il I |
10 10" 1

1

Figura 2. 24 Puntos de corte en frecuencia

w; =frecuencia de corte 1

w, =frecuencia de corte 2

3. Aplicar dominancia de polos para obtener la funcion de transferencia con la
Ecuacion (2.72).
k
(jwr, +D(jwr, +1) (2.72)

G(jw) =

Con la expresion (2.72) se obtiene el valor de 7, y 7, de acuerdo a la

expresion (2.73);
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M

. M 2
k= antllog(z—oj =100 ——> A baja frecuencia

. (2.73)

4. Ingresar los valores en Matlab tanto de la frecuencia como de las constantes

de tiempo obtenido para 7, y 7,, ademas del valor de la magnitud; y segun la

expresion (2.72) obtener la funcion de transferencia reemplazando los valores

de cada uno de los parametros.

>>w1=0.81;
>> w2=5.8;
>>taol=1/wl
taol =

1.2346
>> tao2=1/w2
tao2 =

0.1724
>> M=6.02;
>> k=10"(M/20);
>> s=tf('s");
>> g=k/((taol*s+1)*(tao2*s+1))

_ 2
0.212¢s? +1.407s +1

g (2.74)

La Ecuacion (2.74) representa la funcién de transferencia de un sistema de

segundo orden, en el dominio de “s”.

5. Validacion del modelo obteniendo la respuesta en magnitud del sistema

>> pbodemag(g)

>> hold on

>> semilogx(w,gh_m,'g*:"



>> grid

>> |egend('Modelo Identificado’,'Modelo Real’)
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La Figura 2.25 muestra el sistema original y el identificado transpuestos, en el que

el modelo identificado sigue la trayectoria del modelo real

mediciones experimentales.

Bode Diagram

obtenido con las

1

T [ rorTTr

...........

I
' Modelo dentificado

s Wodelo Real

Magnitude (dB}

i 1w 10'

Frequency (radis)

10

Figura 2. 25 Validacion en magnitud del modelo

2.7.
MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS (MCO).

IDENTIFICACION DE SISTEMAS POR EL METODO DE

Para la identificacion usando MCO se utiliza mediciones de entrada y salida de un

sistema con los cuales se forma la matriz X y vector Y. La entr
seflal de excitacién persistente, en este caso se utiliza una
Binary Signal (PRBS).

ada debe ser una
Pseudo Random



68

Tabla 1.6 Pseudo Random Binary Signal

0 1 0.0
1 -1 1.2
Y(N); K=1
2 1 -0.24
3 1 -1.39
4 -1 0.086
5 1 -1.13

2.7.1. TUTORIAL 9: IDENTIFICACION USANDO MCO

1. Utilizar los valores de entrada y salida de la tabla 1.6 y formar las matrices X y
Y las cuales descartan la primera medicion de la tabla.
Para formar la matriz X se toma los valores de salida para la primera columna
y la entrada para la segunda, sin olvidar descartar la Gltima medicién.
La matriz Y se forma con los valores de salida del sistema descartando la

primera medicion.

(12 ]

12 -1 w7 _[0 12 -024 -139 0086 ~0.24
_|-024 -1 g 1 -1 1 —1 | ¥=|-139 275
-139 1 0.086 '

0086 -1 | —1.13]

2. Al formar la matriz X" se obtiene la expresion X * X

. {0.4444 0.2165
XT* X =

(2.76)
0.2165 0.3055

3. Finalmente reemplazar las expresiones anteriores para obtener § de acuerdo

a la Ecuacioén 1.2 la cual se deduce en el capitulo 1.

aNY =[XT(N)* X (N)]** XT(NYY(N) (2.77)



[ 12

-1 _0.24

o [04444 02165, [0 12 -024 -139 0086| 139
“|02165 03055 |1 -1 -1 1 -1

0086

| -113]

4. Se obtiene los valores del sistema de primer orden, el orden del sistema se
obtiene a partir del nimero columnas que se forme para 6.

o [07999] [-a,
9_[11984_{:Q:](278)
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CAPITULO 3

DESARROLLO DE ESTUDIO DE CASOS

Se plantea 5 casos de estudio, la modelacion del Robotino, helicéptero con dos
grados de libertad, identificacion en tiempo de un tramo de oleoducto, brazo
robético con dos grados de libertad considerando los momentos de inercia y la
modelacién de un reactor quimico de agitacion continua, los mismos que se

resuelven con el método adecuado de acuerdo a las condiciones del entorno.

El enfoque presentado en los casos de estudio abarca ambitos de robotica,
procesos y demas éareas de interés en la Escuela Politécnica Nacional, la
identificacion y modelacion de robots facilita el planteamiento de soluciones en el
control, ademas permite realizar pruebas en dicho modelo antes de ser
implementado mediante la simulacion, lo que genera investigacion y disminucion
de recursos al momento de colocar controladores, actuadores y demas puesto

gue ya se conoce el comportamiento del sistema.

La modelacion se hace necesaria para conocer el comportamiento de un sistema
en determinadas condiciones y ante unas determinadas entradas, se puede
recurrir a la experimentacion sobre dicho sistema y a la observacién de sus
salidas. Sin embargo, en muchos casos la experimentacion puede resultar
compleja o incluso imposible de llevar a cabo, lo que hace necesario trabajar con

algun tipo de representacion que se aproxime a la realidad. [8]

Figura 3.1 Modelos fisicos de robots y vehiculos
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3.1. ROBOTINO ®

3.1.1. DISENO Y FUNCION

Robotino® es un sistema de robot mévil de alta calidad, plenamente funcional con
accionamiento omnidireccional. Las tres unidades de accionamiento permiten
realizar movimientos en todas direcciones adelante, atras y lateralmente. Ademas,
el robot también puede girar sobre un punto. También esta equipado con una
webcam y varios tipos de sensores analdgicos para medicién de distancias, por
ejemplo, sensores binarios para proteccion de colisiones y sensores digitales para
detectar la velocidad real. Esto asegura que se cumplan todas las prestaciones

gue se exigen a este tipo de sistemas.

El sistema puede ponerse en marcha inmediatamente sin necesidad de
conectarlo a un PC. El controlador de Robotino® consiste en un PC embebido con
una tarjeta compact flash, en la cual se han instalado varias aplicaciones de
demostracion y el sistema operativo (Linux). Las aplicaciones de demostracion

pueden ejecutarse directamente desde el panel de control del Robotino®.

Robotino® puede programarse con el software Robotino®View en un PC a traves
del LAN inalambrico. Robotino®View es capaz de transmitir sefiales al controlador
del motor, asi como visualizar, cambiar y evaluar valores de los sensores.
Robotino® puede programarse con Robotino®View incluso durante el
funcionamiento real. También estan disponibles APIs Linux y C++ para la
programacion del Robotino®. La webcam permite visualizar y evaluar una imagen
de camara en vivo con ayuda del Robotino®View. Con ello, pueden
implementarse aplicaciones tales como el trazado de rutas y seguimiento de
objetos. Robotino® es autbnomo. Numerosos sensores, una camara y un
controlador de altas prestaciones aportan al sistema la necesaria “inteligencia”.

Puede accederse al controlador directamente a través de la LAN inalambrica
(WLAN). Cuando esta correctamente programado, Robotino® realiza de forma

auténoma las tareas asignadas. [9]
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3.1.2. CHASIS Y PUENTE DE MANDO
El chasis consiste en una plataforma de acero inoxidable soldada con laser.

Figura 3. 2 Chasis y puente de mando, Asa (1), tomado de [9]

Las baterias recargables, las unidades de accionamiento y la camara se hallan
montadas en el chasis, en el que también se hallan situados los sensores de
medicion de distancia y el sensor anticolisiéon. El chasis ofrece un espacio

adicional y opciones de montaje para otros afladidos, sensores y/o actuadores.

2 (3x)

Figura 3. 3 Unidades de accionamiento (2) y bateria (3), tomado de [9]
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Los componentes muy sensibles del sistema, tales como el controlador, el médulo
de E/A y los interfaces, se halla situados en el puente de mando. El puente de
mando esta conectado a los demas moédulos del sistema por medio de un

conector.

Figura 3. 4 Puente de mando (4) y camara (5), tomado de [9]

3.1.3. MODULO DE LA UNIDAD DE ACCIONAMIENTO

Robotino® es accionado por 3 unidades de accionamiento omnidireccionales

independientes. Se hallan montadas formando un angulo de 120°entre si.

Cada una de las 3 unidades de accionamiento consta de los siguientes

componentes:

* Motor DC

* Reductor con una relacion de reduccion de 16:1
* Rodillos omnidireccionales

* Correa dentada

* Encoder incremental
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Figura 3.5 Motor (1), Encoder incremental (2), Rodillos omnidireccionales (3),
Reductor (4), Correa dentada (5), tomado de [9]

Todos los componentes individuales estan fijados a la brida de montaje en la
parte posterior. Junto con la brida frontal, la unidad de accionamiento esta sujeta
al chasis con tornillos. Con ello se asegura el correcto posicionado de las

unidades de accionamiento entre si.

La velocidad real del motor puede compararse con la velocidad deseada por
medio del encoder incremental, y puede regularse con un regulador PID a través

de la placa de circuito de E/S.

La modelacién de Robotino® se realiza por medio de los métodos estudiados,

considerando el entorno adecuado para obtener un modelo a variables de estado.

El proceso de identificacion se realiza mediante la obtencion de datos de entrada -
salida. Para ello se debe excitar el sistema mediante la aplicacion de una sefal de
entrada y registrar la evolucion de sus entradas y salidas durante un intervalo de

tiempo.



75

3.1.4. MODELACION DE ROBOTINO

3.1.4.1. MODELO CINEMATICO

Para obtener el modelo matemético del robot mévil omnidireccional Robotino es
necesario considerar los tres grados de movilidad que posee debido a sus tres
ruedas. Las ruedas omnidireccionales, ademas de los movimientos basicos de
atrds y adelante, permiten movimientos complicados: movimientos en todas las

direcciones, diagonalmente, lateralmente e incluso 360°.

Hyy

Figura 3.6 Geometria Robotino para obtener el modelo cinematico

La Figura 3.6 muestra una vista superior de la configuracién del robot movil, en
este se identifica el marco de referencia movil {X;, Y} situado en el centro del
vehiculo. El eje de referencia fijo es el X-Y, el cual provee la localizacion absoluta

del vehiculo.

Para obtener el modelo se asume ciertos parametros que facilitan la deduccion

del mismo.
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* Se asume que no existe rozamiento entre las llantas y el piso tomado como
referencia.

» El centro de masa del Robotino ésta situado en el centro geométrico del
robot.

» La distancia entre el centro geométrico del robot y el centro de la rueda es

constante.

X, Y, = Eje de referencia fijo

X.,Y,= Marco de referencia movil

P, = Describe la ubicacion actual del robot entorno al eje de referencia fijo
P = Describe la localizacion del centro de las ruedas individualmente

D, = Son vectores unitarios en direccion positiva a las ruedas

6= Describe el desplazamiento angular del robot

@, = Describe la rotacion de los ejes de las ruedas con respecto a X,,Y,

() = Describe el &ngulo fijo entre Piy Di.

El modelo cinematico del robot mévil omnidireccional Robotino se obtiene al
considerar las relaciones de velocidad a partir de las coordenadas fijas mostradas

en la Figura 3.6.

TRANSFORMACION ENTRE LAS VELOCIDADES DE LAS RUEDAS Y LA
VELOCIDAD DEL ROBOT

Para simplificar el modelo se determina la relacion entre la velocidad de cada
rueda y la velocidad del robot con respecto al sistema fijo X-Y. Por lo tanto se
define un vector que contiene las velocidades de traslacién de cada rueda.
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xr

Figura 3.7 Propiedades geométricas en una sola rueda

Sen(@, +w)

Figura 3.8 Vector unitario en una sola rueda

Vector velocidades de traslacion:
v, =[v, Vv, V3]T (3.1)
Vector unitario:
Dl |:Xr = C04¢1 "‘lﬂ)
La velocidad de cada rueda y la velocidad del robot se expresa por la rotacion de
un vector unitario en direccion Xr.

_[cods, +u)  sedg, +y) }H

. codp, +0)
| Ser(¢i +‘//) _C05(¢i 'H/J) 0

:Ler(ﬂ +w)} &9

Para obtener el término coseno del movimiento del robot es necesario hacer girar

la rueda, y la parte sinusoidal se obtiene moviendo las ruedas lateralmente.
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Se toma como referencia la rotacion de Xr -Yr con lo que se obtiene:

serfg, +)

:{-com +w)} o9

e AR

Se utiliza la siguiente nomenclatura:

W, = velocidad angular de las llantas

r = radio de las ruedas
R = distancia entre la rueda y el centro del robot
La velocidad tangencial del robot Q tiene como base las ecuaciones 3.3y 3.4

ademas de considerar ¢ =90° =1/2 de acuerdo a la Figura 3.7.

La velocidad tangencial y angular de cada rueda se relaciona con la expresiéon 3.5

y la Figura 3.8 en la cual se diferencia.

vi=w r v,=w,[r v,=w,[1 (3.5)

- ser(¢1)>.<1+ Coi¢1) )./1+ RQ = Wy
- ser{p,)x,+ codg,) y,+ RQ = w, (3.6)
- Se'(¢2))23+ C05(¢3) 3./1+ RQ = w,

W, v, -sin(g,) codg,) R %(r
W, =1 v, =1 -sin(g,) codg,) R|Oy, [(3.7)
w| v | "|-sin(g,) cods,) R||Q

Entonces se halla el modelo cinematico inverso necesario para el control del
robot movil Robotino, éste modelo consiste en encontrar los valores que deben
adoptar las coordenadas articulares del robot, para que su extremo se posicione y

oriente segun una determinada localizacion espacial.

Para la deduccién del modelo inverso del Robotino® se utiliza el método

geométrico ya que se obtienen los valores de las primeras variables articulares
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gue son las que posicionan al robot prescindiendo de la orientacién de su

extremo.

Se determina la velocidad del robot relacionado con las velocidades de cada
rueda por medio de la matriz inversa. Se expresa en coordenadas globales.

La posiciébn de la rueda esta dada respecto al sistema fijjo X-Y mediante un

desplazamiento “P, y rotacion {R.

Se considera « y r con respecto al sistema de referencia fijo X-Y y el sistema de

referencia Xr-Yr.
RY=R’+R(O)+'R (3.8)
En la Figura 3.6 el angulo & representa el angulo de rotacion con el eje Xr-Yr con

respecto al sistema de coordenadas global. Si se considera la velocidad en la

rueda el desplazamiento entre el marco de referencia fija no presenta ningun

efecto.
<008 4] e )] o|[ st o)
codf+4, +y) serf+¢ +y) [0|_[ serg+4 +y) (3.9)
wiorbe) “codoss ol edors o)

La Ecuacion 3.7 indica el movimiento de las ruedas y del robot sin considerar el
angulo de rotacion por lo que se plantea la Ecuacién 3.8 en la que la rotacion

interviene en el coseno y la rotacion tangencial Q | de acuerdo al movimiento de

las ruedas omnidireccionales ¢ =90°=n/2.

W, v, -sin(@+¢,) codf+¢,) R Xo
1 :

Wo | == V2 | == _S|n(6+¢2) COiH+¢2) ROy,

w,| |v,| "|-sin(6+¢,) codo+4,) R||Q

(3.10) [10]
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La expresion 3.10 representa el modelo cinemético del robot mévil con el cual se
puede realizar el control del mismo con la implementacion de diferentes

algoritmos.
3.1.4.2. MODELO DINAMICO

El modelo dinamico del robot movil se obtiene a partir del método de Euler-
Lagrange. Para lo cual se considera que el centro de masa G se encuentra en el

origen de los ejes de referencia movil.

El tutorial 4 capitulo 2, presenta los pasos que se deben realizar para aplicar el

meétodo de Euler- Lagrange.

1. Seleccionar variables generalizadas x,y,Q.

2. Seleccionar coordenadas variacionales x,,,y,,, Q

3. Calcular L=U"-T

Se considera la siguiente nomenclatura para hallar el modelo dinamico del

Robotino.

M ;= masa total del Robotino
| = momento de inercia total del Robotino

Q = velocidad tangencial

Energia Cinética del robot con respecto al eje movil se expresa con la Ecuacién
(3.11).

Ec Z%M RV(32X +% M RV(32Y (3.11)

Ve, :(kaij

V,, = (\'(w+ waj



- 1, -7
Momento de inercia del robot= EIRQ

3 .
Momento de inercia de cada rueda = Z%Ii 8)?
1

T=0 No se almacena esfuerzo puesto que se desprecia los resortes para su
analisis
J =0 No existe co-contenido puesto que desprecia los amortiguadores que

posee el sistema.

U*=E.+D I,

. 2 . 2 . 2 . 2
U*=%MRV§X+%MRV§Y+%IR(QJ +1|1(91j +%|2(92j +%|3(93j (3.12)

4. Para cada coordenada variacional aplicar la siguiente Ecuacion:

E(O.LJ_OLJ{O:] _FJZO
dt de. de, de.

Para X,

E().(w_Yij = iw_?wé = Fl
dt

Para Y,

%(?w"' XMQJ =§w_ kwé = F2

Para Q

| Q=F,

Para 6,

,6:=1,

81
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Mg 0 O0]|Xe| [0 =M 0]|Xo| [R
0 M, O|Y, |+QM, 0 0|0Ys|=|F,]|(3.13)
0 0 Iel|Q, 0 0 0]||Qu| |FR

Distancia del centro

. -sin(@) codd) R
R':? -sin(@) codd) R

-sin(@) codd) R (3.15)

Se desprecia la friccidon y el deslizamiento entre las ruedas y la superficie, por lo

gue se las expresiones (3.13) y (3.14) se representa en 3.16:

(3.16)
3|—r2+MR 0 0 X .
x ar 2l [0 =My 0]| X -sin(9) codd) RJr,
0 ?+MR 0 Y,+QM, 0 0|lYo =1 -sin(@) codd) R|r,
RAr Q 0 0 0]|Qu ' —sin(é?) cos(é?) R 7,
0 0 Il
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Se deduce el modelo dinamico del sistema en la forma:
Dé+c[('gj('g =Br (3.17)

La expresion 3.17 contiene los parametros del sistema representados por:

D= matriz de inercia del sistema

C(Q) = matriz de coriolis y fuerzas centripetas

B = representa la relacion entre las entradas de control con el sistema fisico

La matriz 3.16 representa el modelo dinamico del Robotino pero en coordenadas
moviles, con respecto a Xr, Yr, por lo que es indispensable transformar éstas

matrices a la referencia inercial Xy, Yuw.

Se aplica transformacion de coordenadas aplicando Q =T Q

Donde T representa la matriz de rotacion elemental en sentido horario, la matriz
de rotaciéon del sistema de coordenadas O,Xr,Yr,Zr, respecto al sistema de
coordenadas X,Y,Z.

cosp -semp O
R,(#)=T=|sep cosp 0] (3.18)
0 0 1

Se considera la expresion (3.18) multiplicada por (3.17) con la cual se obtiene:

DT Q+[DT+C(Q)T]Q =Br (3.19)
Al considerar el producto D.T se obtiene una matriz anti-simétrica positiva por lo

que se realiza el producto de la matriz transpuesta T por la expresion (3.19)

TDT Q+[T DT +TIC(Q)T]Q =T Br (3.20)

La expresion 3.20 se simplifica en una con menor grado de complejidad
representado por:

D(Q)+C(Q)Q = fr (3.21)

Con lo cual se obtiene las variables de estado del modelo dinamico del Robotino.
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3r .
?"'MR 0 0 0 _¢ 0
. 3lr |
ol o Xim, o CQ=53¢ 0 O (3.22)
x — 0 0 0
0 0 et

-ser(@+¢) -sen(@+¢) cosp
cos@+¢) -cos@+¢) serp
R R R

1
r

IB:

3.2. HELICOPTERO DE DOS GRADOS DE LIBERTAD

Un helicoptero vuela por los mismos principios de un avio, pero en el caso de los
helicopteros la sustentacion se logra por la rotacion de las aspas. Estas hacen
que la sustentacion sea posible. Su forma produce una fuerza cuando el aire pasa
a través de ellas. Las aspas del rotor tienen perfiles disefiados especificamente
para las caracteristicas de vuelo. [11]

Para la modelacion del helicoptero se considera que esta pivotado alrededor del

eje de inclinacion Pitch 8 y alrededor del eje de orientacion Yaw ‘Y.

Se considera el angulo Pitch positivo cuando la nariz del helicéptero se eleva y el
angulo Yaw es definido positivo para rotaciones en sentido de las manecillas del

relo;.

Figura 3.9 Dinamica del helicéptero, Tomado de [12]
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De acuerdo a la Figura 3.9 existe una fuerza de empuje Fp la cual es normal al
plano de la hélice frontal y una fuerza de empuje Fy normal al plano de la hélice

trasera. [12]

Considerando la dinamica del helicoptero se obtiene las siguientes caracteristicas:

e Se genera un torque en el eje pitch a causa de la fuerza de empuje Fp que
se encuentra a una distancia rp.

e Un torque en el eje Yaw aplicado por la fuerza Fy que se encuentra a una
distancia ry del centro de referencia.

* La fuerza gravitacional Fg genera un torque en el eje pitch como
consecuencia del centro de masa ubicado a una distancia |lc y a una altura

h por debajo de la longitud de fuselaje.

Figura 3.10 Cinematica del helicéptero, Tomado de [12]

Para hallar el modelo cinematico directo se usan matrices de transformacion
homogéneas que representan la posicion y orientacion del cuerpo en el espacio.
[13]

El helicoptero rota con respecto a Z un angulo ¥ y con respecto a Y un angulo 6,

por lo que se considera la posicién del centro de masa T/ con respecto al

sistema coordinado fijo.
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Se hace uso de matrices de transformacion homogeéneas Rot, , y Rot, , [13]

1 0 0 I,

, 010 O

T, :RotWRotylﬂ 00 1 -h
0 00 1 (3.23)

Se aplica matrices de transformacion homogénea, ademas de rotacion que se
basa en el escalado y deslizado. Cabe recalcar que se aplica angulos negativos
para reemplazar 6 positivo y lograr que el helicoptero se eleve.

cogy seny 0 Ofcosf® O sserd 0|1 O O I,
_l_z:—serwcosz//oo 0O 1 O 0010 O
° 0 0O 1 O|sed 0 cosf 0|0 0 1 -h

0 O o1y 0 0O O 1|0 0 O 1

Resolviendo la expresion anterior se obtiene:

cogycosd seny -—cospserd |, . cosycosd+hcogserd

T2 o —-costseny cosy senyserd - .costseny —hsenyserd (3.24)
7| serw 0 cost |_serd-hcosd '

0 0 0 1

Es necesario determinar las coordenadas cartesianas del centro de masa para
hallar el modelo dinamico del sistema. La posicion cartesiana del centro de masas
es:

Xoe = (I e COSO + hserﬁ)cosw

Y, =(-1,.cos8-hserd)seny (3.25)

Z. . =I.,sed—-hcosd

Para hallar la expresion que represente el centro de masa total se considera la
siguiente nomenclatura:
mp =masa del motor Pitch

my =masa del motor Yaw
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Mshiels =Masa de las hélices y sus protecciones
Calculo del centro de masa Mdy,. = X m r; donde:
M=masa total
ri=centro de masas de cada seccion
m;= masa de cada seccion
Se presenta el calculo de la longitud del centro de masa y la altura del mismo en
funcién de la masa y las coordenadas mencionadas anteriormente.

Mlmc = (mp + mshield)* Xp + (my + mshield)* Xy

(mp + my + 2mshield)* Imc = (mp + mshield)* Xp + (my + rnshield)* Xy

— (mp + rpshield )Xp + (my +m

| - chield )Xy (326)
" (mp + my + 2rnshield

M, = (mp + mshield)* Z,* (my + rnshield)* Z,
(mp +m, + Zrnshield)* h= (mp + mshield)* Z,+ (my + rnshield)* Z,

(mp + rr]shield )Zp + (my + rn§hield )Zy
(mp + my + 2rnshield)

(3.27)

De acuerdo a la nomenclatura utilizada en las ecuaciones 3.26 y 3.27 se describe

los siguientes términos:

Xp =distancia entre el pivote y el centro del motor pitch en x
Xy=distancia entre el pivote y el centro del motor de Yaw en X
Z,= distancia entre el pivote y el centro del motor de pitch en z

Z,= distancia entre el pivote y el centro del motor de Yaw en z

3.2.1. APLICACION DEL METODO VARIACIONAL

Al aplicar este método en la modelacion del helicoptero se obtiene, las variables
de estado y la funcion de transferencia. Cabe recalcar que en el Capitulo 2 se
presenta los pasos que se aplican en éste método partiendo de la Ecuacion
(2.17).
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De acuerdo al método y el procedimiento planteado en el tutorial 4 se plantea lo

siguiente:

1. Coordenadas generalizadas

g, =angulo alrededor del eje Pitch
g, =angulo alrededor del eje Yaw
. . T
q :[ql q G, qZ}
(3.28)
q =[9 y 6 w}

Se considera fuerzas generalizadas de acuerdo al eje Pitch y Yaw

Q=r,V,V,)-8,6 0 Q=rl.,V,)-By¢ (329
La Ecuacion 3.29 incluye la friccidn viscosa rotacional actuando en los ejes de

Pitchy Yaw B, y B, . Las torques aplicados a los ejes de Pitch y Yaw son funcion

de los voltajes aplicados a los motores. La dinamica de los motores juegan un
papel importante en la elaboracién del modelo (la velocidad de los motores
alcanza el estado estacionario en un tiempo cercano a 50ms), entonces su
dinamica es despreciables y se puede aproximar la conversion de voltaje a torque

por una constante [14].

(\/mp’v ) pp+rpy(3.3o)
r (\/mp’v ) yp+ryy

T+, (K opVmp T Fcpp) (K oyVmy + Fcpy) (3.31)

Typ ¥ Ty = (K yoVmp T F )COS‘9+ (K yyVimy I:cyy) osd

Vmp=€entrada de voltaje del motor pitch

Vmy=entrada de voltaje al motor yaw

Se considera que los torques en los ejes de Pitch y Yaw estan acoplados:
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T Ty T, Y T,,= funciones de torque

pp’

Ko Koy Ky K, = constantes de voltaje a torque de los motores de Pitch y Yaw

halladas experimentalmente.

Fepps Fepyr Foyo Y Foyy= términos debido a la friccion de Coulomb, en general el voltaje

necesario para que el sistema inicie el movimiento.

Kop= Constante de voltaje a torque actuando en el eje Pitch debida al voltaje
aplicado al momento Pitch.

Kpy=Constante de voltaje a torque actuando en el eje Pitch debida al voltaje
aplicado al motor del eje Yaw.

Kyp=Constante de voltaje a torque actuando en el eje Yaw debida al voltaje
aplicado al motor Pitch.

Ky=Constante de voltaje a torque actuando en el eje Yaw debida al voltaje

aplicado al momento de Yaw.

Cabe recalcar que la fuerza de empuje cuando Vn,, > 0 causa que la nariz del
helicOptero se eleve, pero a la vez genera un torque sobre el eje yaw que hace
rotar al helicoptero en Yaw debido a la resistencia del aire sobre el area
transversal de la hélice generando un torque en el eje del motor y como el motor
esta fijo al sistema que es maovil con respecto al pivote, este torque se refleja en el
pivote. EI mismo efecto se presenta al aplicar voltaje al motor de Yaw. Evaluando

las expresiones de Euler-Lagrange

d| oL oL )
| 5a, (%)
q,

(3.32)
d| oL (aLj
=5 |7
dt aa, 0q,

2. Coordenadas variacionales (9,(//)

3. Calcular L=U" =Ty J de acuerdo al modelo fisico del helicoptero.
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Para hallar el modelo cinematico del helicoptero es necesario recurrir a la energia
cinética y potencial que actia en helicdptero al encontrarse en movimiento.

La energia potencial debido a la gravedad es :
P = rT'heli * g * ch = rT'heli Eg [ql mcseng— hCOSH) (333)

Considerando que mpe; €s la masa movil total del helicoptero necesario para

calcular la energia potencial del helicoptero.

Lme= Posicion en x del centro de masa

h= posicién en z del centro de masa

La energia cinética total:
T=T,+T,,+T,(3.34)

De acuerdo a la nomenclatura utilizada
T p=energia cinética rotacional actuando sobre Pitch
T.y= energia cinética rotacional actuando sobre Yaw

T,=energia traslacional

De forma general la energia cinética se expresa:

E:Emf
2

Al considerar los momentos rotacionales se realiza una comparacion m=J, 8y

y representan la velocidad angular

Jpo =momentos de inercia equivalentes en Pitch

Jy=momentos de inercia equivalentes en Yaw

Energia cinética rotacional en Pitch

Energia cinética rotacional en Yaw
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=y
2 (4.36)

Considerando el centro de masa del helicoptero la energia cinética traslacional

toma en cuenta el movimiento en los tres ejes del espacio

2 .2 2

Tt = mhe“[).( met Y met 2ch = %mhenvz (337)

Utilizando la expresion (3.38) se halla en términos de los angulos Pitch y Yaw la

energia cinética rotacional, en forma general se plantea:

awl ot ) a6\ at

Para todas las coordenadas se aplica la expresion 3.38, donde C= X, Yme,Zme -

Las coordenadas hacen referencia a la Ecuacion 3.25

kmczaxmc(az//}axmc(y}
ap Lat ) a6 \at

0 CIZAWEE 99
X e = % [(1,.cosa+ hserﬁ)cosz//]( o j+ 69[(| e COSO + hserﬁ)coa//]( 5 j

X me = (-1, cosf.seny - h-Sefﬂ-Se”//)‘)/ + (I serfcogy + hcosecoa//)é(g 39)

X me = =(I_cos + h.serd)seny.¢— (1., serf - hcosd)cogy &

\-(mczavmc(aw}ravmc(yj
aw L at ) a8 \at

Ve =2 [(- - AP _ 99) (3.4
Y me az//[( |__cosd hserﬁ)ser!/f]( o j+ag[( |__cos# hserﬁ)senz//]( atj(& 0)

Y me = (1, cos8 + hserf)cosy @+ (I, serd - hcosd)seny.d




92

5 zazmc(awjﬁzmc(%j
™ aw Lot ) a0 \ ot

Z oo = i(| neSend - hcosﬁ)(a—[/jj + i(l neSend - hcos@)(%j (3.41)
oy ot ) a8 ot

Zme =(1_cosd+hserd)d

2 . 2 2

Segun 3.37 V2:>-<mc+Ymc+2mc, remplazando 3.39, 3.40 y 4.41 en 4.37 se

obtiene:

.2

V2 = {(h2 +c0€ 6% (12, h?) +1_hser(26) >+ (12, +h?)8 } (4.42)

Se obtiene la expresion total de 3.30 reemplazando 3.13 en la misma.

.2

T :%mne{(hz +cog 6% (12,-h) +1, hser2))y?+ (2, +h?)o }(4'43)

En forma general L=U" -T y J, lo hallamos con las ecuaciones (3.39), (3.40),

(3.41) y de acuerdo al rozamiento viscoso presente en el motor Pitch y Yaw

. .2
L= % M hen[(hz +cog 6% (12,~h?) +1, hser26) jy >+ (12, +h2 )6

, , } (3.44)
- rnneli @ [ﬂl mcserg_ hCOSH) +%‘]eqp(éj +%Jeqy(¢j

.2
3,=1B.6
2
(3.45)
1 .
Jy =§By0

4. Para cada coordenada variacional aplicar la Ecuacion 2.17, por lo tanto lo

d[aLJ [aLj [OJJ_
o vl B -t il s _Ql
dt| 55/ \00)" | 55

aplicamos para 6 y ¢
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d|a|1 Sl (|l a1 $2 1 . 2
— | =12 +h?)g*+ =] (9) -—| =M, cos |’ —h* )y +=M, | _hser(26
dt{aé|:2(mc ) 2 eqp| 09 2 heli (mc )w 2 heli' mc r( )w

N2
~ M0l S€M + M, ghcos€]+£[% Bp(ej ]:Q1

.2

('Jeqp +M heli (I nzm + hz)).é-*- M heli Ser(ze)(l ic - hZ)w -l mc h 00429) 42/2+
(3.46)

M i (1, 0S8 + hserd) + B, 8= (K , Vo + Fopo )+ (K Vi, + Fop)

py = my

d| oL (GLJ aJ | _
. o + . _Qz
dt[awj oy [an

d i.FMhen(hz +cod 0% (12, —hZ)+Imchser(ze>)¢)2+5Jeqy(z/}j } +i.(3 By[{uj J=Qz
dt oy 2 2 oy 2

(0., + My [cog 0 (12 ~h?) +1, hser(26) + 02+ M, [ser{26)(n? -12,)+ (3.47)

21, hcod20)|w+B, @ = (K V., +F, )Jcosd+(K V., +F,, )cosd
Con las ecuaciones 3.46 y 3.47 se encuentran el momento de inercia sobre el

centro de masa

‘]eqp ~ “bodyp p y (3.48)
+'Jp +'Jy +'Jshaft

De acuerdo a la Ecuacion 3.48 se plantea los momentos de inercia de los cuerpos
gue intervienen en el helicoptero, asumiendo el de una varilla delgada de acuerdo
a dos ejes, y el momento de inercia equivalente tomado para los ejes Pitch y Yaw
se asume un aro planteandose ecuaciones generales para el momento de inercia

de cada uno de los cuerpos.



i 0
|_ . |
i o
Lt K
P, Y
Figura 3.11 Momento de inercia de una varilla delgada, Tomado
de [15]
Joy T
112 (3.49)
J . ==ml?
pp 3

La Ecuacion 3.49 representa el momento de inercia de una varilla delgada de
acuerdo a los ejes sefialados. [15]

1
Jbodyp = E rT‘oodyp"f)ody (350)
_1 2
Jbodyy - E rnoodyyl—body (351)

1
Jenar = 5 rnshaftl—ihaft (3.52)

"
-

o~

Figura 3.12 Momento de inercia de un aro, Tomado de [15]

J,, =mr?(3.54)

‘]p = (mmp + mshield)* rri (3'55)
J p = (rnmy + mshield)* I’y

94
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Mheii= Masa movil total del helicoptero

mmp= Masa del motor de Pitch

mmy= Masa del motor Yaw

Mshiels= Masa del ensamblaje de la hélice

Mbodyp= Masa que se mueve alrededor del eje Pitch

Moodyy= Masa que se mueve alrededor del eje Yaw

Mshatt= Masa del eje metalico que gira alrededor del eje Yaw
Looay= LoOngitud total del cuerpo del helicoptero.

Lsha= Longitud del eje metalico que gira alrededor del eje Yaw.
Jshait= Momento de inercia del eje metalico.

Jeqp= Momento de inercia equivalente alrededor del eje Yaw

3.2.2. VARIABLES DE ESTADO

Las variables de estado del sistema lo constituyen los angulos Pitch y Yaw

ademas de la velocidad que cada uno de éstos provoca en el helicoptero.

0
X:‘{I:

g

4

X
X

Se interpreta que las variables de salida son las sefiales de control de cada uno

de los motores del helicéptero de acuerdo al eje Pitch o Yaw.

Debido a lo no linealidad presente en este sistema se recurre a la linealizacion de

las variables.

%=0=% =100 o o

)22 =y =%, = f,(X)
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Partiendo de la Ecuacion (3.46) y (3.47) se obtiene la expresion ;<3y;<4,

necesarias para la linealizacion de las variables de estado del sistema.

ser(ze)gnic -ne)_ I h cos(ZQ)}QIZ
(Jeqp + M heli (I ric + hZ))
_ M helig(I mc C059+ hser9)+ Bp é_ (K ppvmp + Fcpp)_ (K pyme + I:cpy) = f (X)
3

(‘]eqp + M heli (l r121c + hZ))

L M e
Xz3=@=-

(3.57)

« = l// __. My [se_r(Zﬁ).(h2 —Iic)+2I mchcos(ze)]ét)/ _
‘ [9ey + Myes|cOS? 6% (12, —h?) +1_ hser(26) + h?|

eqy

_B li/_ (K yoVmp + Fcyp)cose_ (K yyVimy Fny)COSQ_ = ,(X)
[9ey + Myes|cOS 6% (12.—h?) +1_ hser(26) +h?]  *

eqy

3.2.3. PUNTOS DE EQUILIBRIO

Para obtener un modelo lineal se considera los parametros que permanecen

constantes alrededor del punto de equilibrio x, = 6.

X, = Ag)x, +B(e,

L =X=X Us=uU-u
of (X - of (X
AD) = —a(x B(6) = —a(u

De acuerdo a las ecuaciones obtenidas se linealiza de acuerdo a las variables x;,
x2, X3, x4, aplicando derivadas parciales a cada una de las funciones obtenidas

en la Ecuacion (3.57)



[of,(X) of (X) af(X) of(X)]
0x, 0X, 0X, 0X,
of,(X) of,(X) of,(X) of,(X)
v §) 0X OX 0X
AO=| o (k) an) ah(X) ah(K)
0x, 0X, 0X, 0X,
of,(X) of ,(X) of,(X) of,(X)
0x, 0X, 0X, 0X,
Of (X))  afy(X) ]
ou, ou,
of,(X)  af,(X)
v ou ou
BO=| or,00 ar, (%) | &
ou, ou,
of,(X)  of,(X)
|0y, ou, |
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Considerando la Ecuacion (3.58) y la expresion (3.57) se realiza el procedimiento

adecuado para obtener A(6) y B(6) evaluando las matrices X =X y U =U.

0 0 1
0 _ 0 0
M  g(l serf-hcosb) -B
heli” " mc 0 P
A(E’)= 3 o+m (2 +h? 3 o+m (2 +h?
eqp heli " mc eqp heli” mc
0 0 0
0
0
Kpp

B(6) =

2 2
[Jeqp +Mpej(Ime +0 )]

K vp cosé

-B
y

J +M 00526’. I2 —h2 +1 hser(26’)+h2
eqy heli mc mc

0
0

Kpy

2 2
[Jeqp +Mpgj (e +h )]

K vy cosé

L ~eay

2 2 2 B 2
J +Mhe|i[cos 9*(Imc—h )+Imchser(2€)+h ] Je

|

1 000
0100

qy

} (3.59)

2 2 2 B 2
+Mhe”[cos 9*(Imc—h )+Imchser(29)+h ]
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Se linealiza alrededor de =0

0 0 1 0
0 0 0 1
M e gh B
/A\(O)= - h||2 h2 0 - p|2 h2 0
['Jeqp +M heli( mc + )] [‘Jeqp +M heli( mc + )]
B
0 0 0 - Y 5
L [‘Jeqy+ Ivlhelilmc]_
i 0 0 ]
0 0
B(0) = s X (3.60)
- [Jeqp+MheIi(|§1c+h2)] [‘]eqp+Mhe|i(Inzqc+h2)] .
KYP Kyy
[‘]eqy+ Mhelilnzwc] [‘]eqy+ Mhelilric]

Los valores obtenidos para las variables de estado depende del valor que le

asignemos a 6, partiendo de la expresion (3.59) y (3.60) se obtiene la funcion de

transferencia.

3.3. IDENTIFICACION EN TIEMPO DE UN TRAMO DE
OLEODUCTO

El tramo de oleoducto que se analiza con datos experimentales perteneciéo a
SOTE la prueba debio realizarse en condiciones normales de operacion, se
realiza un cambio del paso de set point de pequeiia amplitud, ya que una parada

imprevista produciria consecuencias de tiempo y dinero.

Se considera datos de la respuesta del sistema de un oleoducto tomada en el
tiempo de acuerdo a la presién de descarga que se le aplica a éste obteniendo los
datos de la Tabla 3.1, donde la respuesta del sistema es no oscilatoria.

Para identificar al sistema, se introdujo una funcién paso a la entrada del mismo y

se observo su salida.
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Se considera que el sistema funciona las 24 horas del dia y los 365 dias del afio,
y que generalmente el bombeo se realiza utlizando cinco bombas vy
manteniéndose una de respaldo, por tanto estas son las condiciones normales de
operacion. Se introdujo al set point una variacion de 115 psi, obteniéndose

variaciones de la presion de salida en funcion del tiempo. [7]

Se presentan los datos correspondientes a la variacion en tiempo de la presion

para su posterior identificacion.

Tabla 3.1. Variacion de la presion de descarga en funcion del tiempo

TIEMPO A PRESION DE
EN SEG
DESCARGAR EN PSI

0 0

1

16
11 35
12 42
14 49
15 53
17 62
18 65
22 79
24 85
28 92
31 96
33 99
36 102
39 105
43 107
46 108
49 110
52 111

56 112
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En el dominio del tiempo la respuesta de un sistema no oscilatorio tiene la

siguiente forma:

C(t)=A+ke"" +ke'? + ke +....+ke""(3.61)
Donde:
A= amplitud de variacion en la sefial de salida

7, = constantes de tiempo del sistema.

n= orden del sistema.

K =constantes de proporcionalidad.

Si alguna constante de tiempo 7; es dominante, para tiempos grandes los

términos de la Ecuacion 3.62 que tienen las constantes de tiempo pequefias
tienden a cero, mientras que el término de la constante de tiempo grande continua

siendo diferente de cero, por lo que se aproxima a:

Ct)= A+ ke"™ +0+0+.....+0

C(t) = A+ ke™"'"(3.64)

De acuerdo a lo planteado en el tutorial 7 se sigue los pasos correspondientes

para obtener los valore medidos del sistema.

1. Ingresar los valores de y(t) y t en forma matricial en Matlab considerando la

transpuesta de cada una para formar la matriz datos.

>>1=[0261112 141517 18 22 24 28 31 33 36 39 43 46 49 52 56];
>>y=[01 16 3542 49 53 62 65 79 85 92 96 99 102 105 107 108 110 111 112]"
>> datos=[t y];

2. Ingresar el valor de k,y asignar una variable al valor absoluto de los valores

de salida.
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>> k0=115;
>> y2=abs(y-k0);
>> semilogy(t,y2,'b*:");

>>grid

Figura 3.13 Representacion logaritmica, para identificar al
sistema

La Figura (3.13) nos muestra la representacion logaritmica del sistema sin

aproximacion con la recta de acuerdo a los puntos obtenidos en la medicién.

Yo 10 ) 0 0 ) &0

Figura 3.14 Representacion logaritmica, para identificar al

sistema con aproximacién a una recta
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3. Utilizar desde el cuarto punto al vigésimo primero de izquierda a derecha para
trazar los puntos méas cercanos a la recta como se observa en la Figura 3.14
4. Segun la Ecuacion (3.33) y aplicando el logaritmo natural de la expresion se
obtiene :
t
In|y(t) — k| =ln(k1]—T— — y(t)=byg+mt
1

5. Para obtener la primera aproximacion de la recta introducimos en Matlab los
puntos utilizados en el punto tres de la primera funcién, ademas obtenemos

los valores de la Ecuacion de primer orden bo y m.
>> yl=log(y2);
>> y0=yl (4:21);
>> t0=t(4:21);

>> p=polyfit (t0, y0, 1) Al aplicar la funcién polyfit obtenemos los valores de la

recta y(t)=hby+mt
p =
-0.0728 5.1917

6. Estos son los valores que se reemplazan en la Ecuacion de primer orden:

y =bo+mt
bo=5.1917
m=-0.0728

y =—0.0728t+ 5.1917 (3.65)
7. Reemplazar los valores obtenidos en la Ecuacion

(3.32) para obtener el valor de 7, .

k, = e%? = ¢1?17 = 181.27 ,=——=—————=13.73

8. EIl signo de k&, es la diferencia de (v — t_es): signo negativo. Por lo que la

primera aproximacion a la funcion de la planta nos queda:
O =ko= ke ™ (3.66)
y(t) = 115 — 181,27 ¢ =/13.73
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9. Para la segunda aproximacion tenemos la expresion (3.67)

(1) — ko —ky 77| = ky 7™

10. Se coloca los valores de ky 7, obteniendo el sistema con la primera

iteracion.

>> k1=-181.27;
>>tal=13.73;

>>y 1=k1*exp(-t/tal);

>> y3=abs(y-kO+y_1);

>> semilogy(t,abs(y3),'b+:")

10° . . . : :

10"} Tk .

10 + E

10 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Figura 3.15 Sistema con primera iteracion

11.Colocar una recta en los puntos mas préximos de la primera iteracion para
formar una nueva recta e ir descartando los valores lejanos de la funcién

segun los datos establecidos inicialmente.

>> k1=-181.27;
>>1tal=13.73;
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>>y 1=kl*exp(-t/tal);
>> y3=abs(y-kO+y_1);
>> semilogy(t,abs(y3),'b+:"

>> grid

Figura 3.16 Aproximacion segunda recta

12.Repetir el paso numero 5 ,6 y 7 para obtener el valor de los parametros de la

recta y el valor de 7,.

>> y4=|log(abs(y-k0+181.27*exp(-t/13.73)));
>> yol=y4(2:4);
>> tol=t(2:4);
>> pl=polyfit(tol,yol,1)
pl =
-0.3889 4.7809

Estos son los valores que se reemplazan en la Ecuacion de primer orden:

y =bo+mt
bo=4.7809
m=-0.3889

Donde:
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k, = e®® =e*7%%7 = 119.21 T,=——=—————=2.57

13.Segun la Ecuacion 3.61 la Ecuacién para c(t) es:

t t _r _r
y(£) = 115— 181.27e B7 +119.21 e 25 + kye =+ . +k, e = (3.68)

14.Se grafica la Ecuacién 3.68 para realizar una tercera iteracion
15.Se calcula los parametros de la tercera recta

>> y5=abs(y-kO+k1*exp(-t/tal)-k2*exp(-t/ta2));

>> semilogy(t,abs(y5),'g*:")

>> y6=log(abs(y-kO+k1*exp(-t/13.73)-k2*exp(-t/ta2)));

>> y02=y6(1:2);

>> t02=t(1:2);

>> p2=polyfit(to2,y02,1)

p2 =

-0.7402 3.9692

Estos son los valores que se reemplazan en la Ecuacion de primer orden:

y =bo+mt
bo=3.9692
m=-0.7402
Donde:
_ bD _ _39692 _ — 1 — 1 —
k,=e"=¢ =52.94 T,=——=—————=1.3509
m —0.7402

16.Segun la Ecuacion 3.61 la Ecuacién para c(t) es:
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4

y(t)=115— 131.2?e‘ﬁ+ 119.21¢755 — 52.94e‘ﬁ+ e tk,e ™
(3.69)

17.Para obtener la funcién de transferencia se utiliza el comando >>syms vy
transformamos la expresion (3.35) al dominio de “s”

>>gymsts

>>y1=115-181.27*exp(-t/13.73)+119.21*exp(-t/2.57)-52.94*exp(-t/1.3509);

>> y2=laplace(yl,s)

y2 =
11921/(100%(s + 100/257)) - 18127/(100%(s + 100/1373)) - 2647/(50*(s +
10000/13509)) + 115/s

>> s=tf('s");

>> y3=11921/(100%(s + 100/257)) - 18127/(100%(s + 100/1373)) - 2647/(50%(s +
10000/13509)) + 115/s

Transfer function:

3.003e006 s"2 - 2.351e006 s + 1.206e006

500000 s™ + 6.011e005 s"3 + 1.851e005 s”2 + 1.049e004 s

>> g=y3*s
Transfer function:
3.003e006 s”™3 - 2.351e006 s"2 + 1.206e006 s

500000 s™ + 6.011e005 s"3 + 1.851e005 s"2 + 1.049e004 s

18.Validacion del modelo obtenido para verificar el comportamiento del modelo
>>t=[0261112141517 18 22 24 28 31 33 36 39 43 46 49 52 56

>>y=[01 16 3542 49 53 62 65 79 85 92 96 99 102 105 107 108 110 111 112]}
>> step(g,60)

>> hold on

>> plot(t,y,'b*:")
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——— NODELO DENTIFICAD
--- 4~ -+ MODELO REAL

120 : !
s e — o
%) IS N NP S R— SR S—

) SRR SR 4 NS SHS SRS R

Ampltude

) SRR S S N S AR S

o) . e S —

0 10 20 30 40 50 60
Time (seconds)

Figura 3.17 Respuesta a la funcion paso, identificando
el sistema

De acuerdo a las gréaficas el modelo real es la representacion de la variacién de la
presion de descarga en funcion del tiempo, al ser excitado el sistema en lazo
cerrado por una funcién paso, y el modelo identificado de acuerdo a los datos y

funcion de transferencia obtenidos de acuerdo a las iteraciones realizadas.

Un modelo identificado presenta mayor validez al utilizar el coeficiente de

regresion, el mismo que se obtiene aplicando la siguiente expresion:

5 anl(c(t)ident _9)2
= &an =7 (3.70)
Y 0.m-Y)

— 1lon
y = ypromedio = Eznzlc(t)real (371)

y? =coeficiente de regresion

n=numero de puntos tomados

c(t) .o = puntos medidos de la variable controlada

C(t) 4ene = funcion identificada
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Para obtener el coeficiente de regresion es necesario realizar una tabla

comparativa entre la funcién real y la identificada.

Tabla 3.2 Calculos para encontrar el coeficiente de regresion

tiempo C(t) rea C(t) ident (C(t)ident - ypromedi0)2 (C(t)real - ypromedio)2
0 0 0 5308,163265 5308,163265
2 1 1 5163,44898 5163,44898
6 17 12 3703,591837 3120,020408
11 35 36 1358,44898 1433,163265
12 42 41,9 958,3446939 952,1632653
14 49 51 477,7346939 569,1632653
15 53 55 318,877551 394,3061224
17 62 63 97,16326531 117,877551
18 65 66 47,02040816 61,73469388
22 79 78 26,44897959 37,73469388
24 85 83,9 121,9446939 147,4489796
28 92 91,72 355,8073796 366,4489796
31 96 96,31 550,0365082 535,5918367
33 99 98,86 676,1485796 683,4489796
36 102 102,05 852,2229082 849,3061224
39 105 105 1033,163265 1033,163265
43 107 107,2 1179,431837 1165,734694
46 108 107 1165,734694 1235,020408
49 110 110 1379,591837 1379,591837
52 111 111 1454,877551 1454,877551
56 112 112 1532,163265 1532,163265
Sumatoria 1530 27760,36517 27540,57143



109

Se realizan 21 mediciones con las cuales se obtienen vy ...y ¥ aplicando las

expresiones (3.38) y (3.39).

- 1o 1530
y= ypromedio = HZn:lC(t)feéﬂ = 7 =728571

n=1

" JF " 275a05718 0007
anl(c(t)real - y) !

)2 = > (6~ ¥) _ 27760,3651

El coeficiente de regresion corrobora que la funcion identificada es valida puesto

gue toma el valor de 1,0079.

La funcion de transferencia se obtiene aplicando la transformada de Laplace la

expresion 3.35 mediante matlab.

3003%% - 2351s+ 1206

0.55* +0.601%° +0.185% +0.0104
(3.72)

C(s) =

Se considera que la entrada paso es de 115 psi, por lo que aplicando la
transformada de Laplace se obtiene:

115

s (3.73)

R(s)

Considerando que la funcion de transferenciaes C(s) se reemplaza la

expresion 3.39 y 3.40 y se obtiene: R(s)

C(s) _ 30032 - 23515+ 1026
R(S) 575 +69.12657 + 212865 +1.2063

(3.74)
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3.4.BRAZO ROBOTICO CON DOS GRADOS DE LIBERTAD
CONSIDERANDO MOMENTOS DE INERCIA

Para la modelacion del brazo robdtico tipo RR, con dos grados de libertad se
considera los momentos de inercia presentes en cada uno de los eslabones.
El modelo dinamico de los manipuladores facilita la simulacién de movimientos de

alta precision.

Los manipuladores permiten realizar trabajos complejos para el ser humano y que
impliquen riesgo fisico, por lo que se puede manipular las variables de entrada
para obtener el resultado requerido de acuerdo a la aplicacion deseada, para éste
caso el torque aplicado a cada uno de los eslabones hace variar las entradas del
sistema. La Figura 3.18 muestra la ubicacion de los eslabones y los momentos

de inercia de acuerdo a los centros de masa de cada uno de ellos.

Figura 3.18 Manipulador con dos grados de libertad



111

,
|
|
,
|
|
|
|
|
|
,
|
|
|
Il o~
| I
|
,
,
,
,
|

“““ L
| =1
|
|
|
,
|
|
|
)

-
! ©
,
ey .
R~
|
|
|
] e
|
|
: .
|
|
|
| -

. , _
Ll ~

s

e

/,\\\\ A‘IU.

T
)
- =
>
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Para obtener las variables de estado del manipulador tipo RR se aplica el método
de Euler — Lagrange considerando los momentos de inercia de cada eslabon y
aplicando leyes fundamentales de geometria se obtiene los angulos y longitudes
con respecto a un punto especifico.

1. Seleccionar variables generalizadas 6,, 62.

2. Seleccionar coordenadas variacionales 6,,6,,61,6- .

3. Calcular L=U"-T ;J=co-contenido

Para un robot con dos grados de libertad se considera la energia cinética y
potencial.

6 = posicion @ =velocidad

EcT = Ecl + Ec2
(3.75)
Epr = Epy + Epy

m1y m, masas de eslabones

l1y I, momentos de inercia

V1Y Vo rapidez centro de masa

. . T . . T
Vlz(xl ylj sz(xz yzj

U’ = Kl[é?, é) " KZ(H, éj (3.76)

. |1 1 1 1 (5 =\
U = En‘ﬁV12+§|1612:|+|:§m2V22+§|2(61+62) :I

De acuerdo a la Figura 3.19 se tiene la obtiene los angulos de acuerdo a leyes

fundamentales de trigonometria.

_ Y
cosg, ==+
sen91=i Cole

Ic,

X, =lc;serg, (3.77) y, =-lIc,cosf, (3.78)
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_y

: cosf, ==

serﬁl = 1 = i 1 |l
l, lIc,
x'=1 serg, = x':||1—X1 (3.79) y'=1, cosd, (3.80)
1
cos@, +6,) _X _lsers
L

6=06,+6,
cosH, =X

Ic2
cog90- 6, - 6,) = cod90- (6, +6,)] (3.81)
cod90-6, - 6,)=serd, +6,)

Reemplazando las ecuaciones de (3.76) y (3.77) en (3.79) y en (3.80) se

obtiene:

X, =cosd, *Ic,

x, = selld, +6,)*Ic,

X, = X'+X,

x, =|,serd, +Ic,sel, +6,)

(3.82)

serg, = IY_z serd, = ser90- 6, - 6,) =cod6, +6,)
y‘2 = |CZ * Coiel + 62)

y, =—(I, cosd, +Ic, *codd, +6,)) (3.83)

De acuerdo a las especificaciones de velocidad relativa de acuerdo al centro de

masa se obtiene los siguientes resultados.
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v, = [Xl} _ !Icl(cos@l)éﬂ
l Y, Ic, (serd, )8

y _'XZ'_ %(Ilserﬁﬁlczser(eﬁﬁz))
2 _5/2_ _%(—Ilcosﬁl—Icz*cos(91+02)) (3.84)
Tl _Il(cosé’l)éﬁ Ic, * cod6, +6,)* (é1+é2j
"o _;’2_ i 1,(ser, )61 +Ic, * ser{g, +92)*(é1+é2j

En la expresion 3.83 se obtiene el valor individual de los componentes de la
velocidad.

SoR0)

V2 = [Icl(cosé?l)é?l}2 +[Icl(sen91).91}

2

LN2
V)= |Cl(9lj [co§ o, + serf@l]

V2= Icl(t.91)2

oo 5]
(3.86)

Se reemplaza (3.84) y (3.85) en (3.86)

(3.85)

2

. . . 2 . . .
V2 = {Il(cosel)ﬁﬁ Ic, cod6, +6, )(91+ Hzﬂ + [Il(serﬁl)ﬁﬁ Ilc,ser{, +6, )(6’1+ Hzﬂ

Se desarrolla la expresion de V. y se aplica conceptos basicos de ingenieria, con

lo que se obtiene:
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. \2 . \2 . .. 2 2 L.
V22=|12(31j '|‘(|Cz)2 (91) +29192+(92j +2|1|Cz(3 1+3192]COS€2 (3.87)

Las energias cinéticas asociadas a cada eslabon del robot rigido estan

determinadas por:

K,(6,6) =+ ST+ |92

. 1 . 2 1 .
Kl(e,e):any(lcl)z[elj L&

L 2 3.88
K,(6.6)=my; +1 ; (91+92j

. .2 2 .. L2 oL Y
K, (6,6 =%m2 |f91+(|c2){91+29192+92}+2|1|c2{91+9192Jcos¢92 +%|2(91+92j

.2

.2 . . 2 . . . . 2
K,(6,6) == m2|1 P mz(lcz) [91+26’192+«92}+m2I1Icz[6’1+916’2JCOS€2+%I2(6’1+6’2j

Se considera la energia potencial de cada eslabon asociados a la referencia x,y

E,, =—m [c, [g[¢oss, (3.89)

E,, =m, [ [ (I, cosf, +Ic, cos@, +6,)]
Ep. = —m,l,gcosé, —m,lc,gcos@, +6,)

U =K,(6,8)+K,(6,8)+U,
T= 21L( a) - almacenado de esfuerzo

T=0

_ 1Y
J _ﬁ(ea) ——> co-contenido, no posee medio viSCoso ni resistivo

J=0
OL=U" (3.90)
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Para obtener el Lagrangiano se reemplaza las expresiones (3.88) y (3.89) en

(3.90)

1 . \2 1 . 1 .2 1 .2 . . .2 2 . .
LZEml(ICl)Z(Blj +§|16rf+§m2|f91+§mz(|c2)2{91+26r192+92}+m2|1|c2(6r1+9192]cose2
. . 2
+%I2(91+92j +m, [, [¢ [¢osf, + m,l,gcoss, + m,Ic,gcos@, +6,)

4. Para cada coordenada variacional aplicar la Ecuacion (2.17)

la cual se presenta en el capitulo 2.

Para 8,:

ajot | ot . @oy
dt| 94, | 96

E[O_L = ml(|cl)2 él+ l, .6.?1+ m,| .6.?1+ mz(lcz)z(.é.?ﬁ 6?2) +m,)| 1|02K2.6.?1+ ézjcosﬁz

dt| 54,

—(2é1+ ésterﬁz 92} + |2(él+éz)

= [m(lcl)2 +m,12 +m,(Ic,)’ +2mJIc, 00892].6.’1+ [mz(lcz)2 +my Jc, coss, |6

djoL
dtl 54

. . . 2 .o .o .o
—-2mJ lc,serd, Hlﬁz—mzlllczserﬁz(é’zj +1, 61+ 2(6’1+ 6’2)

3—'6' = -mjc,gserd, - m,l,gserd, - m,lc,gsernd, +6,)
1
—g—lg‘ = {~[mjc, +m,l,]gserd, - mjc,gserts, + 6,)}
1

LI I
dt| 56, | 06,
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djoL i my(ic, ) 1+ my (ic, f 62+ mzlllc{él cost, - 6: ser, 92} + Iz(éﬁ 6’2)
dt 106, |
dl aL Lo L . . . e
a — |~ mz(lcz) O+ mz(lcz) G2+ m2|1|02(008492)51— m2|1|Cz(Sen92)51 G2+ |2(31+ 02)
196,
aL _ . 2 . .
55 =" m,lc,gseld, +6,)-mjllc,| | 61| +86,6. |serd,
2

Variables de estado

Modelo en Forma General

r=M(6)6+C(6.6) +g(6)

|:Tl:|=|:Mll(0) MlZ(g):| 91 + C11(01;?) Clz(a;?) -él +[g1(0)} (3.93)
,] [Mnu(6) M,(0)] 5, C,(6,8) C,(6,6)|6- 9,(0)

Se obtiene los coeficientes de la expresion (3.93) de acuerdo a las expresiones

que se hallaron anteriormente para (3.91) y (3.92)

M, (8)=m(ic, ) +mJ2 + m,(lc,)* + 2m,lc, cosd, +1, +1,

M,,(6) = m;(ic,

M_,(6) = m;(ic,)
M,,(8)=my(ic,)* +1,
C,,(6,6) = -mJ/c,serd, 6

+mJlc,cosd, +1,

?+mJ lc,cosh, +1,

C,(6,6) = -m, llczserﬂz(éﬁ éz)

C,.(6,6) =m, Jc,serd, 6,

C,,(6,6)=0
gl(g) = [rn.’l.lcl + mZIl]gserHl + mZICZQSeI’(Hl + 02)
92(9) =myc, gse"(gl + 92)
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3.5. MODELACION RECTOR QUIMICO DE AGITACION
CONTINUA

Un reactor quimico presenta un proceso no lineal y al afiadirle agitacion continua
en la que interviene un flujo continuo de material reaccionante y del cual sale
material reaccionado, necesita una agitacion casi perfecta para alcanzar una fase

liquida no demasiado viscosa.

El propésito de este tipo de reactores es conseguir una buena mezcla de
materiales en su interior , presenta una camisa que cubre el reactor por medio del

cual circula liquido refrigerante para que se lleve a cabo la reaccion. [16]

Reactante !

Entrada de liquido @:
de enfriamiento

NN
NN

Mezclador

% Producto

NN

51

Salida del liquido de
enfriamiento

Figura 3.20 Reactor quimico tipo continuo

Para la modelacién de este reactor es necesario considerar:
» Pérdidas de calor circundantes despreciables.
* Propiedades termodinamicas, densidades, y las capacidades calorificas de
los reactantes y los productos iguales y constantes.
* Mezcla perfecta en el reactor, por lo tanto la concentracion, presion y

temperatura son iguales en cualquier punto del tanque.
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* Temperaturas uniformes en ambas caras (camisa de enfriamiento y/o
calentamiento).

* Volumenes constantes V, Vc

El reactor es rodeado por una camisa de enfriamiento o calentamiento para

remover el calor de reaccion. [17]

Considerando las variables y restricciones del reactor se plantea los

parametros del sistema.

1. Variables de Entrada (manipuladas, perturbaciones)

# Flujo del Producto A: q

Mampuladas{* Flujo del Liguido refrigerante: gc(t)

# Concentracion del producto A en la

Perturbaciones entrada del reactor C (1)

* Temperatura de entrada del producto A: 7.(¢)

2. Variables de salida

# Concentracion del Producto sobrante A
en la entrada del reactor C (7}

Medidas + Temperatura del reactor: T(t)

* Temperatura del liguido refrigerante: 7_(r)

3. Restricciones
Volumen del refrigerante
4. Caracteristicas de operacion

Continuo



Tabla 3.3 Nomenclatura utilizada en el balance de masa de los productos

Simbolo

Yo,

Significado

Densidad de los productos y los
reactivos [Kgmole/ m’]

Capacidad calorifica a presion
constante de los productos y los
reactivos [Joules/(Kgmole-C)]
Capacidad calorifica a volumen
constante [Joules/(Kgmole-T)]
Coeficiente global de transferencia

de calor [Joules/(hr-m*-C]

Area de transferencia de calor m?
Calor de reaccion [Joules/Kgmole]
mol de reaccion de A

Temperatura del vapor saturado K

Flujo del producto
Concentracién de producto en la

entrada.
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Balance de masa del producto reactante “A”, se considera el estado dinamico del

reactor.

d

qCu (1) =Vr (1) —aC, (1) =V ECA(t) (3.94)

Para una reaccion de primer orden

ra(t) = Ko(9.677F0.C, (1) (3.95)

Balance de energia en el reactor

q.0c, T, (t) V. (t).AHr —UAT (1) - T, ()] - q.0c, T(t) =V.oc, %T(t) (3.96)

Balance de energia en la camara del liquido refrigerante
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Qe ()-0c-Cpe- T (1) —UAT (1) =T ()] = A (1) -0, Cpe. T (1) =V, Pelic 5 T(t) (3.97)

Las ecuaciones obtenidas de (3.94) a (3.97) son no lineales por lo cual es
necesario aplicar métodos de linealizacion alrededor de las condiciones de
operacion.

La no linealidad se presenta en mayor porcentaje en la Ecuacion de reaccién 3.95
y a la cual se aplica las series de Taylor para obtener un modelo lineal con

rA(‘F,EA) gue constiuyen los puntos de operacién

f(T,Ca)= f(T" CA)+(acr: jE C”) (‘;;jﬁ T“)+TOS(398)

A

En el proceso de linealizacion se considera a los términos de 6rden superior de

Taylor igual a cero , asi como f(fn,EA”) =0

o oo

f(-T,EA) =(a

Considerando la Ecuacion (3.95) para linealizacion se obtiene:

r,=r,+ f(T,Ca) (3.100)

T +[§éAJ(CA)+[%j(T) (3.101)

r,=r,+C,.C,(t)+C,T

Se encuentra los valores de C,,C,para reemplazarlos en las ecuaciones (3.94),
(3.96), (3.97).
rA() = Ko (0. ¥FOC, (1)

—A E/RT(t)C (t)
"t 0C,| ac ](3.102)
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aI’A 0 —FJR?(t)_
=—A =_—_|ke C.(t)
20T s OT[ A (3.103)
C,= ko-'iSA o EIRTO)
TE)=T@t)-T (3.104)

Ca(t) =cA(t) —c,

Se reemplaza la Ecuaciéon (3.101) en (3.94) y (3.96) para obtener ecuaciones
diferenciales lineales con dos incognitas.

0C, (1) ~Vr,(t) - qC, () =V %cm)

aC, () -V, +C.C. () +C,T)-aC, (1) :vgcm

qC, (t) =V.r, =V.C,C,(t) -V.C,T(t) - qC,(t) =V %CA (t) (3.105)

9
G0C,T,(0) =V 1, AHr -UAT () ~T(0] = q0¢, T =V 08, = T(1)
- 9
0.0, T,(t) =V (r, + C.CA(1) + C, T JAHr —~UAT (1) - T.(] - g.0¢, T(1) =V 05, ~TO
0.0, T, (t) =V(BHNr, =V(AHN)C, C, (1) -V(AHNC, T (1) ~UAT() ~T.()] -a.0¢, T(t) =V.0c, %T(‘) (3-106)

Para obtener ecuaciones diferenciales lineales considerando las variables de

desviacion se desprecia r,

qC, (t) =V.C,CA(t) -V.C,T(t) —qC,(t) =V %CA (t) (3.107)

0,0, T, (t) =V (BHF).C,.C,,(t) =V (AHr)C, T (t) ~UAT(t) - g.0¢, T(t) =V.oc, %T(t) (3.108)
De acuerdo a la Ecuacion 3.107 se considera términos semejantes para

expresarlo en funcién de la concentracion de entrada, concentracion de salida y

su temperatura.
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qC, (t) -V.C,T(t)-C,t)(V.C,.+q)=V %CA(t)

qC, (1) -V.C,T(t) ZV%CA(t) +C,(1)(V.C,.+q) (3.109)

q

VC, vV ac.),
(v.C.+a)

c+q) W Ve rq &

'CAi (t) - (V CA (t)

En la Ecuacidon 3.109 se observa los términos acoplados algebraicamente por lo

que se reemplaza éstos valores por una constante y asi reducir el tamafio de la

expresion.
Vo aC(t) _q VC,
. cC,l))=————C, (1) ———=T(t
Verq) o 0Ty )Y e g™
\ q vV.C
= k =——— k, = ——2 _ 3.110
“Tc.+a) 1T, +q) :“Wco+q &MY

Se reemplaza 3.110 en 3.109

oC, (1) _ .
L= 4 Cu(0) =k Cuy () ~ ko T() 3111

Tl'éA+ Calt) =k .Cyu(t) =k, T(t)

Se despeja la derivada de mayor orden para obtener la primera Ecuacion en

variables de estado para el sistema.

C,=Sc,0-2T0-1c,0 (3112

Tl 1 1

A la Ecuacion 3.111 se aplica la Transformada de Laplace para obtener la primera

funcién de salida del sistema.
L [rl.CA+ C.(t) =k, .C,(t) - kZ.T(t)}

7,.8CA(S) + CA(S) =k, .Cyi(8) =k, T(s)
Ca@{r:5+1) =k.Cyy(9) ~k, T(9)
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ky

e CR (1s+1)T(S) (3.119)

Ca8)=7—"7""F (T '

Se aplica el mismo mecanismo para la Ecuacion 3.109 con lo cual se obtiene la

segunda Ecuacion de salida.
a.0¢, T, (t) ~V(AHN) C,C, (1) ~V(AHNC, T(t) -UATY) —q,0C, T(t) =V.00, T(t)
0,06, T, (t) ~V(AHN) C,C, () - TOM(@HNC, +UA+goc, ] =V o, aT(t)

0,06, T (t) ~V(AHN C,C, (1) =V.0¢, %T(t) +T(OM(@HNC, +UA+qpc, ]

4.0C, T0)- V(QAHNC C)= V.0q, oT(t) T
V(AHNC, +UA+g,0c, V(AHNG, +UA+goc, V(AHNG, +UA+goc, o

Se ordena algebraicamente la expresion anterior y se obtiene 1,,k;,, Kk,

. V.p.c,

° V(OHr)C,+UA+q.0c,
g.0C,
V(AHr)C, +UA+q.p0.c,
V(AHr).C,
V(AHr)C, +UA+q.0c,

3

4=

;o1

3t +T(t) = KT, (t) —k,CL(t) (3.114)

De acuerdo a la Ecuacion (3.102) se despeja la derivada de mayor orden para
obtener la segunda Ecuacion para representar el sistema en variables de estado.
I, f(t)+T(t) = 5T (1) - k,Ca(1)
(3.115)
T = T(t) & —CA() -—T(t)
T

2 2 2
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Transformada de Laplace para obtener la funcion de salida del sistema

I [rz.fm ST = kT (0 - k4cA(t>}

1,.ST() +T() = KT (5) ~K,C,(9)
T(9)(7,5+1) = kT, (8) ~K,Ca(9)

% 1(9-—K

T(s) =
r,s+1 r,S+

[Ca(9 (3.116)

Considerando las ecuaciones (3.112) y (3.113) se halla las matrices que

representan las variables de estado

C ok [
{cAa)} non {Q«t)}+ 7 {cAi(t)}
ST 1k K || Ti

T(t) ) T—: TOJ o T, o (3.117)

Cal(t)
T(t)

Y=[0 1]{
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CAPITULO 4

PROGRAMACION DEL SOFTWARE PARA
IDENTIFICACION Y SIMULACION

4.1. SIMULACION

La simulaciéon es el proceso de modelar un sistema real y llevar a cabo
experiencias con é€l, con la finalidad de comprender el comportamiento del
sistema o evaluar nuevas estrategias dentro de los limites impuestos por un cierto
criterio o un conjunto de ellos, para el funcionamiento del sistema. El objetivo de
la simulacion es la mejor comprension del movimiento del mecanismo o sistemay
poder predecir el movimiento del sistema sin necesidad de usar un prototipo fisico
que resultaria muy costoso. [18]

4.1.1. SIMULACION DINAMICA

Esta simulacién obtiene los valores de fuerzas y momentos requeridos en los
actuadores con la finalidad de conseguir un comportamiento deseado en el

movimiento del robot cuando se llega a la etapa de control en los sistemas. [18]
4.1.2. SIMULACION CINEMATICA

La cinematica, se centra en el estudio del movimiento en funcién de su geometria.
Entre las aplicaciones inmediatas se encuentran la posibilidad de utilizarlo como
modelo matematico de partida para el disefio del controlador, dado que en ciertas
ocasiones los sistemas que van a ser controlados no tienen informacion necesaria

para iniciar el disefio de los mismos.

Un sistema en el que se conozca su funcion de transferencia o variables de

estado presenta facilidades para hallar los puntos de estabilidad. [19]
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4.2. MATLAB

Para la programacion que se utiliza en la identificacion y simulacion de los casos
de estudio se maneja MATLAB, un software de alto desempefio disefiado para
realizar calculos técnicos. MATLAB integra el célculo, la visualizacion y la
programacién en un ambiente facil de utilizar donde los problemas y las

soluciones se expresan en una notacion matematica.

MATLAB es un sistema interactivo cuyo elemento basico de datos no requiere de
un es el arreglo previo. Esto permite resolver muchos problemas
computacionales, especificamente aquellos que involucren vectores y matrices.
[20]

MATLAB se utiliza ampliamente en:

* Calculos numéricos

* Desarrollo de algoritmos

* Modelado, simulacién y prueba de prototipos

* Analisis de datos, exploracion y visualizacion

*Graficacion de datos con fines cientificos o de ingenieria

*Desarrollo de aplicaciones que requieran de una interfaz grafica de

usuario (GUI, Graphical User Interface).

4.2.1. SIMULINK

Simulink es un software hecho para modelar, simular y analizar sistemas
dinamicos. Soporta tanto sistemas lineales como no lineales, modelando en
tiempo continuo, tiempo discreto o en forma mixta. Los sistemas a modelar
también pueden tener velocidades multiples, es decir, tener diferentes partes que

se manejen a cinéticas diferentes. [21]
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4.3. SOFTWARE DE SIMULACION

El presente software contiene 5 sistemas de simulacion y una opcion de

identificacion a partir de datos experimentales.

Modelo 1: Sistema Mecéanico Masa-Amortiguador -Resorte
Modelo 2 : Brazo Robotico

Modelo 3: Reactor Quimico de Agitacion Continua

Modelo 4: Robot Movil Trayectorias

Modelo 5: Robot movil Simulink

Identificacion: Modelos identificados-datos experimentales

| ) PROYECTO DE TITULACION =]

Escuela Politécnhica Nacional

Facultad de Ingenieria Eléctrica y Electrénica - Electranica y Control
'@ Proyecto previo a la obtenicion del fitulo de Ingenieria en Electrénica y Cortrol
& ’: LADY PAMELA CABEZAS ARIAS

Simulaciones:

— Modslo, — Modlela_4

concentracion d producio femperstura

DESARROLLO DE METODOLOGIAS Y PROGRAMACION DE APLICACIONES PARA
MODELACION, IDENTIFICACION Y SIMULACION,

Figura 4.1 Software de Simulacién e Identificacion

El software desarrollado permite ingresar datos parametrizables para cada
modelo, los mismo que permiten obtener una respuesta adecuada de los
sistemas en lazo abierto sin necesidad de incurrir en la deduccién de los modelos
matematicos y largas horas de programacion, éste software fue desarrollado para
brindar facilidad al estudiante en el entendimiento de la modelacion e

identificacion.
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4.4. SIMULACION DE UN SISTEMA MECANICO-MASA
RESORTE-AMORTIGUADOR

Para la realizacion de esta simulacion fue necesario obtener las ecuaciones

diferenciales del sistema, las mismas que se hallaron en el capitulo dos,

Primer Tutorial, Figura 2.2

B ¥2
é le Y2
Z v S
é k, m, 1k, m, £
Z—0— — 00—

W

/W////////////////@//////g/;////ﬁ///// P %
=0

Para utilizar el software adecuadamente se debe dar click en el boton Sistema
Mecanico y colocar el valor requerido en cada campo, las caracteristicas
varian de acuerdo a los parametros que se ingresen, todos los campos son

obligatorios, caso contrario la simulacién desplegarad un mensaje de error.

— Modela_1

omeNy o

Figura 4.2 Software de Simulacién Modelo 1
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-} Error de entrada E“E:@

Q Ingrese todos log datos

Figura 4.3 Error en parametros de entrada

La programacion del modulo 1 se la realiza a partir de las ecuaciones
planteadas en el Capitulo 2 y se despeja la de mayor orden para construir el
diagrama de flujo con dos salidas.
Las ecuaciones que se desprenden de este sistema debido a sus dos masas
son:
m, Y, + B, Yotk (Y, —y) = f
. f B, - (4.1)
Yo =— _yz 12 (yz )
m, m, m,
my,+ klyl = k12(y2 - yl)
. (4.2)
yy =y, - (k” + liy
my m.m
Para realizar la simulacion es indispensable colocar valores numeéricos a los

parametros del sistema.

Tabla 4.1 Parametros del sistema

f 6 [Nm]
m, 1 [Kg]
m, 2 [Kq]

k, =k, 1
[N/m]
B, 2

[N/m/s]
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b=l Salidal

entrada

Figura 4.4 Diagrama de flujo-sistema mecéanico

En la Figura 4.4 se presenta el diagrama de flujo del sistema mecanico masa,
resorte amortiguador. Se considera que el diagrama de flujo representa un
conjunto de ecuaciones dinamicas simultaneas. Al construir un diagrama de flujo
los puntos de unién o nodos sirven para representar variables y por consiguiente
los nodos estan conectados por segmentos lineales llamados ramas, cada rama
posee una ganancia colocada en la parte inferior o superior de la flecha, la cual se

coloca en la direccion en la que se va a transmitir la sefial.

Este tipo de diagramas son la representacion entrada-salida para sistemas

lineales que son modelados por ecuaciones algebraicas. [22]

I —8

f Salidal

Subsystem

—{ 2]

salidal

Clock tiempo

o

velocidad2-desplazamiento2

salida2

Figura 4.5 Sistema mecéanico Simulink
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A partir del diagrama de flujo que se presenta en la Figura 4.4 se procede a la
construccion del sistema en Simulink el cual esta creado con un subsistema para
proveer de mayores herramientas de simulacion, esto se observa en la Figura 4.6,
la variable t conectada con la herramienta clock permite importar las graficas

obtenidas al espacio de trabajo de Matlab.

B 4&

Integrator2 Integrator3

-(K2/m1+K1/m1)

Salidal

Figura 4.6 Subsistema sistema mecanico

La Figura 4.6 presenta el subsistema de la Figura 4.5 , éste se construye
mediante la utilizacién de los bloques de ganancias y los integradores para

obtener velocidad y desplazamiento del sistema.

SISTEMA MAS RESORTE

VELOCIDAD DESPLAZAMIENTO

Figura 4.7 Velocidad y desplazamiento masal
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La Figura 4.7 presenta la respuesta de desplazamiento y velocidad para m, la
cual estd sujeta a dos resortes uno a la derecha y otro a la izquierda por lo que
el desplazamiento sera oscilatorio debido al movimiento que presenta la masa
en el sistema, la masal posee una maxima velocidad de 0.8 m/s y su tiempo

de estabilizacién es de 75 segundos

SISTEMA MASA RESORTE

\elocidad2
—— desplazamiento2

DESPLAZAMIENTO VELOCIDAD

TIEMPO

Figura 4.8 Velocidad desplazamiento masaZ2

La masa m, inicia en reposo por lo que el movimiento incrementa al aplicar la

fuerza externa sobre el sistema y se mantiene con su maxima velocidad por 5
segundos, al cabo de éste tiempo el sistema vuelve al reposo puesto que las
masas conectadas entre si llegan a su posicion original gracias al amortiguador

conectado en la masa 2.

La respuesta de desplazamiento muestra un sistema sobreamortiguado puesto

gue no presenta sobreimpulso.

El tiempo de establecimiento es aproximadamente 10 segundos, el sistema
presenta dos polos complejos conjugados y un cero complejo conjugado en la
salida de la masal, los mismos que se presentan en la Figura 4.9, obtenida a
través de la herramienta de Matlab-Sisotool, la cual permite graficar los polos y

ceros del sistema asi como el diagrama de Bode tanto en fase como magnitud.
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De acuerdo a los parametros de la tabla 4.1 se obtiene las variables de estado del
sistema masa-resorte-amortiguador en valores numéricos, puesto que la

definicion general se deduce en el capitulo 2, tutorial uno, Ecuacion (2.4).

01 0 O 0

- 0
Ac 20 1 O B =

0 0 0 1 0

05 0 -05 -1 05

(4.3)

Cz(l 00 OJ D=0

0010

Las variables de estado del sistema permiten obtener la funcion de transferencia
necesaria para hallar los valores propios que son los polos del sistema y los ceros
se obtienen mediante la herramienta Sisotool.

p, =-0.0668+1.4829
p, =-0.4332+0.7022
c=-0.0034+ 1139

Rect Loous Edtor for Open Loop 1 OL1 B Open-Loop Bode Edior for Open Loop 1 0L1
B T

L L
Maguinde (dE)

| @M bf
Fe hf
Sz loop

Flase @deq)

Figura 4.9 Polos y ceros masa2
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4.5. BRAZO ROBOTICO CON DOS GRADOS DE LIBERTAD CON
PAR VARIABLE Y COMPORTAMIENTO DE LA VELOCIDAD

Un brazo robotico con dos grados de libertad presenta ecuaciones no lineales las
cuales se obtienen por métodos de modelacién presentados en el Capitulo dos y
tres, en el Capitulo 3 se obtiene las ecuaciones diferenciales y el modelo en

variables de estado del sistema .

Figura 4.10 Manipulador tipo RR

Las ecuaciones que se desprenden del sistema se deducen detalladamente en el
Capitulo 3, en este capitulo se presenta ecuaciones generales del sistema para

un mejor entendimiento de los algoritmos de simulacion.

r=M(6)6+C(6,6)+g(6)

{qHMn(e) Mlz(e)} 6 [,[Ca60.6) c.6.0)]6 {91(9)} (4.4)
,] [Mu(6) M,(0)] 5, C,.(6,8) C,(6,0)|62] 19:(0)
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La Ecuacion 4.4 describe el modelo dindmico inverso del manipulador tipo RR el

mismo que esta compuesto por M(6) que es la matriz de inercia, C(4, é) matriz
de coriolis y aceleracién centrifuga, ademas deg(f) que es la matriz de

gravedad.

La matriz de inercia o de masas M(6) es una matriz simétrica, definida positiva,

estd acotada superior e inferiormente, ya que sus elementos dependen de las

variables &, de las articulaciones mediante funciones trigonomeétricas de senos y

cosenos que aparecen siempre en el numerador.

La matriz de coriolis y aceleracion centrifuga C(8,0) tiene términos cuadraticos en

6% y corresponden a las fuerzas centrifugas de las articulaciones, y términos en

66, que corresponden las fuerzas de coriolis.

La matriz de gravedad g(6) representa a todos los términos en los que aparece la

gravedad, los cuales dependen de senos y cosenos de las variables articulares.
[23]

Tabla 4.2 Parametros del sistema

m, 2.97 [kg]
m, 1.56 [kg]
1, 0.2 [m]

B 0.15 [m]

lc, | 0.08373[m]
lc, ~ 0.07224[m]
I, | 0.0226 [Kg.m’]
I, | 0.00641 [kg.m’]

9 | gs1[m/s
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Se aplica los parametros presentados en la Tabla 4.2 a las ecuaciones que se
deducen en el Capitulo 3 para el brazo robético de dos grados de libertad

considerando los momentos de inercia en cada eslabon.

11(6) rn.l.(lcl)2 + m2|CI.2 + rnZ(ICZ)2 + 2m2|1|(:2 COS92 + I1 + I2

M
M.,(6) = m,(Ic,) +mjIc, cosB, +1,
M

21(8) rnZ(ICZ )2 + m2| lICZ COS€2 +1 2

M.,(6) = m,(ic, )" +1,
C,,(6,8) = -mlc,serd, 6,
C,(6,6) = —m2|l|czserﬁz(é1+ ézj

C,.(6,6) =mJ Jc,serd, 6, (4.5)
C,,(6,6)=0

91(9) = [ml|C1 + m2|1]gsen91 + mzlczgser(é?l + 52)

9 (9) = mzlczgser(é?l + 92)

Las ecuaciones presentadas en la expresion (4.5) constituyen el modelo dinamico
de un brazo robdtico tipo RR considerando sus momentos de inercia, éstas
ecuaciones se implementan dentro de una funcién embebida que contienen los
pardmetros numeéricos necesarios para ejecutar el codigo incluido dentro de ésta
funcién (Embedded MATLAB Function).

Para crear subsistemas tales como el de la Figura 4.11 es necesario definir un
sistema general, que abarque las entradas y salidas del mismo, al estar
completamente seguros del sistema que se implementd en base a las ecuaciones
obtenidas se procede a elegir los elementos que se desea estén dentro del
bloque, cabe recalcar que una vez creado los bloques no se puede retroceder en

el proceso ni cambiar las entradas y salidas seleccionadas.

Las sefales de prueba que se emplean en el programa principal constan de dos
tipos, una sefal tipo paso y una sinusoidal, lo que permite analizar el

comportamiento del sistema ante comportamientos espontaneos y dinamicos,
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respectivamente. Las dos sefales de prueba se encuentran conectadas mediante
un switch manual que permite el manejo de la sefal individualmente para cada
subsistema lo que facilita el analisis del modelo dinamico encargado de hallar la
relacion entre las fuerzas que actdan sobre un cuerpo y el movimiento que en él

se origina.

Maud Switch |§|

g@ﬁﬁ
g

P ini Cut1
dep
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2 ut2
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Ertraia 2
taqe2

Taqe 2

Figura 4.11 Sistema Brazo Robdtico

Para obtener un resultado adecuado de las graficas presentadas en Simulink es
necesario emplear la herramienta To Workspace la misma que traslada el grafico

a Matlab y facilita la visualizacion del resultado sin necesidad de ejecutar el

osciloscopio.
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La Figura 4.11 presenta el sistema implementado para mostrar el desplazamiento,
torque y velocidad del prototipo de dos grados de libertad tipo RR, el mismo que
consta de subsistemas, conteniendo dentro de éstos nuevos programas que se
manejan con las ecuaciones obtenidas del modelo matematico.
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Figura 4.12 Subsistema 1 con entrada paso
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El subsistema contenido en la Figura 4.12 de color naranja se muestra en la
Figura 4.13 el cual contiene el modelo matemético del brazo robético por medio

de la funcién embedded que almacena el codigo descrito para el funcionamiento

del sistema.
dhetat
1 1
—ietat et 3 > » RoD ——p{_1
Cut1
Integrator 2 Integrator Radians
tau1 to Degrees
In1 dyrerrics
Ep
In2
1 1
N Bl — |
|2 o diE ¥ s [ T—Wro—B{2)
Qut2
Integrator 1 Integrator 3 Radians
S to Degrees 1
Embedded
MATLAB Function

Figura 4.13 Subsistema2

La Figura 4.13 muestra el subsistema implementado en el diagrama principal
dentro del cual se encuentra el sistema dinamico expresado en ecuaciones
diferenciales, para facilitar la visualizacion del desplazamiento angular se

convierte de radianes a grados.

Los programas implementados dentro del bloque embedded se colocan en el

anexo A2.

El sistema implementado se encuentra en lazo abierto ya que no se coloca ningan
tipo de control por lo cual la salida no tiene ningun efecto sobre la accion de
control. Un sistema en lazo abierto es de facil construccion y no existe problema

en el valor a colocarse de ganancia.
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Figura 4.14 Entrada Sefal paso
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La Figura 4.14 muestra la sefial de entrada al eslabon 1 del brazo robotico tipo

RR,

la cual

n

es enviada a los distintos subsistemas del modelo simulado.

ErtraiaSinsadd

a5 1 15 2 25 3 35 4 45

Figura 4.15 Entrada Sefal Sinusoidal
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La Figura 4.15 muestra la sefal de entrada sinusoidal aplicada a cada uno de los
eslabones para observar la respuesta del sistema ante éste tipo de sefal, se
utiliza dos tipos de sefales para observar el efecto que causa cada una de éstas
en el sistema, ya que una sefal tipo sinusoidal presenta mayor numero de

oscilaciones lo que proporcionard una mayor cantidad de impulsos consecutivos.

Treta 1
0 T T T

—— Sdlida ertracapaso

Figura 4.16 Angulo de desplazamiento primer eslabon

La Figura 4.16 muestra el desplazamiento del primer eslabén durante un periodo
de 5 segundos, en los cuales las perturbaciones son notables debido a la inercia
que debe vencer el sistema para empezar el movimiento, puesto que los
parametros del primer eslabon son mayores que el segundo eslabdon para no

sufrir desequilibrio al momento de mover el eslabon mas pequefio.

El modelo que se implementa es el dinamico, el cual permite conocer los
momentos, fuerzas, desplazamientos aproximados que se deben aplicar al

modelo real para que funcione adecuadamente sin control.

El angulo se incrementa debido a que inicialmente el sistema se encuentra

oscilando hasta estabilizar al sistema equilibrando los pesos de los eslabones.
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El primer eslabén esta sujeto al movimiento inicial que le proporciona la sefial de

prueba por tal motivo permanece en reposo 1 segundo y posteriormente

incrementa su movimiento indefinidamente.

10

Theta2

08—

06—

02—

18- — Sdidaertrada pEo

Figura 4.17 Angulo de desplazamiento segundo eslabon

La respuesta del segundo eslabon es ascendente y no presenta oscilaciones

debido a que el primer eslabdon se encuentra de base para que no se pierda el

impulso alcanzado por éste al momento de comenzar el movimiento.

Desglazamiartol

25

05—

05 |

Figura 4.18 Angulo de desplazamiento primer eslabén

25
Tienpo ]
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La Figura 4.19 muestra el desplazamiento angular del primer eslabon del
subsistema presentado en la Figura 4.12, al instante 4,2 segundos inicia el
movimiento del brazo y se considera que el eslabon se mueve 180 grados con

una base fija.

05" Eesdesztrﬂ |
0
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Teolg

Figura 4.19 Desplazamiento segundo eslabon

La Figura 4.19 describe el desplazamiento del segundo eslabén, el mismo que al
estar sujeto al primer eslabdén tiende a descender debido a la accién de la
gravedad, al igual que el primer eslabon comienza su movimiento descendente a
los 4,2 segundos instante en el cual vence la inercia del sistema, y al no tener

sistema de control desciende presurosamente.

< 1F Velocider 1
7
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q ] ] ] ] ] ] ] ] ]
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Tiepo[4

Figura 4.20 Velocidad del primer eslabdn
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Figura 4.21 Velocidad del segundo eslabdon

Las Figuras 4.20 y 4.21 describen la velocidad de cada uno de los eslabones, en

el mismo sentido del desplazamiento

x10° elocidad del brazo mbéticotipo RR
S_

\eelocidad eslabén 1
B | — \iocidadeslabin 2

Tiempo [§

Figura 4.22 Velocidad del brazo robdtico tipo RR
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La Figura 4.22 compara las velocidades de cada eslabon en la misma gréfica en
la cual comienza el movimiento tanto ascendente como descendente de cada
eslabon, en el instante 4,2 segundos; de acuerdo a las pruebas realizadas con el
modelo de simulacion, el movimiento ascendente y descendente no se estabiliza
debido a que las pruebas son en lazo abierto por lo que no se compara la salida
del sistema con el valor deseado de la salida del sistema (sistema de referencia).

4.6. REACTOR QUIMICO DE AGITACION CONTINUA

El modelo 3 del software de simulacién se refiere a un Reactor Quimico de
Agitacion Continua, su curva de reaccion depende de dos parametros de entrada,

éstos son la concentracion del producto y su temperatura.

Una vez llenados los campos solicitados se da click en el boton Reactor Quimico

de Agitacion Continua y se despliega la grafica obtenida a la salida del proceso.

— Modelo_3

[

concentracion ce producto

Pt nlaes
;L '.':'!.
P

Falvada e liquith -
dzonfrknizate

temperatura

Salida dal e dz
anfiiar ke

Figura 4.23 Reactor quimico tipo continuo

Un reactor quimico de agitacion continua presenta gran sensibilidad a la
temperatura, lo puntos de equilibrio para la linealizacion del modelo matematico
pueden ser estables en lazo abierto pero no garantiza que no sea sensible a

cambios ambientales.
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Figura 4.24 Reactor quimico tipo continuo

Se presenta las variables de estado del sistema, las mismas que permiten obtener
valores numéricos necesarios para la simulacion, la deduccidbn de estas

expresiones se las realiza a detalle en el capitulo 3.

1k [
C,(t) r, 1, |:CA(t):| Rk {CA. (t)}
1k, K,
T(t) _1_2 T_g T 0 - I(t) (4.6)
Y=[0 11{%(0}
T(t)

Los variables de estado que maneja un reactor quimico de agitacion continua se

relacionan directamente con la concentracion de salida del producto C,(t) y la

temperatura de salida del mismo T(t).

Para obtener valores numéricos en la expresion (4.6) es necesario reemplazar los
valores que se muestran en la tabla 4.3 y hallar el equivalente de cada constante
mostrada en las variables de estado.
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Tabla 4.3 Pardmetros del sistema [24]

Volumen Reactor \Y 0.37548342 [mB]
Energia de activacion E 64704147 [Joules/Kgmole]
Densidad del Reactivo P 880.913 [Kgmole/ m3]
Calor de Reaccion AHr -27956717 [Joules/Kgmole]
Factor de Frecuencia K, 1.73515x16 [1/min]
Constante Universal de los gases R 8314.34 [Joules/Kgmole-K]
Capacidad Calorifica del Reactor Cp 3684.384 [Joules/Kgmole-C]
Capacidad Calorifica a volumen constante C, 4186.8 [Joules/Kgmole-TC]
Coeficiente de Transferencia de Calor Total U 1533153.75 [Joules/(hr- m? )]
Concentracion de Salida C, 1285011818 [Kgmole/ m3]
Concentracion de Entrada del producto C, 14.38771178 [Kgmole/ m3]
Flujo del producto g 0.037846848 [ M’ /min]
Flujo del liquido refrigerante qc 0.024839472 [m3/min]
Temperatura del reactor T 383.3333 K
Temperatura de entrada del reactor Ti 321.1111 K

Los valores numéricos de los parametros permiten reemplazar las expresiones

literales por una menos compleja.

C, =k,e ¥ = 2667700587

c, = XoECh gom Z 151471

RT
7, = V. _3748540°
v.c.+q)
_ g _ 6
= —— - =3778%0
“TWC.+d)
Ve, =0.06802

2= WV.C.+q)
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r, = V.S, = -7.2716340°°
V(AHr)C, +UA+q.0c,
pP.C
= APE, = -6.39900°
V(AHr)C, +UA+q.0c,
V(AHr).C, - 14704

* 7 V(Hr)C, +UA+qpc,

{éA(t)}[—zamms —181459}{@(0}{0.10079 0 }{CAi(t)}

'i'(t) 1375207 2022105 || T(t) 0 0.8799| Ti(t) @.7)
“10 1]{&\(0}
T(0)

Al obtener las variables de estado del sistema Ecuacion (4.7), se facilita la
obtencion de las funciones de transferencia y sus valores propios. El reactor
quimico de agitaciéon continua presenta dos salidas una hace referencia a la

concentracion de salida del producto y la otra a la temperatura de salida.

La Figura 4.25 muestra el lugar geométrico del sistema, sus polos p, = 2.0207x10°

y p, =—-0.2657x10> muy alejados del circulo unitario debido al tipo de variables

gue se maneja en un proceso quimico tal es el caso de la temperatura.

aritude (o)

L]

1 1 1 1 L 1 1
-15 -1 -0.8 o 0.5 1 1.5
Real Axis

%107

Figura 4.25 Lugar Geométrico Concentracion de Salida Producto
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La Figura 4.26

Figura 4.26 Salida 1 del Sistema

muestra el

comportamiento de sistema al
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la

concentracion del producto de salida en el reactor, el tiempo de inicio de salida del

producto es 0.33 ms y la cantidad de producto que sale es muy grande debido a

que la simulacion del sistema se lo realiza sin ningun tipo de control ya que es

objeto de otro tipo de estudio el cual no se abarca en éste proyecto de titulacion.
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Figura 4.27 Lugar Geométrico Salida 2

La Figura 4.27 muestra el lugar geométrico de la segunda salida del reactor, ésta

es la temperatura final del reactor, los polos que presenta son p, =2.020710° y
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p, =-0.2657x10° muy alejados del circulo unitario, debido a que no existe una

accién que controle el sistema.

smplde

Figura 4.28 Salida 2 Reactor Quimico de Agitacion Continua

La Figura 4.28 muestra el comportamiento de la temperatura en el reactor, que
inicia su incremento a los 1.4 ms.
El programa utilizado para la simulacion del sistema es implementado en un

archivo .m por la facilidad que presenta éste con las ecuaciones no lineales.

Figura 4.29 Respuesta de temperatura del reactor a una

sefal de entrada escalon
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La Figura 4.29 describe el cambio abrupto de temperatura en el reactor al no
tener ningun tipo de control, la temperatura del reactor debe ser precisa para que

no se afecte a la sustancia que se encuentran en su interior.

La temperatura del reactor disminuye a medida que se coloca mayor numero de
reactivos y depende de los valores iniciales que se coloquen en las constantes

deducidas para las variables de estado presentadas en la Ecuacion 4.6.

Al simular el comportamiento de un reactor quimico de agitacién continua se
observa que es complejo manejar las variables que intervienen en el proceso
como presion y temperatura puesto que si no existe algun tipo de control las
respuestas del sistema incrementan indefinidamente y no se puede manejar un

proceso adecuado, ver anexo A3 descripcion del programa utilizado.

4.7. ROBOT MOVIL

Se realiza la descripcion de éste robot movil tomando como referencia el modelo
matematico deducido en proyectos de titulacion anteriores , esto se realiza con la
finalidad de implementar las ecuaciones obtenidas en un software que nos

permita visualizar la generacion de trayectorias mediante un modelo cinematico.

s A
Yoo e

X
Motores-

ZC.C.

(R}

X

Figura 4.30 Modelo de la estructura robot movil, tomado de [25]
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La Figura 4.30 muestra la geometria de un robot mavil tipo uniciclo, donde la
posicion del robot movil la define el punto P, ubicado en el centro del eje que une

las dos ruedas, donde {R} representa el sistema de referencia coordenadas

globales, (x,,y,)que define la posicion del robot respecto a {R} y ¢, determina

la orientacion del robot respecto a {R}. [25]

La cinemética de un robot mévil con el punto de control ubicado en el centro del

eje que une las ruedas puede ser modelada por la Ecuacion (4.8)

;<= ucosy
S/z usery (4.8)
Y=w

Donde x y yrepresentan las velocidades del robot respecto a los ejes x y vy,

respectivamente, del sistema de coordenadas.

18]

Figura 4.31 Robot mavil tipo uniciclo, tomado de [25]

La Figura 4.31 muestra el robot maovil tipo uniciclo desde la posicion definida en el
punto G, donde G representa el centro de masa y se encuentra ubicado a una

distancia a por delante del centro del eje que une las ruedas, siendo X y yla
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posicion del punto G respecto al sistema de referencia global, y ¢ define su

orientacion respecto a {R}.

La restriccion de velocidad no holonémica del robot movil determina que solo se

puede mover perpendicularmente al eje que une las ruedas, y esta dada por:

xser) - ycos) +aw =0 (4.9)

El modelo cinematico del robot moévil, considerando la restriccion no holonémica,

puede ser representado por:

;< =ucos) —aaseny)
;/ =userfy) + awcos() (4.10)
Y=o

El movimiento de un robot movil tipo uniciclo es representado por los estados

[X,y,¢] y las entradas [u,a] . [25]

El modelo cinematico del robot mdvil tipo uniciclo es analizado con mayor
profundidad en un proyecto de titulacion anterior véase referencia [25], en el
presente proyecto se toma las ecuaciones relevantes del robot para poder realizar

la programacién y simulacién de las trayectorias.

Se realiza las trayectorias para el robot movil Pionner basados en el programa
implementado en base a ecuaciones de traslacion y rotacion.

El tipo de trayectoria depende de los parametros que se introduzcan en el
sistema, en éste caso se encuentra con un controlador PID lo que permite que no
exista oscilaciones al momento de ejecutar cualquier movimiento programado

dentro del esquema planteado. [25]
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— Modelo_4

Figura 4.32 Robot mévil tipo uniciclo, modelo 4
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Figura 4.33 Menu de trayectorias robot Pionner
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Al escoger cualquier trayectoria mostrada en la Figura 4.33 se considera que la

Ecuacion de cada una de las trayectorias debe estar expresada en ecuaciones

paramétricas y con rango de distancia para no exceder los limites de movimiento.
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Simulacion
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Figura 4.34 Primera Trayectoria escogida

La Figura 4.34 describe el movimiento del robot movil con trayectoria definida,
ademas de la forma del robot de acuerdo a la opcién que se escoja, el algoritmo

de simulacién se lo presenta en el anexo A4

"B menu e

idesed Regresar Al Programa Principal?

|5|‘

o]

Figura 4.35 Menu de Retorno al sistema

La opcion del menu interactivo es un aditamento a los programas de Matlab los
cuales presentan mayor comprensiéon al momento de hacerlo interactivo con el

usuario.
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ESCOJA EL CASO DE SU ELECCION

FORMA 1 MEMD DE TRAYECTORIAS

FORMA 2 MEND DE TRAYECTORIAS

FORMA 3 MEMD DE TRAYECTORIAS

FORMA 4 MEMO DE TRAYECTORIAS

FORMA 5 MEM DE TRAYECTORIAS

SALIR

|
|
|
|
|
|

Figura 4.36 Menu programa principal

La Figura 4.36 presenta las opciones del menu principal del robot mévil, cada
“forma” es modificada en coordenadas para obtener una Figura diferente del

robot, ademas del color, lo cual facilita el entendimiento en la simulacion.

Si el sistema no posee coordenadas definidas para el movimiento, el modelo

cinemaético no tiene validez.

From A PID Controller
Workspace
*?_y PID > deliat  Divide
From 1 PID Controllerl
Workspacel
» X
L4

v

Out2

Function deltatt  Dividel
X0

y0
Congtantl

4
' @—"—' out1
L4 -
Trigonometic l’ y
ROBOT

theta

v

Out3

@0
Congtant2 @=theta

Figura 4.37 Modelo Cineméatico Robot Movil
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La Figura 4.37 muestra el modelo cinemético del robot mdévil tipo uniciclo
implementado en Simulink el cual contiene un subsistema con las ecuaciones

paramétricas del robot.

( 1 )u
X'=U.cos@
> . ——p 1
cos | =
— > > os D
) ) Dot Product
Trigonometric Integratorl
Functionl
x0
y'=u.sin@
>

—Pp| sin ——— P .—>1 _»

Xos
) ) Dot Productl
Trigonometric Integrator2 y
Function
w.|_>

il y0
- — >
@

@0 Integrator3

Figura 4.38 Subsistema Robot Movil

El modelo cinematico del robot movil se obtiene a partir de las ecuaciones
diferenciales del modelo matematico y por medio de un diagrama de flujo y

despejando la derivada de mayor orden.

El modelo que se implementa en Simulink tiene conexion con la simulaciéon de
trayectorias interactivas (movimiento en tiempo real), archivos .m y el espacio de
trabajo de Matlab, una alternativa para no correr el modelo en Matlab y
anicamente abrir el archivo .m es colocar en el espacio del tiempo “tsim” con lo

que el software reconoce g existe un archivo conectado con la simulacion. [26]

Figura 4.39 Desplazamiento en X
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El desplazamiento en x del robot mévil incrementa a medida que incrementa el

tiempo presentando una velocidad constante en x a lo largo del movimiento.

La velocidad es lineal e igual a 1m/s por cada 0,5s de desplazamiento, la
aceleracion en x es nula por lo que la fuerza que debe romper para iniciar el
movimiento es la de friccion ya que impide el movimiento fluido de las llantas del

robot.

La velocidad de cada rueda se analiza independientemente de acuerdo al

movimiento que realice en cada instante de movimiento.

Figura 4.40 Desplazamiento en Y

El desplazamiento presentado en la Figura 4.40 es para una trayectoria senoidal
que se considera ideal para el robot, la cual debe seguir en condiciones ideales ,
sin embargo para que el robot siga dicha trayectoria debe tener un controlador
gue permita compensar los parametros implicitos en el sistema y disminuir el

error.

La precision que presente el sistema en sus trayectorias depende de la
calibracion que se proporcione al robot, tanto en velocidad como aceleracion por
medio del sistema mecanico y electronico, para cada entrada de referencia

colocada corresponde una condicion de operacion fija.
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Angulo de Des plazamiento
T T T
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0 0.5 1 13 2 25 3
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Figura 4.41 Angulo de desplazamiento

El desplazamiento angular del robot mévil depende de la velocidad angular que

presente el a la entrada del robot.

Existe un segundo que el sistema disminuye su movilidad por lo cual el
desplazamiento decrece, si se presenta perturbacion externa como una fuerza
ajena al medio en que trabaja el prototipo el sistema no es capaz de adaptarse y

no se llega a la velocidad requerida.

El sistema no puede ser simulado sin ningun tipo de controlador puesto que el
modelo cinematico del robot requiere un control de las coordenadas donde se fija
la trayectoria por lo que se coloca un PID autosintonizable en Simulink, debido a
que el controlador no es objeto de estudio en éste proyecto de titulacion.

4.8. MODULO IDENTIFICACION

El modulo de identificacion permite obtener los coeficientes de la recta , las

constantes de tiempo y las condiciones iniciales k.., esta disefiado para iniciar su

n+l?

funcionamiento dando click en el boton Identificacion

- IDENTIFICACION

Figura 4.42 Boton Principal Identificacion de Sistemas
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La Figura 4.42 muestra la aplicacion programada para realizar la identificacion de
diferentes sistemas a partir de 10 datos experimentales hasta 21 datos, segun el
namero de pruebas que se haya realizado en el proceso o sistema que se

requiere identificar.

Ademas se obtiene la funcién de transferencia a partir de los datos que se ingresn

y la grafica del modelo real transpuesta con el modelo identificado.

4.8.1. MANUAL DE UTILIZACION MODULO IDENTIFICACION

1. Seleccionar el nUmero de datos para la identificacion

-} Identificacion EEX
IDENTIFICACION

Seleccione el numero de datos para |a identificacion:

Figura 4.43 Modulo Identificacion

2. Al seleccionar el niumero de datos para la identificaci6 se espliega la
siguinete pantalla con los parametros requeridos para iniciar la
identificacion, todos los campos son obligatorios y dar click en el botén
Aceptar.
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=N

——

Figura 4.44 Mdodulo Identificacion

3. Colocar los puntos que coincidan en una recta trazada sobre el gréafico

desplegado en la parte derecha de la simulacion.

Identificacion

Aproximacion

o 1051 15] 2 o8] 5 [3¢]
N S 0 D S
0= 1

—

Figura 4.45 Médulo Identificacion-Aproximacion a una recta

4. Colocar los puntos més préximos a la recta requerida y dal click en aceptar
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Aproximacion

Figura 4.46 Modulo Identificacion —Puntos de la recta

5. Dar click en acepta y llenar los valores correspondientes a la segunda

iteracion.

Identificacion

Aproximacion

11 Datos

[0 fos{1 f1s]2f2s]a [as]4[as]s |

(o Jarelos Joo fordessfos [oarsdose] 1 |
o= 1|

——

Figura 4.47 Mdédulo Identificacién Segunda Iteracién

6. Dar click en acepta y llenar los valores correspondientes a la tercera

iteracion.
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Identificacion
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—
—

Figura 4.48 Mdédulo Identificacion Tercera Iteracion

7. Dar click en aceptar y esperar unos segundos, para que se ejecute las
acciones correspondientes para el calculo de las constantes, funcion de
transferencia y diagrama correspondiente al modelo identificado
transpuesto con el modelo real

Identificacion

[0 os |7 152 [25] 3 fas[ 4 Jas| 5 |
¢ Jodo o prdozajns oaosdneg o]
k=l 1|

—

—

Figura 4.49 Mdodulo Identificacion Resultado
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La Figura 4.49 muestra los resultados correspondientes al modulo de
Identificacion, el cual internamente ejecuta la serie de algoritmos necesarios para
que los datos obtenidos en un proceso puedan ser identificados en el dominio del
tiempo y obtener la funcidon de transferencia necesaria para aplicar algoritmos de

control que mejoren la calidad del sistema que requiere el andlisis.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el desarrollo del presente proyecto de titulacibn se alcanz6 los objetivos

planteados y se presentan las conclusiones y recomendaciones obtenidas de

acuerdo a las diferentes complejidades de cada sistema modelado, simulado e

identificado.

5.1.

CONCLUSIONES

En el Capitulo 2 se presenta varios ejemplares de modelacion a manera de
tutorial y se transforma modelos fisicos, mecanicos y de fluidos a sistemas
eléctricos para poder visualizar mejor el sentido de las fuerzas ya que al
plantearlo por medio de fisica clasica no se interpreta claramente el sentido
de las fuerzas que actian en cada sistema y existe confusion al momento
de plantear las ecuaciones diferenciales, es por ello que por medio de la
transformacion a circuito eléctrico se logra identificar que elemento es

equivalente y el sentido de cada una de las fuerza.

El método mas adecuado en la modelacion de sistemas es el variacional,
ya que permite obtener variables de estado a partir de sistemas no lineales
complejos en el caso del manipulador con dos grados de libertad
presentado en el Capitulo 2, puede ser modelado mediante fisica
newtoniana pero el complemento geométrico es demasiado complejo para
analizar las variables de estado por lo que resulta mas sencillo el obtener

variables generalizadas y plantear el Lagrangiano del sistema.

Un sistema puede ser estable a pesar de encontrarse en lazo abierto y
presentar un tiempo de estabilizacion alto. Lo que hace a un sistema
estable son las caracteristicas de entrada no el tiempo en que se demora
en alcanzar la estabilidad, por lo que éstos aspectos pueden ser

estudiados inicialmente a partir de un modelo.
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Simulink es una herramienta computacional de Matlab, la cual facilita el
modelado de sistemas mediante bloques y funciones incorporadas en el
espacio de trabajo, lo que permite una visualizacion fisica del modelo
matematico en comparacion a un archivo .m que no muestra el cédigo sino

la aplicacion que se programe para cada sistema.

Un brazo robético con dos grados de libertad, considerando momentos de
inercia y centros de masa diferentes para cada eslabén, no sigue una
trayectoria definida con el modelo dindmico, es necesario hallar su modelo
cinemético para manejar sus trayectorias por medio de matrices de

rotacion y traslacion.

Una sefal de prueba sinusoidal brinda mayor rango de simulacién debido a
que ciertos sistemas como el brazo robdtico tipo RR requiere mayor
periodo para observar el comportamiento oscilatorio de cada eslabon

cuando no se encuentra sujeto a ninguna base.

Para utilizar el bloque embedded presente en Simulink es necesario tener
instalado un compilador que permita leer el cédigo presente en el bloque,
pero en 64 bits el software Matlab para versiones superiores a R2008a
presenta conflictos de compatibilidad y hace que al momento de correr la

simulacién arroje un error que colapsa la simulacion.

Al simular el modelo cinematico del robot mavil tipo uniciclo se presenta
varios errores de seguimiento de trayectoria al no colocar un controlador en
la simulacion ya que el modelo cinematico comandado por sus matrices de
rotacion y traslaciéon no tiene referencia moviéndose indefinidamente en

linea recta.

Para obtener el modelo cinematico en el Robotino® se utiliza cinematica
inversa y es necesario establecer un sistema de referencia que identifique
cada rueda del robot ya que sin ello los angulos entre las ruedas no
pueden ser analizados por sus vectores unitarios para obtener su velocidad

tangencial y definir sus matrices homogéneas.
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Para modelar el helicoptero con dos grados de libertad es necesario
analizar los ejes y angulos que intervienen en el sistema no se puede
tomar un centro de masa erroneo ya que esto afecta al sistema de
referencia que se coloque para aplicar el método de modelacion de
Newton-Euler.

La metodologia que facilita el modelado matematico de sistemas complejos
es el Lagrangiano que predice el comportamiento dinamico, considerando
la energia que se genera al realizar diversos movimientos con estos, el
trabajo también es considerado como una accién si el movimiento es
continuo, hay que considerar que las expresiones obtenidas son complejas
y requieren un manejo especial matematico asi como notacion adecuada
para obtener un modelo lineal apto para la simulacioén, ya que con sistemas
no lineales la simulacién es complicada al implementar sistemas dentro de

un algoritmo computacional.

El modelo del reactor quimico de agitacion continua puede ser simulado
linealizado, debido a la complejidad matematica que presenta para ello es
necesario tener condiciones iniciales alrededor de un punto de operacion y

aplicar series de Taylor.

El método de modelacion de Newton-Euler es Gtil en sistemas mecanicos
considerando las fuerzas y torques que actian en el sistema, pero
presenta restricciones entre las relaciones de fuerzas presentes, por lo que

la mateméatica se vuelve compleja.

SolidWorks es un software que permite simular los movimientos de un
robot fisicamente con un entorno interactivo, ademas de fabricarlo
virtualmente con los materiales, longitudes y pesos que se desee, lo que
permite visualizar cual serd el comportamiento con cada caracteristica que

se coloque al modelo.
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RECOMENDACIONES

Existen modelos mecanico-eléctricos complejos que no pueden ser
modelados mediante Lagrange-Euler o Newton Euler, por lo que se
recomienda utilizar métodos avanzados como, Denavit- Hartenberg que se
basa en un sistema de coordenadas para obtener una matriz de

transformaciéon que permita obtener un modelo matematico generalizado.

Simulink contiene una funcion llamada embedded que permite comprimir
codigo .m en un solo bloque para incorporarlo al diagrama general del
sistema y no tener que llamar a un archivo externo pero no funciona
adecuadamente en versiones superiores a Matlab R2008a y presenta
conflicto en equipos de 64 bits, por lo que se recomienda trabajar en una
maquina virtual con el sistema operativo XP, 0 a su vez cambiar el equipo

de 64 bits a 32 bits mediante complementos para el sistema.

Simulink en su version 7.12.0 R20l1la presenta problemas de
compatibilidad con la libreria Robotics lo que ocasiona conflictos de
simulacion por lo que se recomienda instalar la version completa desde el
primer uso puesto que al reinstalar los toolkits se confunden y no permiten

reemplazar los archivos antiguos por los nuevos.
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ANEXOS

ANEXO Al

DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROGRAMA IMPLEMENTADO
BRAZO ROBOTICO SIMULINK

INICIO

A 4

Sefal de entrada

A 4

Subsistema 1

A 4

Subsistema 2

FIN

Figura A1l Diagrama Principal Brazo Robatico



Subsistema 1

thetalpp

S|

!

Integrar el sistema

A 4

Ganancia del
sistema

Transformar

desplazamiento a
radianes

A 4

Salida del sistema
velocidad angular

FIN

NO——»

theta2pp

Integrar el sistema

v

Ganancia del
sistema

A 4

Transformar
desplazamiento a
radianes

A 4

Salida del sistema
velocidad angular

FIN

Figura A2 Subsistemal implementado en el capitulo 3
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Este diagrama de flujo explica de manera simplificada el funcionamiento del
sistema implementado para la medicién de velocidad y desplazamiento angular en

el brazo robdético tipo RR.

Subsistema 2

A

Modelo
dindmico del
sistema

A 4

Bloque integrador

Respuesta Sistema

FIN
Figura A3 Subsistema2 implementado en el capitulo 3

El diagrama de flujo del subsistema 2 contiene el modelo dinamico del sistema
que se lo coloca como subrutina para explicar los pardmetros que contiene el

algoritmo implementado para la simulacion del sistema en lazo abierto.

El modelo cinematico del sistema no es implementado en un subsistema debido a
que requiere un controlador para tener un manejo adecuado de las trayectorias,
caso contrario en lazo abierto el sistema oscila sin ningun control y no presenta

sefal de salida visible.
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Modelo
dindmico del
sistema

A 4

Definicién de
pardmetros

A 4

Matriz de Inercia

A 4

Matriz de inercia
inversa

A 4

Matriz de Coriolis

A 4

Funcién de
gravedad

A 4

Ecuaciones
Diferenciales
linealizadas

FIN

Figura A4 Modelo dinamico del sistema brazo robotico tipo RR

El modelo dinAmico que se dedujo para el brazo robdtico con dos grados de
libertad considerando sus momentos de inercia presenta varias matrices propias
de un modelo Lagrange-Euler en el que es imprescindible hallas las matrices de
coriolis, matriz de inercia y las fuerza que actlan en el sistemas por accion de la

gravedad.
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ANEXO A2

PROGRAMA IMPLEMENTADO EN EL SUBSISTEMA 2,
CAPITULO 3

%Funcidon que contiene los parametros de un brazo robotico con dos grados de
%libertad , considerando los momentos de inercia y torques.

%Variables de estado obtenidos con el método Langrange-Euler.
%PROYECTO DE TITULACION DESARROLLO DE METODOLOGIAS Y
%PROGRAMACION DE APLICACIONES PARA

%MODELACION, IDENTIFICACION Y SIMULACION

%LADY CABEZAS

%%

%PARAMETROS BRAZO ROBOTICO SISTEMA INTERNACIONAL
m1=0.6; %[Kg]

m2=0.3; %[kg]

11=0.0034; %[kg.m2]

12=0.0025; %][kg.m2]

11=0.19;  %[m]

12=0.14;  %[m]

Ic1=0.084; %[m]

lc2=0.052; %][m]

%%

%VARIABLES DE ESTADO

x(1)=thetal; %se reemplaza el valor de tetha por una variable x1 y realizar el
programa mas facil

x(2)=thetalp;

x(3)=theta2;

X(4)theta2p;

x(5)=tal; %torque del primer eslabdn

x(6)=taz; %torque del segundo eslabén



%%

%Matriz de inercia M(theta)

% --- _—

% |M11(theta) m12(theta) |

% |M21(theta) m22(theta) |

% --- _—
M11=(m1*(Ic172))+m2*(11"2+lc2/2+2*11*Ic2*cos(x(3))+11+12;
M12=(m2*(Ic1"2))+m2*11*lc2*cos(x(3))+12;
M21=m2*((Ic272)+I1*|lc2*cos(x(3)))+12;

M22=m2*(Ic272)+12;

%Matriz de inercia inversa M(theta)”\(-1)
detM=((M11*M22)-(M12*M21));
dM11=(M22/detM);

dM12=-(M12/detM);
dM21=-(M21/detM);

dM22=(M11/detM);

%%

%Matriz de coriolis C(theta,thetap)
h=-(m2*1*lc2*sin(x(3)));
c11=(h*(x(4)));
c12=(h*(x(2)))+(h*(x(4)));
c21=-(*(x(2)));

c22=0;

%Matriz de coriolis representado como Ecuacién diferencial
cl11=cl11*(x(2));

c121=c12*(x(4)); %112

c211=c21*(x(4)); %221

c221=0; %222
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%%

%Matriz de accion gravitatoria G(theta)
gl=(m1*lc1+m2*I1)*g*sin(x(1))+m2*lc2*g*sin(x(1)+x(3));
g2=m2*|lc2*g*sin(x(1)+x(3));

%%

%Ecuaciones
thetalpp=-dM11*(c111+c121)-dM12*(c211+c222)-(dM11*gl)-
(dM12*phi2)+(dM11*tal)+(dM12*ta2);
theta2pp=-dM21*(c111+c121)-dM22*(c211+c222)-(dM21*gl)-
(dM22*g2)+(dM21*tal)+(dM22*ta2);

thetapp = [thetalpp;theta2pp];
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ANEXO A3

Inicio simulacién
reactor quimico

4

Parametros del
Reactor

h 4

Valores en el punto
de Operacién

v
Constantes
asumidas para
simplificar
expresiones del
modelo

h 4

Matrices de Estado
del Sistema

Sistema Estable

Sl

v

Analizar valores
fuera del circulo
unitario

Discretizar modelo

4

Respuestas al
escalon unitario

FIN

Figura A5 Modelo reactor quimico de agitacion continua
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La Figura A5 representa el diagrama de flujo del reactor quimico de agitacion

continua a través de los parametros del reactor y las matrices de estado del

sistema, éstos pardmetros varian de acuerdo a

sistemay el tipo de constantes que el sistema sea capaz de soportar.

las condiciones iniciales del
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ANEXO A4

INICIO

Variables del lazo
principal

!

Menu de
trayectorias

NO

SI

Forma 1

si

II

S|

Opcién 4 NO
Forma 3

SI

NO-
Forma 4 l

Ninguna de las
opciones

SI

Forma 5 A 4

Salir

Figura A6 Diagrama Flujo Programacion trayectorias

La Figura A6 muestra el diagrama principal para la generacion de trayectorias el
cual se encuentra desarrollado en un archivo .m y compuesto por varias funciones
llamadas formal, forma2, forma3, forma4, forma5, dentro de la cual se escoge el
color y la forma del robot mévil, cada forma contiene una funcion que permite

escoger el tipo de trayectoria a seguir.

Para generar la trayectoria de la elipse se ingresa los parametros de x ey, de la
astroide la longitud del radio de la Figura, esto es ancho y radio.
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Figura A6 Diagrama Flujo Programacion trayectorias

La Figura A6 muestra el diagrama de flujo del algoritmo implementado para
generacion de trayectorias en el robot movil tipo uniciclo, el programa principal se
presenta en la Figura A5 en la que se observa 5 opciones de formas para el robot,

cada forma presenta el mismo algoritmo por lo cual se le denomina n=5.



