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Resumen

El modelo de Beeler-Reuter del potencial de accion miocardial ventricular es un
modelo biofisico que describe la actividad eléctrica de una célula cardiaca. En este
trabajo, dicho modelo es implementado y utilizado en un problema inverso, el cual
nos permite estimar las condiciones iniciales éptimas de las sustancias quimicas
sensibles involucradas.

Existe muy poca teoria sobre los problemas con el control en las condiciones
iniciales; esta es la razon por la cual se propone el método del lagrangiano para
obtener dichas condiciones. La formulacion de un problema inverso también
requiere de controles admisibles, la descripcion matematica del sistema que va a
ser controlado, el costo y las restricciones que deben ser satisfechas.

La resolucion del problema inverso involucra ademas la resolucién de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias; por esta razén, cuatro métodos numeéricos
fueron implementados para aproximar dichas ecuaciones.

El primer método numérico utilizado es el de Bogacki-Shampine, el cual esta
implementado en la funcién ode23 de MATLAB. Este es un método Runge-Kutta
de tercer orden que cuenta con un método anidado de segundo orden. Con su
ayuda, el sistema de ecuaciones que describe el modelo de Beeler-Reuter puede
ser resuelto, y el potencial de membrana puede ser obtenido, asi como cada una
de las corrientes i6nicas que intervienen en él. En esta primera parte, con ayuda de
las graficas, se hacen suposiciones iniciales sobre la estabilidad de los parametros
del modelo.

De los resultados del modelo de Beeler-Reuter, se derivan las ecuaciones adjuntas
del problema de control. Estas también son ecuaciones diferenciales ordinarias y
se resuelven con el segundo método: Euler hacia atras. La condicion de transver-
salidad \(T") = 0 se utiliza como valor inicial.



Finalmente, para calcular el costo de la funcién a minimizar, se incluye la condicion
de optimalidad y se utilizan el método del gradiente (método de descenso) y el mé-
todo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno o BFGS (método cuasi-Newton). El costo
debe ser especificado para evaluar el rendimiento del sistema cuantitativamente.

Palabras clave: Potencial de accion miocardial ventricular, Potencial de membrana,
Control en las condiciones iniciales, Ecuacion de estado, Ecuacion adjunta, Condi-
cion de transversalidad,Condicién de optimalidad.



Abstract

Beeler-Reuter model of ventricular myocardial action potential is a biophysical
model that describes the electrical activity of a cardiac cell. In this work, such model
is implemented and it is used in an inverse problem, which allows us to estimate the
initial optimal conditions of the sensitive chemical substances involved.

There is very few theory about problems with the control at the initial values; this
is the reason for which a lagrangian method is proposed in order to obtain such
values. The formulation of an inverse problem also requires admissible controls, the
mathematical description of the system to be controlled, the cost and the constraints
that should be satisfied.

The solution of the inverse problem also involves the solution of systems of ordinary
differential equations; for this reason, four numerical methods were implemented in
order to approximate such equations.

The first numerical method that was used is Bogacki-Shampine, which is imple-
mented in the ode23 MATLAB'’s function. This is a third order Runge-Kutta method
which has an embedded second order method. With it's help, the equation system
that describes the Beeler-Reuter model can be solved, and the membrane potential
can be obtained, as well as each of the ionic currents that are part of it. In this
first part, along the plots help, assumptions on the model’s parameters stability are
made.

With the Beeler-Reuter model results, the adjoint equations of the control problem
are derived. These are also differential ordinary equations and they are solved with
the second method: backward Euler. The transversality condition A(7") = 0 is used
as the initial value.

Finally, to include the cost of the function that is going to be minimized, optimality
condition is included and the gradient method (a steepest descent method) and



the Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno or BFGS method (a quasi-Newton method),
are used. The cost must be specified for evaluating the performance of the system
quantitatively.

Key words: Ventricular myocardial action potential, Membrane potential, Control at
the initial values, State equation, Adjoint equation, Transversality condition, Optima-
lity condition.



Introduccion

El potencial de accién miocardial ventricular es el impulso eléctrico que viaja a lo
largo de la membrana celular del miocardio, llevando informacién que permite la
activacién de las auriculas, y por lo tanto, el flujo de sangre hacia los ventriculos,
los mismos que también son activados por este impulso eléctrico. Los modelos
matematicos que describen la actividad eléctrica de una célula cardiaca se pueden
dividir en dos grupos: modelos biofisicos y modelos simplificados. Los modelos
biofisicos como el de Noble, Beeler-Reuter o DiFrancesco-Noble, buscan describir
la electrofisiologia celular cardiaca [1]. Los modelos simplificados como el de
van Capelle-Durrer o el de Fenton-Karma, se enfocan en simular las propiedades
basicas del potencial de accion, sin tratar los procesos subyacentes, por lo que sus
variables no suelen tener significado fisico [2].

El modelo de Beeler Reuter simula el potencial de accion en el miocardio ventricular
de los mamiferos. Su importancia radica en la informacion que brinda sobre las
arritmias y el transporte i6nico en las células cardiacas. La formulacion sigue
aquella del modelo de Hodgkin y Huxley, en la cual se incluyen conductancias
membranales modelizadas usando puertas de activacion e inactivacion, con tasas
de apertura y cierre que dependen del voltaje [3]. Sin embargo, el modelo de Beeler
Reuter es mas complejo porque incluye una corriente de sodio que se activa e
inactiva mas rapido, y ademas incluye una corriente de calcio y una de potasio que
son totalmente dependientes del voltaje.

El potencial de accion puede medirse como en los experimentos de fijacién de
voltaje! (voltaje clamp), llevados a cabo en corazones de perros y terneros [10]. En
los humanos en cambio es medido indirectamente a través de los electrocardiogra-
mas.

ITécnica que implica fijar v mantener de forma constante el potencial de membrana en una célula
en registro. De este modo se pueden disenar protocolos para establecer los distintos valores de potencial
a los que quiere someter una membrana, y asi estudiar la cinética y comportamiento de los canales
ionicos y sus corrientes asociadas en todo el rango de potenciales de una célula [4].



La determinacién de las concentraciones de iones de sodio, potasio y calcio, y de
las tasas de apertura y cierre de los canales idnicos, son de gran importancia para
saber el estado de salud del paciente, sin embargo, no pueden ser medidas direc-
tamente. En este proyecto se determinan cudles son las tasas y concentraciones
iniciales de las distintas sustancias quimicas que intervienen en el potencial de
accion cardiaco, a través de un problema inverso, con el control en las condiciones
iniciales. Para la implementacion de este problema se crearon los programas
InversoGradiente e InversoBFGS, en los cuales se utilizaron distintos métodos
numéricos que permitieron dar solucién a los sistemas de ecuaciones de estado,
asi como los sistemas de ecuaciones adjuntas. Ademas, el programa permite
graficar los potenciales de accién del miocardio ventricular.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se describe
cdmo se produce un potencial de accidn, sus fases y las sustancias quimicas
que intervienen en él. En el Capitulo 2 se describe el modelo de Beeler-Reuter.
En el Capitulo 3 se presenta una breve introduccién al Control Optimo y luego
se formula el problema inverso, derivando las restricciones de los problemas con
el control en las condiciones iniciales, mediante el método del lagrangiano. En
el Capitulo 4 se explican los diferentes métodos numéricos utilizados en los dos
programas. Luego, se describe la implementacién de dichos métodos; se hace
referencia a la resoluciéon del sistema de ecuaciones de estado y al sistema de
ecuaciones adjuntas. En el Capitulo 5 se muestran y discuten los resultados de los
programas InversoGradiente e InversoBFGS, y también se discute la estabilidad
de los parametros del modelo de Beeler-Reuter. En el Capitulo 6 se presentan las
conclusiones obtenidas en el presente trabajo, y las recomendaciones y posibles
trabajos futuros que surgen a partir de este proyecto.

A continuacion se presenta un esquema de los objetivos que se plantearon al inicio
de esta investigacion.

OBJETIVOS
Objetivo General
Estimar las condiciones iniciales de las sustancias quimicas involucradas en la

actividad eléctrica del corazén mediante un problema inverso que involucre el
modelo de Beeler Reuter como ecuacion de estado.



Objetivos Especificos

e Simular la actividad eléctrica del corazén mediante el modelo de Beeler Reuter
y determinar la influencia de las sustancias quimicas involucradas.

e Plantear un problema inverso de estimacion de parametros para el modelo de
Beeler Reuter y probar condiciones necesarias de optimalidad.

¢ Resolver numéricamente el problema inverso para encontrar las concentracio-
nes iniciales de las sustancias quimicas sensibles involucradas.



CAPITULO 1

Potencial de Accion

1.1 Transporte a través de la Membrana Celular

La membrana celular es la estructura externa de las células que separa el ambiente
intracelular del extracelular. Estd compuesta en su mayoria de lipidos, los mismos
que estan dispuestos en una capa doble [5]. La membrana provee una barrera que
impide el movimiento libre de agua y otros iones entre el interior y el exterior celular;
sin embargo, estas sustancias son esenciales para el funcionamiento y sustento vi-
tal de la célula. Para permitir el movimiento de los iones, la membrana celular cuenta
con proteinas especializadas que se encuentran en su parte interna, externa, o bien
la atraviesan formando un puente entre el interior y el exterior de la misma [2][6].

1.1.1 Transporte no facilitado

L] e @ Espacio extracelular
[ ]

Bicapa lipida
(membrana celular)

Espacio intracelular

Figura 1.1: Difusion Simple.[7]

Se da mediante la difusion simple; es un transporte pasivo que no requiere gasto
de energia quimica ni de la intervencion de moléculas proteicas. La difusién simple
es el movimiento pasivo de moléculas desde regiones de alta a baja concentracion
hasta que se establece el equilibrio [8].(Ver figura 1.1)



1.1.2 Transporte facilitado

1.1.2.1 Transporte pasivo facilitado

Se produce cuando algunas moléculas atraviesan la membrana por medio de
proteinas (canales y transportadores).

e Canales lénicos

Los canales idnicos contienen poros que cuando se abren permiten el paso
selectivo de iones especificos a través de la membrana celular [5][6]. Estos
canales son una especie de compuertas que se abren o cierran en funcién de
estimulos eléctricos (como voltajes), mecanicos o ante factores quimicos. (Ver
figura 1.2)

proteinas membrana calular

membranales que (doble capa de lipidos)

7 formal el canal
! idnico

canal idnico cerrado

canal idnico abierto

Figura 1.2: Un canal ionico puede estar abierto o cerrado, como re-
sultado de cambios en las proteinas membranales que forman el canal.

En este proyecto se hablara sobre canales idnicos selectivos para iones de
sodio, potasio y calcio, que pueden ser dependientes de voltaje u operados
por receptores. Los canales dependientes de voltaje se abren o cierran
en respuesta a cambios en el Potencial de Membrana, mientras que los
operados por receptores se abren o cierran en respuesta a sefales quimicas
detectadas por receptores en la membrana celular [5].

1.1.2.2 Transporte activo

Durante el transporte activo los iones 0 moléculas son transportados a través de la
membrana en contra del gradiente de concentracion. Este proceso utiliza energia
almacenada en el ATP [9], como la bomba de sodio - potasio.
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e Bombas

En el caso de la transportacion activa en las células cardiacas, se utiliza ener-
gia extra proveniente del ATP (Adenosin Trifosfato) para mover a los iones en
direccion opuesta al desplazamiento impuesto por ciertas condiciones elec-
troquimicas [5][10]. Este es el caso de la bomba de sodio-potasio (figura 1.3),
gue bombea iones de sodio hacia el exterior de la célula y al mismo tiempo
bombea iones de potasio desde el exterior hacia el interior celular [11].

Fluido Extraceiular

Citoplasma

Figura 1.3: Proceso que realiza la Bomba de Sodio - Potasio.

El funcionamiento de esta bomba se puede explicar en seis pasos (ver figura
1.3):

1. Tres iones Na* se unen a una proteina y esto estimula la fosforilacién
del ATP, que ahora se convierte en ADP.

2. La fosforilacién hace que la proteina cambie su forma.

3. El cambio de forma produce la expulsion de los iones Na™ al exterior
celular, mientras que dos iones K se unen a la proteina.

4. La unién de los iones K libera un fosfato.



11

5. La pérdida del fosfato hace que la proteina retome su forma original.

6. Los iones K* son expulsados y nuevamente los iones Na™ toman sus
lugares en la proteina. El ciclo se repite.

1.1.3 Transporte vesicular

Es el transporte de macromoléculas, particulas grandes y fluidos. Cuando el trans-
porte se realiza desde el interior hacia el exterior de la célula se conoce como
exocitosis; por medio de ella se forman vesiculas que se fusionan con la membrana
celular para secretar, por ejemplo, enzimas u hormonas. Si el transporte se realiza
desde el exterior hacia el interior de la célula, se llama endocitosis; en este pro-
ceso la membrana forma vesiculas que ingresan llevando particulas grandes (fa-
gocitosis), particulas pequenas (pinocitosis), o particulas especificas (endocitosis
mediada por receptores). [12].

1.2 Potenciales Transmembrana

El transporte activo de iones genera gradientes ionicos que dan origen a una dife-
rencia de potencial en la membrana celular. La diferencia de potencial en la mem-
brana V,,,, también es conocida como potencial de membranay se define como la
diferencia de potencial entre la parte interna y externa de la membrana celular:

Vm:‘/i_‘/€7

donde V; es el potencial eléctrico intracelular y V. es el potencial eléctrico extrace-
lular.

En reposo, el interior de una membrana esta cargado negativamente con respecto
al exterior; por lo general el potencial de reposo transmembrana esta entre —80mV
y —90mV en el tejido ventricular [2]. Si el potencial de membrana se hace menos
negativo, el proceso se llama despolarizacion, y si se hace mas negativo el proceso
se llama hiperpolarizacion. (Ver figura 1.4)

Las distribuciones idnicas que generan el potencial de membrana estan fuera del
equilibrio. Si las concentraciones se equilibraran, la diferencia de potencial que se
estableceria en la membrana se conoce como Potencial de Nernst, y estd dado por:

RT, lylo

B =p™y,

), (1.1)
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Vm (mv)
+30+---- mem = — - - e -
0_-
REPOLARIZACION
POTENCIAL DE
MEMBRANA EN
. EPOSO
/ HIPERPOLARIZACION
-70 7 ¢
DESPOLARIZACION
1 i 1 | 1l
o 3 3 3 3 5 t (ms)

Figura 1.4: Polarizacion de la membrana celular.

donde "y” es un ion, R es la constante universal de gas, T es la temperatura
absoluta, Z es la valencia del ion y, I’ es la constante de Faraday, y [y], y [y]; son
las concentraciones extracelular e intracelular del ion y, respectivamente.

La fuerza motriz que actua sobre un ion especifico es la diferencia entre el potencial
de membrana y su potencial de Nernst. Cuando los iones flotan a través de canales
ibnicos, dan lugar a una corriente que viene dada por:

I, = gy(vm - Ey) (1.2)

Esta ecuacion representa la ley de Ohm, donde I, es la intensidad de corriente o
corriente transmembrana llevada por el ion y, g es la conductancia de la membrana,
y la diferencia de potenciales, V,, — E,, representa un voltaje.

1.3 Potencial de Acciéon Ventricular

Sila membrana se despolariza hasta un nivel critico llamado nivel umbral, se genera
un potencial de accién. Entonces, un potencial de accién es un cambio rapido en
la polaridad de la membrana de negativo a positivo y de vuelta a negativo, en un
determinado ciclo que dura unos milisegundos. El potencial de accién o impulso
eléctrico viaja a lo largo de la membrana celular, llevando informacién entre tejidos
[8]. El potencial de accidn ventricular es un potencial de accion especializado que
tiene lugar en el corazén y que presenta propiedades Unicas necesarias para el
funcionamiento del sistema de conduccién eléctrica del corazon.
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1.3.1 Fases del Potencial de Accién Ventricular

1 1

_100 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

tiempo (ms)

Figura 1.5: Fases del Potencial de Accion Ventricular.

e Fase 1
En reposo, los canales de sodio y potasio estan cerrados, por lo que el po-
tencial de reposo de la membrana se mantiene. La célula permanece en este
periodo hasta que es activada por un estimulo eléctrico que normalmente pro-
viene de una célula adyacente. Cuando debido a un estimulo el potencial de
membrana pasa de —90mV a —70mV/, se inicia la fase 2. (Ver figura 1.5).

e Fase 2
Se produce una despolarizacion rapida debido a la apertura de canales de
sodio; esto genera un incremento de la conductancia de la membrana para el
sodio (gna), Y por tanto también se incrementa la entrada de iones de sodio
(In,) al interior celular. A la vez, la conductancia para el potasio (gx) dismi-
nuye, y el potencial de membrana empieza a modificarse hasta alcanzar los
20mV. (Ver figura 1.5).

o Fase 3
En esta fase se desactivan los canales de sodio y se activan las corrientes de
potasio, produciéndose una pequena repolarizacién. (Ver figura 1.5).

e Fase 4
Es la meseta del potencial de accion. Se produce debido a la compensacion
entre la salida de iones de potasio y la entrada de iones de calcio. (Ver figura
1.5).
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e Fase 5
Es la fase de repolarizacién del potencial de accién. Los canales de calcio
que estaban abiertos se desactivan y aumentan los iones de potasio; asi el
potencial de accién disminuye gradualmente. Algunas corrientes de potasio
se desactivan cuando el potencial de membrana recupera un valor de —80mV
a —85mV/, y otras corrientes de potasio permanecen funcionando a través de
la fase 1, contribuyendo con mantener el potencial de reposo. (Ver figura 1.5).

1.3.2 Periodo Refractario

40 T T T T T T T T T

20

200

> ol - - - periodo refractario __

B0 F

B0k

100 1 1 1 1 1 1] 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

tiempo (ms)

Figura 1.6: Periodo refractario del potencial de accion ventricular.

No se puede producir un nuevo potencial de accidén en una fibra excitable mientras
la membrana siga despolarizada por el potencial de acciéon precedente [5][2][13];
esto se conoce como periodo refractario en un potencial de accién (Ver figura
1.6). El motivo de esto es que poco después del inicio del potencial de accion se
desactivan los canales de sodio, o los de potasio o ambos, y ninguna magnitud
de la senal excitadora que se aplique a estos canales en ese momento abrira las
compuertas de desactivacion. La unica situacion que permitira que se vuelvan a
abrir es que el potencial de membrana vuelva al nivel del potencial de membrana en
reposo original o cerca del mismo.[13][14][15]. Entonces, en una pequefia fraccidén
de segundo se abren las compuertas de desactivacidén del canal y se puede iniciar
un nuevo potencial de accion.[4]



CAPITULO 2
Modelo de Beeler-Reuter

Antes de describir el modelo de Beeler-Reuter, es necesario mencionar el trabajo
realizado por Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Huxley, con respecto a los estudios que
realizaron sobre el potencial de accion a través de la superficie de la membrana de
un axoén de calamar gigante.

Hodgkin y Huxley describieron los mecanismos idénicos subyacentes en la iniciacion
y propagacion de los potenciales de accién en el axén de calamar gigante. La
corriente a través de la membrana se representa por el circuito eléctrico de la
figura 2.1. La corriente puede ser llevada a través de la membrana celular ya sea
cargando la capacidad de la membrana o por el movimiento de los iones a través
de las resistencias en paralelo con la capacidad. La corriente i6nica es dividida
en componentes llevados por iones de sodio y potasio (/y, Y k), Y una pequefa
corriente de fuga (/;) compuesta por cloro y otros iones. Cada componente de la
corriente idnica esta determinada por una fuerza que puede ser medida como una
diferencia de potencial eléctrico y un coeficiente de permeabilidad que tiene las
dimensiones de una conductancia. Entonces, la corriente de sodio (/y,) es igual a
la conductancia del sodio (gn,) multiplicada por la diferencia entre el potencial de
membrana (FE) y el potencial de equilibrio para el ion de sodio (Ey,). Ecuaciones
similares se aplican a Ix y a [, [4].

Para la descripcién matematica, primero se divide la corriente total de la membrana
en una corriente de capacidad y una corriente iénica:

av
Cn—r + (2.1)

donde I es la densidad de corriente de membrana total, I; es la densidad de
corriente idnica, V' es el desplazamiento del potencial de membrana de su valor de

15
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Figura 2.1: Chircuito eléctrico que representa un segmento de mem-
brana celular. Ryno = 1/gna; Rk = 1/gx; Ry = 1/g;. Rna y Ry varian
con el tiempo y el potencial de membrana; las otras componentes son
constantes [4].

reposo, C,, es la capacitancia de la membrana por unidad de area (que se asume
constante), y ¢ es el tiempo [4].

La justificacion para esta ecuacion es que es la mas simple que puede ser usada
y que entrega valores para la capacidad de la membrana que son independientes
de la magnitud de V, y que no son afectados significativamente por la evolucién en
el tiempo de V (ver [15] y [4]). La evidencia de que la corriente de capacidad y la
corriente idnica estan en paralelo (como lo sugiere la ecuacién 2.1) esta dada por
la similaridad entre las corrientes iénicas medidas con % = 0y aquellas calculadas
con —C,,, %7, con I = 0 ([13][14]).

La corriente de la membrana se puede subdividir, separando la corriente i6nica en
los componentes llevados por los iones de sodio, potasio y otros iones (ver [4]):

I, = Ing + I + I (2.2)

En [15] se demuestra que la permeabilidad idnica de la membrana puede expre-
sarse en términos de las conductancias ionicas (gn., 9x,7:)- Las corrientes idnicas
individuales se obtienen a partir de estas conductancias mediante las siguientes
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relaciones:

[Na - gNa(E - ENa)a
Iy = gK(E - EK)>
I, = g(F—-E),

donde Ey, Y Ex son los potenciales de Nernst para los iones de sodio y potasio;
y E; es el potencial en el cual la corriente de fuga debida al cloro y otros iones es
igual a cero. Por aplicaciones practicas, se suele escribir estas ecuaciones como:

Ing = gNa(V - VNa)a (2-3)
Ik = gx(V—Vk), (2.4)
I, = qa(V-V), (2.5)
donde
V = E—-E,,

VNa - ENa - Era
VK - EK - ET7
‘/2 = El - ETJ

y E. es el valor absoluto del potencial de reposo. V, Viv., Vk ¥ V; pueden entonces
medirse directamente como desplazamientos del potencial de reposo.

Finalmente, también se puede describir las conductancias. El modelo de Hodgkin-
Huxley describe la conductancia del potasio como gx = gxn*, donde gx es una
constante con las dimensiones de conductancia/cm? [4].

La dependencia con respecto al tiempo de la compuerta n estd dada por:
d
d—qz = a,(1—n)— Bun, (2.6)
donde «, y (3, son variables conocidas como tasas constantes que varian con el

voltaje pero no con el tiempo (son funciones de V pero no de t); n €s una variable
adimensional que puede variar entre 0 y 1 [15][4][13].
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Asi mismo, se describe la conductancia del sodio: gy, = m*hgn., donde gy, €s
constante. De manera similar que con el potasio, la dependencia con respecto al
tiempo de las compuertas m y h estan dadas por:

dm

il am(1 —m) — Bpm, (2.7)
= au(l—h)— b, (2.8)

donde las o's y las ’'s son funciones de V' pero no de t.

La forma general para describir la dependencia con respecto al tiempo de cualquier

compuerta “y”, queda dada por la ecuacion:

% = ay(1 —y) — Byy, (2.9)
Usualmente «, y /3, son descritas por una formulaciéon empirica, en general depen-
diente del voltaje. Se puede revisar mas detalladamente la formulacién de estas
tasas y del modelo de Hodgkin-Huxley en [15] y [4].

2.1 Descripciéon del Modelo de Beeler-Reuter para el

Potencial de Accion Ventricular

En 1976 G.W. Beeler y H. Reuter propusieron un modelo matematico del potencial
de accidn sobre las membranas de fibras miocardiales ventriculares de los mami-
feros. La construccion del modelo se basa, lo mas cercanamente posible, en las
corrientes iénicas que fueron medidas mediante métodos de fijacion de voltaje [3].

El modelo incorpora cuatro corrientes idnicas formuladas matematicamente en tér-
minos de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley; dos corrientes de entrada dependien-
tes del tiempo y voltaje, la corriente de entrada de sodio excitadora, iy,, Y Una
corriente de entrada lenta secundaria, i,, compuesta principalmente por iones de
calcio. Una corriente de salida de potasio independiente del tiempo, ix,, y una co-
rriente de salida dependiente del tiempo y voltaje, i,,, compuesta principalmente
por iones de potasio [3][16]. Ademas, se pone un especial énfasis en el rol que jue-
ga la corriente debida a iones de calcio en la creacion de la fase de la meseta en el
potencial de accion [17].
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2.1.1 Corriente de sodio 7,

Es la corriente responsable de provocar la despolarizacion inicial en el potencial
de accion (ver fase 2 1.3.1), y se produce debido a la entrada rapida de iones de
sodio, hacia el interior de la célula.

Recordemos que una corriente se describe como una conductancia multiplicada
por un voltaje. La conductancia de un canal permeable a Na™, es expresada como
la maxima conductancia g,, multiplicada por parametros de activacion e inactiva-
cidon (apertura y cierre respectivamente), mas una conductancia constante de sodio
JInac- El parametro de activacién m se adopta de la formulacion que se explico en
el modelo de Hodgkin-Huxley. La inactivacidén corresponde a los cambios en el pa-
rametro h, desde la unidad hasta cero, mientras que la reactivacién corresponde
al retorno de este parametro a la unidad [3]. El proceso de reactivacion es mucho
mas lento que el de inactivacion, por lo tanto se introduce en el modelo un segundo
pardmetro de inactivacion designado j [3], de tal manera que la formulacién para la
corriente de sodio es

iNe = Tna M hj+ Gnac)(Vin — Ena) (2.10)

En, es el potencial de Nernst para iones de sodio y en este modelo toma el valor de
50mV, Gna. Y Tnec toman los valores de 4 y 0,003mmho/cm?, respectivamente [3].
Las variables m,h y j son las compuertas de activacion e inactivacioén, que poseen
tasas constantes fijadas por las siguientes expresiones descritas en [3]:

—(Vm +47)
exp[—0,1(Vm +47)] — 1
Bm = 40exp[—0,056(V'm + 72)]
ap = 0,126exp[—0,25(Vm + 77)] (2.11)
B 1,7

bn =1 + eap[—0,082(Vm + 22,5)]
_ 0.055e2p[~0,25(Vim + 78)]

7 1+ exp[—0,2(Vm + 78)]

8 — 0,3
7 1+ exp[—0,1(Vm + 32)]

Ay =

2.1.2 Corriente de entrada lenta de calcio i,

Esta corriente toma en consideracion la captacién de iones de calcio dentro de la
célula, y juega un papel determinante en la aparicion de la meseta en el potencial



20

de accién (ver fase 4 en 1.3.1). La corriente se describe con una conductancia
maxima, g,, una compuerta de activacion d, y una de inactivacion f. La magnitud
de la corriente i6nica queda dada por

is=0s-d- f-(Vm— Es) (2.12)

En el modelo, g, toma el valor de 0.09 [3]. Para tratar con la variaciéon en la concen-
tracion intracelular de calcio, [Ca?'];, en el transcurso de un potencial de accién, el
potencial E, fue calculado con la ecuaciéon de Nernst [3], como

B, = —82,3 — 13,0287 - In([Ca*"];) (2.13)

La dependencia del tiempo de la concentracién intracelular del calcio, es a su vez
dependiente de la magnitud de i, [3], y se describe por

d[Ca?);

T —107"i, +0,07(10"" — [Ca®*);) (2.14)

Las tasas constantes para las compuertas de activacion e inactivacion del calcio, d
y f, son las siguientes (ver [3]):

exp[—0,01(Vm — 5)]
1+ exp[—0,072(Vm — 5)]
exp[—0,017(Vm + 44)]

1 4 expl0,05(Vm + 44)]

exp[—0,008(V'm + 28)]

1 + exp|0,15(Vm + 28)]
exp[—0,02(Vm + 30)]

1 + exp[—0,2(Vm + 30)]

ag = 0,095

Bq = 0,07 (2.15)

ay = 0,012

B = 0,0065

2.1.3 Corriente saliente de potasio ig,, independiente del
tiempo

La evidencia experimental sugirié que, en segundo plano, existia una corriente inde-
pendiente del tiempo producida por iones de potasio dentro de la célula ventricular
[18]. Esta es una corriente de salida, cuya magnitud esta dada por

4{exp[0,04(V,, + 85)] — 1} 0,2(V,, + 23)

{exp[0,0S(Vm +53)] + exp[0,04(V,, +53)] 1 — exp[—0,04(V,, + 23()]} )
2.16

ZKl - 9
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2.1.4 Corriente saliente de potasio i,,, dependiente del tiempo

Esta corriente esta controlada por una sola compuerta z;, y se expresa como

exp|0,04(V,, + 77)] — 1

fon = { exp[0,04(V,, + 35)] ! (2.17)
Las tasas constantes para la compuerta x; se calculan como sigue (ver [3]):
0,083(V 50
o, = 0,0005—2P10-083(Vm + 50)] (2.18)

1 + exp[0,057(Vm + 50)]
exp[—0,06(V'm + 20)]

= 0,0013
bar 1 + exp[—0,04(Vm + 20)]

En las ecuaciones anteriores, las corrientes i estan en A/cm?, los voltajes £,V
estdn en mV, las conductancias g estan en mmho/cm?, y m,h,j,d,x; y f son
adimensionales [3].

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que modela el potencial de accién
es el siguiente [3]:

dVi, ) ) ) ) )
W = _C_m(ZKl +ZI1 +2Na+25_zstim>
d|Cal;
[gta] = —1077i, 4+ 0,07(107" — [Cal;)
dd
a — Oéd(l — d) — de
df
DA 1— —
o Oéf( f) Bff
dh
— = au(1—h) =Bk (2.19)
dt
dj . .
o = 4l=J) =8
dm
. = 1— —
dt Oém( m) Bmm
dx
T a0~ B

Las células ventriculares no son autoexcitables, por lo tanto es preciso que se apli-
que un estimulo eléctrico externo i, inicial de corta duracion [3], y suficientemente
grande para que alcance un nivel umbral [11][6], dando asi comienzo al potencial de

accion. Las graficas resultantes de resolver este sistema se presentan en el capitulo
4,



CAPITULO 3

Control Optimo

El principal objetivo de este capitulo es obtener las condiciones de optimalidad para
el problema inverso o de control 6ptimo.

3.1 Introduccién al Control Optimo

En esta seccion se pondra énfasis en la teoria de control 6ptimo de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

La teoria del control 6ptimo es una herramienta matematica poderosa que puede
ser usada para tomar decisiones que involucran situaciones biolégicas complejas;
por ejemplo, el porcentaje de la poblacién que deberia ser vacunada mientras el
tiempo transcurre en un modelo epidémico dado, que permita minimizar el nimero
de infectados y el costo de implementar esta estrategia de vacunacién. Otro ejemplo
seria minimizar cierto virus mortal para la poblacién, mientras que la droga curativa
administrada se mantiene en niveles bajos; en tal caso, se podria modelizar los ni-
veles del virus y de la droga como funciones del tiempo que aparecen juntas en un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias [19]

El comportamiento del sistema dinamico subyacente es descrito por una variable
de estado. Suponemos que existe una manera de dirigir el estado actuando sobre
ella con una funcion de control adecuada. El control entra en el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y afecta a la dinamica del sistema del estado. La
meta es ajustar el control con el fin de maximizar (0 minimizar) un determinado fun-
cional objetivo. Un funcional se refiere a un mapeo de un determinado conjunto de
funciones a los numeros reales (una integral por ejemplo) [19]. A menudo, este fun-
cional va a equilibrar la meta deseada con el costo necesario para llegar a ella. El
costo no siempre representa dinero, también puede referirse a efectos secundarios
o dafnos causados por el control. En general, el funcional objetivo depende de una
0 mas variables de estado y control, y, con frecuencia, esta dado por una integral

22
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de las variables de estado y / o control.

3.1.1 El Problema Fundamental y las Condiciones Necesarias

En un problema de control 6ptimo para ecuaciones diferenciales ordinarias, se
llama u(t) al control y x(t) a la variable de estado. El estado o variable de estado
satisface una ecuacién diferencial que depende de la variable de control:

(1) = g(t, x(t), u(t)) (3.1)

Mientras cambia el control, la solucién a la ecuacién diferencial también cambia. En-
tonces, se puede ver la relacién control-estado como un mapeo u(t) — = = z(u).
Se debe recordar que = es en realidad una funcién de la variable independiente t; se
escribe z(u) solamente para recordar la dependencia de u. El problema bésico de
control éptimo consiste en encontrar un control «(¢) continuo a trozos y la variable
de estado asociada x(t), para maximizar el funcional objetivo dado. El problema se
puede formular de la siguiente manera:

mazJ(u) = t F(t,z(t),u(t))dt
sujeto a () = f(t,z(t),u(t))
x(T) libre

u(t) € U,Vt € 0,7
Se establece que z(T") sea libre, es decir que el valor de z(7") no tenga restricciones.

Como se establecié anteriormente, el espacio en el cual buscamos el control
es el espacio de las funciones continuas a trozos. Asumiendo que F' y f son
continuas y que sus derivadas parciales con respecto a sus dos primeras compo-
nentes son continuas, se obtiene que la variable de estado pertenece al espacio de
las funciones absolutamente continuas (su derivada no es absolutamente continua).

La ecuacion (ecuaciones) de estado es una ecuacion diferencial de primer orden.
Si se involucran derivadas de orden superior, se las debe transformar en un sistema

de ecuaciones de primer orden.

La principal técnica para un problema de control 6ptimo es resolver un conjunto de
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condiciones necesarias que un control y su respectiva variable de estado deben
satisfacer.

Las condiciones necesarias fueron desarrolladas por Pontryagin y sus colabora-
dores en 1950 [20]. Pontryagin introdujo la idea de las funciones adjuntas para
anadir la ecuacion diferencial al funcional objetivo. A continuacién se escriben las
condiciones apropiadas que las funciones adjuntas deberian satisfacer.

Supdngase que existe un control éptimo «* (continuo a trozos), con x* su variable
de estado correspondiente. Esto es, J(u) < J(u*) < oo para todo control u. Sea
h(t) una funcién continua a trozos y € € R una constante. Entonces

u(t) = u*(t) + eh(t)

es otro control continuo a trozos.

Sea z¢ el estado correspondiente al control u¢, es decir, 2¢ satisface

d € o € €
0 () = [t 25(t), u(t)) (3-3)

siempre que u® sea continua. Como todas las trayectorias empiezan desde la
misma posicion, tomamos un z(t,) = zo. Luego, u<(t) — wu*(t) para todo t
mientras ¢ — 0. Entonces, para todo ¢

Jus(t)
Oe

Algo similar ocurre para z¢; debido a las suposiciones hechas sobre f, se tiene que

= (1)

e=0

x(t) — z*(t),e — 0
para cada ¢ fijo. Ademas, la derivada

Oxe(t)
Oe

e=0
existe para cada ¢.

El funcional objetivo en u< es

) = / F(t, 25(1), ue(1)) dt

to

Sea \(t) una funcién diferenciable por trozos en [ty, 7] a ser determinada. Por el
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Teorema Fundamental del Célculo tenemos que

/t %[/\(t)xe(t)] dt = N(T)z(T) — A(to)z(to),

0

lo que implica que

| ROl AT D) + Nio)a* () =0

Anadiendo esta expresion a J(u) se obtiene

Iw) = [P (0.0(0) + FO )] dt = XD (T) + Aol

T

= / [F(t, x(t), u(t)) + M)z (t) + M) f(t, 2°(t), u(t))] dt — MT)z(T) + A(to)xo.
to

Como J alcanza su maximo en u*, la derivada de J(u) con respecto a € (en la

direccién h) es cero, es decir,

0= iJ(ue) — lim Ju) = J(ur)
de o 0 €

El Teorema de la Convergencia dominada de Lebesgue [19][21][22] permite que
el limite (y por ende la derivada) se mueva dentro de la integral; esto se debe al
intervalo compacto de integracién, y a la diferenciabilidad a trozos del integrando.
Por lo tanto,

d €
0 = %J(u ) »
— /t[F(t,xe(t),uE(t))+X(t)xf(t)+A(t)f(t,x5(t),u€(t))] dt — %/\(T)IE(T) .

Aplicando la regla de la cadena a F'y f se sigue que

T 0x¢ ou , . 0x€ 0x¢ ous
0 - / [F8—+F O LY (fﬁwua)] W
ox¢
AN GEm)|




(3.4)
Reordenando los términos de 3.4 tenemos
T , 0x*
o - | {(Fx PN+ ML) G (0] + (Rt M0 £ ()| dr
to e=0
ox¢

—\T) e (T) N

(3.5)

Se desea elegir una funcién adjunta que simplifique 3.5, haciendo que los coefi-
cientes de %(t)\ezo se vuelvan cero. Para esto, se escoge la funcién adjunta \(t)
que satisfaga

N(t) = =[Fa(t, 2*(2), u™(2)) + A(0) fa(t, 2" (1), u" (1))] (3.6)

y la condicion de frontera

AMT) =0 (3.7)

Las ecuaciones 3.6 y 3.7 se conocen como ecuacion adjunta y condicion de
transversalidad, respectivamente.

Ahora, 3.5 se reduce a

T

0= [ (Rults (66 (0) 4 NOL (e (00" (0)) hie) e
to
Como ésto es valido para cualquier funcidén continua a trozos h(t), es valido para
h(t) = Fu(t, z*(t), u”(£)) + A(t) fult, 7 (1), u* (1)).
En este caso
T
0= [ (Rult. (0,0 (0) 4 NOL (e (00" (1))* .

to

Lo que implica la condicion de optimalidad

Fo(t, 2 (), u*(£)) + A(t) fult, 2 (), u* () = 0, ¥ty < t < T.

Estas ecuaciones forman el conjunto de condiciones necesarias que tanto el con-
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trol 6ptimo como el estado deben satisfacer. Se pueden generar las condiciones
necesarias anteriores, a partir del Hamiltoniano H, que se define como sigue

H(t,x,u,\) = F(t,z,u) + \f(t,z,u) (3.8)

Maximizando H con respecto a u en u*, se obtienen las condiciones anteriores en
términos del hamiltoniano:

e Condicion de optimalidad

OH
—=0=F,+\f,=0
ou
e Ecuacién adjunta
OH
/\/:——: A,:_F /\a:
o 0= (Fy + Afa)

e Condicidon de transversalidad
MT) =0

3.1.2 El Principio del Maximo de Pontryagin

Si u*(t) y z*(t) son optimos para el problema 3.2, entonces existe una variable
adjunta diferenciable a trozos A(t) tal que

H(t, x*(t),u(t), A(t)) < H(t, z*(t),u(£), A(t)) (3.9)

para todos los controles u en cada tiempo ¢, donde el Hamiltoniano H es

H = f(t, x(t),u(t)) + MO f(t, x(t), u(t)),

A la condicion 3.9 se le conoce precisamente como principio del maximo. Anterior-
mente se mostré que H, = 0 en u* para cada ¢; es decir que H tiene un punto critico
en la variable u, en v*, para cada ¢.

En el caso en el que H es lineal con respecto a u, el problema se reduce a determi-
nar en qué extremo del intervalo considerado se alcanza el maximo.
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Se denomina sistema Hamiltoniano a las ecuaciones

OH
= — 1
x N (3.10)
OH
= —— A1
A o (3.11)

y la condicion de transversalidad para determinar el estado final es A\(7') = 0.

3.1.3 Control Optimo de Varias Variables

A menudo se examinan problemas con mas de una variable de control y de estado.
Por ejemplo, considérese un sistema para modelar los antibiéticos que combaten
una infeccién viral. Ademas del numero de particulas virales en la sangre, también
deberia tomarse en cuenta el numero de anticuerpos o células sanguineas blancas.
Estas cantidades se representarian como variables de estado adicionales. Si a esto
se suma el hecho de que el paciente esta tomando dos clases de antibi6ticos que
hacen que el cuerpo genere anticuerpos en diferentes tiempos o tasas, también se
necesitarian dos variables de control por separado. A continuacién se describe un
problema de control 6ptimo con varias variables de estado, asi como de control.

Sea n el niumero de variables de estado, m el nimero de variables de control, y ¢
una funcion de costo. El problema se define como

max / F(t,x1(t),...,x,(t),us(t), ..., un(t)) dt + @(x(T), ..., z,(T))

ULy.esUm to

sujeto a (3.12)
zi(t) = filt,x1(t), ..., xn(t), ur(t), . .., um(t)),

.%'z(t()) = IZ()VZ = ]_, N,

donde F'y f son continuamente diferenciables en todas las variables. No se nece-
sitan restricciones sobre m y n. De hecho, es aceptable que m < n,m = n, 0 que
m > n. Usando notacién vectorial, el problema queda como

mix /t F(t, #(1), @) dt + 6(F(T))

sujeto a (3.13)
7(t) = f(t, (), a(t)),
f(tg) - _)0

Sea u* el vector de controles éptimos y z* el vector de las correspondientes va-
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riables de estado. Para n estados son necesarias n adjuntas, una por cada esta-
do. Entonces se introduce un vector de funciones diferenciables a trozos () =
[A1(%), ..., A\ (t)], donde cada \; es la variable adjunta correspondiente a z;. El Ha-
miltoniano se define como sigue:

— —

H(t,Z,@,X) = F(t,%,7) + AX(t) - f(t,Z,@). (3.14)

Esencialmente por los mismos argumentos expuestos anteriormente, las variables
satisfacen las mismas condiciones de optimalidad, transversalidad y ecuacion ad-

junta, para cada componente del vector. Es decir, «* maximiza H(t,z*,,\) con
respecto a @ en cada ¢, y @, T* y X satisfacen

H
Q?;(t) = g)\ :fz(t,f,l_[),xz(to> :xio,W: 1,...,%
, OH B .
/\j(t) = _a_aAj(tl) = %]-(95(751));\@ =1...n
Lj
OH .
0 = 8—1% en wup,Vk=1,...,m

donde

3.2 Obtencién del Sistema de Optimalidad

3.2.1 Lagrangianos

Recordemos el problema 3.2; el sistema de optimalidad que se describe ahi también
puede formularse usando el Lagrangiano:

T T

La®. ) 70) 1= [ Flta®.u@)dt - [ M6 - ftatu@)d (319
to to

Mediante L se puede eliminar la restriccion del problema 3.2, incluso, se pueden

obtener la ecuacion adjunta, la condicion de transversalidad, la condicién de

optimalidad y la misma restriccion de 3.2 mediante los gradientes de L.

Para obtener la restriccion del problema, derivamos con respecto a A en una direc-
cién w e igualamos a cero:
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VL = g—i.w = —/0 (" — f(t,2(t), u(t)))w(t) dt
= ' — f(t,z(t),u(t)) =0 (3.16)

' = f(t,x(t),u(t)) restriccion

Para obtener la ecuacién adjunta y la condicién de transversalidad, derivamos con
respecto a x en una direcciéon v con v(0) = 0, e igualamos a cero:

VIL:Z—:[;,U - /OFx(t,x(t),u(t))v(t)dt—/o AB) (W = fult,2(t),u(t))v(t)) dt

= /TFw(t,x(t),u(t))v(t) dt — A(t)v(t)§+/TXv(t) dt + (3.17)
Axwmwmmww

= /O (Fut, 2(t),u(t)) + X + A(t) fo(t, 2(t), u(t))v(t) dt — Mt)v(t)|s =0
MT) =0 condicion de transversalidad

OH o
N=—(F,+ M) = —5, ecuacion adjunta

Para obtener la condicidn de optimalidad, derivamos con respecto a « en una direc-
cidén g e igualamos a cero:

ViL=Grg = [ Rt ued— [ MO, a0t
= (Buta(t) ) + XOLE o), u®))gl0) (318)
= Fou(t,z(t),u(t)) + X&) fult,z(t),u(t)) =0
8_H

5. = F (t,z(t),u(t)) + A(t) fu(t,z(t),u(t)) = 0 condicion de optimalidad
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3.3 El Control en las Condiciones Iniciales

En el presente estudio se tiene un problema con el control en las condiciones ini-
ciales, de la forma:

min / TF(t, 2(t)) + %uQ dt (3.19)
sujeto a  2'(t) = f(t, z(t))
z(0) =u

La teoria es escasa en el caso de las condiciones iniciales, por lo que a continuacién
se derivan esas condiciones iniciales con el método del lagrangiano. El hamiltoniano
y el lagrangiano para nuestro problema son los siguientes:

H = F@m@»+§%ﬁ+Aﬂuﬂo) (3.20)
L(x(t), u(t), A(t)) = /U F(t,x(t))dt+%u2— /O A (@ — f(t,x(t))) dt (3.21)
—&(2(0) — )

Igualando a cero las derivadas de L se obtienen las condiciones para el problema.

La restriccion es o’ = f(t,x(t)):

V@:qu:<if@%f@ﬂmm&zo (3.22)
=1 = [f(t,z(t))

La condicién de transversalidad es \(T) = 0, mientras que A\(0) = £ y la ecuacién

adjunta es X' = -9

V.L = 2l = /OTFw(t,x(t))v(t) dt — At)o(t)|d + /OTXv(t) dt+ (3.23)

/0 A(E) £ (8, 2(8))o(#) dt — £0(0)
_ AL&@J@»+X+Aﬁ@@@mmw&—AH%UU+

A(0)(0) — £v(0) =0
(3.24)



Como v es una direccion arbitraria, si v(0) = v(7") = 0, entonces:

[Fo(t, x(t) + N+ Afa(t, z(t)]o(t) = 0
Si se cumple la condicién 3.25 y si v(0) = 0, entonces:
MNT)o(T) =0
Si se cumplen las condiciones 3.25 y 3.26, entonces:

A(0)v(0) — €v(0) = 0

Y asi,
N o= _(Fx(t’x@))+/\fx(tax<t))):_%_Z
NT) = 0
M0) = &

Finalmente, de la condicion de optimalidad tenemos:

OH
VL = aug+&g=——g
ou

= au+¢=0

Como A\(0) =&y au+ ¢ =0, entonces A(0) + au = 0.
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(3.25)

(3.26)

(3.27)

En sintesis, las condiciones para el sistema que va a desarrollarse para optimizar
las condiciones iniciales del modelo de Beeler-Reuter tienen la siguiente estructura:

= f<g,x<t>>
;o H
NS
0 = A7)

0 = XO)+au

(3.28)
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3.4 Formulacién del Problema Inverso (Control Op-
timo en las Condiciones Iniciales) para el Modelo

de Beeler-Reuter

Recordando las condiciones de 3.28, la forma general del problema para optimizar
las condiciones iniciales de Beeler-Reuter puede verse de la siguiente manera:

T
min / F(t,(0)) + s (0 0+ ) di (3.29)
0
sujeto a

oy = filt,x(t), ..., xa(t)) z1(0) = uy

= fult,zi(t), ..., x,(1)) 2,(0) = u,
El Hamiltoniano esta dado por:
H = F(t, (1)) + %Hu”%%—i/\zfi (3.30)
i=1
Las ecuaciones de estado estan dadas por:

= filt,x(t),. .., z.(t))

(3.31)
o= fult,xi(t),. ..,z (1))
Las ecuaciones adjuntas estan dadas por:
OH
AN o= ——
! 81‘1
(3.32)
OH
A= —
" oz,
Las condiciones de transversalidad estan dadas por:
(3.33)
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Y finalmente, de la condicién de optimalidad se obtiene:

)\1 (0) = —QUx
(3.34)

En sintesis, para todo ie{1, ..., 8}, se tiene:

W = filta(t)

, OH

En el presente estudio, lo que se quiere encontrar es el control u, es decir el vector
de condiciones iniciales, que permita aproximar de la mejor manera el potencial
de membrana calculado V, con el potencial de membrana medido Z que ha sido
obtenido como resultado de varios experimentos (potencial de membrana que se
describe en el Capitulo 2). Dicho de otra manera, se quiere minimizar las distancias
entre V' y Z, controlando las condiciones iniciales de los pardmetros que mas
influyen en el potencial de membrana.

La formulacion del problema inverso se parece a la de un problema de control
Optimo, que consiste en definir el funcional objetivo y las condiciones a las que esta
sujeto dicho funcional, y a partir de ello, construir el Hamiltoniano y las ecuaciones
adjuntas. Luego se debe definir el gradiente del funcional de un problema reducido,
obtenido a partir de nuestro problema de optimizacion. A continuacion se presenta
el problema que fue resuelto en este proyecto:

El funcional:

T
mm/ (V—-2)*+ %(u? +us 4 us +ui +ud A+ ud A+ u 4 ug)dt (3.35)
0

donde V' es el potencial de membrana tedrico y Z es el potencial de membrana
medido. Este funcional esta sujeto a las ecuaciones de Beeler-Reuter (ocho ecua-
ciones de estado):

dm

i (V)1 —=m) — Bpn(V)m (3.36)
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an(V)(L —h) = Bu(V)h (3.37)
a;(V)(L—34) = B;(V)j (3.38)
ag(V)(1 —d) — fa(V)d (3.39)
ar(V)(L=f)=B;(V)f (3.40)
g, (V)(1 = 21) = B, (V)1 (3.41)
—107"i, + 0,07(10~" — [Cal;) (3.42)
—cim@’%(exp[o,olé(fﬁoégffz :xi?())]o;(lxﬁ T 53] (3.43)

0,2(V + 23)
1 — exp[—0,04(V + 23)]

)+ 0,8z

expl0,04(V +77)] — 1
exp|0,04(V + 35)]

1

@Na ’ m3 ’ h‘j+§NaC)(V - ENa) +§s -d- f(V - ES) - Z-stl'wl)

Vv

donde m, h, j,d, f,z1,[Cal; y V son los parametros descritos en el Capitulo 2, y las
compuertas de activacion e inactivacion «(V') y 5(V') son las siguientes:

—(V +47)

Om

v
V

ap,

1,7
Bh

V) exp[—0,1(V +47)] — 1
Bm(V) = 40exp[—0,056(V + 72)]

(V)

(V)

= 0,126exp[—0,25(V + 77)]

a;(V) =

1 + exp[—0,082(V + 22,5)]
0,055¢xp[—0,25(V + 78)]

(V) = 0.5

1+ exp[—0,2(V + 78)]

1 + exp[—0,1(V + 32)]
exp[—0,01(V — 5)]

ag(V) = 0,095

1+ eap[—0,072(V — 5)]
exp[—0,017(V + 44)]

Ba(V) = 0,07

"1+ expl0,05(V + 44)]

exp[—0,008(V + 28)]

ar(V) = 0,012

1+ exp[0,15(V + 28)]
exp[—0,02(V + 30)]

Br(V) = 0,0065

az, (V) = 0,0005

1 + exp[—0,2(V + 30)]
exp[0,083(V + 50)]

B, (V) = 0,0013

1 + exp[0,057(V + 50)]
exp[—0,06(V + 20)]

1 + exp[—0,04(V + 20)]
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Con la informacion anterior y recordando la ecuacién 3.30, el Hamiltoniano queda
como sigue:

H = (V—Z)2+%(u?+u§+u§+ui+u§+u§+u$+u§)+ (3.44)
dm dh dj dd df dr, d[Ca); dv
M— + do— + A= + Ay— + As— + Ag— + A As——
T T T A T A TR T

Reemplazando las ecuaciones de estado, el Hamiltoniano toma la siguiente forma:

«
H = (V—Z)2—|—ﬁ(uf+u§+u§+ui+u§+u§+u§+u§)+

M (V)L =m] = mBn(V)) + Aa(an(V)[1 — h] — hBr(V)) (3.45)
+As(a; (V)1 = j] = 7B (V) + Aa(aa(V)[1 —d] = dBa(V)) + As(ar(V)[1 = f]
—fBr(V) + Xs(aw, (V)1 — 1] — 2184, (V) + A7 (=107 Tis + 0,07(1077 — [Cal,))
(035 4(exp[0,04(V + 85)] — 1) 02V +2)
*Con " exp[0,08(V 4 53)] + expl0,04(V +53)] 1 — exp[—0,04(V + 23)]
exp[0,04(V +77)] — 1
exp[0,04(V + 35)]
+G, - d- f(V = Es) — istim)

+0,82¢ + (Gna ™ B §+ Gnac)(V — Eng)

Las ecuaciones adjuntas son las siguientes:

N = =28 = Afan(V) + (V) + 22 m?hi(V — B (346
N0 = =T = Xa(anlV) + BuV) + S IV~ Ex) (3.47)
M) = =50 =@ (V) + 5V) + g bl — By (3.45
N0 = =T = AaaV) + V) + 107GV = B+ 220 = ) (349
(1) = _0@_[; = Xs(ar (V) + Bs(V)) + 107 Mg d(V — E,) + é—i?sd(v —E,)  (3.50)
MO = =G = N (V) + B (V) + ot R T (351
No(t) = — 8[85 =007+ 13’0255;;]107A7§5df - %gsdf (3.52)
M) = =5 = =2V = 2) = M([L = mlal, (V) = mB, (V) (3.53)

all1 ~ Hlah (V) — R (V) = Xy([1 ~ 3105 (V) — 5B(V)

(1~ dlah (V) — (V) = Mo~ flay (V) = 755(V)

—Ae([1 = z1]al, (V) — 218, (V) — A\ (—10""g,df)
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Y 0,16¢2p(0,04(85 + V))
Chm, exp(0,04(53 + V) + exp(0,08(53 4+ V))
4(0,04e2p(0,04(53 + V) + 0,08e2p(0,08(53 + V)))(—1 + exp(0,04(85 + V)
(exp(0,04(53 + V) + exp(0,08(53 + V)))?
0,008cp(—0,04(23 + V))(23 + V) 0,2
(1 —exp(—=0,04(23 + V)))? 1 — exp(—0,04(23 + V)))
40,094 - f + 0,003 + 4k - j - m® + 0,032exp(—0,04(35 + V) + 0,04(77 + V))a

—0,032exp(—0,04(35 + V))(—1 + exp(0,04(77 4+ V)))x1)

(0,35(

Para finalizar con la formulacion del problema inverso, se debe calcular el gradiente
del funcional J con respecto al control w.

El problema del presente estudio es un problema de minimizacién de una funcién
con restricciones. Sin embargo, se puede transformar en un problema de optimiza-
cidn reducido.

Hasta aqui, se tenia un problema de la forma:

{ min fly,w)

sujetoa e(y,u) =0,

con y una variable dependiente de u, ueR™. Entonces, se puede reescribir la funcidn
f,y el problema anterior, en la siguiente forma reducida:

min J(u) = f(y(u), w).

Para minimizar este nuevo problema, basta con encontrar la derivada de J en una
direccién arbitraria w e igualarla a cero:

J(ww = 0, YweR"
J,(u)w = (fy(y(u)vu)ay/(u)w)+(fu(y(u)7u)7w)

Derivando e(y, u) en una direccion weR" se obtiene:
0= ey(y(u), w)y' (ww + eu(y(u), u)w (3.54)
Por definicién, se tiene que:

ey(y(w), u)A = fy(y(u), u) (3.55)



Reemplazando los resultados obtenidos, se puede calcular J'(u):

J(ww = (e (y(uw), u)A ¢
y

Aplicando esto a un problema generico e(y,u) = (y(;;ﬁ(y)) = (
y(0) —u

A .
L= ( > fly,u) = fOTy2 + s%u* dt, se obtiene:
Y

Derivando e(y, u) con respecto a v en una direccion w:

eu(y, u)w = (_O]> w

Derivando e(y, u) con respecto a y en una direccion v:

Derivando f(y, ) con respecto a u:

July(u),u) = au

De la ecuaciéon 3.54 se tiene:

- eu(y, U') = ey(ya u)y,

Reescribiendo la derivada de J(u) descrita en la ecuacién 3.56:

T T
J(w)yw = /ey(y,u)*Ly'wdt—i—/ fuly,w)wdt

OT 0

— [ Ly + ) w
0
T

= [ eyl + falpawar
0

De la ecuaciéon 3.57 se tiene:

J(Www = —eu(y,u) * L+ fuly, u)

38

(3.56)

(3.57)
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= _(O - ])L+fu(y7u)
= v+au

Por otra parte, por la ecuacion 3.55 se tiene:
T T
/ AV = ¢ (y)v) dt +~yv(0) = / 2yv dt
0 0
Integrando por partes:
T T
ANT)o(T) — A(0)v(0) — / Nv+ AP (y)vdt +yv(0) = / 2yv dt
0 0

Si se toma v tal que v(T") = v(0) = 0, entonces:

N+ X (y) = =2y (3.58)
Suponiendo que se cumple la ecuacion 3.58 y que v(0) = 0, entonces:

NT)=0 (3.59)

Finalmente, si se cumplen las condiciones anteriores, 3.58 y 3.59, se tiene:

—A(0)v(0) +~yv(0) =0

Entonces,
A0) =~

Por tanto,
J (u)w = X\0) + au. (3.60)

Recordemos ademas, que en la subseccién 3.3 la ecuacion A(0) + au = 0 se obtuvo
a partir de la derivacién del lagrangiano.

Este resultado es el gradiente de J(u), y es el gradiente V f(z,) que va a utilizar-
se en el método del gradiente y en el método BFGS (ambos se explicaran en el
Capitulo 4), para estimar el control w.



CAPITULO 4

Resolucion Numérica

4.1 Métodos Numeéricos

Resolver el problema de control 6ptimo implica la resolucion de sistemas de ecua-
ciones diferenciales. En esta seccion se explican las técnicas implementadas en los
programas InversoGradiente.m e InversoBFGS.m (ver seccién 4.2), para la aproxi-
macion numérica de dichas ecuaciones.

4.1.1 Meétodo de Euler Explicito

Dado el problema de valores iniciales

{ o = f(t,z), telto, tn]
ZE(t()) = (LT()

Sabemos que 2/(t;) = limy,_,o =) "F| método de Euler surge de la idea de

eliminar el limite del problema de valor inicial considerado; es decir, pasar de la

igualdad
,x(ti+h) —x(t)
,111{}[1) h = f(ti, z(t;))

para la solucién exacta z(t), a la igualdad

4.1
o = (o ( )

{ T = f(t, )

para la solucién aproximada x;.
El algoritmo del método de Euler es el siguiente:

Se fija un valor h > 0 suficientemente pequeno y se eligen los valores iniciales t,

40
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xo. Luego,
Co = o
, =0,...,N
e (4.2)
tip1 =1t +h

Giy1 = G+ hf(ti, G)
t;+1 = t; + h define una malla uniforme de [ty, +00), y los valores ¢; son aproximacio-
nes de x;. El procedimiento anterior es conocido como el método de Euler explicito
pues la ecuacion recursiva que lo define es del tipo explicita [23][1].

El método de Euler es convergente, puesto que lim;,_,oc = 0, donde ¢ es el error de
discretizacion que se define como ¢ = max|z(t;) — x;|. Ademas, la convergencia del
método garantiza también la consistencia y estabilidad del mismo.

El método de Euler explicito se utiliz6 en los programas InversoGradiente e Inver-
soBFGS, para resolver el sistema de ecuaciones adjuntas. También se probo6 re-
solver el sistema con el método de Euler implicito sin éxito, asi que se eligié Euler
explicito por ser el que mejor se comportaba. Sin embargo, a futuro, vale la pena
considerar métodos de orden superior.

4.1.2 Método de Bogacki-Shampine

El método de Bogacki-Shampine, al igual que el método de Euler, es un método
de resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias que fue propuesto
por Przemyslaw Bogacki y Lawrence F. Shampine en 1989 [24][25]. El método de
Bogacki-Shampine es un método Runge-Kutta de tercer orden con cuatro etapas
con la propiedad del FSAL (el primero igual que el ultimo, por sus siglas en inglés),
de tal manera que usa aproximadamente tres evaluaciones de funciones por paso
[26]. Tiene un método anidado de segundo orden que puede ser usado para
implementar un tamano de paso adaptable. Este método esta implementado en la
funcidon de MATLAB ode23 [27], y se utilizd en los programas InversoGradiente e
InversoBFGS para resolver las ecuaciones de estado que describen el modelo de
Beeler Reuter.

El método de Bogacki-Shampine, al igual que otros métodos implementados en
MATLAB para la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, como por ejem-
plo Dormand-Prince (ver [28]), se utiliza para resolver problemas de la forma
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d
% = fl(l'l,l'g,l'g,...,t)
d
% = fg(l’l,l'g,l'g,...,t)
dx
=2 = fy(ar, w0, w5, 1)

dt

Se recomienda la utilizacién de estos métodos puesto que son bastante precisos;
son capaces de estimar el error en la solucion en cada etapa temporal y decidir si
el paso es demasiado grande o demasiado pequeno.

El método de Dormand-Prince, implementado en MATLAB como el solver ode45,
también fue utilizado para la resolucion del sistema de ecuaciones de estado; sin
embargo, como se muestra en el capitulo 5, se eligié el solver ode23 porque tenia
mejor velocidad de convergencia.

El algoritmo del método de Bogacki-Shampine esta dado por:

(

kv = f(7n, Yn)

ko = f(@n + 3hn, Y + $hk1)

ks = f(zn + 2hn, Y + Shks)

Yni1 = Yn + 2hky + $hky + §hks

ky = f(zn + b, Ynia)

Zni1 = Un + g3hky + $hky + hks + $hiy

|
Donde z,.; es una aproximacién de segundo orden de la solucién exacta, y. El
método para calcular y,,,; se puede consultar en [24]. Por otra parte, y,.1 €s una
aproximacion de tercer orden, asi que la diferencia entre y,.1 y z,,1 puede usarse
para adaptar el tamano del paso. La propiedad FSAL es que el valor del estado &,
en un paso, equivale a k; en el siguiente paso; por tanto, solo se necesitan tres
evaluaciones de la funcién por paso.

4.1.3 Meétodo del Gradiente

El método del gradiente es un método de descenso cuyo objetivo es hallar un
minimo local z* de f(x).
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Partiendo de un punto arbitrario x, se obtiene una sucesién de puntos
{zo,x1,22,...} que converge al minimo local z*. El proceso béasico de todo méto-
do de descenso, es determinar un nuevo punto x,.; a partir del punto anterior x;,
de forma que se cumpla f(zx+1) < f(xx), mediante una relacion del tipo:

Tpy1 = T + APk, (4.3)

donde p, es un vector que determina la direccién en que se busca el nuevo punto
Tre1, Y i €S UN escalar que determina la longitud de paso en la direccion py.

Se dice que p;, es una direccién de descenso en x; cuando la funcion
F(ow) = f(og + cupr), ax >0

es decreciente en oy, = 0, es decir, F’(0) < 0. Considerando valores pequefios de
apk, €l desarrollo de Taylor alrededor de xz;, con dos términos indica que:

flee + awpr) = f(xr) + oupp V. (2x) < fla).
Considerando valores «;, > 0 sera necesario que se cumpla la condicién:
piVf(xy) < 0.
Esta condicion indica que presta en el semiespacio opuesto al gradiente V f(xy,).

Se define el angulo 6, como el angulo cuyo coseno es

—pi V f (1)
1Pkl IV f () I

cosb, =

Para que la direccién p, sea de descenso, es necesario que —7/2 < 65, < /2.

En la practica, para evitar direcciones de busqueda casi ortogonales al gradiente y
garantizar un descenso significativo, se suele exigir la condicién:

—(m/2 = p) <O <(7/2—p),
donde p>0.

Hasta aqui, la direccibn de busqueda debe cumplir con las condiciones ya
mencionadas para cualquier método de descenso. Existen diversos métodos de
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optimizacién que se diferencian entre si por el modo en que determinan la direccion
de busqueda, como el método del gradiente, el método del gradiente conjugado, el
método de Newton y los métodos quasi-Newton.

En este caso, el método del gradiente busca el nuevo punto en la direccion opuesta
al gradiente (porque cosf;, = 1):

pe = —Vf(xr) = —gr

Por otro lado, para determinar el valor mas adecuado de «a;, en la expresion x;,; =
T + agpg, €xisten varios métodos; la solucién a cualquiera de ellos es minimizar la
funcién en a:

p(a) = f(zg + apy).

Puede hacerse estrictamente o de forma inexacta a un coste en calculos menor. En
cualquier caso, hay que garantizar con algun indicador que:

flar + apr) < f(xg),

es decir que la funcidén decrezca suficientemente.

Algunas consideraciones para establecer esos indicadores o criterios son:

La derivada de la funcion f(zx 4+ apx) con respecto a « es:

, 0 + 0 + 0 +
fatapy, = Mo,  oftwron), . ofoten),

= Vf(zp+ape) s
e Ena=0:

f(@e+ app)aco = flzr),  flar+ ape)ho = Vf(zr) pr.

La aproximacion lineal de f(zy + apy) en a =0 es:

F(@e 4 api)a=o + f(xx + api)acor = fzx) + oV f(21) i

El criterio de Armijo establece que « debe cumplir que:

f(@e + apr) < fzx) + 0oV f(zi) " pr.
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donde o¢(0, 1) es una constante a elegir. Garantiza que la funcion decrece
razonablemente.

e El criterio de Goldstein establece que:

V[ (e + ape) pr > BV f(2r) i,

donde (e(a, 1). Es decir que el decrecimiento cualitativo previsible en el nuevo
punto sea mayor que en una fraccién dada del existente en el actual.

e El método inexacto mas extendido para calcular la amplitud de paso a se
conoce como backtracking.

Comienza con un paso completo, « = 1, y lo va reduciendo mediante un
factor constante 5 - «, fe(0,1), hasta que se cumpla el criterio de Armijo.

Funciona solo si f(xy, + apy),—o = Vf(zr) pr < 0 (direccién de descenso).

El método del gradiente fue utilizado en el programa InversoGradiente para calcular
los controles w.

4.1.4 Meétodo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

Los métodos quasi-Newton son altamente empleados cuando se trata de resolver
el problema de minimizacion de una funcién no restringida f de n variables [29].
Estos métodos construyen una secuencia de matrices que aproximan la matriz
hessiana de f (o su inversa). Estas matrices son simétricas, por lo que se necesita
tener un almacenamiento de n(n + 1)/2 para cada una. Para problemas con
grandes dimensiones, el almacenamiento de las matrices se vuelve lento, y debe
recurrirse a otro tipo de algoritmos.

El método BFGS es un método cuasi-Newton. Propone un algoritmo que usa
una cantidad limitada de almacenamiento y la matriz quasi-Newton se actualiza
continuamente. En cada paso la informacién mas antigua de la matriz se descarta
y se reemplaza por una nueva. De esta manera se espera tener un modelo de
la funcion f mas actualizado. Este método se considera el mas eficiente de los
métodos quasi-Newton.



46

Los métodos cuasi-Newton también tienen una amplitud de paso «;, que se calcula
con los mismos criterios explicados en el método del gradiente, y una direccién de
descenso pg, que en este caso es igual a:

Pr = _va(xk)a

donde H es la aproximacion de la matriz inversa de la hessiana.

En el caso del método BFGS, la formula para obtener H es:

11 = _

(yx) " sk (Ye)" sk (yr) T s,

Y

donde y, = V f(rxy1) — V(1) Y sk = Tp1 — T = appy.

En el problema del presente trabajo, la variable a optimizar es u, quedando la matriz
H de la siguiente manera:

(Vf(ups1) — Vf(uk))THk(vf(uk+l) — Vf(ug))
(Vf(urt1) = Vf(ug) " (ugsr — ug)
{ (w1 — up) (upgr — ug)” (uppr — wr) (V f(upgr) = Vf(ug))" Hy,

Hypn = Hip+ [1+

(Vf(ugsr) = Vf(ur)) " (ups1 — ) (Vf(ugsr) = Vf(ur))" (w1 — ug)
Hi(V f(ups1) — V f (up)) (Upgr — ug)”
(Vf(upsr) — Vf(un)” (ups1 — ur) 7

El algoritmo es el siguiente:

Dados =y y Hy,

obtener la direccion  pp = —HV f(xy)
calcular la amplitud de paso «y (4.4)
Tpt1 = T + QxPr .

calcular  Hjy 4

Este método fue utilizado en el programa InversoBFGS para calcular los controles

u.

4.2 Resolucion Numérica con MATLAB

Para resolver el problema inverso se recurrié al uso de los métodos numeéricos ya
mencionados, debido a la complejidad de una soluciéon analitica y a la discreti-
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zacidn y el gran nimero de pasos necesarios para encontrar la solucion del sistema.

Se crearon cuatro programas: BeelerReuter.m, PABeelerReuter.m, InversoGradien-
te.m e InversoBFGS.m. En el primero se describen las ecuaciones del modelo de
Beeler Reuter; en el segundo se resuelve dicho sistema de ecuaciones, y en el
tercer y cuarto programa se resuelve todo el problema inverso.

4.2.1 Resoluciéon del Sistema de Ecuaciones de Estado

Como se mencion6 anteriormente, los programas BeelerReuter.my PABeelerReu-
ter.m se utilizan para describir y resolver el sistema de ecuaciones de estado, que
viene dado por el modelo de Beeler Reuter.

En BeelerReuter.m se describen la capacitancia celular C'm y las tasas constantes
a 'y [ para todas las compuertas de activacion e inactivaciéon. Luego, se describen
la corriente de sodio entrante, Iy,, la corriente lenta de calcio, I, la corriente de
potasio saliente independiente del tiempo, Ix,, y la corriente de potasio saliente
dependiente del tiempo, I,,. De igual manera, se describe el estimulo inicial y
finalmente el sistema de ecuaciones diferenciales (Ver BeelerReuter.m en el Anexo
A).

El programa PABeelerReuter.m resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias del modelo de Beeler Reuter usando el solver ode23, y grafica algunos
resultados. PABeelerReuter.m llama al programa BeelerReuter.m y necesita dos
parametros (¢, x), donde t es el intervalo de tiempo y x es el vector de condiciones
iniciales.

T = [m7 h)j7d7 f,fL'l,CG, V]

Se fija un tiempo de 500ms, puesto que un potencial de accién ocurre como minimo
en 300ms, y los 200ms extras son para visualizar mejor la fase del potencial de
reposo. Ademas, se utilizan las condiciones iniciales que fueron indicadas en el
Capitulo 2.

ode23 arroja como resultado una matriz [T',Y], donde T' es el vector de tiempos y
Y es una matriz (length(T') x 8), en la cual cada columna representa una variable:
m, h, j, d, f, z1, Ca, V (Ver PABeelerReuter.m en el Anexo B).
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Al obtener el vector T'y la matriz Y, se puede graficar el potencial de accion mem-
branal en funcién del tiempo, y observar la forma del potencial de accién segun el
modelo de Beeler Reuter (Ver figura 4.1).

40 T T T T T T T T T

20

200

(m/)

B0 F

B0k

_100 1 1 1 1 1 1 L 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

tiempo (ms)

Figura 4.1: Potencial de Accion obtenido con PABeelerReuter.

Asi mismo, se pueden graficar todas las compuertas durante el potencial de accién
(Ver figura 4.2).

4.2.2 Resoluciéon del Sistema de Ecuaciones Adjuntas

El siguiente paso luego de haber obtenido los resultados del sistema de ecuaciones
de estado, es resolver el sistema de ecuaciones adjuntas (). Para ello, primero
se obtuvieron las ecuaciones adjuntas como se indica en el Capitulo 3, en la
Formulacién del Problema de Control Optimo.

Este nuevo sistema de ecuaciones fue resuelto con el método de Euler hacia atras,
teniendo como dato la condicion de transversalidad \;(T) = 0. Las ecuaciones
adjuntas pueden verse de la siguiente forma:

N = MA+b, (4.5)

donde X es el vector [\, ..., \;], de igual manera, A = [\,..., As], M es una matriz
de dimensidén 8 x 8 que contiene los coeficientes de cada A, y b es el término
independiente que forma parte de \;: —2(V — Z). (Ver Capitulo 3, ecuaciones de la
3.45 ala 3.52)
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Figura 4.2: Comportamiento de las compuertas m, h, 7, d, f, x1 y
Ca durante el Potencial de Accion obtenido con PABeelerReuter.m.

Del método de Euler se tiene que
A1 = Ap + At fna
En este caso, \' = f,.1, entonces para \;, donde i = 1,...,7, se tiene que
Ain = Ning1 — At<Min+1>\n+1)
Y debido al término independiente,

)\Sn = )\8n+1 - At(M8n+1)\n+1) - 2(‘/n+1 - Zn+1)
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(4.6)

(4.7)

(4.8)

Una vez obtenidos los resultados de A, se cred un vector L0, que contiene los ;.
Este vector sirve para calcular la direccién d(k), como se explico en los métodos del

gradiente y BFGS (Ver Capitulo 3). Luego se calcula la funcién a minimizar

T
a
mz’n/o (V—Z)ZdH—5(1@+u§+u§+ui+u§+u%+u?+u§)

(4.9)

y finalmente, se actualiza el control . Una vez que se han realizado todos estos



procesos, la estructuracion del problema inverso esta terminada.
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CAPITULO 5

Resultados

5.1 Modificacion de las Condiciones Iniciales

Una vez implementado el modelo de Beeler-Reuter con ayuda de los programas
BeelerReuter.m 'y PABeelerReuter.m, se busca identificar los elementos que sean
responsables de cambios en el potencial de accién, de modo que la meseta
aumente, disminuya o desaparezca. De igual manera, se busca identificar los
elementos o sustancias quimicas que son mas sensibles a pequefas variaciones
en las condiciones iniciales.

Cuando se modificaron los valores iniciales de las corrientes ix,, ina, ica € iz, S€
observd que el potencial de accion no se ve afectado. (Ver figura 5.1).

(Vm)

40

20

-20

-40

-60

-80

100, 50 100 150 200 %0 300 (1)
Figura 5.1: Potenciales de accion modificando los valores de las co-

rrientes iniciales

Al modificar la concentracion inicial de Calcio la meseta sufrié cambios; cuando
la concentracion tiende a cero el potencial de accion conserva su forma original,

o1
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mientras que cuando tiende a uno el potencial va perdiendo su meseta. (Ver figura

5.2)

(a) Ca; tiende a cero

L
250

(ym)

40

50 100 150 200 250 300 (t)

(b) Ca; tiende a uno

Figura 5.2: Potenciales de accion modificando la concentracion ini-
cial del Calcio

Se modificaron también los valores iniciales de los pardmetros xi,m,h,j,d y f,
obteniéndose los siguientes resultados:

La meseta del potencial de accién se mantiene cuando x; varia entre —0,2 y 0,1.

(Ver figura

5.3)
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(b) r1 = 0,1

Figura 5.3: Potenciales de accion modificando el valor inicial de 1

Si z; toma el valor de 0.3, el maximo de la meseta decae y finalmente en 0.5 la

meseta desaparece. (Ver figura 5.4)
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(vm)
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(a) v, =0,3 (b) x1 =0,5

Figura 5.4: Potenciales de accion modificando el valor inicial de 1

Cuando m varia entre —0,751 y 0,525 la meseta del potencial de acciéon se mantiene
estable. (Ver figura 5.5); pero cuando m toma el valor de 0.52521, se presentan dos
picos en la fase 2 y finalmente en 0.52522 la meseta desaparece (Ver figura 5.6).

(Ym) (¥Ym)
20 v 20
: :
e 50 100 150 200 250 w0 (1) %% 50 100 150 200 250 300 (t)
(a) m = —0,751 (b) m = 0,525

Figura 5.5: Potenciales de accion modificando el valor inicial de m

~100 I I I . . o0 . L I . ,
0 50 100 150 200 250 20 (1) 0 50 100 150 200 250 00 (1)

(a) m = 0,52521 (b) m = 0,52522

Figura 5.6: Potenciales de accion modificando el valor inicial de m



54

En el caso del parametro h, la meseta sufre variaciones entre -0.37 y 0.4. Luego
cambia entre 2 y 9, y desaparece por completo en 9.7 (Ver figura 5.7).
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o 20 00 = 200 250 20 (0 0 50 100 150 200 250 a0 (1)
(a) h=-0.97 (b) h=0.4
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o 50 100 50 200 250 W0 (4 0 50 100 150 200 250 a0 (t)

(c) h=2 (d) h=9

. . . .
0 50 100 150 200 250 200 (1)

(e) h=9.7

Figura 5.7: Potenciales de accion modificando el valor inicial de h

Con el parametro j, la meseta permanece estable cuando j = 1. En 0 se pierde por
completo la meseta y en 2 el maximo de la fase 2 se incrementa hasta casi 50mV.
(Ver figura 5.8)
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Figura 5.8: Potenciales de accion modificando el valor inicial de j

Cuando d se encuentra entre -0.03 y 0.1, la meseta permanece estable. (Ver figura
5.9)

L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 (t)

Figura 5.9: Potenciales de accion modificando el valor inicial de d

En 0.4, d pierde la despolarizacion antes de la meseta, y de 0.9 a 2 el maximo de la
fase 2 alcanza los 50mV. (Ver figura 5.10)
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Figura 5.10: Potenciales de accion modificando el valor inicial de d

El potencial de accion se estabiliza cuando el parametro f es igual a 1; de 0.8 a
0.9 no se hiperpolariza y de 1.1 a 1.9 la fase de la meseta dura mas de lo debido,
llegando a los 300ms. (Ver figura 5.11)
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0 E 00 = 200 =0 EL T e 00 e 20 250 00 (1)
(c) f=1]1 (d) f=19

Figura 5.11: Potenciales de accion modificando el valor inicial de f

Por los resultados obtenidos, se puede ver que el potencial de accién es bastante
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sensible a los cambios en las condiciones iniciales de la mayoria de parametros.
Esto, sin embargo, debera ser comprobado con la implementacion del problema
inverso, como se vera en la siguiente seccion.

5.2 Resultados del Problema Inverso

En la figura se presenta un esquema del problema inverso.

i ¥ BS O

DE23

eler-

ma B
Inverso

calculo del costo v

Coniicion & o

de los controles v — Método del Gradiente —
Método BFGS

Figura 5.12: Esquema del Problema Inverso

Los programas InversoGradiente e InversoBFGS (ver Anexos C y D) son la
implementacién del problema inverso y fueron corridos con el solver ode23 y con el
solver ode45.

En la tabla 5.1, se muestran los resultados del modelo de Beeler Reuter (primera
parte del problema) calculados con ambos solvers, en un lapso de 0 a 400
milisegundos.

Se puede ver que las estimaciones y las representaciones graficas de los poten-
ciales calculados con ode23 y ode45 son las mismas (ver figura 5.13), difiriendo
solamente en V.
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Tabla 5.1: Estimacion del Modelo de Beeler-Reuter

Parametro Valor Estimacion | Estimacion
con oded4b | con ode23
m 0.011 0.0136 0.0136
h 0.988 0.9791 0.9791
¥ 0.975 0.9578 0.9578
d 0.003 0.0034 0.0034
f 0.994 0.9605 0.9605
1 0.0001 0.2253 0.2253
Ca; 0.0000001 | 1.884e-07 1.884e-07
\%4 -84 -82.9451 -82.9452
\/ﬁ\\
| N
20k \\
\

40

50|

M (mv)
—
e

-100
0

. \ \ , , , \
50 100 150 200 250 300 350 400
tiempo (ms)

Figura 5.13: Potencial de Accion con ode23 y ode4d

5.2.1 Resultados obtenidos con InversoGradiente.m

Los resultados obtenidos con el programa InversoGradiente para el problema
inverso fueron los mismos con ambos solvers, pero la velocidad de convergencia
parametro por parametro fue mas rapida utilizando ode23. La comparacién de
las estimaciones de los valores iniciales de los parametros y sus velocidades de
convergencia, calculadas con ode45 y ode23 se muestran en la tabla 5.2.

Para obtener estos resultados, se utilizé un «a, de la condicién de optimalidad, igual
a le — 5, con una condicién inicial w = 1,1, w € w, y un tiempo final T=10 ms.

Se puede observar que existen parametros para los cuales las estimaciones no
son buenas o no existen. Esto se debe a que, recordando la seccién 5.1, ciertos
parametros eran demasiado sensibles a las variaciones en las condiciones iniciales.
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Tabla 5.2: Estimacion de las condiciones iniciales de los parametros
del Modelo de Beeler-Reuter (Método del Gradiente)

Parametro Valor Estimacion | Estimacion Convergencia Convergencia
con ode4b | con ode23 | con ode4b (en seg.) | con ode23 (en seg.)
m 0.011 -0.0088 24.46
h 0.988 0.9953 0.9953 1484 974.56
j 0.975 0.976 0.976 1132.31 803.52
d 0.003
f 0.994
T 0.0001
Ca; 0.0000001

Con las estimaciones se obtienen nuevos vectores u de condiciones iniciales:

u, = [—0,0088, 0,988, 0,975, 0,003, 0,994, 0,0001, 0,0000001, —84],
u, = [0,011, 0,9953, 0,975, 0,003, 0,994, 0,0001, 0,0000001, —84],
w; = [0,011, 0,988, 0,976, 0,003, 0,994, 0,0001, 0,0000001, —84],

con los cuales se graficaron los potenciales de membrana siguientes.
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Figura 5.14: Potencial de Membrana estimado con u,,
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Figura 5.15: Potencial de Membrana estimado con uy,
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con j=0.9953

0 50 100 150 200 250 300 350 400
tiempo (ms)

Figura 5.16: Potencial de Membrana estimado con u;

Como se puede ver, existe normalidad en las cinco fases de los tres potenciales de
membrana.

En la tabla 5.2, la estimacién de m fue de -0.0088 con ode23. Esta estimacion se
aleja del valor original 0.011; sin embargo, se observa que el potencial de membra-
na conserva la normalidad. Esto se debe a que m es un parametro estable como
se habia visto en 5.1; recordemos que la meseta no cambiaba entre m = —0,751 y
m = 0,525.

De igual manera, se corrié el programa con los tres parametros estimados, con un
nuevo vector wu:

u = [—0,0088, 0,9953, 0,976, 0,003, 0,994, 0,0001, 0,0000001, —84],

obteniéndose el potencial de membrana de la figura 5.17,
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Figura 5.17: Potencial de Membrana con m,h,j estimados por se-
parado

que nuevamente resulta ser normal en las cinco fases.

También se corri6 el programa con dos y tres parametros a la vez. Se obtuvieron
resultados solamente para los parametros m, h'y j (ver tabla 5.3).



Tabla 5.3: Estimacion de las condiciones iniciales de los parametros
del Modelo de Beeler-Reuter (Método del Gradiente)

61

Parametros | Estimacion | Estimacion | Estimacion
estimados de m de h de j
a la vez
m,h -0.0098 1.0037
m,j -0.01 0.9469
h.j 1.0024 0.9682
m,h,j -0.0108 1.0074 0.9405

Se grafican los potenciales de membrana que resultan de estas nuevas estima-
ciones (ver figuras 5.18 - 5.21). Se observan potenciales de membrana con las
cinco fases regulares, con la repolarizacion de la fase 3 y el periodo refractario
adecuados. Esto nos ratifica la estabilidad de los parametros m, h 'y j.

40 T T T T T T T

100 L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

tiempo (ms)

Figura 5.18: Potencial de Membrana con m,h estimados a la vez
con el método del gradiente

40 T T T T T T T
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Figura 5.19: Potencial de Membrana con m,j estimados a la vez
con el método del gradiente
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Figura 5.20: Potencial de Membrana con h, j estimados a la vez con
el método del gradiente
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Figura 5.21: Potencial de Membrana con m,h,j estimados a la vez
con el método del gradiente

5.2.2 Resultados obtenidos con InversoBFGS.m

Al igual que con el programa InversoGradiente, el solver que brindd mayor velocidad
de convergencia para el problema inverso fue ode23. A continuacion se muestra la
tabla de comparacion de las estimaciones de los valores iniciales de los parametros
y sus velocidades de convergencia, calculadas con ode45 y ode23, con el método
BFGS (ver tabla 5.4).

Para obtener estos resultados, se utilizd un «, de la condicién de optimalidad, igual
a be — 6, con una condicion inicial w = 2,1, w € w, y un tiempo final T igual a 300 ms.

Como puede observarse, los Unicos dos parametros para los cuales se obtuvieron
resultados fueron iy j, que nuevamente demuestran ser parametros estables. Esta
vez el parametro m no obtiene una estimacion; ademas, el método BFGS permite
resolver el problema inverso mucho mas rapidamente que el método del gradiente.
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Tabla 5.4: Estimacion de las condiciones iniciales de los parametros
del Modelo de Beeler-Reuter (Método BFGS)

Parametro Valor Estimacion | Estimacion Convergencia Convergencia
con ode4b | con ode23 | con ode4b (en seg.) | con ode23 (en seg.)
m 0.011
h 0.988 0.9833 0.9833 4.126 2.512
j 0.975 0.9762 0.9762 3.646 2.518
d 0.003
f 0.994
T 0.0001
Ca; 0.0000001

Con las estimaciones se obtienen nuevos vectores u de condiciones iniciales:

w, = [0,011, 0,9833, 0,975, 0,003, 0,994, 0,0001, 0,0000001, —84],
w; = [0,011, 0988, 09762, 0,003, 0,994, 0,0001, 0,0000001, —84],

con los cuales se graficaron los potenciales de membrana siguientes.

— con h=09833

. , , , , . \
50 100 150 200 250 300 350 400
tiempo (ms)

Figura 5.22: Potencial de Membrana estimado con uy,

40

— con j=0.9762

-100
0

L n . . n n .
50 100 150 200 250 300 350 400
tiempo (ms)

Figura 5.23: Potencial de Membrana estimado con u;

Como se puede ver, los potenciales de membrana conservan su normalidad.
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De igual manera, se corrid el programa con los dos parametros estimados, con un
nuevo vector u:

u=[0,011, 0,9833, 0,9762, 0,003, 0,994, 0,0001, 0,0000001, —8&4],

obteniéndose el potencial de membrana de la figura 5.24,

40

20

0

v, ()

0 50 100 150 200 250 300 350 400
tiempo (ms)

Figura 5.2/: Potencial de Membrana con h,j estimados por separa-
do

que nuevamente resulta ser normal en las cinco fases.

Se corri6 el programa con dos y tres parametros a la vez. Solo se obtuvo un resul-
tado utilizando h y j, con a = 5¢ — 6, w = [2,4;2,3], y un tiempo T de 300 ms. Las
estimaciones para h y j fueron de 0,9992 y 0,9576, respectivamente, y se obtuvieron
en 2.83 segundos. La figura 5.25 es la representacion del potencial con h y j esti-
mados a la vez, con BFGS.

40

20

200

(m/)

=5 40}

80 +

B0k

-100

1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
tiempo (ms)

Figura 5.25: Potencial de Membrana con h y j estimados a la vez
con el método BFGS
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Se observa nuevamente un potencial de membrana con las cinco fases regulares,
la repolarizacion de la fase 3 y el periodo refractario adecuados.

Finalmente, para comparar las estimaciones que realizaron el método del gradiente
y el BFGS, se graficaron los potenciales de accién que resultaron de aplicar dichos
métodos, y se puede ver que son casi idénticos y tienen sus fases bien definidas.

40 T T T T T T T T T
Gradiente
== BFGS

20k _

(i)

=5 a0} .

BOE _

B0k _

100 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

tiempo (ms)

Figura 5.26: Potencial de Membrana estimado con el método del
Gradiente y con BFGS



CAPITULO 6

Conclusiones y Recomendaciones

6.1 Conclusiones

Se ha implementado el modelo de Beeler-Reuter para, mediante la resolucion de
un problema inverso, obtener las condiciones iniciales 6ptimas de los parametros
que influyen en un potencial de accién miocardial ventricular. A partir del trabajo
realizado se pueden extraer las siguientes conclusiones:

e Resolver el problema inverso con BFGS resulta mucho mas rapido que
hacerlo con el método del gradiente. Mientras que usando el método del
gradiente el problema inverso tardé 1175.96 segundos en dar resultados,
BFGS lo hizo en 2.83 segundos.

e Los parametros d, f, x; y C'a son inestables, ya sea resolviendo el problema
inverso con el método del gradiente o con BFGS.

e La corriente sobre la cual pueden trabajar los programas es la corriente de
sodio. Los parametros mas estables son m, h y j; recuérdese que m es
la compuerta de activacién del sodio, y que h y j son las compuertas de
inactivacion y reactivacion, respectivamente.

e Las estimaciones con InversoGradiente se acercaron mas al valor real en
T = [0 10]. La corriente de sodio es la responsable de varios cambios en
las fases del potencial de accion ventricular. Para empezar, es la responsable
de la despolarizacién inicial en el potencial de accién. Esto nos indica que
la fase que se puede controlar en el potencial de accion es la fase 2, o fase
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de despolarizacién rapida, la misma que no dura mas de 12 ms, por lo que
al correr el programa con 7' = 10ms por ejemplo, se obtuvieron mejores
estimaciones para los parametros m, h 'y j.

Otra fase que se puede controlar parcialmente es la fase 1, ya que para
permanecer en reposo, los canales de sodio y potasio deben estar cerrados.
Aqui jugaria un papel importante el parametro h, por ser la compuerta de
inactivacion del sodio. En la fase 3 sucede algo parecido puesto que deben
desactivarse los canales de sodio para que puedan activarse las corrientes
de potasio.

El parametro h también es de gran importancia para el periodo refractario,
ya que gracias a €l, ninguna magnitud de la sefial excitadora que se aplique
a los canales de sodio en ese momento abrira las compuertas de inactivacion.

A diferencia del método el gradiente, con BFGS mientras mayor es el intervalo
de tiempo, mejor es la aproximacién de los pardmetros. Las estimaciones con
InversoBFGS se acercaron mas al valor real en 7' = [0 300], es decir, en el
lapso minimo en el cual se produce un potencial de accidon completo.

Los solvers ode23 y ode45 producen los mismos resultados para el modelo
de Beeler-Reuter, ya sea con el método del gradiente o con BFGS; sin
embargo, para el problema inverso, ode23 resulta ser més eficiente.

La mejor manera de obtener estimaciones para las condiciones iniciales de los
parametros del modelo de Beeler-Reuter, es mediante un problema inverso
que utilice el solver ode23 y el método BFGS.
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6.2 Recomendaciones

e Dado que m, h y j son los pardmetros mas estables del modelo de Beeler-
Reuter, y que representan las tasas de activacion, inactivacion y reactivaciéon
de la corriente de sodio respectivamente, el estudio de esta corriente deberia
profundizarse en el proyecto que realiza la Escuela Politécnica Nacional sobre
el funcionamiento del corazén.

e Se podrian implementar otros modelos del potencial de accién cardiaco, de
tal manera que se puedan obtener estimaciones de las condiciones iniciales
de otros parametros distintos de m, hy j.

e Si se desea estudiar mas a fondo corrientes como la de calcio o potasio,
existen modelos cuyas formulaciones podrian ser de mas utilidad. El modelo
de Beeler-Reuter toma en cuenta cuatro corrientes i6nicas de sodio, potasio
y calcio, y describe al potencial de accién con ocho ecuaciones diferenciales
ordinarias; sin embargo, existen modelos como los de Puglisi-Bers [30] y
Flaim-Giles-McCulloch [31], que incluso toman en cuenta otras corrientes
como la de cloro y describen al potencial de accién con 21 y 87 ecuaciones
diferenciales ordinarias, respectivamente.
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ANEXO A

Programa BeelerReuter.m

Do ot 1o To ot ToTo To o ToTo T To o Jo To T fo ol
% PROGRAMA BeelerReuter
To o oo Tttt ToToTo o o To o o Jo o ToTo To o o

function dxdt = BeelerReuter(t,x)

oo ToToTo o ToTo o To o Jo Too To o To To o 1o oS To o o o To To o
% Capacitancia de la membrana

Tooto oo To To o Jo o foJo o foJo To fo o To Fo o o fo o o fo o Jo o
Cm =1,;

oo ToTo o oo ToTo o o o
% Compuertas

Yoo To oo oo ToTo o o o

alfa m = -(x(8) + 47)/(exp(-0.1*%(x(8) + 47)) - 1);
beta_m = 40*exp(-0.056*(x(8) + 72));

alfa_h = 0.126%exp(-0.25%(x(8) + 77));

beta_h = 1.7/(exp(-0.082%(x(8) + 22.5)) + 1);

alfa_j = 0.055%exp(-0.25%(x(8) + 78))/(exp(-0.2*%(x(8) + 78))...

+1);
beta_j = 0.3/(exp(-0.1*%(x(8) + 32)) + 1);

alfa_d = 0.095%exp(-0.01*(x(8) - 5))/(exp(-0.072%(x(8) - 5))...

+1);

beta_d = 0.07*exp(-0.017x(x(8) + 44))/(exp(0.05%(x(8) + 44))...

+ 1)
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alfa_f = 0.012%exp(-0.008*(x(8) + 28))/(exp(0.15%x(x(8) + ...
28)) + 1);

beta_f = 0.0065%exp(-0.02*(x(8) + 30))/(exp(-0.2%(x(8) + ...
30)) + 1);

alfa_x1 = 0.0005*exp(0.083*(x(8) + 50))/(exp(0.057*(x(8) + ...
50)) + 1);

beta_x1 = 0.0013*exp(-0.06*(x(8) + 20))/(exp(-0.04*(x(8) + ...
20)) + 1) ;

ToTo oo To o To ToTo T oo FoTo To o To oo Fo o To o To Fo o Fo o o foJo Fo o To o To fo o Fo o o foJo Fo o To oo fo o Fo o o o Jo Fo o
% Corriente de Sodio, Potencial de Nernst y Conductancias

Yoo To oo oo o oo o ToTo o o o ToTo o o o ToToTo o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To oo o o To o o o T o

E_Na = 50; %en mV

g_Na = 4;

g_NaC = 0.003;

I_Na = (g_Na*x(x(1)"3)*x(2)*x(3) + g_NaC)*(x(8) - E_Na);

ToTo oo To oo To oo o To foTo To o To oo To o Fo o To o Jo Fo o To o Jo Fo o To o o foJo Fo o To o To Fo o Fo o o fo T Fo o o oo Fo o Fo o o o Jo Fo o
% Corriente de Calcio lenta, Potencial de Nernst y Conductancias

Tolo o oo oo oo To o To oo ToTo To o ToTo oo T Fo oo oo oo o o o o o o o o o o T o T T T T T T T o oo oo oo oo

g_s = 0.09;
E_s = -82.3 - 13.0287*log(x(7));
I_s = g_s*x(4)*x(5)*(x(8) - E_s);

Tololotototololo o otototo oo oo o o o o o o oo o o o otototo oo o o o o o o o o o oo o To oo oo oo o o o o
% Corriente de Potasio saliente, independiente del tiempo

Yoo To oo oo To o To o ToTo o o o Jo ToTo o o To ToTo o o To ToTo o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To oo o o To T o o o o

I_K1 = 0.35%(4*(exp(0.04*(x(8) + 85)) - 1)/(exp(0.08*(x(8) ...
+ 53)) + exp(0.04*(x(8) + 53))) + ...
0.2%(x(8) + 23)/(1 - exp(-0.04*(x(8) + 23))));

Yoo To oo oo 1o o oo ToToTo o o o o o To o ToTo o o o o o o ToToTo o o o o o o ToTo 1o o o o o o To To T o o o o o
% Corriente de Potasio saliente, dependiente del tiempo

Toloo o oo To oo o oo oo o ToToTo o ToToTo oo oo o o o o fo o o o o o o o o o o o o o To o To To To o To To T o
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I_x1 = x(6)%0.8%(exp(0.04*(x(8) + 77)) - 1)/exp(0.04*(x(8) ...

+ 35));

TotoTo oo To To oo o
% Estimulo

Yoo 1o 6o o ToTo o o

e(1) = 10; %Inicial

e(2) = 50000; % final
e(3) = 50; %Amplitud
e(4) = 1000; Y%Periodo

e(5) = 1; YDuraci?n del pulso
if (t >= e(1))&&(t <= e(2))&&. ..
((t - e(1) - floor((t - e(1))/e(4))*e(4))<= e(5))

Iext = e(3);
else

Iext = 0;
end

Too o To oo To o To To oo To fo o To To o To Fo o o To o o Fo o Jo Fo o to To fo o To fo o To Fo o o Fo o o fo o Jo
% Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Voo oo oo o oo oo To o ToToToToToTo oo oo 1o o o fo o o o o o o o fo o o o To To To To To T o

dxdt = [alfa_m*(1
alfa_h*x(1 - x(2))
alfa_j*(1 - x(3))
alfa_d*(1 - x(4)) beta_d*xx(4); ...
alfa_f*x(1 - x(5)) beta_f*x(5); ...
alfa_x1*(1 - x(6)) - beta_x1*x(6); ...
-10~(-7)*I_s + 0.07%(10°(-7) - x(7)); ...
(Iext -(I_Na + I_s + I_K1 + I_x1))/Cm 1;

x(1)) - beta_mxx(1); ...
beta_h*x(2); ...
beta_j*x(3); ...
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ANEXO B

Programa PABeelerReuter.m

To o To oo Voo o To o To T o ToTo o To o To To o To o
%PROGRAMA PABeelerReuter
TototoTolo TotoTo oo oo Toto To o toTo o fo o To To o

close all
clear

clc

o loToToToToToToToTo oo oo o o o o o e
% Intervalo de tiempo

ToTo oo To foToTo o To Vo To FoJo oo To fo To To o
t = [0 400];

T T T T o ToTo o ToTo o To o o Jo o fo Jo o To S o o
% Condiciones iniciales

Toloo oot o oo oo o ToToToToToToTo oo

x = [ 0.011 0.9992 0.9576 0.003 0.994 0.0001 .0000001 -84];
hx [.011 1.0024 0.9681 0.003 0.8875 0.0001 .0000001 -84];
YA [.011 0.9998 0.9998 0.003 0.9956 0.0001 .0000001 -84];
%u = [0.0159 0.9998 0.9998 0.003 0.9956 0.0001 .0000001 -84];
u = [-0.0108 1.0074 0.9405 0.003 0.994 0.0001 .0000001 -84];

Voo o oo oo o oo oo ToToTo o ToToToTo oo oo oo oo oo
% Resolviendo con ode45 y ode23
Voo o o o oo 1o o o To o To o o o o o oo ToTo oo o o o oo o
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[T,Y] = ode23(@BeelerReuter,t,u);
[T2,Y2] = ode23(@BeelerReuter,t,x);

o To oo o To o o Too o o To o o To o o Jo o
%Para graficar Vm(t)

Yoo 1o oo o foTo o o o foTo o o o o To o o

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4BelerReuter_PA_odel5soded5’, ’Name’,
’Beeler-Reuter Potencial de Accion’, ’Position’,
[100 , 300,550,350])

plot(T,Y(:,8),T2,Y2(:,8))

hplot(T2,Y2(:,8))

legend(’Gradiente’, ’BFGS’)

%legend(’con h,j’)

xlabel(’tiempo (ms)’)

ylabel(’V_m (mV)’)
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ANEXO C

Programa InversoGradiente.m

To ot 1o To ot Toto To o T To o To o To o To o Jo To o To o
%PROGRAMA InversoGradiente
ToTo oo Vot Tt to oo To oot tototoTo o o o To o oo

close all

clear

clc

tic

global x_.1 hm jdf CaVm Z Cm

ToloTotolo o o oo o o o oo o 1o o oo o 1o oo o o 1o oo o o 1o oo o o To oo oo T oo o Fo T oo o
/» vector u de condiciones iniciales para generar Z

Voo oo oo oo oo To o To o ToTo o ToToToTo oo oo o oo fo o o o o o o o o ol T o o Jo o To T To o T o
u = [0.011 0.988 0.975 0.003 0.994 0.0001 0.0000001 -84];

Yoo To o To oo o o o o JoToTo oo o o o o Jo ToToTo o o o o fo o To T oo o o o o o o
% componente w de u que va a ser estimada

Voo o oo ool To oo ToTo o To T ToTo oo oo o 1o 1o oo fo o oo o o o o o oo

%w=0.5;
w=[1.1;1.1;1.1];

Yoo To oo oo To oo o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To T o o o o

% alpha de la condicidén de optimalidad

Toloo oo oo oo o oo oo To o ToTo oo oo o o o o o o o o o o o o oo o
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alfa=1le-5;

cond = 2;

n=500;

Toloo oo oo oo To o ToToToToToToToToTo oo o 1o o Fo o Jo o o o o o o o o oo To o To To T To To T T
% se trabaja en el intervalo de tiempo de Oms a 10ms

Yoo To o o o ToTo o o o foToTo o o To To o o o o To o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To T o o o

T=10;

TotoTolofoToth
% malla

Yoo oo

delta=(T)/n;
tn=[0:delta:T];

TololoToto To ot To o To o ToTo o To o Jo To o To o To To o fo o Jo To o fo o Jo To To fo o Jo To o fo o o
% Condicidén de transversalidad: lambda(T)=0

Toloo oo oo oo oo oo o oo ToToToToToTo oo oo oo 1o o o fo o o o o o o o o o oo

lambda=zeros(8,n+1);
y=zeros(8,n+1);

iter=0;

Yoo 1o oo o ToTooTo o JoTo o o o o To o o o Jo To o o o JoTo o o o To T o o o To oo o o To o o o o To o o o o
% intervalo de tiempo de Oms a Tms

Yoo o oo oo To o To o ToToToToToToToTo oo oo 1o o Fo o o o o o o o o o o o o T To T To o To o T

t = [0 T];

Toloto oo oo o oo oo o ToToToToToToTo oo oo o o o o o o o o o o o o o o o To o To o To o ToToTo oo oo oo oo o o o o o o o o o oo
% Para generar Z (potencial de membrana observado):

% Resolucidn del modelo de Beeler Reuter con ode23 con las condiciones

% iniciales u, y el intervalo de tiempo t. Los resultados se almacenan

% en un vector de tiempos T1 y una matriz Y1.
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Tolo o oo oo To o To oo ToToTo T ToToToTo oo oo o oo oo o o o o o o o o o T o T o To T To To T T o oo oo oo oo oo o o o o o T oo

[T1,Y1] = ode23(@BeelerReuter,t,u);
Vm1=Y1(:,8);
Z=interpl1(T1, Vml,tn);
1o ToT6 %o ToTo o o To o o JoTo o o To o o o To o
while(cond >= 0.00001) % condicidén de parada
ol 1o 6To s JoTo o o o ToTo o o o ToTo o o o

iter=iter+i;
lambdaold=1ambda;

wold=w;

Tololololototololololotototototo oo o oo o o o o o o o o To o o ototototo o o o o o o o o o o o oo ToToTo oo
% Condiciones iniciales para el modelo de Beeler-Reuter

Yoot o oo ToTo o To o ToTo To o ToToTo oo oo oo 1o o fo o o o o o o o o o o o o o o T T To o To o To T T

u = [w(1) w(2) w(3) 0.003 0.994 0.0001 0.0000001 -84];

Toto oo oo oo oo oo o To o To o Jo o To o To o Jo o ToTo JoJo JoTo o T fo o o o o o o To o To o To o Jo o To o Jo o Jo T Jo o Jo o o o o o o o
% Resolucidén del sistema de ecuaciones de estado con ode23, con

% condiciones iniciales u e intervalo de tiempo t

1o 1o 167o s ToTo o o o ToTo o o o ToToTo o o ToTo o o o To o o o o To o o o Jo To o o o To T o o o To T o o o To oo o o To oo o o To T o o

[T1,Y1] = ode23(@BeelerReuter,t,u);

Tololo o ooToTo oo olototo oo oo o o o o o o o o o o o o o oo oo o o o o o o o o o o o ata o oo oo oo oo o o o o o o o oo
% Cada columna de la matriz Y1 representa a un parametro del modelo

1o 1o 6To s ToTo o o ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To o o o o To o o o o To o o o To T o o o To T o o o To o

mi=Y1(:,1);
h1=Y1(:,2);
j1=Y1(:,3);
d1=Y1(:,4);
f1=Y1(:,5);
x1_1=Y1(:,6);
Cal=Y1(:,7);
Vmi1=Y1(:,8);
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Tolololololotololololololotototolo oo oo ololo o o o o o o o o o oo toto oo o o o o o o o o o o o o oo To o To oo
% Interpolacién de los pardmetros con la malla de tiempo t

Yoo fo o To o To oo ToToToToToToTo oo oo o oo oo o o o o o o o o o o o o o To T T To T To T T T o oo o oo o

m=interpl(T1,ml,tn);
h=interp1(T1,hl,tn);
j=interp1(T1,j1,tn);
d=interp1(T1,dl,tn);
f=interp1(T1,f1,tn);
Ca=interpl(T1,Cal,tn);
Vm=interpl(T1,Vml,tn);
x_1=interp1(T1,x1_1,tn);
Cm=1;

Yoot oTo oo To oo ToToToToToToToTo oo oo 1o 1o o fo o Jo o o o o o o o o o T T To T To T To o oo oo oo oo oo o o o o o o o o oo
% Resolucion del sistema de ecuaciones adjuntas, con Euler explicito

Yoo o To oo To oo To o ToTo To o To oo oo o 1o o oo o oo o o o o o o o o o o o To o To T T T T oo oo o oo oo oo o o o o o oo

for i=n:-1:1

Matriz(1,:)=[(40%exp(-0.056%(72+Vm(i+1)))+(Vm(i+1)+47)/(1-exp( ...
-0.1%(Vm(i+1)+47)))) 0 0 0 0 0 O ((12xh(i+1)*j(i+1)*(m(i+1))~2%. ..
(-50+Vm(i+1)))/Cm)];

Matriz(2,:)=[0 (0.126%exp(-0.25%(77+Vm(i+1)))+1.7 / ( 1 + exp( ...
-0.082%(22.5+Vm(i+1))))) 0 0 0 0 O (((4*j(i+1)*(m(i+1))~3*(-50+...
Vm(i+1))))/Cm)];

Matriz(3,:)=[0 0 (0.3/(1 + exp(-0.1%(32 + Vm(i+1))))+0.055*exp(. ..
-0.25%(78 + Vm(i+1)))/(1 + exp(-0.2%(78 + Vm(i+1))))) 0 0 0 0 (...
(A*¥h(i+1)*(m(i+1))~3*%(-50 + Vm(i+1)))/Cm)];

Matriz(4,:)=[0 0 0 (0.095%exp(-0.01*(Vm(i+1)-5))/(1+exp(-0.072x%. ..
(Vm(i+1)-5)))+0.07*exp(-0.017*(Vm(i+1)+44))/(1+exp(0.05 * (Vm( ...
i+1)+44)))) 0 0 (0.09%f (i+1)*(82.3+Vm(i+1)+13.0287*1log(Ca(i+1))...
)/10000000) (0.09%f (i+1)*(82.3+Vm(i+1)+13.0287xlog(Ca(i+1)))/Cm)];
Matriz(5,:)=[0 0 0 0 (0.012*exp(-0.008*(28+Vm(i+1))) / (1 +exp(...
0.15%(28+Vm(i+1))))+0.0065*exp(-0.02%(30+Vm(i+1)))/(1+exp(-0.2%. ..
(30+Vm(i+1))))) 0 (0.09*%d(i+1)*(82.3+13.0287*1log(Ca(i+1))+Vm(i+...
1))/10000000) (0.09%d(i+1)*(82.3+13.0287*1log(Ca(i+1))+Vm(i+1))/...
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Cm)];

Matriz(6,:)=[0 0 0 0 O (0.0013*exp(-0.06%(20+Vm(i+1)))/(1 + exp...
(-0.04%(20+Vm(i+1))))+0.0005*exp (0.083*(50+Vm(i+1))) /(1 + exp( ...
0.057*(50+Vm(i+1))))) 0 (0.8*exp(-0.04*(35+Vm(i+1)))*(-1 + exp(...

0.04%(77+Vm(i+1))))/Cm)];

Matriz(7,:)=[0 0 0 0 O O (0.09%13.0287*d(i+1)*f(i+1)/10000000%* ...

Ca(i+1)) (0.09%13.0287*d(i+1)*f(i+1)/Ca(i+1)*Cm)];

Matriz(8,:)=[((m(i+1)-1)/(1-exp(-0.1x(Vm(i+1)+47) ) ) + 0.1x(1-...
m(i+1))*(Vm(i+1)+47)* (exp(-0.1*(Vm(i+1)+47)))/(1-exp(-0.1*x(Vm( ...

i+1)+47)))~2+2.24*m(i+1) * (exp(-0.056* (Vm(i+1)+72)))) (0.0315%

exp(-0.26%(77+Vm(i+1)))*(1-h(i+1))+0.1394*exp(-0.082*%( 22.5+Vm(. ..
i+1)))*h(i+1)/(1+exp(-0.082%(22.5+Vm(i+1))))"2) (-0.011 * ( exp...
(-0.45%(78+Vm(i+1))))*(1-j(i+1))/(1+exp(-0.2%x(78+Vm(i+1)))) "2 +...
0.01375 *(exp(-0.26%(78+Vm(i+1))))*(1-j(i+1))/(1+exp(-0.2%(78 +...
Vm(i+1))))+0.03*(exp(-0.1*%(32+Vm(i+1))))*j(i+1)/(1+exp(-0.1%(32...
+Vm(i+1))))~2) (-0.00684*(1-d(i+1))*exp(-0.082*(Vm(i+1)-5))/(1+...
exp(-0.072%x(Vm(i+1)-5)))~2+0.00095* (1-d(i+1))*exp(-0.01*(-5+Vm(. ..
i+1)))/(1+exp(-0.072%(-5+Vm(i+1))))-0.0035*d(i+1) * exp (0.033 ...
*x(44+Vm(i+1)) )/ (1+exp(0.05% (44+Vm(i+1))))~2-(0.00119*d (i+1) *exp. . .
(-0.017%(44+Vm(i+1))))/(1+exp(0.05%(44+Vm(i+1))))) (0.0018*(exp. ..
(0.142%(28+Vm(i+1))) ) *(1-£(i+1))/(1+exp(0.156%(28+Vm(i+1)))) "2 +...
0.000096% (exp(-0.008%(28+Vm(i+1))))*(1-f(i+1))/(1+exp(0.156%(28+. ..
Vm(i+1))))+0.0013*(exp(-0.22*%(30+Vm(i+1))))*f (i+1)/(1+exp(-0.2%. ..
(30+Vm(i+1))))~2-0.00013* (exp(-0.02*(30+Vm(i+1))))*£f(i+1) / (1+...
exp(-0.2%(30+Vm(i+1))))) (0.0000285*exp(0.14*(50+Vm(i+1)))*(1 -...
x_1(i+1))/(1+exp(0.057*(50+Vm(i+1))))~2-0.0000415*exp(0.083*(50. . .
+Vm(i+1)))*(1-x_1(i+1))/(1+exp(0.057*(50+Vm(i+1))))+0.000052 * ...
exp(-0.1*%(20+Vm(i+1)))*x_1(i+1)/(1+exp(-0.04*(20+Vm(i+1))))"2 -...
0.000078*exp(-0.06* (20+Vm(i+1)))*x_1(i+1)/(1+exp(-0.04*(20+Vm( ...
i+1))))) (0.09%d(i+1)*£f(i+1)/10000000) (1/Cm)*(0.09*d(i+1) * £ ...
(1+1)+0.003+4*h (i+1)*j(i+1)*(m(i+1))~3+0.35%(0.2/(1-exp(-0.04* ...
(23+Vm(i+1))))+0.16%exp(0.04*(85+Vm(i+1)) )/ (exp(0.04* (53+Vm(i+1. ..

)))+exp(0.08*(53+Vm(i+1))))-4*(0.04*exp(0.04*(53+Vm(i+1)) ) +

0.08%exp(0.08*(53+Vm(i+1))))*(-1+exp(0.04*(85+Vm(i+1))))/(exp( ...
0.04*(53+Vm(i+1)))+exp(0.08* (53+Vm(i+1))))~2-0.008*exp(-0.04*( ...
23+Vm(i+1)))*(23+Vm(i+1))/(1-exp(-0.04*(23+Vm(i+1))))~2)+0.032x%. ..
exp(-0.04%(35 + Vm(i+1)) + 0.04*(77 + Vm(i+1)))*x_1(i+1)-0.032x*. ..

exp(-0.04*(35+Vm(i+1)))*(-1+exp(0.04* (77+Vm(i+1))))*x_1(i+1))];



end

aux2= 0.07;

lambda(1,1)
lambda(2,1)
lambda(3,1)
lambda(4,1)
lambda(5,1i)
lambda(6,1)
lambda(7,1)

lambda(8,1)

Yoo ToToToTo oo o o o ToToTo oo o o o o Jo o To oo o
aux1(i+1)=-2%(Vm(i+1)-Z(i+1)); %Términos independientes

Yoot loToToTo o o ToTo To To To o To o T T o

=]lambdaold(1,i+1)-deltax(Matriz(1,:
=]lambdaold(2,i+1)-deltax(Matriz(2,
=]ambdaold(3,i+1)-deltax(Matriz(3,
=]lambdaold(4,i+1)-deltax(Matriz(4,
=]lambdaold(5,i+1)-deltax(Matriz(5,
=]ambdaold(6,i+1)-deltax(Matriz(6,
=]lambdaold(7,i+1)-deltax(Matriz(7,
aux2;
=]ambdaold(8,i+1)-deltax(Matriz(8,

auxl(i+1));

LO=[lambda(1,1) ;lambda(2,1) ;lambda(3,1)];

)*lambdaold (

:)*lambdaold(
:)x1lambdaold(
:)*x1lambdaold(
:)*lambdaold(
:)xlambdaold (
:)*lambdaold(

:)*lambdaold(

oo ToToTo oo To ol o ToToTo o o o o o o ToTo oo o o o o ToTo T oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo T o oo o o o To T o oo o o o
% norma del gradiente

Yoo oo oo o ToTo o To o To ToTo o To o oo oo oo o oo oo o o o o o o o o o o Jo T o T T To T T T oo oo o oo oo oo

cond=norm(alfa*w+L0,inf)

TotoTo oo Toto foto o foto o foto o fo oo foTo
% funcién a minimizar

Yoo fofoToToToToToToToToToToToTo o T

costo=norm(Vm-Z) ~2+alfa*norm(w) "2

Yoo ToToTo o oo o o foToToTo o o o o o foTo o
%» método del gradiente

Yoot ofoTo o To o To o To To ToTo o To T T o

w=wo0ld-0.5%(alfa*wold+L0)
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D,i+1));
1,i+1));
D,i+1));
D,i+1));
1,i+1));
D,i+1));

i)+ L.

d,i+1) +. L



end
toc
u= [w(l) w(2) w(3) 0.003 0.994 0.0001 0.0000001 -84]
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ANEXO D

Programa InversoBFGS.m

TotoTo oo Voo ToToto To T o ToTo o To o To To o To o foFo
%PROGRAMA InversoBFGS
TotoToTolo To ot To o To o Jo o o fo o To o To foTo To o To o

close all

clear

clc

tic

global x_.1 hm jdf CaVm Z Cm

ToloTotolo o o oo o o o oo o 1o o oo o 1o oo o o 1o oo o o 1o oo o o To oo oo oo o Fo T oo o
/» vector u de condiciones iniciales para generar Z

Voo oo ool oo o To o ToToToToToToToToTo oo oo o oo fo o o o o o o o o o o o o o To o To T To o T o
u = [0.011 0.988 0.975 0.003 0.994 0.0001 0.0000001 -84];

Yoo ToToTo oo To o o o JoToTo o 1o o o o o To ToToTo o o o o o o To T oo o o o o T o
% componente w de u que va a ser estimada

TooTo oo Voo o Toto foTo o To oo To o To To oo To o To o foJo o Fo o To fo o o Fo o Jo o o o
%w=0.5;

w=[2.4;2.3];

Tolotototo o o o oo o oto o o o o o oo o o o o o oo to o o o o oo oo o o
% alpha de la condicién de optimalidad

Yoo To oo oo To oo o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To oo o o o
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alfa=5e-6;
%alfa=5e-5;

cond = 2;

n=1000;

Toloolototo oo o oo o oo o o o o o oo o o o o o o oTo o o o o o To oo o o o o o oo o o o o o o oo
/» se trabaja en el intervalo de tiempo de Oms a 10ms

Yoo oo oo oo oo To o To o ToToToToToToToTo oo oo o oo fo o Jo o o o o o o o o o o o To To To T To To T T o

T=300;

Tolo oo ot th
% malla
Tolo oo totolh

delta=(T)/n;
tn=[0:delta:T];

TooTo oo To oo To o fo T o ToTo o To o To To o To o foTo o fo Jo o Fo o To Fo o o Fo o o Fo o Fo o o
% Condicidén de transversalidad: lambda(T)=0

Yoo To oo oo To o o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To o o o o To T o o o o

lambda=zeros(8,n+1);

y=zeros(8,n+1);

iter=0;

Yoo oo oo oo oo To o ToToToToToToToTo oo oo 1o oo fo o Jo o o o o o o o o o To o To o T To T o T
% intervalo de tiempo de Oms a Tms

Yoo To oo oo To oo o ToTo o o o To To o o o Jo To o o o ToToTo o o ToToTo o o To T o o o To T o o o To oo o o

t = [0 T];

86
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Tolo o oo oo To o To oo ToToTo T ToToToTo oo oo o oo oo o o o o o o o o o T o T o To T To To T T o oo oo oo oo oo o o o o o T oo
% Para generar Z (potencial de membrana observado):

% Resolucioén del modelo de Beeler Reuter con ode23 con las condiciones

% iniciales u, y el intervalo de tiempo t. Los resultados se almacenan

% en un vector de tiempos T1 y una matriz Y1.

Yoo To1oTo oo ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o o To o o o o To o o o o To o o o o To o o o Jo To o o o Jo To o o o To T o o o To T o o o To T o o o To T o o o

[T1,Y1] = ode23(@BeelerReuter,t,u);
Vm1=Y1(:,8);

Z=interp1(T1, Vml,tn);

S=eye (length(w));

Yoo ToTo o 1o oo o o o ToToTo oo o o o fo oo
while(cond >= 0.00001) % condicién de parada
Yoo ToToTo oo To o o o ToToTo oo o o o Jo To o

iter=iter+i;
lambdaold=lambda;

wold=w;

oo ToToTo oo o o o o ToToTo o o o o o o ToToTo oo o o o o ToTo T o oo o o Jo To T oo o o o o o ToFo oo o o o o
% Condiciones iniciales para el modelo de Beeler-Reuter

Yool foToToTo oo To o To T To o ToTo oo oo oo oo oo oo o o o o o o o o o o o o o o To T To o T o T

u = [0.011 w(1) w(2) 0.003 0.994 0.0001 0.0000001 -841];

o 1o6 1o o6 1o o To o o To o o JoTo o o To o o JoJo o o To o o Jo o o Jo Jo o o To o o Jo o o o To o o To o o Jo Jo o o To o o Jo T o o Jo 1o o Jo o
% Resolucidn del sistema de ecuaciones de estado con ode23, con

% condiciones iniciales u e intervalo de tiempo t

Tt oo oo oo To oo ToToToToToToTo oo oo 1o o o fo o o o o o o o o o T o To o T ToToTo oo oo oo oo fo oo o o o o o o o

[T1,Y1] = ode23(@BeelerReuter,t,u);

oo ToTo 1o 1o o To o o To o To 1o o o o o o ToToTo 1o To o o o fo o ToTo 1o o o o o o ToTo T o o o o o o ToTo oo o o o o To ToTo oo o o o o To To o
% Cada columna de la matriz Y1 representa a un parametro del modelo

1ottt To o oo oo o ToToToToToToToTo oo oo oo o o fo o o Jo o o o o o o o oo T o T o To T ToTo T T T oo oo oo oo o oo
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ml1=Y1(:,1);
h1=Y1(:,2);
j1=Y1(:,3);
d1=Y1(:,4);
f1=Y1(:,5);
x1_1=Y1(:,6);
Cal=Y1(:,7);
Vmi1=Y1(:,8);

Yoo To oo To o ToToToToToToTo oo oo 1o oo oo o Jo o o o o o o o o o To T To T To oo T T oo oo oo
% Interpolacién de los pardmetros con la malla de tiempo t

Yoo oo o ToToToTo o To T ToToTo o To o oo 1o oo oo oo oo o o o o o o o o o o Jo o o T To o oo o oo o o oo

m=interpl(T1,ml,tn);
h=interp1(T1,hl,tn);
j=interp1(T1,j1,tn);
d=interp1(T1,dl,tn);
f=interp1(T1,f1,tn);
Ca=interpl(T1,Cal,tn);
Vm=interp1(T1,Vml,tn);
x_l=interp1(T1,x1_1,tn);
Cm=1;

Tololo o ototo oo oo ototo oo oo oo o o o o o o o o o o o oo to oo o o o o o o o o o o oo o oo oo oo oo o o o o o o o oo oo
% Resolucioén del sistema de ecuaciones adjuntas, con Euler explicito

1o 1o 67o s ToTo 6 1o o ToTo o oo ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o o To o o o o To o o o o To o o o Jo To o o o To To o o o To T o o o To o o o o To T o

for i=n:-1:1

Matriz(1,:)=[(40%exp(-0.056*(72+Vm(i+1)))+(Vm(i+1)+47)/(1-exp( ...
-0.1%x(Vm(i+1)+47)))) 0 0 0 0 0 O ((12¢h(i+1)*j(i+1)*x(m(i+1))~2%...
(-50+Vm(i+1)))/Cm)];
Matriz(2,:)=[0 (0.126%exp(-0.25*%(77+Vm(i+1)))+1.7 / ( 1 + exp( ...
-0.082%(22.5+Vm(i+1))))) 0 0 0 0 0 (((4*j(i+1)*(m(i+1))~3%(-50+. ..
Vm(i+1))))/Cm)];
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Matriz(3,:)=[0 0 (0.3/(1 + exp(-0.1%(32 + Vm(i+1))))+0.055*exp(. ..
-0.25%(78 + Vm(i+1)))/(1 + exp(-0.2%(78 + Vm(i+1))))) 0 0 0 O (...
(4*%h(i+1)*(m(i+1))~3*(-50 + Vm(i+1)))/Cm)];
Matriz(4,:)=[0 0 0 (0.095%exp(-0.01*(Vm(i+1)-5))/(1+exp(-0.072%. ..
(Vm(i+1)-5)))+0.07*exp(-0.017*(Vm(i+1)+44))/(1+exp(0.05 * (Vm( ...
i+1)+44)))) 0 0 (0.09%f (i+1)*(82.3+Vm(i+1)+13.0287*1log(Ca(i+l)). ..
)/10000000) (0.09%f (i+1)*(82.3+Vm(i+1)+13.0287*1log(Ca(i+1)))/Cm)];
Matriz(5,:)=[0 0 0 0 (0.012%exp(-0.008*(28+Vm(i+1))) / (1 +expC(...
0.15%(28+Vm(i+1))))+0.0065%exp(-0.02*%(30+Vm(i+1)))/(1+exp(-0.2%. ..
(30+Vm(i+1))))) 0 (0.09%d(i+1)*(82.3+13.0287*log(Ca(i+1))+Vm(i+. ..
1))/10000000) (0.09%d(i+1)*(82.3+13.0287*1log(Ca(i+1))+Vm(i+1))/...
Cm)];
Matriz(6,:)=[0 0 0 0 O (0.0013*exp(-0.06%(20+Vm(i+1)))/(1 + exp...
(-0.04%(20+Vm(i+1))))+0.0005*exp (0.083* (50+Vm(i+1))) /(1 + exp( ...
0.057*(50+Vm(i+1))))) 0 (0.8%exp(-0.04*(35+Vm(i+1)))*(-1 + exp(...
0.04x(77+Vm(i+1))))/Cm)];
Matriz(7,:)=[0 0 0 0 0 O (0.09%13.0287*d(i+1)*f(i+1)/10000000% . ..
Ca(i+1)) (0.09%13.0287*d(i+1)*f (i+1)/Ca(i+1)*Cm)];
Matriz(8,:)=[((m(i+1)-1)/(1-exp(-0.1x(Vm(i+1)+47) ) ) + 0.1x(1-...
m(i+1))*(Vm(i+1)+47)* (exp(-0.1*(Vm(i+1)+47)))/(1-exp(-0.1*x(Vm( ...
i+1)+47)))"2+2.24*m(i+1) * (exp(-0.056% (Vm(i+1)+72)))) (0.0315%
exp(-0.26%(77+Vm(i+1)))*(1-h(i+1))+0.1394*exp(-0.082*%( 22.5+Vm(. ..
i+1)))*h(i+1)/(1+exp(-0.082%(22.5+Vm(i+1))))~2) (-0.011 * ( exp...
(-0.45%(78+Vm(i+1))))*(1-j(i+1))/(1+exp(-0.2x(78+Vm(i+1)))) "2 +...
0.01375 *(exp(-0.25%(78+Vm(i+1))))*(1-j(i+1))/(1+exp(-0.2%(78 +. ..
Vm(i+1))))+0.03* (exp(-0.1*(32+Vm(i+1))))*j(i+1)/(1+exp(-0.1%(32...
+Vm(i+1))))~2) (-0.00684*(1-d(i+1))*exp(-0.082*(Vm(i+1)-5))/(1+...
exp(-0.072x(Vm(i+1)-5)))~2+0.00095* (1-d(i+1))*exp(-0.01*(-5+Vm(. ..
i+1)))/(1+exp(-0.072% (-5+Vm(i+1))))-0.0035*d(i+1) * exp (0.033 ...
*(44+Vm(i+1)))/(1+exp(0.05%(44+Vm(i+1))))~2-(0.00119%d (i+1) *exp. . .
(-0.017*(44+Vm(i+1))))/(1+exp(0.05*% (44+Vm(i+1))))) (0.0018*(exp. ..
(0.142%(28+Vm(i+1))))*x(1-£(i+1))/(1+exp(0.156%(28+Vm(i+1)))) "2 +. ..
0.000096% (exp (-0.008% (28+Vm(i+1))))*(1-£(i+1))/(1+exp(0.156%(28+. ..
Vm(i+1))))+0.0013*(exp(-0.22%(30+Vm(i+1))))*f(i+1)/(1+exp(-0.2%. ..
(30+Vm(i+1))))~2-0.00013* (exp(-0.02% (30+Vm(i+1))))*f(i+1) / (1+...
exp(-0.2%(30+Vm(i+1))))) (0.0000285*exp(0.14*(50+Vm(i+1)))*(1 -...
x_1(i+1))/(1+exp(0.057*(50+Vm(i+1))))~2-0.0000415xexp(0.083*(50. . .
+Vm(i+1)))*(1-x_1(i+1))/(1+exp(0.057*(50+Vm(i+1))))+0.000052 * ...



90

exp(-0.1%(20+Vm(i+1)))*x_1(i+1)/(1+exp(-0.04*(20+Vm(i+1))))"2 -...
0.000078*exp (-0.06* (20+Vm(i+1)))*x_1(i+1)/(1+exp(-0.04*(20+Vm( ...
i+1))))) (0.09%d(i+1)*£f(i+1)/10000000) (1/Cm)*(0.09*d(i+1) * £ ...
(1i+1)+0.003+4*h (i+1)*j(i+1)*(m(i+1))~3+0.35%(0.2/(1-exp(-0.04%* ...
(23+Vm(i+1))))+0.16%exp(0.04*(85+Vm(i+1)) )/ (exp(0.04* (53+Vm(i+1. ..
)))+exp(0.08*(53+Vm(i+1))))-4%(0.04*exp(0.04*(63+Vm(i+1)) ) +
0.08*exp(0.08*(53+Vm(i+1))))*(-1+exp(0.04*(85+Vm(i+1))))/(exp( ...
0.04%(53+Vm(i+1)))+exp(0.08%(53+Vm(i+1))))~2-0.008*exp(-0.04*( ...
23+Vm(i+1)))*(23+Vm(i+1))/(1-exp(-0.04*(23+Vm(i+1))))~2)+0.032%. ..
exp(-0.04%(35 + Vm(i+1)) + 0.04*(77 + Vm(i+1)))*x_1(i+1)-0.032x*. ..
exp(-0.04*(35+Vm(i+1)))*(-1+exp(0.04* (77+Vm(i+1))))*x_1(i+1))];

Tolo oo Toto oo oo oo oo oo To o To o To o o
aux1(i+1)=-2%(Vm(i+1)-Z(i+1)); ‘%Términos independientes

ToTo oo ToTo fo o oo oo oo o oo To o To o To o o
aux2= 0.07;

lambda(1l,i) =lambdaold(l,i+1)-deltax(Matriz(1l,:)*lambdaold(:,i+1));
lambda(2,i) =lambdaold(2,i+1)-delta*(Matriz(2, :)*lambdaold(:,i+1));
lambda(3,i) =lambdaold(3,i+1)-delta*(Matriz(3, :)*lambdaold(:,i+1));
lambda(4,i) =lambdaold(4,i+1)-deltax(Matriz(4,:)*lambdaold(:,i+1));
lambda(5,i) =lambdaold(5,i+1)-delta*x(Matriz(5,:)*lambdaold(:,i+1));
lambda(6,i) =lambdaold(6,i+1)-delta*(Matriz(6, :)*lambdaold(:,i+1));
lambda(7,i) =lambdaold(7,i+1)-delta*(Matriz(7,:)*lambdaold(:,i+1))+...
aux2;
lambda(8,i) =lambdaold(8,i+1)-delta*(Matriz(8, :)*lambdaold(:,i+1) +...
aux1(i+1));

end

LO=[lambda(2,1) ;lambda(3,1)];

ol 1o16To s ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To T o o o To T o o o To o o o To To o o o To T o o o To T o o o To o

% norma del gradiente

Yoot o oo oo To oo ToToToToTo oo oo o 1o o o o o o o o o o o o o o o T T T To o ToToTo T T oo oo o oo o o



end

toc

cond=norm(alfa*w+L0,inf)
ToTo oo ottt To oo To oo o to o ToTo ot
% funcién a minimizar

Tttt oo To o To o ToToToToToToToToTo o

costo=norm(Vm-Z) ~2+alfa*norm(w) "2

Dot To oo To o To o To fo o To o To o To FoTo Fo o o
% método BFGS
Dot To oo ToTo oo o fo o To o To oo foJo o o

gko=alfa*wold+LO;

%tk=0.5;
w=wo0ld-0.31*So*x(alfa*wold+L0)

gk=alfaxw+LO;

pk=w-wold;
qk=gk-gko;

S=So+(1+(qk’*So*qk) / (pk’*qgk) ) *1/ (pk’*qk) * (pk*pk’) - ...

(1/ (pk?*qgk) ) * (pk*gk’*So + So*xgk*pk’) ;

[0.011 w(1) w(2) 0.003 0.994 0.0001 0.0000001 -84]
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