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Resumen

Los modelos multinivel son herramientas completas y precisas en las cuales se
puede basar decisiones, ya que permiten estudiar las relaciones dentro de los gru-
pos, entre los grupos y estimar la variacion de cada una de dichas relaciones. En
este trabajo, los modelos multinivel son desarrollados desde un modelo sencillo sin
variables explicativas (modelo vacio) hasta un modelo de estructura jerarquica de
nivel 3 con variables explicativas.

La estimacién de los parametros es sumamente importante para el ajuste del
modelo. Los modelos bayesianos para datos multinivel son tratados en este trabajo
utilizando métodos de Cadenas de Markov Monte Carlo (CMMC) con el muestrea-
dor de Gibbs y el muestreador de Metropolis-Hastings.

Los modelos de ecuaciones estructurales son una poderosa herramienta de
andlisis que se utiliza para determinar los fendmenos existentes, por medio de una
relacion de causa y efecto, de variables latentes y no observadas. Estos mode-
los se fusionan con los modelos multinivel resultando los modelos de ecuaciones
estructurales multinivel, presentados de una manera general debido a la profundi-
dad y complejidad del tema. Los modelos de ecuaciones estructurales multinivel
son utilizados cuando las unidades de observacién forman una jerarquia de grupos
anidados y algunas variables de interés deben ser medidas por una variable no ob-
servada o por un conjunto de variables no observadas.

Palabras clave: modelos multinivel, modelo vacio, métodos de Cadenas de Mar-
kov Monte Carlo, muestreadores de Gibbs y Metropolis-Hastings, modelos de ecua-
ciones estructurales, relacién de causa y efecto, variables latentes y no observadas,
modelos de ecuaciones estructurales multinivel.



Abstract

Multilevel models are complete and precise tools in which one can base decisions,
due to the fact that they allow to study relations within groups, between groups, and
estimate the variation of each one of those relations. In this work, multilevel models
are developed from a simple model without any explanatory variable (empty model),
to a level 3 hierarchical structure model with explanatory variables.

The parameter estimation is extremely important for the model fit. Bayesian mo-
dels for multilevel data are treated in this work using Markov chain Monte Carlo
(MCMC) methods, with the Gibbs sampling and the Metropolis-Hastings sampling.

Structural equations models are a powerful analysis tool that is used in order to
determine the existing phenomena, through a relation of cause and effect, of unob-
served and latent variables. These models are fused with multilevel models resulting
multilevel structural equations models, presented in a general way because of the
depth and complexity of the subject. Multilevel structural equations models are used
when the observation units form a hierarchy of nested groups and some variables
of interest must be measured by one unobserved variable or by a set of unobserved
variables.

Key words: Multilevel models, empty model, Markov chain Monte Carlo met-
hods, Gibbs sampling and Metropolis-Hastings algorithm, structural equations mo-
del, relation of cause and effect, unobserved and latent variables, multilevel structu-
ral equations model.



CAPITULO 1

Modelos jerarquicos de dos niveles

1.1 Introduccion

Existen muchos tipos de datos que se encuentran estructurados jerarquicamente,
como los del ser humano con la herencia es una jerarquia natural, los abuelos, pa-
dres e hijos, tienen una estructura jerarquica, anidados o agrupados. Al referirnos
a una jerarquia, hablamos de un conjunto de unidades agrupadas en diferentes ni-
veles. De esta manera los hijos pueden ser las unidades del nivel 1 y el nivel 2 los
padres, en una estructura de 2 niveles. Otro ejemplo son los estudiantes que pue-
den ser las unidades del nivel 1 dentro de las escuelas que estarian en el nivel de 2.

Los estudios en animales y humanos de acuerdo con la herencia es una jerar-
quia natural en el que crias se agrupan dentro de las familias. Descendientes de los
mismos padres tienden a ser mas parecidos en sus caracteristicas fisicas y men-
tales de los individuos elegidos al azar de la poblacion en general. Como son los
ninos de la misma familia que tienden a ser pequenos, tal vez porque sus padres
son pequenos o debido a un ambiente no favorable.

Las principales aplicaciones de estructuras jerarquicas se encuentran en las
ciencias médicas y sociales, pero las técnicas son aplicables a nivel general. A me-
dida que se desarrolle la teoria y las técnicas con ejemplos, vamos a ver como un
reconocimiento adecuado de estas jerarquias nos permite obtener mas respuestas
satisfactorias a preguntas importantes.

La existencia de las jerarquias no es accidental ni ignorable. Por ejemplo, estu-
diantes con motivaciones similares o aptitudes se agrupan en las escuelas o univer-
sidades altamente selectivas. En otros casos, los grupos pueden surgir por razones
asociadas a las caracteristicas de los individuos, tales como la asignacion de los



ninos a las escuelas primarias, o la asignacion de pacientes a diferentes clinicas.
Una vez que los grupos se han establecido, incluso si su establecimiento es efec-
tivamente al azar, a menudo tenderan a diferenciarse. Esta diferenciacion implica
que el grupo y sus miembros influyen y son influidos por la pertenencia al grupo.

Un estudio conocido e influyente de los estilos de ensefianza utilizados con ni-
fos de educacién primaria se llevé a cabo en la década de los setenta por Bennett
[9], afirmd que los niflos expuestos a estilos formales de ensefianza de la lectu-
ra, mostraron mas progresos que los que no lo eran. Los datos fueron analizados
mediante técnicas tradicionales de regresién multiple que sélo reconocen a los ni-
Aos como unidades individuales de analisis e ignoré sus agrupaciones dentro de
los maestros y en las clases. Los resultados mostraron diferencias estadisticamen-
te significativas. Posteriormente, Aitkin [9] demostré que cuando en el andlisis se
toma en cuenta la agrupacién de los niflos en clases, las diferencias significativas
desaparecen.

Este es un ejemplo importante de analisis multinivel con datos de ciencias so-
ciales. El problema en el estudio fue que los niflos de cualquier clase, debido a que
aprenden en conjunto, tienden a ser similares en su rendimiento. Es por esto que
proporcionan menos informacién de lo que hubiera sido el caso, si el mismo nimero
de estudiantes hubiesen sido formados por separado por los diferentes profesores,
es decir, la unidad objetivo de estudio para fines de comparacién debid haber sido
el maestro, no el estudiante, ya que los estudiantes pueden proporcionar a cada
maestro una estimacion de la efectividad del maestro.

Modelos estructurados en los cuales, estudiantes se agrupan dentro de las es-
cuelas tienen varias ventajas. En primer lugar, permite obtener estimaciones esta-
disticamente eficientes de los coeficientes de regresién. En segundo lugar, con la
informacion de la agrupacién permite corregir los errores estandar, intervalos de
confianza y pruebas de significacion, que generalmente seran mas conservadores
que estimaciones tradicionales que se obtienen ignorando la presencia de la agru-
pacion.

Los datos multinivel representan de manera simultdnea, relaciones dentro de los
grupos y entre los grupos. Un modelo multinivel es el modelo lineal jerarquico que

contiene coeficientes aleatorios, para datos estructurados jerarquicamente.

Se denominaran como individuos a las unidades de nivel 1 y como grupos a las



unidades de nivel 2. EI nimero de individuos dentro del j-ésimo grupo viene dado
por n;. El nimero de grupos es N; y el nimero total del tamario de la muestra es

N
M = Zj:l nj.

El objetivo de los modelos lineales jerarquicos es construir un modelo que expre-
se a la variable dependiente en funcion de las variables explicativas, con la particu-
laridad que la variable dependiente debe ser una variable del nivel 1y las variables
explicativas pueden estar definidas en cualquier nivel.

Para el individuo i del grupo j se utilizara la notacion de y,; para la variable de-
pendiente, xy,j, ..., z,; las variables explicativas a nivel 1, z;, ..., z,; las variables
explicativas a nivel 2.

1.2 Tratamiento estadistico y agrupacién de datos

Antes de comenzar a explicar detalladamente la modelizacién estadistica de los
datos con la estructura multinivel, vamos a ilustrar lo que sucede cuando se ignora
la estructura multinivel de los datos y los distintos tipos de errores que se pueden
cometer.

1.2.1 Correlacion intraclase

El coeficiente de correlacion intraclase [20] es el grado de relacién que se tiene
entre los individuos y sus grupos. El término utilizado de clase es referente a los
grupos. Existen varias definiciones utilizadas para este coeficiente que seran expli-
cadas mas adelante.

Uno de los modelos iniciales multinivel, es el llamado modelo vacio, debido a
que unicamente tiene los efectos de la varianza del modelo. Donde y;; es el valor
observado del individuo i en el grupo j, que puede ser expresado de la siguiente
manera:

Yij = Bo + uoj + €oij (1.1)

Donde f, es la gran media poblacional, uq; es el efecto especifico del grupo j
(nivel 2) y eq;; es el efecto residual de los individuos (nivel 1) dentro de los grupos.
Se asume que todas la variables son independientes; el grupo de efectos u,; tienen
media cero y varianza o2, (varianza entre grupos); y también que los residuos eg;;



tienen media cero y varianza o2, (varianza intra grupos). Es asi que la varianza total
de y;; es igual a la suma de las dos varianzas',

var(yi;) = 0wy + 04

El coeficiente de correlacion intraclase p; se define de la siguiente manera:

varianza poblacional entre grupos
pr =

varianza total

2
040

2 2
Uu(] + 060

Este coeficiente es la proporcién de varianza que es representada por cada ni-
vel. También es conocido como coeficiente de correlacién, debido a que es igual a
la correlacion que existe entre dos individuos extraidos aleatoriamente de un grupo
cualquiera.

1.2.1.1 Agregacion de los datos

La agregacion de los datos consiste en la agrupaciéon de los datos de un nivel in-
dividuos a un nivel de grupo, pero pueden existir grandes errores al momento de
realizar esto.

El primer error potencial que puede existir al anadir una variable de nivel grupo,
que solamente se refiere a las unidades de grupo y no directamente a los indivi-
duos, es decir, hay que tener cuidado con las variables que se desee incluir en el
modelo y qué es lo que en verdad se quiere medir. Por ejemplo, el desemperio pro-
medio de los empleados de una empresa en el trabajo, es usado como una variable
para medir el clima organizacional. Esto no seria correcto, debido a que la variable
se refiere a la empresa y no directamente a los empleados.

El segundo error que se puede cometer es, que si existe correlaciéon entre las
variables de nivel de grupo, uno no puede hacer aseveraciones sobre las relaciones
que pudieran existir al nivel de individuos. Por ejemplo, el porcentaje de habitantes
negros en el vecindario puede ser relativo a las opiniones politicas promedio en el
vecindario. Esto de ninguna manera nos da un indicador sobre la relacion a nivel
raza - conviccién politica.

1Sera explicado mas adelante en el desarrollo de Modelos de componentes de la varianza.



Estos son algunos de los errores que se pueden realizar al momento de la mo-
delizacion.

1.2.2 Varianza intra grupos y entre los grupos

A continuacién se va a explicar la varianza entre grupos y la varianza dentro de los
grupos o intra grupos. Para ello se va a considerar varianza observada entre los
grupos y la varianza observada intra grupos, que se ira definiendo mas adelante.
Primeramente, se define la media del grupo j:

y la media general es:

De esta manera se tendria un valor para cada grupo, pero lo ideal seria tener un
parametro que exprese la variabilidad dentro de los grupos para todos los grupos
al mismo tiempo. Es asi que se tiene un promedio ponderado de la varianza dentro
de varios grupos, definido de la siguiente manera:

N nj
Sintra :ﬁ S i - v,

j=1 i=1
1 N
Sy DS
j=1

El valor esperado de la varianza observada intra grupos es igual a la varianza
poblacional intra grupos, es decir:



El caso para la varianza entre grupos es mas complicado. Para grupos con igual
tamaro n;, la varianza observada entre grupos se define:

52 _ 1 = — — \2
entre — m Z(y] - y)

=

[y

Para grupos con diferentes tamanos, la contribucion de los diferentes grupos
debe ser ponderada. A continuacidn se presenta una férmula que usa pesos para
poder estimar la poblacion de individuos para la varianza entre grupos [19].

donde w es: S e
1 . n-
w = M- =
N — 1<
En el Anexo A se demuestra cdmo se llega a definir w. La varianza total observa-
da viene por la combinacion de las varianza intra grupos y entre grupos, expresado

de la siguiente manera:

N
1
varianza total observada = Z (yij — @..)2

2 UJ(N - ]‘) SQ
] M -1 entre
La complicacién que existe con la varianza entre grupos es que los residuos de

nivel individuos también contribuyen en la varianza, aunque en menor grado.
2 2 ol
&
E(’Sentre) = Ouo + ;

El segundo término de esta formula viene a ser pequefo cuando w es grande.
Para tamanos de grupos grandes la varianza esperada observada entre grupos es
practicamente igual que la varianza entre grupos real. Para tamanos de grupos pe-
quenos, tiende a ser mas grande que la varianza entre grupos real. En el Anexo A
se demuestra que la varianza observada entre grupos es insesgada.

En la practica no se conocen los valores de las varianzas entre grupos e intra
grupos, estos deben ser estimados de los datos.



1.3 Modelos de componentes de la varianza

Se considera el modelo lineal jerarquico mas sencillo, el cual no considera los efec-
tos aleatorios [20]. La variable dependiente puede ser expresada como la suma de
una parte deterministica y una parte aleatoria.

Yij = Bo + Biwij + Pazj + ey (1.2)
~\~ o ~—~
parte deterministica parte aleatoria

Ademas [, es la ordenada en el origen, /3, es el coeficiente de la variable x defi-
nida a nivel 1, 3, es el coeficiente de la variable z definida a nivel 2 y los errores ¢;;
son las variables aleatorias independientes con distribucion normal de media cero
y varianza constante al interior de cada grupo.

El modelo (1.2) no considera la interaccion entre las variables a distinto nivel, es
decir la variable x de nivel 1 con la variable = de nivel 2.

Yij = Po + Brxij + Bozj + Pswijz; + ey

Este modelo no toma en cuenta la variabilidad entre grupos. Esto se lo hace
haciendo que los coeficientes 3, y 3, dependan del grupo j, denotados por 3y;, 5.

Yis = Boj + Prjtij + Pazi + ei (1.3)

1.3.1 Modelo con ordenada aleatoria, sin variable explicativa
En el modelo con ordenada aleatoria no se incluyen las variables = y z, y se lo

conoce también como modelo vacio [20], representado de la siguiente manera:

Yij = Boj + €oij
Boj = Po + uo;

de manera simplificada:
Yij = Bo + Uoj + €oi; (1.4)

Donde 3, representa la media general, u; el efecto aleatorio a nivel 2 y ¢;; el
efecto aleatorio a nivel 1.

Las hipétesis de este modelo son:
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e Las variables aleatorias eq;; ~ N(0,0%,) y son independientes.
e Las variables aleatorias ug; ~ N(0,c2,) y son independientes.
e Las variables e;; y uo; son mutuamente independientes.

La varianza total del modelo viene dada por:

Var(yi;) = Var(Bo; + eoij)
= Var(Bo;) + Var(epij) + 2Cov(Bo;, €oij)
= Var(fo) + Var(uo;) + 2Cov(Bo, uo;) + Var(eoi;) + 2[E(Bojeois) — E(Bos) E(eoi;)]
= Var(uo;) + 2[E(Bouos) — E(Bo) E(uos)] + Var(eo;)

2 2
= Oy + Oe0

Esto es la suma de la varianza del nivel 1 con la varianza del nivel 2. Conside-
rando dos variables aleatorias y;; y yx; con (i # k) definidas en el mismo grupo j se
tiene,

Cov(yij, yrj) = Cov(Bo + uoj + €oij, Bo + Uoj + €oik)
= OOU(U0j7 U()j)

= Var(uo,)

_ 2
= 0yo

y la correlacion intraclase esta definida por:

2
Tu0

COTT(?Jz‘j;?/kj) - 5 | 2

2 2
Tu0 + 00

Esta puede ser interpretada como la razén entre la variabilidad de los grupos y
la variabilidad total, o como la correlacién que existe entre dos individuos extraidos

aleatoriamente de un grupo escogido al azar.

En un modelo con tres niveles, por ejemplo con las escuelas, aulas y alumnos,
vamos a tener dos correlaciones, la correlacion intra-escuela, que es también la
proporcidén de la variacion que hay entre las escuelas y la correlacién intra-aulas
que es entre aulas. En modelos mas complejos con coeficientes aleatorios de la
correlacion intra unidades no es equivalente a la proporcién de la variacién en el
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nivel superior, esto lo analizaremos mas adelante.

Escritura matricial: Se consideran un niumero arbitrario de grupos, digamos m
grupos y cada uno con ny, ..., n,, individuos. Matricialmente el modelo se lo expresa

de la siguiente manera:

Y=XB+U+E (1.5)
donde
Y11 1
ynll 1
Y= : 9 X = : ) ﬁ = BO
Yim 1
Ynmm 1
Uo1 €011
Uo1 €on;1
U= 7 E =
Uom €o1m
Uom, €onmm

Como se describi6 anteriormente U ~ N(0,Qy)y E ~ N(0,9Qg). Considerando
dos grupos y cada uno con n; Y ny individuos se tiene:

1 10 0
1 ... e 0

Oy = 0 .- 1 ... 1 = T
0 0 1 1

Esta estructura diagonal por bloques, refleja el hecho de que cualquier covarian-
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za entre individuos de diferentes grupos es igual a cero.

1 00 -0
0 --- 0 ---

Qp = o5 0 0 =058
0O -+ 00 1

2 2 2
Tu0 + Oe0 Tu0 0 0
2 2 2
o o9+ 0 0 0
V= u0 u0 e0 — O_ZOA + O_QOB
0 0 o, + o2 o2 ¢ ¢
u0 e0 u0
2 2 2
0 0 Tu0 O—UO+0_€0

Para el caso general de m grupos, la matriz V mantiene la misma estructura de
bloques y es de dimension N x N.

1.3.2 Modelo con ordenada aleatoria, con una variable explica-
tiva

En este modelo la variable dependiente se encuentra expresada en funcion de al-
guna variable explicativa. El modelo viene formulado de la siguiente manera:

Yij = Boj + Bixi; + eoij
Boj = Bo + uo;

de manera simplificada:
Yij = Bo + Przij + uo; + €oij (1.6)

Realizando una gréfica de la ecuacién (1.6), cada grupo se encuentra repre-
sentado por una recta con pendiente 3, y ordenada en el origen 3, + u,;, donde
el término S, es la media de las ordenadas en el origen de todos los grupos y el
coeficiente j; es el coeficiente de regresidbn comun.
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Y Linea de regresion del grupo 2

Linea de regresion del grupo 3
Poz 1

Linea de regresion del grupo 1

ﬁ03“‘

ﬁom

X

Figura 1.1: Modelo con ordenada aleatoria.

Debido a que el parametro 3, varia aleatoriamente de un grupo a otro, se lo
llama modelo con ordenada aleatoria [20]. Las variables v, son los residuos a nivel
de grupo y los e,;; son los residuos a nivel de individuos.

Los efectos aleatorios un; no son parametros, sino son variables latentes?; es
decir, variables no observables directamente.

La varianza residual, es decir, la varianza condicional de x, viene dada por:

Var(yj | zi;) = Var(ue;) + Var(eoi;)

2 2
= 0w + )

La covarianza entre dos individuos, y;; ¥ yx; con (i # k), de un mismo grupo |,
es:

Cov(Yij, Y | Tij, 2rj) = Var(ug;) = oy

De la covarianza descrita anteriormente entre dos individuos de un mismo grupo
J, una parte es explicada por los valores de = y otra parte no es explicada. Esta parte
no explicada viene dada por el coeficiente de correlacion residual [20].

2
Tu0

COTT(%j,ykj | Tij, ﬂﬁkj) =5, 3
Uu() _I_ 060

Esto es anéalogo al coeficiente de correlacion intra clase, pero ahora los parame-

tros de la varianza o2, y 02, descritos en el modelo (1.6), incluyen los efectos de la
variable z.

El modelo de la ecuacion (1.6) es valido, si el coeficiente de correlacién intracla-

2Sera, explicado méas adelante en el capitulo 2
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se, 0 equivalentemente o2, es positivo, entonces el modelo lineal jerarquico es el
mejor método de analisis, debido a que indicaria que hay variabilidad entre grupos,
lo cual no se tiene en la regresion clasica.

Escritura matricial: Se consideran m grupos y cada uno con ny, ..., n,, indivi-
duos. Matricialmente el modelo se lo expresa de la siguiente manera:

Y=Xp4+U+FE (1.7)
donde,
Y11 Iz
ot Lo b
Y = . y X = : . ) ﬁ =
b1

ylm 1 Tim

Up1 €011

Uo1 €oni1

U= , E =
Uom €01m
Uom 6[]nmm

Los vectores U y E tienen las siguiente distribuciones:

QU = 0_50‘4 Yy QE = U?OB

La matriz de varianza global es:

V =02,A+0%B

1.3.3 Modelo con ordenada aleatoria y varias variables expli-

cativas

En un modelo con ordenada aleatoria mas de una variable explicativa puede in-
tervenir en el modelo [20]. Es asi que las variables explicativas de nivel 1 son:



15

X1, Xs, ..., X,y las variables explicativas de nivel 2 son las siguiente: X, X0, ..
El modelo se lo formula de la siguiente manera:

Yig = o+ Brvnij + -+ + Bppij + BpraZprn; + -+ BprgTpra)y + Uoj + oy (1.8)

Los parametros de la regresion son: gy (k = 1,...,p) para las variables explica-
tivas de nivel 1y 8, ({ =p+1,...,p+ q) para las variables explicativas de nivel 2

2].

La ecuacion (1.8) estd compuesta por la parte fija del modelo que viene dada
por:

Bo + Bixiij + -+ BpTpij + Bpr1Tpr1); T -+ BptrgT(p+q)s

y la parte restante,

Ugj + €o4j

llamada parte aleatoria del modelo. Los supuestos para la parte aleatoria del mo-
delo son los siguientes:

e Las variables aleatorias ey;; ~ N(0,0%,) y son independientes.
e Las variables aleatorias ug; ~ N(0,c?,) y son independientes.
e Las variables ¢;; y up; son mutuamente independientes.

Escritura matricial:
Y=XB+U+E

donde,
Y1

ynll

Yim

Ynpmm

Xy
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Lz 0 Tpn T o T(ptgn
1 Ting1 o Tpngl Tp+)1 0 L(ptg)
X =
L im0 Zpim Lm0 Tlptgm
1 "'Uln'mm T lfL‘pnm,TfL I(p—i—l)m T x(p+Q)m
Up1 €11
5o
3 Uo1 €ny1
1
p= . ) U= ; E=
Uom, €1m
Bptq
Uom enmm

Los vectores U y E tienen distribuciones de probabilidad:

QU = 0-’121,014 y QE‘ == O'zoB

La matriz de varianza global es:

V =02A+0%B

1.4 Modelos con pendientes aleatorias

Hasta ahora se han analizado modelos en los cuales la ordenada es aleatoria y el
resto de coeficientes y variables explicativas son pardmetros fijos. A continuacion
se presentan modelos en los cuales las pendientes también son aleatorias.

1.4.1 Modelo con ordenada y pendiente aleatorias

El modelo con ordenada aleatoria:
Yi; = Boj + Bixi; + eoij
Si se tiene que 5, depende del grupo j, se tiene el siguiente modelo:

Yij = Boj + B1Tij + €oij



17

Boj = Bo + o,
Bij = B1 + w
de manera simplificada:
Yij = Bo + Brxij + uoj + u1;Tij + €oi (1.9)

Este modelo tiene como parte fija 5, + 12,5 y como parte aleatoria wg; + ujx;; +
ep;;. LOS residuos uo; Y uy; de nivel 2, como los residuos e;; de nivel 1 son indepen-
dientes. El término u,z;; es una interaccion aleatoria entre el grupo y la variable x;
por esto se lo llama pendiente aleatoria [20]. Las hipdtesis de este modelo son las
siguientes:

e Las variables residuales eg;; ~ N(0,0%)).
e Las variables residuales ug; ~ N(0,c2)).
e Las variables residuales u;; ~ N(0,02)).
e Las variables e;; y [ug;, u1;] son mutuamente independientes.
ademas:
Cov(ugj, u1j) =0u01

Cov(ug,, ugr) =0, conj #k
Cov(uyj, uyy) =0, conj #k

La matriz de varianza-covarianza de la ordenada aleatoria y la pendiente alea-
toria del nivel 2; es decir, los residuos de nivel 2 es la siguiente:

2
Q0 — Ouo  Ouol
U= 2
Ouolr O

ul
La varianza de residuos de nivel 1 es:

Heteroscedasticidad

El modelo de la ecuacién (1.9) no implica solamente que los individuos dentro de
un mismo grupo tienen valores de variable respuesta correlacionados, sino que la
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varianza de la variable respuesta depende de los valores z. Esto se llama heteros-
cedasticidad en la literatura estadistica [20].

Var(yilzij) = Var(Bo + Brxi; + woj + w125 + €oij)
= B2V ar(zy;) + Var(ug,) + Var(uyzg) + Var(eo;)
+261Cov(z5, ug;) + 261Cov(xi;, uyjxi;)
+ 281Cov(w;j, ei5) + 2C0v(ug;j, ur;xi;)
+ 2Cov(ugj, €gij) + 2C0v(u1i;24j, €oiz)
=0+ 02+ a2 ul+U€0+0+0+0+2x”0u01+0+0
= O'uo + 2x550,01 + a:” ul + er

(1.10)

Si se consideran dos diferentes individuos v;; ¥ yi; (¢ # k), en el mismo grupo |
se tiene que:
Cov(Yij, Yrj) = Oap + Tuo1 (Tij + Tuy) + Our®ijT; (1.11)

La expresion (1.10) de la varianza de y, es un polinomio cuadratico con respecto
a r;; y alcanza su minimo en z;;x = —24*. Guando z;;* esta dentro del rango de
los valores posibles de z, la varianza reS|duaI primero decrece y luego crece; si x;;*
es menor que todos los valores de z, entonces la varianza residual es una funcion
creciente de =z, si z;;* es mayor que todos los valores de z, entonces la varianza
residual es decreciente.

El modelo de la ecuacién (1.9) implica que el coeficiente de regresion, o pen-
diente del grupo j es 3; + u,;. Este término es una variable aleatoria normalmente
distribuida con media 3, y varianza o2,

Escritura matricial:
Y=XB+W+E
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Y11 1 ay Uo1 + U11211 e11
Yni1 1 azp 3 Up1 + U11Tp,1 €ni1
) . ) 0 ) )

: =1 : ; + ; + :

Io
Y1im 1 T1im Uom + UImT1m €1m
ynmm 1 mnmm Uom + ulmxnmm enmm

La matriz W se la construye de la siguiente manera:

U1 U1
U1 U1
W = : + diag(x11, - Tog1y oo Tl -+ Ty
Uom Uim
Uom Urm
=Uy + diag(x11, ., Tpyls- s Tlmy - - - s Topom) Ul

Los vectores U,, U; y E siguen las siguientes distribuciones de probabilidad.
U()NN(O,QUO), UlNN<0,QU1), EN(O,QE)

Qu,

o — 0-121,015 QU - 0'2 [ QE = U?D[

1 ul®

La varianza global viene dada por:
V — QUO —|—QU1D—|— QE‘

donde D = diag(x%,,...,22 1, ..., 2% ..., 22 .

» Yyl Nm M

1.4.2 Modelo con ordenada aleatoria, pendiente aleatoria y una

variable de nivel 2

Este modelo incorpora una variable z de nivel 2, al modelo visto anteriormente (1.9)
y se lo formula de la siguiente manera:

Yij = Poj + Prjxij + €oij
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Boj = Bo + Borzj + uo;
B = Bi + Buzj +wy

sustituyendo las expresiones de fy; y f1;, se tiene:

Yij =(Bo + Borzj + uoj) + (Br + Pr1z; + uij)wij + eoij
:ﬁo + 5012]‘ -+ ﬁlxij + 5112’]‘1’1’3‘ + UOJ' + uljxij + eOij (112)

Comparando con la ecuacion del modelo (1.9), la ecuacién (1.12) presenta una
parte fija diferente del modelo, pero la parte aleatoria del modelo no cambia que es
up; + u1;Tij + ey S€ espera que las varianzas o, y o2, sean menores que las del
modelo (1.9), ya que parte de la variabilidad ahora sera explicada por la variable =
de segundo nivel.

En la ecuacion (1.12) se observa que la ordenada [, por una variable z de se-
gundo nivel, produce un efecto principal de z que es [y, z,. A diferencia el coeficiente
p1; de la variable x por una variable = de nivel 2, produce un efecto de interaccion
entre x y z, que es f31,z;z,;. La interaccion entre las variables de nivel 1y nivel 2 es
llamado interaccion entre niveles [2].

1.4.3 Modelo lineal jerarquico de nivel 2

Los modelos precedentes pueden ser extendidos por inclusidn de mas variables
que tengan efectos aleatorios y variables que expliquen estos efectos aleatorios.

Supongamos que se tiene p variables explicativas de nivel 1, zy, zo, ..., x, Yy ¢ varia-
bles explicativas de nivel 2, zq, 29, . . ., 24, con lo que se formula el modelo:

Yij = Boj + B1jT1ij + ...+ BpjTpij + €oij (1.13)
donde

Boj =Boo + Borz1j + . .. + Bogzqj + Uo;j

Bpj =Bpo + Bp1z1j + - - + Bpgzgj + Up;

Este modelo considera todas las pendientes de las variables X aleatorias y se
expresan como combinaciones lineales de las variables Z.
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Los residuos de nivel 2, v, . .., u,;, indican que los parametros fy;, ..., 3,; va-
rian en cada grupo. Como por ejemplo el término Sy, es la media general del conjun-
to de ordenadas, mientras que u,; mide la desviacion respecto de la media general
en cada grupo.

Reemplazando los términos de la ecuacion (1.13) se tiene,

Yij = (Boo+ Borziy + - .- + Bogzes +uoj) +- - .+ (Bpo + Bprz1j + - - -+ BpgZqs + Up; ) Tpij + €oij

agrupando términos se llega a:

p q p q p

Yij = Boo + Z BroThij + Z Bok2k; + Z Z Bk ZkjThij + toj + Z Up;Thij +eoij (1.14)

h=1 k=1 h=1 k=1 h=1

Esta ecuacidn indica los efectos principales de las variables X 'y Z, como el pro-
ducto de interacciones entre niveles [20].

Los grupos se caracterizan por p + 1 coeficientes aleatorios, wuy;, ..., u,;. Es-
tos coeficientes aleatorios son independientes entre los grupos, pero pueden estar
correlacionados dentro de los grupos. Se supone que el vector (u;, . . ., u,;) €S inde-
pendiente de los residuos de nivel 1, e(,;; y que todos los residuos estan distribuidos
con media cero. Los residuos de nivel 1, e,; tienen distribucion normal con varian-
za constante o2, y que el vector (uy;, . . ., u,;) tiene distribucién normal multivariante
con matriz de covarianza constante, con componentes:

Var(up;) zaih, (h=0,1,...,p)
Cov(upj, Ugj) = Cunk, (h,k=0,1,...,p)

A menos que p y ¢ sean bastante pequenos, el modelo de la ecuacion (1.14),
tiene un niumero de parametros muy grande. Para simplificar el modelo usualmente
se usan los siguientes criterios [20]:

¢ No todas las variables X consideradas que tengan pendientes aleatorias. Esto
se justifica, porque al estar las pendientes aleatorias explicadas por las varia-
bles Z, pueden aparecen coeficientes residuales no significativos.

e Dado que los coeficientes /3, de una variable x, varia a través de los grupos,
no es necesario usar todas las variables Z para explicar esa variabilidad. El
namero de términos de interaccién entre niveles pueden ser restringidos al
elegir un conveniente subconjunto de variables Z.
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Una formulacién general del modelo (1.14), con el fin de unificar la notacion de
las variables, ya que se utilizan dos tipos de variables, las X y Z, es unificar las va-
riables de nivel 1, las variables de nivel 2 y las interacciones entre niveles utilizando
la notacién de X. De esta manera facilita el manejo de los modelos jerarquicos mul-
tinivel.

Si se tienen r variables explicativas, de manera que las primeras p tengan coefi-
cientes fijos y aleatorios, mientras que las r» — p restantes tengan coeficientes fijos.
Con esta notacion se tiene el siguiente modelo:

T p
Yij = Po + Z Brhij + uo; + Z UpjThij + €0ij (1.15)
he1 h=1

en dos términos, By + > _; BuTnij Y Uoj + Y h_y UnjZhij + €0;; SON la parte fija y alea-
toria del modelo, respectivamente.

Escritura matricial: El modelo de la ecuacién (1.15) se formula matricialmente
[2] de la siguiente manera:
Y=X+Wa+FE

donde la variable respuesta Y es un vector (n x 1), X es una matriz de dimension
[n x (r+1)], B esunvector [(r+1) x 1] respecto a los parametros de la parte fija
del modelo, W es una matriz de dimensién [n x (p+1)], « es un vector [(p+1) x 1]
respecto a los parametros de la parte aleatoria del modelo y E es un vector de
errores de dimensién (n x 1). Ademas se asume que,

E(E)=0 Var(E) = Q. = o341

E(a)=0 Var(o) = Qq = diag(of, ..., 00,,) Cov(a, E) =0

1.5 Especificacion de los modelos

El objetivo de la especificacion del modelo es obtener una descripcion adecuada
de los datos observados, a partir de los modelos de pendientes aleatorias; el inves-
tigador tiene algunas opciones de modelos para sus datos. Se deben seleccionar
variables explicativas que sean relevantes y sus interacciones, para la parte fija y
aleatoria del modelo.

Una buena guia para escoger entre una pendiente fija y una aleatoria para una
variable en concreto se deberia encontrar en los fundamentos tedricos del problema
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que se investiga. Si la teoria no proporciona una pista para poder decidir, entonces
se recomienda asignar pendiente aleatoria a la variable en estudio y decidir la per-
manencia a través de las pruebas de hipotesis [20].

La naturaleza del modelo lineal jerarquico es complicada, ya que no existen
reglas a seguir para obtener un modelo 6ptimo, pero se pueden seguir conside-
rando los siguientes principios para obtener un modelo satisfactorio observando el
siguiente diagrama:

=] \L debe

Tener conocimiento del tema que
ze analiza, teoria existente y
detallar la formulacion del

si tiene seleccionar
’—‘ Modeio }—‘

—l Variables de nivel 1 I |I Variables de nivel 2
[ tiene [
Ei coeficiente de regresicn j Explican las diferencias
dentro del grupc debe | pendients aleatoria | entre los grupos
diferir del coeficiente de
FEEresion entre grupos l
W | F | Existe el efecto fijo | %i lavarianza de la
\l, .,1, ordenada aleatoria es
Lz varizble Lz varizble
pErmansce sz=ledel
en el modelo modelo
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interaccién entre niveles

Figura 1.2: Diagrama de especificacion del modelo.

Para los modelos multinivel es aconsejable comenzar el ajuste a partir del mo-
delo vacio, el cual da las varianzas dentro y entre los grupos, a partir de las cuales
se calcula la correlacion intraclase.

El proceso de especificacidn de modelos contempla la seleccidén de efectos adi-
cionales (fijos o aleatorios), probar su significacién y decidir si se les incluye o no en
el modelo. Para realizar este proceso se realiza la modelizacion de la variabilidad
dentro de los grupos y luego la modelizacion de la variabilidad entre los grupos.
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1.5.1 Modelizacién de variabilidad dentro de los grupos
Una vez que se disponen de los datos, se seleccionan p variables de nivel 1, consi-
deradas importantes, para explicar la variable y. Considerando la ecuacién (1.13):

Yij = Boj + Bijrrij + -+ Bpjvpij + coij

Esta ecuacién representa los efectos dentro del grupo, de las variables X sobre
y. La variabilidad entre grupos, es primero modelada por la variabilidad aleatoria.
Esto se representa por la descomposicion de los coeficientes de regresion f;;, en
un coeficiente ;o (media general) y una desviacion u;, con h =0,...,p.

Boj =Boo + uo;

Bpi =Bpo + up;

sustituyendo las 3,; se tiene:

p p
Yij = Boo + Z BroThij + Uoj + Z UpjThij T €04j
h=1 h=1
Este modelo tiene p variables de nivel 1 con efectos fijos y aleatorios, pero no se
deben incluir todos los efectos aleatorios necesariamente. Para esto se debe con-
siderar las siguientes recomendaciones [20]:
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| Su interpretacidn es compleja |

Figura 1.3: Diagrama de seleccion de efectos en el modelo.

En general los datos no contienen mucha informacién sobre efectos aleatorios;
es asi que si el modelo presenta muchas pendientes aleatorias el proceso de es-
timacién puede volverse muy largo e incluso puede no converger, es por esto que
solo se debe especificar un pequeno nimero de pendientes aleatorias.

Luego de realizar este proceso se tendra un modelo con variables, efectos fijos
y aleatorios. Es posible que la ordenada en el origen sea el Unico término aleatorio.

1.5.2 Modelizaciéon de variabilidad entre grupos

La modelizacién de variabilidad entre grupos va a ser explicada por los efectos
aleatorios de variables de nivel 2. La varianza del intercepto aleatorio puede ser
explicada por variables de nivel 2 y las pendientes aleatorias pueden ser explicadas
por la interacciones de las variables de nivel 1 con las variables del nivel 2.

Para seleccionar los efectos de las variables de nivel 2 y las interacciones en-
tre niveles a ser incluidas, es recomendable seleccionar aquellas cuyos efectos se
consideren importantes y realizar las respectivas pruebas de significacion de tal
manera que justifiquen su inclusion.
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Las interacciones entre niveles; es decir, una interaccion entre una variable = de
nivel 1 y una variable z de nivel 2, se tiene solamente si z tiene pendiente aleatoria
significativa. Existen razones teoricas para considerar la interaccion entre los dos
niveles (xz); esto se puede probar incluso si z no tiene pendiente aleatoria significa-
tiva. De hecho la prueba de interaccién entre niveles es mas potente que la prueba
de pendiente aleatoria.

1.6 Heteroscedasticidad

El modelo lineal jerarquico es un modelo muy flexible; este tiene algunas caracte-
risticas que permiten representar la estructura de datos jerarquicos. Una de estas
caracteristicas es la posibilidad de representar los modelos multinivel de regresion
de nivel 1 donde la varianza residual no es constante [9].

Al momento que se asume que una pendiente es aleatoria, implica proponer una
hipbtesis de heteroscedasticidad [20] en el modelo y la presencia de correlacién en-
tre las unidades de nivel 1, que pertenecen a un mismo grupo. Se debe probar la
naturaleza aleatoria de las pendientes de todas las variables de interés y no unica-
mente de las que se esperaria tengan una pendiente aleatoria.

En el modelo lineal general, se supone que las varianza residual a nivel 1y la
varianza de la ordenada en el origen a nivel 2 son constantes. En este caso de
heteroscedasticidad la varianza de y depende en formal lineal o cuadratica de las
variables explicativas.

1.6.1 Heteroscedasticidad a nivel 1

En el modelo lineal jerarquico existe la posibilidad de que la varianza residual a nivel
1 dependa de una de las variables explicativas.

Funcion de varianza lineal

Si la varianza depende linealmente de alguna variable x;, puede ser expresada
por:

varianza nivel 1 = a + 612145

donde « y 4; son los parametros a ser estimados.
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Si la varianza depende linealmente de p variables explicativas, puede ser expre-
sado de la siguiente manera:

p
varianza nivel 1 = o + g 01Tk
k=1

Funcidén de varianza cuadratica

Si la dependencia es cuadratica con respecto a z1, la varianza se la expresa de
la siguiente manera:

varianza nivel 1 = o+ 612155 + 5355%@

De la misma manera si la dependencia es cuadratica pero con respecto a varias
variables, es decir, p variables explicativas, se tiene:

P p—1 p
. : B 2
varianza nivel 1 = o + E Ok + E E OhkThijThij
=1 h=0 k=h+1

1.6.2 Heteroscedasticidad a nivel 2

En el modelo lineal jerarquico general se supone que existe homoscedasticidad a
nivel 2, pero puede ser que no se verifique dicha suposicion; de ser el caso, se
puede suponer que la varianza existente depende de algunas variables de nivel 2.

Funcion de varianza lineal

Si la varianza depende linealmente de alguna variable z;, puede ser expresada
por:

varianza nivel 2 = vy + 01215

donde v y 6; son los parametros a ser estimados.
Funcion de varianza cuadratica

La funcién de varianza cuadratica es respecto a z; y puede ser representada por
una dependencia curvilinea de la varianza de la variable dependiente.

varianza nivel 2 =y + 01215 + ngfj

Para generalizar para p variables de nivel 2 o la dependencia es cuadrética, se
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tiene que:
D p—1 p
varianza nivel 2 =~ + Z sz,ij + Z Z Ok 2hj 2k
k=1 h=0 k=h+1

1.7 Estimacion

1.7.1 Residuos

Un modelo multinivel generalmente tiene residuos en diferentes niveles [11]. Los
verdaderos valores de los residuos son desconocidos, pero se puede predecirlos
con los datos observados y los parametros estimados del modelo.

Supdngase que y;; es el valor observado del i-eésimo estudiante en el j-ésimo
colegio y que y;; es el valor predicho de la regresion. Entonces el residuo bruto
para un estudiante es r;; = v;; — ¥;;.- El residuo bruto para el j-ésimo colegio es
la media de r;; para los estudiantes en el colegio, escrito como r. ;. Entonces el
residuo estimado de nivel 2 se obtiene multiplicando . ; por el siguiente factor:

2
~ Tu0
Uoj = <—2 2 ) T+j
00 + UeO/nj
donde n; es el numero de estudiantes en el colegio j.

El factor que multiplica en la férmula descrita anteriormente es siempre menor o
igual a 1; por tanto, el residuo estimado es generalmente menor en magnitud que el
residuo bruto. Al factor que multiplica el residuo bruto es llamado factor de contrac-
cion y el residuo estimado es llamado residuo reducido, en adelante lo llamaremos

unicamente residuo. El factor de contraccidon sera notablemente menor que 1 cuan-
do o2, es grande comparado con ¢Z; o cuando n; es pequefio (0 ambos).

La estimacion de los residuos de nivel 1 viene dada por:
€ij = Tij — U,

1.7.2 Método de Minimos Cuadrados Generalizados Iterativo
(MCGTI)

Consideremos el modelo de dos niveles descrito en la ecuacion (1.6):

Yij = Bo + Bixij + uoj + €oij
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Con las siguientes hipotesis:

Ugj ~ N(O, QU) Yy €0ij ~ N(O, QE),

Var(uy;) =02,y Var(ey;) = 0.

En este modelo los parametros a estimar son fy, 1, 02, y 0%, mediante el mé-
todo de Minimos Cuadrados Generalizados Iterativo (MCGl) [9].

Primeramente se realiza una estimacion inicial de 53, que viene dada por:
BO = (XTX)IXtY
Luego se procede a calcular el vector de residuos Y =Y — Y, es decir:
Ui = vi — (Bo + Bizyy)

Una vez obtenida la matriz Y, la matriz resultante del producto YY" se la ordena
como vector de la siguiente manera:

vt
S Y12V
vector(YY") = 12_ .

2
Ynmm

Como la E(YY") = Var(Y); se tiene lo siguiente:

Ui o + 02
i | a .
) \eie
1 1
=02, ! + 02, ! + R
1 1

donde R es un vector de residuos. A partir de esto se estiman o2, y 02, mediante
Minimos Cuadrados Generalizados, y se obtiene:

V =5%,A+35%B
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Luego, se generan nuevas estimaciones 3(1), utilizando V, mediante:
BY = (XTVI X)) XTV Y

Se repite este procedimiento hasta que el algoritmo converga, es decir, se repite
el algoritmo el nimero de veces que sea necesario hasta que los valores obtenidos
de los parametros sean invariantes. Cuando se obtengan las estimaciones definiti-
vas de los parametros se procede a estimar los residuos u; y eg;; de la siguiente
manera:

. "o~ .
Denotamos por ;; = % entonces se tiene:
J
~2
-~ njUUO ~
Uy = —=5 =<5 YUj

~2 ~2
5040 + 00

€0ij = Yij — Uoj

Ahora, consideremos el modelo lineal jerarquico de dos niveles descrito en la
ecuacion (1.15), que se lo puede representar matricialmente de la siguiente manera:

Y =XB+Wa+E

donde 5 es un vector de los parametros que corresponde a la parte fija, W =
Up + diag(z11, ..., 201, T1m, - - - Tn,,m), @ €S UN vector de parametros que corres-
ponde a la parte aleatoria y E es el vector de errores, que tiene una distribucion
normal con E(E) = 0y Var(E) = Q. = ¢% 1. También se asume que F(a) = 0,
Var(a) = Q, = diag(o?,...,0,11) Yy Cov(a, E) = 0)

Para la estimacién de los pardmetros mediante el método de Minimos Cuadra-
dos Generalizados lterativo (MCGI), procedemos al célculo de la matriz V!, de la
siguiente manera:

vii=qo - 'twewt!

donde C' = Q' + W'Q.W. Con la obtencién de esta matriz, se encuentra una
estimacion de
B=XTvX)"'xTv Yy

Siguiendo el mismo procedimiento descrito en la estimacion del modelo con
ordenada aleatoria y una variable explicativa, se obtiene de manera iterativa las es-
timaciones de a y .
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Otra forma de realizar las estimaciones de los parametros 5y o, es mediante la
resolucién del siguiente sistema [2]:

XX XI0TW 5\ [ xtoty
WX Q4+ WIS a | \ waty

1.8 Pruebas de Hipotesis

Las pruebas de hipétesis son parte importante de la interpretacién. No queremos
saber solamente la magnitud de los parametros fijos y las varianzas de cada nivel,
sino que también queremos saber si esos parametros fijos son significativos, y si
existe una varianza significativa en el segundo nivel.

Es por esta razon, que se deben realizar pruebas de hipétesis para determinar
la significacion de los coeficientes fijos y aleatorios, con el objetivo de llegar a un
modelo que contenga las variables mas importantes para la explicacién del proble-
ma.

1.8.1 Pruebas para los parametros fijos

Considerando el modelo (1.9), de manera general se tiene:
T p
Yij = Bo+ > Bunij + toj + Y UnjThij + €oij
h=1 h=1

donde By + >, _, Buni; €s la parte fija del modelo y ug; + Y7 unjzni; + eoi; €8 1a
parte aleatoria del modelo.

Para la parte fija del modelo, las pruebas de hipdtesis consisten en comprobar si
los coeficientes son estadisticamente significativos (distintos de cero). Para lo cual
se plantea:

Hy: B; =0, 1=0,...,7
{ Hy: 3 #0

Para tomar una decision se define el test estadistico 2, de la razén t:

~

b
ee(s)

3Esta prueba es llamada el test de Wald, gracias al estadistico Abraham Wald (1902 - 1950)

7
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Donde f3; es el parametro estimado, y ce(f3;) es el error estandar del parame-
tro. Si |t;] es mayor que el cuantil de orden 1 — «a, entonces ; es significativo al
nivel a. Son comunes los niveles de significancia alpha («) del 0,05, 0,01 y 0,1. A
continuacion se presenta el grafico de la distribucion ¢ de Student.

0
tcz..o(

Mrztgl=n

Figura 1.4: Grifico de la distribucion t de Student.

Bajo la hipdtesis nula, ¢; sigue aproximadamente una distribucion ¢ de Student,
pero el célculo de los grados de libertad (g.l.) es algo mas complicado que en la
regresion lineal multiple, debido a que en este caso se tiene la presencia de dos
niveles.

Si el numero total de unidades de nivel 1 es My el nimero total de variables ex-
plicativas de nivel 1 es r, los grados de libertad se calculan de la siguiente manera:

gl.=M—r—1

Para la prueba de coeficiente de variables de nivel 2, si N es el nUmero de grupos
y ¢ es el numero de variables explicativas de nivel 2.

gl.=N—q—1

Si se tiene que el numero de grados de libertad es mayor que 40, la distribucién
t se aproxima a la distribucion normal estandar.

1.8.1.1 Pruebas para multi-parametros fijos

Para probar la significacion de un grupo de pardmetros, existe dos tipos de pruebas
que son muy usadas para este propésito: la prueba de Wald multivariante y la prue-
ba de la razén de verosimilitud o también llamada prueba de desviacion [20].
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Prueba multivariante de Wald: Supongamos que se considera un vector 5 con
q pardmetros de regresion es decir, 5 = (1, b2, ..., ;)" Y se desea probar la hipo-

tesis nula:
HO : ﬁ =0
H1 : 5 7é 0

La decision se toma mediante el estadistico de Wald:
W= 35515
donde flﬁ es la matriz de varianza-covarianza del vector de estimadores g.

Bajo la hipdtesis nula H,, la distribucidn de este estadistico puede ser aproxima-
do por una distribucion ji-cuadrado con ¢ grados de libertad. Se rechaza la hipotesis
Hy, a un nivel de significacion «, si el valor de W es mayor que el cuantil de orden
1 — « de la ley ji-cuadrado con g grados de libertad.

o

2
P

P(}(z zxza,gt): o

Figura 1.5: Grifico de la distribucion x>.

1.8.2 Prueba de desviacion

También conocida como prueba de razon de verosimilitud. En aplicaciones de mo-
delos lineales jerarquicos es una prueba principalmente usada para pruebas de
multi-parametros y pruebas de parte aleatoria del modelo. Cuando los parametros
del modelo estadistico son estimados, se obtiene la razén de verosimilitud, que
se puede transformar en la denominada Desviacion (D) [20] que se define de la
siguiente manera:

D(y) = —2(log (y | o) — log (y | 6.))
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donde (y | 50) son los valores del modelo M; y (y | @;) son los valores de un modelo
completo o mas grande M. La desviacidon sigue una ley ji-cuadrado con ¢ grados
de libertad, es decir, x*(¢q). La desviacion es una medida de la falta de ajuste entre
el modelo y los datos. Los valores obtenidos de esta medida sirven para comparar
el ajuste de dos modelos al mismo conjunto de datos.

Sea el modelo M; con m; parametros y el modelo mas grande, M, con m, para-
metros, con la adicién de m, —m, parametros. El modelo M, puede ser considerado
como una extension del modelo M. Denotando por D, y D, las desviacién respec-
tivas en cada caso, la diferencia de D; — D, puede ser utilizado como un estadistico
que sigue una distribucion ji-cuadrado con my, — my grados de libertad, es decir,
x%(my — m;y). Se desea probar las siguientes hipétesis:

Hy : Los datos se ajustan al modelo M,
H, : Los datos se ajustan al modelo M,

Se rechaza H, al nivel a, si el valor observado de D; — D, es mayor que el cuan-
til de orden 1 — « de la distribucién y?(m, — m,).Esta prueba puede ser aplicada a
parametros fijos como a la parte aleatoria del modelo.

Spiegelhalter [3] usé la prueba de la Desviacion con CMMC, que derivé en un
diagnéstico llamado Criterio de Informacion de Desviacion (DIC) por sus siglas en
inglés. El diagnostico de DIC es simple de calcular cuando se realiza una estimacién
con CMMGC, ya que calcula la Desviacion en cada iteracion y el valor esperado de la
desviacion de los parametros (D(6)). Ademas se puede calcular el nimero efectivo
de parametros (pp), substrayendo D(f) de la desviacion promedio del nimero de
iteraciones (D). El diagnéstico de DIC puede ser usado para comparar modelos
ya que se compone de dos términos que miden el ajuste y la complejidad de un

modelo en particular.

DIC =D +pp = D(0) + 2pp = 2D — D(0)

1.8.3 Pruebas de Heteroscedasticidad

Como fue expresado en la ecuacién de la varianza total del modelo con ordenada y
pendiente aleatorias:

_ 9 2 2 2
Var(?/ijlxij) = Oyo T 22450401 + T;0,1 + 0

pero los residuos eg;; y uy; S€ asume que son homoscedasticos.
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Como fue explicado, se pueden representar modelos en los cuales, los residuos
de nivel 1 pueden depender lineal o cuadraticamente de una variable explicativa.
Probar la heteroscedasticidad de una variable es equivalente a contrastar si el coe-
ficiente de esta variable es aleatoria.

Un método diferente [20], que puede ser usado para detectar la heteroscedasti-
cidad es mediante el estudio de la diferencia en la varianza residual entre grupos,
sin necesidad de una conexion especifica con alguna variable explicativa. Este mé-
todo se basa en las estimaciones de los residuos de Minimos Cuadrados Ordinarios
(MCO) dentro de cada grupo. Este método solo es aplicable si el nUumero de grupos
considerados (m) es mucho mayor que el nimero de variables explicativas de nivel
1. Lo siguiente se aplica a los grupos que:

n; —r—12>10, jg=1....m

donde r es el nimero de variables explicativas de nivel 1y n; el nimero de indivi-
duos de cada grupo.

Para cada uno de los grupos se realiza una regresién ordinaria, donde las varia-
bles de nivel 1 son las variables explicativas. Con los resultados obtenidos en cada
una de las regresiones, se denota por s? la varianza residual estimada del grupo |
y por gl; = n; —r — 1 el nUmero de grados de libertad. A continuacion de esto se
calcula el promedio ponderado de:

S gl in(s?)
’ Zj gl;

Luego se procede al célculo de la medida de dispersion residual estandarizada,
que viene dado por:

gl 2
4=\ S in(s2) — 1)

Si el modelo de nivel 1 esta bien especificado y la varianza residual poblacional
de nivel 1 es la misma en todos los grupos, entonces la distribucion de d; es una
normal estandar. Para contrastar la hipotesis de que las varianzas residuales de
nivel 1 son constantes se usa el siguiente estadistico:
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donde su distribucién es una x*(g — 1), g es el nimero de grupos incluidos en la
suma.

Si el resultado de la prueba es significativa, los valores individuales de d; se los
pueden analizar mas detenidamente para encontrar ciertos patrones de heteros-
cedasticidad. También se pueden rastrear estos patrones mediante graficos como
lo son los graficos de dispersién, graficos de residuos estandarizados, entre otros.
Una vez que se haya detectado la variable causante de la heteroscedasticidad se
proceda averiguar qué tipo de relacion presenta la variable con la varianza residual.

1.8.4 Estudio de residuos

El estudio de los residuos se utiliza generalmente para detectar casos atipicos que
pueden influir en el resultado del modelo [20].

Cuando se realiza un analisis de residuos en modelos multinivel hay que consi-
derar que las observaciones dependen conjuntamente de los residuos de nivel 1y
nivel 2, pero al momento de tratamiento de los residuos, se lo debe hacer de mane-
ra independiente.

El analisis de los residuos de nivel 1 se lo puede realizar con regresiones de
Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), calculadas dentro de cada grupo indepen-
dientemente. Asi se examinan los residuos de nivel 1, sin mezclar con los residuos
de nivel 2.

La varianza de los residuos por MCO depende de las variables explicativas y es-
tos residuos pueden ser estandarizados dividiéndolos para su desviacién estandar.
Estos residuos se los analiza de la siguiente manera:

1. Graficar los residuos no estandarizados contra las variables explicativas de
nivel 1, con el fin de encontrar de posibles efectos no lineales.

2. Realizar el grafico de probabilidad normal de los residuos estandarizados pa-
ra poder corroborar las hipdtesis de normalidad de los residuos y verificar la
existencia de valores atipicos.



CAPITULO 2

Modelos de tres niveles y estructuras

jerarquicas mas complejas

2.1 Modelo de nivel 3

2.1.1 Introducciéon

En este capitulo trataremos modelos de nivel 3, que viene a ser una extension de
los modelos vistos en el capitulo anterior.

Un ejemplo de una estructura jerarquica de nivel 3 en la educaciéon se puede
presentar de la siguiente manera: estudiantes en un primer nivel, las clases en un
segundo nivel y por ultimo las escuelas en tercer nivel. De esta manera se tiene un
modelo jerarquico de nivel tres, donde los estudiantes se encuentran en distintas
clases y su a vez estas clases se las imparte en diferentes unidades educativas.

A la variable dependiente ahora se la notara como y;;;,, donde ¢ es la unidad de
nivel 1, 5 la unidad de nivel 2 y k la unidad de nivel 3.

A continuacion se va a tratar uno de los modelos vistos en el capitulo 1, que fue
el modelo con pendiente aleatoria, pero en tres niveles. La extension para cada uno
de los distintos modelos viene a ser de la misma forma, es por esto que solamente
se explicara uno de ellos para no repetir nuevamente toda la explicacion ya antes
vista.
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2.1.2 Modelo de nivel 3 con pendiente aleatoria

El modelo con pendiente aleatoria de nivel tres tiene la siguiente formulacion :

Yij = Bojr + L1Ziji + €iji
Boj = Book + Uojk

Boor = Booo + Voo

de forma compacta,

Yijk = Booo + B1iji + Vook + Uojk + €ijik

38

donde f;; es el parametro que varia aleatoriamente de grupo a grupo (unidades
de nivel 2) en las distintas unidades de nivel 3, 5y, €s la pendiente promedio en las

distintas unidades k de nivel 3 y el efecto aleatorio a nivel 3, vgoy.

En la parte aleatoria se supone que:

e Las variables aleatorias ¢;;; son independientes y tienen distribucion de media

cero y varianza Var(e;jx) = 02

e Las variables aleatorias u;; son independientes y tienen distribucion de media

cero y varianza Var(ugx) = o2,

e Las variables aleatorias vy, son independientes y tienen distribucion de media

cero y varianza Var(voor) = 0,

La varianza residual, es la siguiente:

Var(yiju) = 02y + 0oy + 0

En el capitulo 4, de la aplicacién de los modelos se plantea un modelo lineal

jerarquico de nivel 3 con el fin de explicar el mejoramiento del ajuste del modelo
con la incorporacién de un nuevo nivel en su estructura y presentar un modelo mas

general incorporando ordenada aleatoria, pendientes aleatorias y variables categé-

ricas.
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2.2 Modelos de ecuaciones estructurales multinivel

2.2.1 Introduccién

La popularidad de los modelos multinivel y modelos de ecuaciones estructurales
(MES) es una caracteristica notable de la investigacién cuantitativa en las ciencias
médicas y sociales. Aunque desarrollados por separado y con diferentes propdésitos,
MES y la modelizacion multinivel tienen comunalidades importantes, ya que ambos
enfoques son las variables latentes o efectos aleatorios para inducir, y por lo tanto
explicar las correlaciones entre las respuestas.

Los modelos multinivel se utilizan cuando la estructura de datos es jerarquica,
con unidades elementales en el nivel 1 anidados en grupos en el nivel 2, que a su
vez pueden estar anidados en grupos de en el nivel 3, y asi sucesivamente. Las
variables latentes, o efectos aleatorios, se interpretan como la heterogeneidad no
observada en los diferentes niveles que inducen dependencia entre todas las unida-
des de nivel inferior pertenecientes a una unidad de nivel superior. Las pendientes
aleatorias representan heterogeneidad entre los grupos en la respuesta global y
coeficientes aleatorios representan heterogeneidad en la relacion entre la respues-
ta y las variables explicativas.

En cambio los modelos de ecuaciones estructurales son utilizados cuando las
variables de interés no se puede medir perfectamente, y las variables latentes o
factores son las que permiten explicar la variabilidad entre las variables observadas
en términos de un numero menor de variables no observadas.

Es importante destacar que los modelos de ecuaciones estructurales multinivel,
son una sintesis de multinivel y modelizacion de ecuaciones estructurales. Estos
modelos son utilizados cuando las unidades de observacion forman una jerarquia
de grupos anidados y algunas variables de interés deben ser medidas por una o
conjunto de variables no observadas.

A continuacion se va a desarrollar tnicamente de manera general como se con-
forman las ecuaciones estructurales, debido a que es un tema complejo y profundo
de sobrellevar. El objetivo es tener primeramente una idea clara de las ecuaciones
estructurales, para después poder conectar las ideas de una mejor manera en la
fusion con los modelos multinivel.
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2.2.2 Analisis de senderos

El andlisis de senderos estudia los efectos directos e indirectos en un conjunto
de variables observables. Este analisis contempla la relacién de causa-efecto [13]
(efecto causal) de una variable sobre otra, entre las variables observadas.

El objetivo principal del analisis de senderos es explicar por qué las variables
observadas estan correlacionadas.

El andlisis de senderos esta compuesto por:

e Diagrama de senderos
e Modelo de senderos y Ecuaciones estructurales

e Coeficientes de Wright

Diagrama de senderos

El diagrama de senderos se encuentra representado por un grafico, donde se en-
cuentran representadas las relaciones de causa-efecto que se supone existen en
un conjunto de variables [16].

Figura 2.1: Diagrama de Senderos.

En la figura 2.1 se pueden observar las variables representadas en circulos, que
se encuentran relacionadas mediante flechas en una misma direccién. La flecha va
desde la variable independiente (influyente) hasta la variable dependiente (influida).
También se tienen las flechas con linea curva y doble punta, que representan la
supuesta correlacion que existe entre las variables. Se identifican tres tipos de va-
riables: endégenas o dependientes x5 y x4, exdgenas o independientes =1 y xs, Y
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residuales x, y x,, que influyen en las variables x3 y =, y representan a los factores
no observados.

Modelo de senderos y ecuaciones estructurales

El diagrama de senderos que se explicé anteriormente puede ser planteado como
un conjunto de ecuaciones estructurales, que se denomina modelo de senderos
[13]. Existen dos tipos de modelos de senderos: recursivos y no recursivos. Los
modelos recursivos se caracterizan porque sus residuos estan no correlacionados,
y sus efectos causales son unidireccionales. Los modelos no recursivos tienen la-
zos de retroalimentacion o residuos correlacionados.

Se puede expresar a la variable dependiente en el diagrama de senderos como
una funcion lineal de las variables independientes. EI modelo de senderos de la
figura 2.1 viene dado por:

T3 =pP31T1 + P32T2 + P3uTy

Ty =pa1T1 + Pa2®a + Pa373 + Payly

donde, las z; representan funciones de variables y los parametros p;; se denominan
coeficientes de Wright.

Coeficientes de Wright

Como se vio anteriormente en el modelo de senderos y ecuaciones estructurales,
los parametros p;; de las ecuaciones estructurales reciben el nombre de coeficien-
tes de Wright [16]. El subindice i representa la variable dependiente, y el subindice
j representa la variable independiente. Los coeficientes de Wright son las incogni-
tas; y su valor se determina resolviendo el sistema de ecuaciones estructurales del
modelo en funcidn de los coeficientes de correlacion.

2.2.3 Analisis factorial

El andlisis factorial es una técnica estadistica de reduccion de datos, utilizada para
explicar las correlaciones entre las variables observadas en términos de un numero
menor de variables no observadas llamadas factores [12].

Sea un vector aleatorio observable X* = (X3, X5, ..., X,,), con p variables, vector
de medias i y matriz de varianzas-covarianzas X.. En el modelo del analisis factorial,
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X son combinaciones lineales de las variables aleatorias no observadas Fi, Fs, ...,
F,, llamadas factores comunes, las variables ey, e,, ..., e, lamados errores o factores
especificos y los /;; se denominan cargas factoriales o saturaciones factoriales. La
notacién matricial vendria dada por:

X—p=LF+¢

donde /ij es la carga de la i-ésima variable del factor j-ésimo, con lo que se tiene a
L como la matriz de cargas factoriales. Las dimensiones son las siguientes: (X — u)
es un vector (p x 1), L esunamatriz (p x m), Fesunvector (m x 1)yeesun
vector (p x 1).

Sobre los factores comunes F y los factores especificos « se presentan las si-
guientes hipétesis:

e Fy e sonindependientes

e E(F)=0,Cou(F)=E(FF)=® = Im

e E(e) =0, Cov(e) = E(ec') = ¥, donde ¥ = [¢)y,1)s,...,1,] €S Una matriz
diagonal.

Con las anteriores hipétesis se tiene que la matriz de varianzas-covarianzas %
viene dada por:
Y =LOL'+ U

y que,
Cov(X,F)=L®

Si & = I,,..,, los factores comunes F, no estan correlacionados entre si, y este
es el Modelo Factorial Ortogonal.

Var(X;) = Zﬁ?h + s, Vi
h=1
= hi + i

Los h? se denominan comunalidades y los ¢); se denominan especificidades. Las
comunalidades son los elementos de la diagonal principal de LL'.

La comunalidad es la parte de la varianza de X; explicada por los factores co-
munes, es decir, es la contribucién de los factores comunes a la varianza de X,.
La contribucion restante a la varianza de X; proviene del factor especifico ¢; y esta
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dada por v; [12].

En el andlisis factorial multinivel, asumimos que el vector de respuestas de los
estudiantes puede ser descompuesto en la suma de componentes intra y entre
grupos. Esto es:

Yij =V +Ypj + yw; (2.1)

Por ejemplo tendriamos, y;; es el vector de respuestas del i-ésimo estudiante en
el j-ésima colegio, v es la media total y yy; representa la contribucion intra cole-
gial (nivel estudiante) al vector de respuestas individuales. De aqui las varianzas y
covarianzas de y;; pueden ser descompuestas en:

Sr =Yg+ Sy (2.2)

Donde X1 es la matriz de covarianza poblacional, ¥z es la matriz de covarianza
entre colegios (nivel colegio) y Xy es la matriz de covarianza intra colegios (nivel
estudiante).

Con lo que se tiene:

EB = AB(I)BA%, + \IIB

donde ¢y y 5 son las matrices de covarianza de los factores intra y entre colegios
respectivamente, Ay, Ap son las cargas factoriales intra colegios y entre colegios,
Uy y ¥ son matrices diagonales de varianza intra y entre colegios respectivamen-
te.

2.2.4 Modelos de ecuaciones estructurales

Los modelos de ecuaciones estructurales es una técnica estadistica multivariante,
utilizada para especificar fendbmenos en funcion de sus variables causales (causa-
efecto). Dichos modelos es la incorporacion de dos metodologias descritas ante-
riormente, el andlisis de senderos y en el andlisis factorial [15].

Estos modelos presentan variables no observables directamente, llamadas va-
riables latentes o constructos, que son medidas a través de otras variables directa-
mente observables .
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Los modelos de ecuaciones estructurales como en muchos analisis presentan
errores de medicion, llamados errores de medida, que se dan por no medir correc-
tamente las variables latentes mediante las variables observadas, sea esto debido
a un error por parte del investigador o de los encuestados.

Las variables latentes vienen a tener el rol de los factores en el analisis factorial
y ademas son variables medibles.

Un modelo de ecuaciones estructurales se lo puede plantear de diferentes ma-
neras: mediante un diagrama, matricialmente o escribiendo un sistema de ecua-
ciones simultaneas. A continuacién se presentan las variables que describen un
modelo causal de ecuaciones estructurales:

e Variables latentes: endoégenas 7, y exdgenas ¢;.
e Variables observadas: enddgenas Y} y exdgenas X;.

e Errores de medida: de las variables observadas endogenas ¢, y de variables
observadas exogenas o;.

e Coeficientes de correlacion 6, y 65 que correlacionan a los errores de medida.

e Términos de perturbacion: ¢,, que presentan los efectos de las variables omi-
tidas, los errores de medida y la aleatoriedad del proceso. La variacion del
término de perturbacién viene dado por ¢ y la covariacion entre los términos
de perturbacion del i-ésimo y j-ésimo se representa por v;;.

o Coeficientes de regresion: A\, y A, que son los que relacionan a las variables
latentes con las observadas.

o Coeficientes de regresion: v;; y 5;; que relacionan las variables latentes y las
variables observadas entre si respectivamente.

El modelo estructural viene dado por una serie de relaciones que se presentan
como un conjunto de ecuaciones lineales relacionando variables latentes endoge-
nas con variables latentes exégenas. Cada variable latente enddgena es la variable
dependiente de la ecuacién y el resto de variables latentes enddégenas y exégenas
relacionadas son las variables independientes.

El modelo de ecuaciones estructurales, esta compuesto por un modelo estruc-
tural y un modelo de medida.
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Modelo Estructural

Este modelo se lo representa de la siguiente manera en forma de ecuacion:
n=DBn+I{+( (2.3)

donde: n vector (m x 1) de variables latentes enddgenas, B matriz (m x m) de
coeficientes de variables enddégenas, I' matriz (m x k) de coeficientes de variables
exégenas, ¢ vector (K x 1) de variables latentes exdgenas, ¢ vector (m x 1) de

términos de perturbacion aleatoria [15].
r 'jwu

=
=2

Figura 2.2: Modelo Estructural

La representacion en forma de ecuacién para el modelo de la figura anterior es:

m =v11é& + G
N2 = Y2282 + Barmi + (o
n3 = P31l + Bzane + (3

En forma matricial, el modelo estructural viene dado por:

M 0 0 0 M 1 0 ¢ G
1
n | =1 Ba 0 0 n2 |+ 0 722 ( ) +1 G

§
73 Bs1 P2 0 73 0 0 ? (3
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Modelo de Medida

Especifica las variables observadas, que seran utilizadas para medir las hipote-
sis planteadas en el modelo estructural. El modelo de medida se lo representa en
ecuaciones de la siguiente manera, separando lo exégeno (x) de lo enddgeno (y):

y=An+e (2.4)

P W) (2.5)

donde 7 es el vector de tamano (m x 1) de variables latentes endégenas, ¢ es el
vector (k x 1) de variables latentes exdgenas, A, es la matriz (¢ x k) de coeficientes
de variables exdgenas, A, es la matriz (p x m) de coeficientes de variables endo-
genas, ¢ es el vector (¢ x 1) de errores de medicion para los indicadores ex6genos,
e vector (p x 1) de errores de medicion para los indicadores enddgenos [14].

Los modelos de ecuaciones estructurales son un caso especial del modelo de
estructura de covarianza general. La matriz de covarianza para y, se obtiene susti-
tuyendo la ecuacion (2.3) en la ecuacién (2.4), como se indica a continuacion.

y=AN,(B+TE+() +¢
y=AN,B+ATE+ACHe

Haciendo que las variables enddgenas estén en un lado de la ecuacion y las
variables exdégenas en el otro lado, se tiene:

(I — By =ALTE+AC+e

con | de dimension (m x m). Suponiendo que (I-B) es no singular, es decir su inversa
existe, la ecuacién anterior puede reescribirse como:

y=A,(I—B) 'T¢+A(I-B) "¢+ -DB) ‘e

Sea Q2 un vector que contiene los pardmetros estructurales del modelo, en este
caso Q) = (B,I', U, D).

Ademas se tiene que,
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Yee = cov(xa’)
= E[(Asf +0)(§'AL +6")]
= A E(EEA; + E(80")

= A, DAL + O;
De esta manera se tiene:
2 — EZ/Z/ ZZNC
Zmy Ez:c
[ A= B)HIOrt + W) (I - B) A, +O. A (I —B)'TOA,
B A (I — B) A A, AL + Oy

donde: ® matriz de covarianzas (k x k) de variables latentes exégenas, ¥ matriz
de covarianzas (m x m) de los términos de perturbacion, ©. matriz de covarianzas
de los errores de medicion € y ©5 matriz de covarianzas de los errores de medicion
J [5].

Identificacion del modelo

De igual manera que un sistema de ecuaciones lineales, es posible que se tengan
mas ecuaciones que incognitas o también tener mas incognitas que ecuaciones.

Se dice que un modelo se encuentra identificado si sus grados de libertad son
0, si se cumple esta condicidén es posible realizar la estimacién de los parametros
[10].

La diferencia que existe entre el niumero de correlaciones y el nimero de coefi-
cientes del modelo se denomina grados de libertad. Para realizar el calculo de los
grados de libertad en un modelo de ecuaciones estructurales se lo realiza de la
siguiente manera:

gl =3[0+ m+a+ 1)~

donde p es el numero de indicadores enddgenos, ¢ es el numero de indicadores
exdgenos y t es el numero de coeficientes estimados. Segun los grados de libertad
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se tiene los siguientes casos:

e Silos g.l. son iguales a cero el modelo esta identificado, es decir se puede
realizar la estimacion de los parametros.

e Silos g.l. son mayores a cero el modelo esta sobreidentificado, es decir existe
mas informacién en la matriz de datos que parametros a estimar.

e Si los g.l. son menores a cero el modelo estd subidentificado, es decir los
parametros de este modelo no pueden ser estimados hasta que se fije o se
restrinja algun o algunos parametros en el modelo.

Estimacion

En la estimacion de los parametros del modelo, la seleccion de los datos de entrada
es importante. La matriz de varianzas-covarianzas o la matriz de correlaciones de
las variables observadas pueden ser utilizadas como datos iniciales para los mode-
los de ecuaciones estructurales.

Se consideran, las ecuaciones de los submodelos estructural y de medida que
conforman un modelo de ecuaciones estructurales:

n=DBn+T{+(
y:Ayn+5
r=NE 40

Los parametros del modelo son:

e Las varianzas y covarianzas de las variables exégenas de ¢ (matriz de cova-
rianza (k x k) de variables latentes exégenas).

e Las varianzas y covarianzas de los términos de perturbacion de ¥ (matriz de
covarianzas (m x m) de los términos de perturbacion).

e Los coeficientes de regresion de B (matriz (m x m) de coeficientes de las
variables endégenas) y I' (matriz (m x k) de coeficientes de las variables
exogenas).

Ademas se debe considerar al vector de parametros, denotado como (2, que
contiene los parametros antes descritos juntos:

Q= (Ay7ALE7@€>@(5a (I)a B7F7 \Il)
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La finalidad es obtener las estimaciones del vector de parametros Q, de tal ma-
nera que minimice la funcion F(S, f]), donde & = E(@) es la matriz de varianza-
covarianza de las estimaciones del modelo. Esta funcién, F(S, ), mide la distancia
entre la matriz de varianza-covarianza muestral S y la matriz de varianza-covarianza
ajustada ¥ .

La funcioén es la siguiente:
F=[S—S('W S - X(Q)]

Donde: S es la matriz de varianzas-covarianzas de la muestra, >(f2) es la matriz
de varianzas-covarianzas estimada, W es una matriz de ponderaciones.

Ademas si se propone como hipotesis que la distribucién muestral de las varia-
bles es normal multivariante, entonces se tiene:

F = %Traza[(s — () Wo]?

Donde S es la matriz de varianzas-covarianzas de la muestra, ¥(2) es la matriz
de varianzas-covarianzas, W, es una matriz que puede tener diferentes formas de-
pendiendo del tipo de método de estimacidén que se escoja.

Método de Minimos Cuadrados Generalizados

Con el método de MCG se obtiene estimadores no sesgados, aunque cuando se
tiene muestras pequerias dichos estimadores tiene un sesgo préximo a cero.

Asumiendo que los datos tienen una distribucion normal multivariante. De ma-
nera general la funcion de ajuste es la siguiente:

Fyeoa =[S —S(Q))W S — 2(Q)]

donde W~ es una matriz de ponderaciones, que pondera las desviaciones S—3(Q)
en términos de sus varianzas y covarianzas con otros elementos.

Con W~ = S~ la funcién de ajuste de los MCG se puede escribir:

F = %Traza[S_l(S - Z(Q))?

= %Traza[[ - S7'8(0))?
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2.2.5 Analisis Factorial Confirmatorio (AFC)

Es una extension de las ecuaciones estructurales y de igual manera establece las
relaciones entre variables observadas y las variables latentes establecidas inicial-
mente por el investigador.

En este analisis el investigador tiene una hipotesis a priori de la estructura que
tendria el diagrama de senderos. A continuacién se presenta un ejemplo.

s
|/»"-1\|
N
?Lll ;le ?Ll
X1 X X3 Xs

/\/ /\/\/I/L\
\J\y\/\/x/

Figura 2.3: Ejemplo de Andlisis Factorial Confirmatorio (AFC).

Donde las variables observadas x; se encuentran representadas en cuadrados,
las variables latentes exdégenas o no observables estan representadas por circu-
los ¢; y se los denomina factores comunes debido a que comparten sus efectos
con mas de una variable observada, los \;; que aparecen en cada relacion cau-
sal (causa-efecto) denominas cargas factoriales y los errores de medicién de las
variables observadas exdgenas, denominadas factores especificos §;. Por ultimo la
flecha curva de doble punta que une a los factores comunes indica la correlacion
que existe entre dichos factores, ¢ [1].

La estructura presentada estaria representada de la siguiente manera:

r1 = &+ 0
To =211 + 09
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r3 =A3181 + 03
T4 =282 + 04
T5 =A5282 + 05
T6 =282 + 06

en forma matricial se tendria:

1 A1 O 1
€2 A1 0 92
T3 _ Az 0 ( &1 ) i 03
T4 0 Ao & 04
x5 0 s 05
Tg 0 ez 06

Es decir, el AFC satisface la siguiente ecuacion:
r=MNE 40

donde z es un vector de dimension (¢ x 1) con g variables observadas, ¢ es un
vector (k x 1) con s factores comunes, A, es una matriz de tamarfo (¢ x k) que
contiene las cargas factoriales y § es un vector de tamafo (¢ x 1) de errores o
factores especificos.

Como se explicd en Modelos de ecuaciones estructurales se asume que ¢ tiene
una distribucion N (0, I), ¢ tiene una distribucion N (0, ©4) y d no esta correlacionada
con &.

El vector z tiene una distribucién N (0, %),
Y= AxCI)Ai + O5

Donde @ es la matriz de covarianzas (k x k) de las variables latentes exdgenas
y Os es la matriz de covarianzas de los errores de medicion o factores especificos.

Este analisis puede ser llevado a diferentes niveles, por ejemplo podemos rea-
lizar el AFC a nivel estudiante donde se establezca a priori x factores y a nivel
colegio realizar un nuevo AFC estableciendo y factores. De esta manera a distintos
niveles se pueden plantear diferentes factores comunes que expliquen las variables
observadas en los diferentes niveles.



CAPITULO 3

Estimacion Bayesiana usando Cadenas
de Markov Monte Carlo

3.1 Introduccién

La modelizacion multinivel y los métodos de Cadenas de Markov Monte Carlo (CMMC),
son dos areas de la estadistica que han venido creciendo recientemente debido a
las mejoras en las capacidades computacionales en almacenamiento y en veloci-
dad de operacion.

Las principales caracteristicas que motivan la utilizacién de CMMC es que ob-
tiene las distribuciones de los parametros de interés y se puede extender el proce-
dimiento a modelos complejos con datos que no siguen las distribuciones estandar.
Los algoritmos de CMMC son un grupo de los métodos Bayesianos [8] que pueden
ser usados para ajustar los modelos multinivel. En este capitulo se describiran dos
de los algoritmos de CMMC mas comunes usados hoy en dia que son el muestrea-
dor de Gibbs y el algoritmo de Metropolis-Hastings (MH). Estos métodos incorporan
suposiciones de distribuciones a priori y, en base a sucesivas distribuciones a pos-
teriori de los parametros del modelo, se produce una “cadena”, que se puede utilizar
para la construccion de estimaciones de intervalos.

Estos algoritmos CMMC son iterativos y en cada iteracidén estan disenados para
producir una muestra de una distribucién (multivariante) posterior conjunta de los
componentes o parametros del modelo. Estos parametros seran coeficientes de re-

gresién, matrices de covarianza, residuos, etc.

Sea el modelo de nivel 2 de componentes de la varianza (modelo con ordenada

02
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aleatoria, con una variable explicativa), propuesto en el capitulo 1.

Yi; = Bo + Bixij + uoj + €oij

En la formulacién Bayesiana combina la informacién a priori de los parametros
fijos y aleatorios, con la probabilidad basada en los datos. Estos parametros son
considerados como variables aleatorias descritas por distribuciones de probabili-
dad, y la informacién a priori para un parametro se incorpora en el modelo a través
de una distribucion a priori.

Después de ajustar el modelo, la distribucién producida se conoce como la dis-
tribucién a posteriori; esto se explica en el teorema de Bayes.

Teorema de Bayes: En la teoria de la probabilidad el teorema de Bayes es
un resultado enunciado por Thomas Bayes en 1763, que expresa la probabilidad
condicional de un evento aleatorio A dado B en términos de la distribucién de pro-
babilidad condicional del evento B dado Ay la distribucion de probabilidad marginal
de sélo A [9].

SeaY = (y1,v,-..,yn) Un vector de n respuestas observadas cuya distribucion
de probabilidad depende de k pardmetros en el vector 6 = (0, 6,, ..., 0;). Entonces
la distribucion conjunta de 6 e Y es:

Pr(y,0) = Pr(y|0)Pr(0) = Pr(0ly)Pr(y)

de donde la distribucién de probabilidad condicional de 6 dado el vector de obser-

vaciones Y resulta:
Pr(yl0)Pr(0)

Pr(fly) = Pry)

(3.1)

con la Pr(y) # 0

A la ecuacion (3.1) se le conoce como el teorema de Bayes, donde la Pr(y) es
la distribucion de probabilidad marginal de Y y puede ser expresada por:

[ Pr(y|6)Pr(f)do si6 es continuo

Pr(y) =
> Pr(ylo;)Pr(0;) sio; es discreto

donde la suma o integral es tomada sobre el espacio paramétrico de 6 . De este



54
modo, el teorema de Bayes [6] puede ser escrito como :
Pr(0ly) = cPr(y|0)Pr(0) ~ Pr(y|0)Pr(0)

donde Pr(#) es la distribucién a priori de 6, la Pr(6]y) es la distribucion a posteriori
de 0 dado Y y ¢ es una constante normalizadora necesaria para que Pr(f|y) sume
o0 integre segun el caso.

Dado que el vector de datos Y es conocido a través de la muestra, Pr(Y|0) es
una funcion de 6 y no de Y . En este caso la Pr(Y|0) se le denomina funcién de
verosimilitud de 6 dado Y y se le denota por [(d|y). Entonces la formula de Bayes
puede ser expresada como:

Pr(y|0) = 1(0]y) Pr(0)

Ejemplo: Sea el parametro 6 que a priori tiene una distribucién uniforme en el
intervalo [0, 1] y la variable aleatoria Y tiene una distribucion de probabilidad binomial
con parametros my ¢, con m conocido. Entonces se tienen las siguientes funciones
de distribucion:

Pr9)=1 0<6<1

Pr(y|0) = ( ”; ) 01— 0"  y=0,1,...,m

Para una muestra aleatoria de tamano n la funcion de verosimilitud viene dada
por:

ly) =1 ( h ) (1 — @)=Yy, =0,1,...,m

i=1 \ Yi

Aplicando el Teorema de Bayes, la distribucidén a posteriori de ¢ es:

n(m!)

[T v TTmy (m — wi)!

La ecuacion anterior puede reescribirse de la siguiente manera,

Pr(0ly) = c g vi(1 — g)" XV

n(m!)

I v TT (m = wi)!

que tiene la forma de una distribucién beta con parametros (> y; + 1)y

PT(9|y) = G(Zyi+1)—1(1 . Q)(m"—zyri-l)—l
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(nm — > y; + 1) y la constante normalizadora c sera:

o= I'(nm + 2) [T vl IT, (m — )
Py + DI (nm = >y +1) n(m)!

La distribucidn a priori es muy importante en el analisis bayesiano ya que mide
el grado de conocimiento inicial de los parametros en estudio. El uso de una u otra
distribucién a priori determinara diferencias en la distribucién a posteriori. Si se tiene
un conocimiento previo sobre los parametros, este se traducira en una distribucion
a priori.

Sin embargo, cuando nada es conocido sobre los parametros, la seleccidén de
una distribucion a priori adecuada adquiere una connotacion especial pues sera
necesario elegir una distribucién a priori que no influya sobre ninguno de los posi-
bles valores de los parametros en cuestion. Estas distribuciones a priori reciben el
nombre de difusas o no informativas.

3.2 Distribuciones a priori por defecto

En estadistica Bayesiana, todo pardmetro desconocido tiene que tener una distri-
bucién a priori. Esta distribucion describira toda la informacién conocida sobre el
parametro. A menudo poco se conoce sobre los parametros a priori, y por esta ra-
z6n las distribuciones a priori por defecto son requeridas para que expresen esta
falta de conocimiento. Las distribuciones a priori por defecto aplicadas en el paque-
te estadistico MLwin [17] con estimaciones de CMMC, son difusas para todos los
parametros. A continuacidn se describen las difusas a priori que son usadas:

e Para los parametros fijos p(5) o 1. Esta uniforme a priori es equivalente a
una Normal a priori con varianza ¢?, donde c es extremadamente grande con
respecto a la escala del paradmetro.

e Para las varianzas escalares, p(=5) ~ I'(¢, ¢), donde ¢ es muy pequefio.

e Para las matrices de varianza p(2~!) ~ Wishart,(p,2) donde p es el nUmero
de filas en la matriz de varianza y Q es una estimacion de los verdaderos
valores de ).

3.3 Muestreador de Gibbs

El primer método de CMMC es el muestreador de Gibbs que trabaja simulando un
nuevo valor para cada parametro (o bloque de parametros) de turno, de la distribu-
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cién condicional se asume que los valores actuales de los parametros son verda-
deros.

Idealmente si se muestrean todos los parametros juntos en un solo bloque, se
va a tener un muestreo independiente. Muestrear los parametros individualmente
induce a la dependencia de las cadenas de los parametros produciendo autocorre-
lacién entre los parametros.

Primeramente se necesitan inicializar los valores de cada parametro; en MLwin
estos son tomados de los valores actuales almacenados antes de iniciar la estima-
cion con CMMC-Gibbs. Por esta razon es importante correr la estimacion con MCGl
antes de correr la estimacién con CMMC para dar a este método valores iniciales
buenos. El método funciona mediante un muestreo de la siguiente distribucion pos-
terior condicional. Por ejemplo:

1. p(Boly, B1(0),02(0)) para generar 3y(1), y entonces de
2. p(B1ly, Bo(1),02(0)) para generar 3;(1), y entonces de

3. p(o?ly, Bo(1), 51(0)) para generar o%(1)

Habiendo realizado estos pasos se han actualizado todos los valores desconoci-
dos en el modelo. Este procedimiento es repetido muchas veces usando el conjun-
to de valores de los parametros generados previamente para generar el siguiente
conjunto. La cadena de valores generada por este procedimiento es conocida co-
mo Cadena de Markov, donde cada nuevo valor generado para un parametro solo
depende de su valor previo.

Se han inicializado las cadenas con valores iniciales particulares, por lo gene-
ral tomara un tiempo para que las cadenas se estabilicen (converjan). El periodo
cuando las cadenas se estabilizan es normalmente llamado periodo de quemado.
En MLwin por defecto se corre un periodo de quemado de 500 iteraciones.

En MLwin los a priori por defecto son: p(3y) o< 1, p(81) o 1, p(1/0?) ~ T'(g,e),
donde ¢ = 1073. A continuacién el método de CMMC-Gibbs procede a través de
una serie de pasos que se detalla a continuacién:

Paso 1: Tomar una muestra del conjunto de efectos fijos (), la distribucién pos-
terior condicional viene dada por:

p(Bly. on, 02, u) = U(y; B, u,0)p(B)
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un adecuado difuso a priori es la p(5) = 1, de esta manera se tiene,

N/2
p(Bly, o, 02, u) = (%) H%“P[— %'g(yij —uj — (Xﬁ)ij)zl

de manera que la muestra de  sigue una distribucidon normal multivariante (por sus
siglas en inglés MVN), con media 5 y varianza D,

]

]
-1
— [Z XE;XU]

Otras suposiciones respecto a la informacién a priori se pueden considerar, co-
mo por ejemplo que p(3) ~ MV N(0,V), con lo que tenemos:

B~ MVN(B*, DY)
B* = [ZX;TXij+a§v—
]

ﬁ* = O'z [ZXZ;XU + U?V_l

ij

[z

-1

Para cualquiera de las dos suposiciones respecto a la informacién a priori, la
distribucién a posteriori existe.

Paso 2: Tomar una muestra de un nuevo conjunto de residuos.
Cada residuo u; se asume que tiene una distribucién a priori u; ~ N(0,02), que
conduce a la siguiente distribucion a posteriori, donde n; es el nimero de unidades
de nivel 1 en la j-ésima unidad de nivel 2.

1 n;/2 n; ] ) 1/2 .
2 2 2
p(usly, o, 07) = (U?) Hexp[—rtg(yij—()(ﬂ)zj—uj) ] (;) exp[—ﬁuj]

de manera que la muestra de u; ~ N(u;, D),

j

> (i — (Xﬁ)z‘j)]

i=1

iy = [nj + 0o,

D = o?[n; + 020, %!
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Paso 3: Tomar una muestra de una nueva varianza de nivel 2.

Surge un problema al momento de la eleccidén de una adecuada distribucién a priori.
A continuacién mencionaremos dos posibilidades, una a priori uniforme, en el caso
de los parametros fijos y la otra posibilidad es una gamma inversa a priori. La elec-
cion de a una a priori uniforme tiende a producir estimaciones sesgadas, debido
a que no es una distribucion a priori informativa. En lugar de tomar una muestra
de la varianza directamente, asumiremos una distribucion a priori Gamma, es decir
p(o;?) ~ gammal(e, ). De manera que la muestra de o, % ~ gamma(a,,b,) con,

a,=(J+20)/2  by=(e+ ) ul/2)

donde J es el nimero de unidades de nivel 2. Para una a priori uniforme para o2 se
tiene una distribucion Gamma con,

J
a=(J=2)/2 b= u}/2

Cuando los coeficientes aleatorios son mayores que uno, se debe muestrear una
nueva matriz de covarianza €2,; para lo que se tiene dos opciones para la estimacion
de la varianza una a priori uniforme o una Wishart inversa a priori. Para lo cual la
muestra de Q' ~ Wishart(v,, S,), con

-1

J
vu=J+v,  Su=| Y ufu;+S,
j=1

donde u; es el vector fila de residuos para la j-ésima unidad de nivel 2 y el a priori
p(Q, 1) ~ Wishart(vy, Sp).

Se puede utilizar una estimacion aproximada de maxima verosimilitud para S,,.
Escoger v, = —3, S, = 0 es equivalente a escoger una a priori uniforme para €2,,.

Paso 4: Tomar una muestra de una nueva varianza de nivel 1.
Es similar al procedimiento realizado para la varianza de nivel 2. La muestra de

o2 ~ gamma(ae, b.) con

a.=(N+2)/2  bo=(c+) e}/2)
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Para una a priori uniforme se tiene una distribucién Gamma con:
ac=(N=2)/2 b= e/2
ij

Los primeros valores de la Cadena de Markov Monte Carlo generalmente seran
descartados, y la inferencia se basa en el conjunto obtenido después de la cadena
que ha convergido a la distribucién posterior conjunta. La cadena de parametros
se trata como una muestra aleatoria de la distribucién posterior conjunta de los
parametros.

3.4 Muestreador de Metropolis - Hastings (MH)

El muestreador de Gibbs se puede utilizar siempre y cuando se pueden escribir
analiticamente las distribuciones condicionales posteriores para cada parametro o
grupo de parametros a la vez. Cuando esto no se puede hacer, existen enfoques
alternativos que pueden ser utilizados.

Un caso importante donde utilizar el muestreador MH es con respuestas discre-
tas, o los modelos multinivel lineales generalizados. Las distribuciones condiciona-
les de los parametros fijos y los residuales implican funciones exponenciales y estas
no son faciles de muestrear, por lo que otro tipo de muestreo como MH es necesario.

Para uno o mas parametros en una fase determinada del ciclo iterativo, MH pro-
cede formando una distribucion propuesta de los parametros y toma una muestra
un nuevo conjunto de parametros de esta distribucion. Se aplica una regla para
aceptar o rechazar este nuevo conjunto, y si el conjunto propuesto es rechazado se
retienen los valores actuales. Esto se repite para cada conjunto de parametros de
turno, debido a que se producen cadenas para los distintos parametros. Seria ideal
tener una distribucion propuesta que minimice el nimero de iteraciones para una
precision dada. Un enfoque sencillo a la creacion de una distribucion propuesta es
una muestra de una distribucion normal multivariante. Cuando esta distribucion es
centrada alrededor de los valores de los parametros actuales, esto se conoce como
muestreador Metropolis de marcha aleatoria.

Consideremos el Paso 1 del muestreador de Gibbs para los coeficientes fijos.
Dado los valores actuales de los coeficientes fijos se forma una distribucion pro-
puesta y se toma una muestra de un nuevo conjunto de coeficientes a partir de esta
distribucién. A continuacion, se aplica una regla para aceptar este nuevo conjunto
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o rechazarlo y permanecer con los valores actuales. ldealmente, se desea tener
una distribucién propuesta que minimice el nimero de iteraciones para una preci-
sibn dada. Se va a considerar como esto puede conseguirse después de describir
el principio basico. Un enfoque sencillo es tomar una muestra de una distribucién
normal multivariante de la forma siguiente:

By ~ MV N(B-1y, D)

donde D, por ejemplo, es una estimacién de la matriz de covarianza de las esti-
maciones de los coeficientes. Después de haber obtenido un nuevo conjunto 3*,
necesitamos una regla de aceptacién y esto se basa en la siguiente relacion

p(B*, 02,02, uly)
p(ﬂ(tfl)v quu 037 u|y)

s =

donde estas densidades de probabilidad tiene la misma forma que las probabili-
dades condicionales descritas en el paso 1. Este procedimiento, con dichas con-
diciones de la distribucion propuesta de los valores actuales de los parametros es
conocida como muestreador Metropolis de marcha aleatoria.

Ademas se tiene que la distribucion propuesta normal multivariante es simétrica
en 6(t),ﬁ(t—1); esto es p(ﬂ(t) = a!ﬁ(t_l) = b) = p(ﬁ(t) = b‘ﬁ(t—l) = CL). Donde distribu-
ciones asimétricas se utilizan en la relacién anterior y es multiplicada ademas por
la llamada relacion Hastings.

p(ﬁ&-n%*)

p(B*B-1)

Se define la probabilidad de aceptacion para el nuevo conjunto como
ay = min(1,r)

Si es 1, entonces el nuevo conjunto es aceptado; si es menor que 1, entonces se
acepta con probabilidad «;. Por ejemplo, generar un nimero aleatorio uniforme en
(0,1) y la aceptacion de si este es menor que «;. Si el conjunto nuevo no se acepta
entonces el conjunto (¢t — 1) se utiliza. Asi, a diferencia del muestreador de Gibbs,
es posible que la cadena permanezca con el mismo conjunto de valores por varias
iteraciones.

Un muestreador MH eficiente evita esto en lo posible, a pesar de que el mues-
treador MH, en principio, producira estimaciones satisfactorias si corre un tiempo
suficiente; la clave es encontrar una distribucion propuesta oportuna. Un procedi-
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miento algo mas satisfactorio [6] para especificar una tasa de aceptacién deseada
(por ejemplo 50 %) y ajustar la escala de factores de la distribucidén propuesta para
cada uno de los parametros. Esto se puede hacer durante una etapa preliminar de
adaptacion de la estimacién de la cadena CMMC antes o durante el proceso.

En general, el muestreo de varianzas y covarianzas se puede llevar a cabo utili-
zando Gibbs y esto da un algoritmo hibrido que es una mezcla de MH y pasos de
muestreo de Gibbs.



CAPITULO 4

Aplicaciéon de los modelos

4.1 Introduccion

Para la realizacion de la aplicacion se procedié a tomar pruebas de Matematica,
Lenguaje y Razonamiento a estudiantes de décimo afno de Educacién Basica y para
el tercer ano de Bachillerato, adicionalmente de las pruebas mencionadas anterior-
mente se afadié un complemento de comprension lectora en la prueba de Lengua-
je. Estas pruebas fueron tomadas en los establecimientos del cantén Otavalo de la
provincia de Imbabura. El nUmero de establecimientos donde fueron aplicadas las
pruebas son 12, de los cuales 5 establecimientos son particulares y 7 son fiscales.

Las pruebas fueron aplicadas a 838 estudiantes del cantén Otavalo, de los cua-
les 607 son de décimo arno de Educacion Basica y 231 de tercer afio de Bachillerato.

Las pruebas fueron elaboradas en funcién de los contenidos que dispone el Mi-
nisterio de Educacion para tercer afio de Bachillerato y décimo afo de Educacién
Basica. Estas pruebas pasaron a ser revisadas y aprobadas por la Direccion Pro-
vincial de Educacion de Imbabura antes de su aplicacion (Anexo B).

Cada una de las pruebas estuvo conformada por diez preguntas y para su con-
testacion los estudiantes tuvieron: 60 minutos para la prueba de Matematicas, 20
minutos para la prueba de Lenguaje-Comprension lectora y 10 minutos para la prue-
ba de Razonamiento. Estas pruebas (Anexo C) fueron aplicadas por el autor de la
presente investigacion a los estudiantes de las diferentes instituciones educativas
en el canton Otavalo, y fueron aplicadas durante un mes y medio.

Una vez recolectada toda la informacién se procedié a construir los modelos
jerarquicos de nivel 2 y nivel 3, ademas de un modelo de ecuaciones estructura-
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les multinivel. Esto se realizd con distintas variables explicativas a diferentes nive-
les hasta llegar a conformar modelos que permitan observar la variabilidad de los
resultados de las pruebas de los distintos estudiantes entre los establecimientos
educativos y dentro de ellos. Las variables son descritas a continuacion:

Variable Descripcion

Colegio Identificador numérico del colegio. Variable de segundo nivel.

Estudiante | Identificador numérico del estudiante. Variable de primer nivel.

Prueba mat | Calificacion de la prueba del estudiante. Variable dependiente.

Prueba raz | Calificacion de la prueba del estudiante. Variable explicativa de primer nivel.

Prueba len | Calificacion de la prueba del estudiante. Variable explicativa de primer nivel.
Prueba lec Calificacion de la prueba del estudiante. Variable explicativa de primer nivel.
Mujer 1=verdadero, O=falso.

Tipo colegio

Tipo de colegio (O=estatal, 1=privado). Variable explicativa de segundo nivel.

Constante Columna de unos.

Tabla 4.1: Descripcion de las variables.

Para la formulacion de los modelos multinivel se utiliz6 como variable depen-
diente la calificacion de matematicas (Prueba mat) y como variable explicada la
calificacion en la prueba de razonamiento (Prueba raz), debido a la relacion lineal
que existe entre las variables que se muestra en la figura (4.17). Las variables de
las calificaciones de lenguaje y lectura se las utilizé para la aplicacién del modelo
de ecuaciones estructurales que se presenta mas adelante.

El objetivo del analisis es establecer qué colegios han tenido mejor rendimiento
en los resultados de las aplicaciones de las pruebas, ademas de estudiar las distin-
tas variaciones que pudiesen existir en cuanto al rendimiento de los estudiantes en
funcidn del género, tipo de colegio, etc.

Para el procesamiento de los datos se utiliz el paquete estadistico MLwin [18]
version 2.26, que es un programa especializado en Modelizacion Multinivel y para
el modelo de ecuaciones estructurales multinivel se utilizo el programa LISREL [7]
version estudiantil 9.1.

4.2 Modelos de nivel 2

A continuacién se van a presentar los modelos que fueron expuestos en el primer
capitulo del presente Proyecto de Titulacién, con el objetivo de encontrar el mejor
modelo que se ajuste a la realidad de los datos obtenidos y comparar los resulta-
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dos obtenidos con dos tipos de estimaciones: Minimos Cuadrados Generalizados
Iterativos (MCGl) y Métodos de Cadenas de Markov Monte Carlo (CMMC).

Se considera que la poblacion tiene una estructura jerarquica de dos niveles: las
unidades de nivel 1 son 607 estudiantes de décimo afo de Educacién Basica y las
unidades de nivel 2 son 12 colegios.

Estos modelos consideraran como variable dependiente la Calificacion de la
prueba de matematica y se comenzara planteando el modelo vacio y en el trans-
curso del desarrollo de los distintos modelos se va a ir incorporando cada una de
las variables descritas anteriormente hasta llegar a estructurar un modelo que se
ajuste a la realidad de los datos.

4.2.1 Modelo con ordenada aleatoria, sin variable explicativa

También conocido como Modelo vacio que fue explicado en el capitulo 1, se lo
indica a continuacién:

Yij = Boj + €osj
Boj = Bo + uo,
de manera simplificada:
Yij = Po + Uo; + €oij (4.1)

Los resultados en MLwin utilizando el Método de los Minimos Cuadrados Gene-
ralizados Iterativo (MCGl) de estimacién son:

| Equations !E B
P111eba_111at1}. ~N(XB, Q)

P111eba_111at1}. = fo;Constante
Bog =3432(0.681) g teg,
[M n;] ~N(0, Q)+ Q.= [537702 370)]

[e Dl}] ~N(0, Q,) : Q,= [6 944(0.40 3)]

-2¥aglikelihood(IOLS Devianca) = 2941.406(607 of 607 cazes in use)

‘ Hame | + | - |AddIerm| Esﬁmates| Nnnlinear| Clear | Hotation ‘Respnnses| Store | Help |ZDDm||

Figura 4.1: Resultados del modelo con ordenada aleatoria, sin va-
riable explicativa con estimacion de MCGI.
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La primera linea especifica la distribucién Normal que sigue la variable depen-
diente. El vector respuesta tiene una media especifica en notacion matricial deno-
tado por XB, que representa la parte fija del modelo y la parte aleatoria consiste en
un conjunto de variables aleatorias descritas por la matriz de covarianza. Esta ma-
triz de covarianza incorpora matrices de covarianza separadas de los coeficientes
aleatorios de cada nivel.

La variable Prueba_»Mat;; es el valor de la prueba de matematica para el estu-
diante i en el colegio j. La media general BO es igual a 5.432, que es interpretado
como el valor esperado de la prueba de mateméatica para un estudiante aleatorio
de un colegio escogido al azar. Las medias para los diferentes colegios se distribu-
yen sobre su media general con una varianza de 5.377, es decir, la varianza entre
colegios (02,) es igual a 5.377 y la varianza entre estudiantes (%)) es 6.944. A conti-
nuacion se procede a calcular la correlacion intraclase del modelo (4.1) que es:

5.377

—_ 900 (4364 Lk
6.944 + 5.377 (@ # k)

Corr(yij, ui)

Lo que nos indica que 43.6 % de la varianza del modelo se encuentra explicada

por variabilidad de los colegios y el 56.4 % restante, es la variabilidad de los estu-

diantes. Con esto podemos decir que las agrupaciones por colegios conduce a una

similitud importante entre los resultados de las pruebas de matematicas de los di-

ferentes alumnos del mismo colegio, aunque las diferencias dentro de los colegios
es levemente mayor que las diferencias de colegio a colegio.

A continuacién se presentan los resultados de las estimaciones de los parame-
tros del modelo (4.1) utilizando el método de CMMC, con el muestreador de Gibbs.



=% Equations

P111ebﬂ_1nﬂt!]. ~N(XB, Q)
Prueba_mat, = g, Constante
Boy = 5.429(0.746) + w T €

[6g] ~N© Q)¢ Q= [58112935)]

[en] "N Q) ¢ 0.7 [6.9400.404)]

PRIOR SPECIFICATIONS
1)([3’0) L 1

p(l/G2,) ~ Gamma(1.000.0.001)
1)(1.-'520) ~ Gamma(1.000,0.001)

Deviance(MCAMC) = 2899.940(607 of 607 cases in use)

| Hame [i+

- |Add Ierm‘gsiimates| Nunlinear| Clear | Hotation ‘Responses| Store | Help |Zoum|TﬂJ
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Figura 4.2: Resultados del modelo con ordenada aleatoria, sin va-

riable explicativa con estimacion de CMMC-Gibbs.

En este caso la selecciéon a priori para la estimacion con CMMC-Gibbs fue
p(Bo) x 1, plo,d) ~ Gammal(a,b) y p(o.?) ~ Gamma(a,b), cona =1y b= 0.001. Se
realizaron 5,000 iteraciones en la estimacion realizada para cada parametro. En la

siguiente figura se observan las ultimas 500 iteraciones.

.'..'l Trajectories

Deviance(MCMC) = 2899 .940(607 of 607 cases u (530 =5.841(2.935)

L@D =5.429(0.746)

|loZ, = 6.940(0.404)

+ + +
o = o

P:.wnqmo | Select Help Iuiewlasl:lsoo =] flawaata ]

|

Figura 4.3: Resultados de la primera convergencia del modelo con
ordenada aleatoria, sin variable explicativa con estimacion de CMMC-

Glibbs.

Se puede apreciar que para el parametro j3,, cada valor en el grafico esta alta-
mente correlacionado con el valor precedido. Un diagnédstico mas detallado sobre
la informacién del pardmetro se tiene a continuacion.
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a8 MCMC diagnostics H =] E3

pammeter
el dersty

ah a4 an
parameEr e

= g BACE o

Accuracy Diagnostics
Raftery-Lewis (quantile) : Mhat = (63136,105098 )
when o = (0.025,0.975), +=0.005 and s =095
: - : : i Brooks-Draper (meat) © MNhat= 79797
’.‘_'ﬁg, = = - = % | yhen k= 2 sigfigs and alpha = 0.05

Summary Statistics

param name : g, posterior mean = 5429 (0.102) 3D =076 mode =5443
gquantiles : 2.5% = 3873, 5% =4.145 509 = 5444 95% = 6557, 97.5% =6.841
5000 actual terations storing every teration. Effectve Sample Size (ESS) = 72,

Update | Diagnosticﬁettingsl Help |

Figura 4.4: Resultados del primer diagnostico de B\O del modelo con

ordenada aleatoria, sin variable explicativa con estimacion de CMMC-
Gibbs.

El grafico superior izquierdo en la figura (4.4), presenta las 5, 000 iteraciones en
la estimacién del parametro By. El gréafico superior derecho es la densidad del nu-
cleo' estimacion de la distribucion posterior conjunta; como se puede observar, la
densidad se aproxima a una distribucion normal.

Los segundos graficos en la figura (4.4), presentan la funcion de autocorrelacion
(ACF) y la funcién de autocorrelacion parcial (PACF) respectivamente. El grafico de
ACF nos indica que existe una alta autocorrelacién en la estimacién de Bo.

Por ultimo, el gréafico inferior izquierdo en la figura (4.4), indica el error estandar
Monte Carlo estimado (MCSE) de la estimacién posterior de la media, contra el
numero de iteraciones. Como se puede apreciar a medida que el nimero de itera-
ciones es mas grande, el error estandar es mas pequeno.

El cuadro en la figura (4.4), presenta dos contrastes de diagnésticos de preci-
sién, el de Raftery-Lewis que es un diagnéstico del control de la longitud de eje-
cucién basado en el criterio de precision de la estimacion de los cuantiles (2.5 % y
97.5 %), formando un intervalo central estimado del tamano de la cadena (Nhat) pa-
ra Eo en este caso es de 68,136.11. El diagndstico de Brooks-Draper es basado en
la media de la distribucidén y es usado para la estimacién del tamafo de la cadena

'Es una manera no paramétrica de estimar la funcién de densidad de probabilidad de una variable.
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de Markov requerida para producir una estimacién media para k (k = 2) con una
precision dada. En este caso el tamario de la cadena (Nhat) requerido es de 79, 797,
que resulta un tamano mucho mas grande que el anterior sugerido.

La interpretacion de los numeros ¢ = (0.025;0.975), » = 0.005y s = 0.95 en el

diagnéstico de Raftery-Lewis es que el

100(0.975 — 0.025) % = 95% del intervalo

estimado para el pardmetro dado no va a diferir en mas del 100(2r) % = 1 %.

El ultimo cuadro en la figura (4.4), nos presenta los estadisticos de Bo y los di-
ferentes intervalos de confianza a nivel a. Por ejemplo, al 95 % el intervalo central
(intervalo Bayesiano) corre de 3.873 a 6.841.

Dados los resultados obtenidos se procede a realizar una nueva estimacion
(CMMC-Gibbs), pero con 70,000 iteraciones, de lo que se obtiene:

b Trajectories

Deviance(MCAC) = 2900.092(607 of 607 cazes inu 030 =5.823(2.908)

o ah Y w o

g, = 5.418(0.713)

Hﬂﬁu =6.945(0.404) |

foom| 100 =] setect | e [viewmst: [500 <] [rawdata =]

Figura 4.5: Resultados de la sequnda convergencia del modelo con
ordenada aleatoria, sin variable explicativa con estimacion de CMMC-

Glibbs.

Se puede apreciar las ultimas 500 iteraciones en la estimacion de los parame-

tros. Los valores para la estimacién de 5,

se observa que aun existe correlacién con

el valor anterior en la cadena de estimacién del parametro. Los diagnésticos de [,
de la estimacion con CMMC-Gibbs son los siguientes:
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Figura 4.6: Resultados del sequndo diagndstico de B\o del modelo con
ordenada aleatoria, sin variable explicativa con estimacion de CMMC-

Glibbs.

En la figura (4.6) de la funcién de autocorrelacion (ACF) se observa que existe
una disminucién en la autocorrelacion pero aun sigue siendo importante. El diag-
néstico de Raftery-Lewis sugiere un tamafno de cadena de Markov de 147, 500.16,
por tal razon se realiza una nueva estimacidén con 150, 000 iteraciones.

= Trajectories =] S |

Deviance{MCMC) = 2899.972(607 of 607 cases in uljs” o= 5.823(2.940)

=5.395(0.722) o =6.946(0.404)
o 2l

B

Epegee

Pnnmlﬂ]ﬂ =| setect ‘ Help |uiew|as1: [so0 | [rawdata -] |

Figura 4.7: Resultados de la tercera convergencia del modelo con
ordenada aleatoria, sin variable explicativa con estimacion de CMMC-

Giibbs.

En los graficos de trayectorias de las estimaciones de los parametros ya no se
tiene una correlacion en los valores para la estimacién del parametro 3, ni de ningun
parametro. Esto se lo constata a continuacion con los diagnosticos de la estimacion.
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Figura 4.8: Resultados del tercer diagndstico de 30 del modelo con
ordenada aleatoria, sin variable explicativa con estimacion de CMMC-

Giibbs.

Con esto podemos decir que la serie de tiempo autoregresiva presenta una pe-
quena autocorrelacion menor a 0.2. Con lo que se concluye que el AFC es consis-
tente; esto sugiere que la cadena es adecuadamente cercana a una distribucion
independiente e idénticamente distribuida (autocorrelacién 0). De la misma manera
a continuacion se presenta la estimacioén de la varianza de nivel 2 (52,).
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Figura 4.9: Resultados del diagndstico de (2%,) del modelo con or-
denada aleatoria, sin variable explicativa con estimacion de CMMC-

Glibbs.
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Se puede ver en la figura (4.9) que la densidad del nucleo en la distribucién
posterior no es simétrica, que es de esperar para el parametro de la varianza. Los
graficos de ACF y PACF indican que no existe autocorrelacién en la estimacion del
parametro (62,).

Ahora se procedera a realizar una nueva estimacion con CMMC-Gibbs conside-
rando como distribucidn a priori de la varianza una distribucién Uniforme.

Se corrié la estimacién inicial con un tamano de cadena de 5,000 iteraciones
que dio como resultado un alta correlacion de los valores para la estimacion de
Bo. Luego de algunas corridas del modelo con distintos tamafnos de cadena, se
elimind la autocorrelacién del término Eo con una cadena de tamafo de 240, 000.
Asi mismo, ningun parametro presenté autocorrelacion en esta estimacion final.
A continuacion se presenta un cuadro comparativo de las estimaciones obtenidas
hasta el momento, donde e.e. es el error estandar de cada parametro.

CMMC-Gibbs MCGI
~1(1;0.001) Uniforme
Parametro | media e.e. | media e.e. | media e.c.
5o 5.395 | 0.722 | 5.419 | 0.922 | 5.432 | 0.681
a2, 5.823 | 2.94 | 9.525 | 6.210 | 5.377 | 2.270
a2 6.946 | 0.404 | 6.990 | 0.408 | 6.944 | 0.403
Desviacion 2,899.972 2,899.860 2,941.406
DIC 2,912.54 2,912.61
Cadena 150, 000 240,000

Tabla 4.2: Comparacion de estimaciones CMMC-Gibbs con
dos distribuciones a priori y MCGI del modelo con ordenada
aleatoria, sin variable explicativa.

Las estimaciones del modelo (4.1) con el método de CMMC-Gibbs presenta me-
jores resultados, ya que el valor de la desviacién se ve disminuida con la estimacion
con CMMC-Gibbs para con las dos distribuciones a priori. Respecto a la seleccion
a priori de la distribucion Uniforme, tiende a obtener un valor mas grande de la
varianza, casi el doble de su valor; de la misma manera tiene el mismo efecto el
error estandar del parametro 52,, ademas que el tamafio de la cadena para la esti-
macion de los parametros fue mayor que con la distribucion Gamma inversa a priori.

También se procedié a realizar una estimacién con CMMC-MH. Primeramen-

: oty §z PR -2
te considerando como distribucién a priori: p(5y) x 1, p(o,y) ~ Gammale,e) y
p(o) ~ Gamma(e, ). Se inici6 la estimacién con una cadena de tamario 5, 000,
pero la presencia de autocorrelacién en la estimacién de j,, sugirié realizar una
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nueva estimacién con una cadena de tamafno 730,000. Se planteé ademas para
otra estimacion del modelo (4.1) como distribucidn a priori, una Uniforme para to-
dos los parametros. El tamafno final de la cadena para su estimacion fue de 370, 000.
A continuacion el cuadro resumen con todas las estimaciones:

CMMC-Gibbs CMMC-MH MCGI
~1(1;0.001) Uniforme ~1(1;0.001) Uniforme
Parametro | media e.e. | media e.e. | media e.e. | media e.e. | media e.e.
Bo 5.395 | 0.722 | 5.419 | 0.922 | 5.423 | 0.709 | 5.427 | 0.978 | 5.432 | 0.681
o2, 5.823 | 2.940 | 9.525 | 6.210 | 5.800 | 2.868 | 9.663 | 6.646 | 5.377 | 2.270
a2 6.946 | 0.404 | 6.990 | 0.408 | 6.947 | 0.405 | 6.990 | 0.407 | 6.944 | 0.403
Desviacion 2,899.972 2,899.860 2,900.107 2,899.912 2,941.406
DIC 2,912.54 2,912,061 2,912.82 2,912.72
Cadena 150, 000 240,000 730,000 370,000

Tabla 4.3: Comparacion de estimaciones CMMC-Gibbs con
dos distribuciones a priori, CMMC-MH con dos distribucio-
nes a priori y MCGI del modelo con pendiente aleatoria, sin
variable explicativa.

Antes de realizar un analisis general de los resultados, se considera necesario
una prueba de significacion de los parametros del modelo (4.1) que se indica a con-

tinuacioén.

Yij = Bo + uoj + €oi

Prueba de Hipoétesis

Para el parametro 3, se plantean las siguientes hipotesis:

Se rechaza H, al nivel 5 %, ya que para todos los métodos de estimacién

1.96.

H()ZB():O
Hy: By #0

Bo
ee

(Bo) —

Para la prueba de significacion del parametro 52,, es decir, para probar que la
variabilidad entre colegios es significativa, primeramente se realiza una nueva esti-
macion del modelo (4.1) pero sin considerar el término wj;, es decir, sin la variacion
entre colegios. Con lo que tendriamos el siguiente modelo:

Yij = Bo + €os

(4.2)

A continuacion se presentan los resultados de la estimacion del modelo (4.2)
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con MCGl, debido a que el valor de la desviacion con la estimacion de CMMC para
este modelo, no existe variacion.

<N Fquations

Pmeba_luat!.j. ~N(XB, ©2)
Prueba_mat,; = ;,Constante
Do =4.851(0.132) +e

[e0;] =N Q) 5 Q= [10.595(0.608) ]

-2¥aglikelihood(TGLS Deviance) = 3155.315(607 of 607 cazes in use)

Hame | + | -  AddTerm  Estimates Clear | Hotation |Responses| Store ‘ Help |ZDDm|100 j

Figura 4.10: Resultados del modelo con ordenada aleatoria, sin va-
riable explicativa y sin término ug;.

En este caso tendriamos los resultados de un modelo de regresion lineal, debido
a que no existe un segundo nivel en el modelo, ya que fue removido. Como se puede
apreciar los términos Bo y 02, son significativos al nivel 5%. Con esto, se contrastan
las siguientes hipotesis:

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.2)
H, : Los datos se ajustan al modelo (4.1)

Modelo (4.1) | vi; = Bo + wo; + €0ij
Modelo (4.2) | yi; = So + €oij

Se rechaza H, al nivel 5 %, ya que la diferencia de las desviaciones de los mode-
los (4.2) y (4.1) es mayor que el cuantil de la distribucién x? con un grado de libertad,
es decir, 213.91 > 3.84(x?(1)). Con lo que se puede concluir que las diferencias en-
tre grupos son fuertemente significativas con todos los métodos de estimacion.

Una vez conociendo los parametros que resultaron significativos con los distintos
tipos de estimacion, se puede dar un mejor criterio de los resultados obtenidos. Es
asi que los resultados con la estimacién de CMMC con una distribucion a priori Uni-
forme present6 los valores de la varianza 52 altos, de igual manera que sus errores
estandar; sin embargo, sus valores fueron significativos al nivel 5% en todos los
casos. Para el resto de parametros, los resultados estimados fueron significativos
y similares con los distintos métodos de estimacion. Los valores de la desviacion
con los métodos de CMMC son menores que el de MCGI, lo que nos indica un
mejor ajuste del modelo. Respecto al tamario de la cadenas para la estimacién de
los parametros, el método de CMMC-MH necesité cadenas mas grandes que con
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CMMC-Gibbs.

Con esto se puede concluir que los mejores resultados de las estimaciones de
los parametros se obtuvo con el método de MCCM con una Gamma inversa como
informacion a priori, y fue con el método de CMMC-Gibbs que se logré una estima-
cibn mas rapida con una cadena de tamano de 150, 000.

Residuos

A continuacion se procedera a analizar los residuos para detectar casos atipicos
que pueden influenciar en el resultado del modelo.

Primeramente se realiza una inspeccion de los residuos de nivel 1 o nivel estu-
diante en la figura (4.11) presentada a continuacién, donde los residuos se encuen-
tran ordenados de menor a mayor y cada uno con intervalo de confianza del 95 %.

5 Graph display [ (=]]. 3]

Constante

\
0 160 320 480
rank

Figura 4.11: Residuos de niwel 1 del modelo con ordenada aleatoria,
sin variable explicativa.

Las lineas verticales indican los intervalos de confianza de la media residual
de nivel 1. Los residuos toman valores de 9 a -9, pero no se puede apreciar de
una forma clara si existen puntos singulares? o atipicos [4]. Es por esta razén que
se procedid a realizar un analisis de residuos por cada colegio, que se presenta a
continuacion.

2Se lo llama punto singular si se aleja notablemente del resto de puntos.
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Figura 4.12: Residuos de nivel 1 por colegio del modelo con ordenada
aleatoria, sin variable explicativa.

En la figura (4.12) se presentan los residuos por colegio (Anexo D), donde se
puede apreciar que los puntos estan dentro de una franja horizontal simétrica al
eje X, lo que nos indica que la varianza es constante, cumpliendo la hipétesis del
modelo. Ademas, se observa que en los colegios: 3, 5, 6, 9 y 11 existen puntos
sobre la nube, que pudieran ser considerados como puntos singulares, pero no es
el caso, debido a que estos puntos representan los estudiantes que obtuvieron las
notas mas altas en la prueba de matematica. Esta es la razén del por qué estos
puntos se encuentran alejados del grupo. De la misma manera en los colegios: 7,
8 y 9 se tiene puntos bajo la nube, que representan a los estudiantes con las mas
bajas notas en la prueba de matematica.
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Por las razones expuestas anteriormente dichos puntos no seran descartados,
debido a que estos estudiantes representan la realidad que existe en los distintos
colegios de estudiantes aplicados y estudiantes con bajo rendimiento.

Comprobar la hipétesis de normalidad de los residuos es sumamente importan-
te; por tal razén, a continuacion se presenta el gréafico de los residuos de nivel 1

estandarizados.
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Figura 4.13: Grdfico de probabilidad normal de los residuos estan-
darizados de nivel 1 del modelo con ordenada aleatoria, sin variable

explicativa.

El gréafico de probabilidad normal de los residuos estandarizados de nivel 1 de la
figura (4.13), se ajusta de forma lineal, lo que implica que la hipétesis de normalidad
se cumple para los residuos de nivel 1 (e;;) del modelo (4.1).

Ahora, se procedera a analizar los residuos de nivel 2, es decir, al nivel colegios
que se presenta a continuacion.
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Figura 4.14: Residuos de nivel 2 del modelo con ordenada aleatoria,
sin variable explicativa.

La figura (4.14) es un grafico oruga, donde se tienen los 12 residuos de nivel 2,
uno por cada colegio, y cada uno de ellos se encuentran identificados por nimero
(Anexo C), el colegio al que representan y la letra P y E, que significa particular o
estatal. Como se puede apreciar los colegios 7 y 9 son los colegios que tienen resi-
duos mas grandes y por ende son los colegios que presentan distancias mayores a
la regresién comun.

A continuacion se presenta el grafico de los residuos.
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Figura 4.15: Residuos de nivel 2 en funcion del niumero de colegios
del modelo con ordenada aleatoria, sin variable explicativa.

Como se puede apreciar en la figura (4.15) existe dos puntos alejados del resto,
que pudiesen ser considerados como puntos singulares. Pero dichos puntos repre-
sentan a los colegios 7 y 9 que son los que obtuvieron las mejores calificaciones en
las pruebas de matematica; es por esta razén que estos puntos se encuentran ale-
jados del resto. Por tal motivo, estos puntos no van a ser descartados en el modelo.

El grafico de normalidad de los residuos de nivel 2 se presenta a continuacion.
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Figura 4.16: Grdfico de probabilidad normal de los residuos estan-
darizados de nivel 2 del modelo con ordenada aleatoria, sin variable

explicativa.
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En la figura (4.16) del grafico de probabilidad normal no se ajusta de una manera
clara a una forma lineal, es por esta razén que a continuacion se procede a realizar
la prueba de Kolmogorov Smirnov (K-S) para verificar si los residuos de nivel 2
siguen una distribucion normal. Con lo que se contrastan las siguientes hipétesis:

H, : Los residuos de nivel 2 se ajustan a una distribucién normal.

H; : Los residuos de nivel 2 no se ajustan a una distribucién normal.

La prueba se la realizé en el paquete estadistico SPSS 16.0 dando los siguientes
resultados:

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Fesziduos

! 12
Marmal Parameters® Mean .0aao
Std. Deviation 2387

mMost Exreme Cifferences  Ahsolute 230
Positive 220

Megative =171

Kaolmaogarov-Smirnoy £ FB3
Asymp. Sig. (2-tailed) 605

a. Test distribution is Mormal.

Figura 4.17: Prueba de normalidad de K-S de los residuos de nivel
2 del modelo con ordenada aleatoria, sin variable explicativa.

como el nivel de significacion es mayor a 0.05, se acepta la hipétesis H,, es decir,
los residuos de nivel 2 siguen una distribucion normal.

4.2.2 Modelo con ordenada aleatoria, con una variable explica-
tiva

El modelo viene formulado de la siguiente manera:

Yij = Boj + Bixi; + eoij
Boj = Bo + uo;

de manera simplificada:

Yij = Bo + Pixi; + uo; + €oij (4.3)
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Para este modelo se ha incorporado como variable explicativa Prueba raz para
explicar parte de la variabilidad de Y. A continuacidén se muestra en la figura (4.18) la
correlacion positiva que existe entre las variables calificacién de matematica (Prue-
ba mat) y calificacion de razonamiento (Prueba raz).
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Figura 4.18: Variable Prueba mat vs. Variable Prueba raz.

Los resultados del modelo (4.3) con estimacion de MCGI en MLwin son los si-
guientes:

=% Equations !E E
P111eba_111at1.}. ~N(XE. Q)

Prueba_mat,; = g, Constante +0.074(0.027)Prueba_raz,
/30!.}. =4.543(0.731) +L¢EDJ. +e o
[;,,r Dj:| ~N(0, Q) : Q.= |:4 996(2 110)]

[e UU] ~N(0, Q,) : Q= [(5 865(0 393}]

-2#¥aglikelihood(TGLS Deviance) = 2933.768(607 of 607 cases i use)

| Hame | + | - |Add lermlgstimatesl Nunlinear| Clear | Hotation ‘Responses| Store | Help |Zuum|100 ;l

Figura 4.19: Resultados del modelo con ordenada aleatoria, con una
variable explicativa con estimacion de MCGI.

Podemos dar la siguiente interpretacion del modelo: si la Prueba raz se incre-
menta en un punto, la Prueba mat se incrementa en promedio 0.074 puntos para un
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estudiante aleatorio de un colegio escogido al azar.

Para constatar la significacion de la inclusién de la variable Prueba raz, se realiza
la prueba de significacion del parametro /;, con lo que se contrastan las siguientes
hipotesis:

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.1)
H; : Los datos se ajustan al modelo (4.3)

Modelo (4.1) | yij = Bo + woj + €oij
Modelo (4.3) | yi; = Bo + Bixi; + uoj + €oij

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de los
modelos (4.1) y (4.3) es mayor que el cuantil de la distribuciéon y? con un grado de
libertad, ya que 7 > 3.84(x*(1)).

El modelo (4.3) tiene cuatro pardmetros: coeficientes de regresion 5y y 1 y los
componentes de la varianza o2, y 02, donde u,; puede ser considerado como los
residuos a nivel de grupo o los efectos de grupo que no fueron explicados por .
La varianza residual 5%, como la varianza 5%, son menores en este modelo (4.3)
que en el modelo con ordenada aleatoria sin variable explicativa (4.1). La varianza
residual es menor debido a que las diferencias entre estudiantes son parcialmente
explicadas por la variable z y la varianza 52, es menor porque los colegios difie-
ren en promedio en las notas de Prueba raz, entonces el nivel estudiante también
explica parte de las diferencias entre colegios. La correlacion intraclase residual es
estimada por:

4.996

— I 4212 Lk
6.865 + 4.996 (@ # k)

Corr(yij’ykj | Tij, Thj)
Lo que indica que existe una correlacion del 42.12% en las notas de la Prueba
mat de dos estudiantes escogidos aleatoriamente en un colegio extraido al azar.

Graficamente cada colegio esta representado por una recta con pendiente 3; y
ordenada en el origen /3, + vug;, de manera que constituye un conjunto de rectas
paralelas, como se muestra a continuacion.
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Figura 4.20: Regresiones de 12 colegios segun el modelo con orde-
nada aleatoria, con una variable explicativa.

El parametro 5, varia aleatoriamente de grupo a grupo. El residuo de segundo
nivel u,; modifica el término de la ordenada, pero el coeficiente 3; es fijo. Entonces
las lineas de predicciones para los 12 colegios deben ser paralelas como se mues-
tra en la figura (4.20). Ademas se encuentran identificas con un color distinto cada
regresion por colegio y con el numero correspondiente a cada colegio (Anexo D).
Como se puede apreciar el colegio con las mas altas puntuaciones es un colegio
Privado, seguido de un colegio Estatal y los resultados mas bajos en su mayoria es
de estudiantes en colegios Estatales.

Ahora se presentan los resultados de las estimaciones de los parametros del
modelo (4.3) utilizando el Método de Cadenas de Markov Monte Carlo (CMMC),
con el muestreador de Gibbs y el método de Metropolis-Hastings (MH). Utilizando
para cada una de ellas informacién a priori para la estimacién de los parametros,
de una distribucion Gamma inversa y una distribucién Uniforme. A continuacién el
cuadro resumen de las estimaciones:
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CMMC-Gibbs CMMC-MH MCGI
~'(1;0.001) Uniforme ' ~1(1;0.001) Uniforme
Parametro | media e.e. | media e.e. | media e.e. | media e.e. | media e.ce.
Bo 4.515 | 0.756 | 4.543 | 0.948 | 4.527 | 0.730 | 4.547 | 0.938 | 4.543 | 0.731
51 0.075 | 0.027 | 0.073 | 0.027 | 0.075 | 0.027 | 0.073 | 0.027 | 0.074 | 0.027
%, 5.406 | 2.626 | 8.871 | 6.169 | 5.331 | 2.607 | 8.845 | 5.753 | 4.996 | 2.110
72 6.876 | 0.403 | 6.922 | 0.404 | 6.881 | 0.400 | 6.922 | 0.405 | 6.865 | 0.398
Desviacion 2,894.100 2,893.891 2,893.991 2,893.910 2,933.768
DIC 2,907.660 2,907.580 2,907.420 2,907.610
Cadena 22,000 465,000 200, 000 240,000

Tabla 4.4: Comparacion de estimaciones CMMC-Gibbs con
dos distribuciones a priori, CMMC-MH con dos distribucio-
nes a priori y MCGI del modelo con ordenada aleatoria, con
una variable explicativa.

A continuacion se procedera a realizar un test de significacién de los parametros
fijos y aleatorios obtenidos con cada tipo de estimacién del modelo (4.3) que se
presenta a continuacion:

Yij = Po + Bixij + uoj + €oij
Prueba de Hipétesis

Para el parametro 3, se plantea las siguientes hipétesis:

Hy: Bo=0
H1 . 50 7é 0
Se rechaza H, al nivel 5 %, ya que para todos los métodos de estimacion fg ) >

1.96.

La prueba de significacién del parametro 31, contrastan las siguientes hipétesis:

Hg . B\l = O
Hy: 81 #0
Se rechaza H, al nivel 5%, (B ;2

macion.

Para cerciorar que la variabilidad entre colegios es significativa, se procede a
comparar los resultados obtenidos con una nueva estimacién mediante el método
de MCGI del modelo (4.3) pero sin considerar la variabilidad entre los colegios, es
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decir, la varianza de u,; es cero; con lo que se tendria el siguiente modelo:

Yij = Boj + Biwij
Boi = Bo + €oij

de manera simplificada:
Yij = Bo + Brsj + eoij (4.4)

La estimacion del modelo tiene como resultados:
= S

! Equations
Prueba_mat,; ~ N(XZ, )
Prueba_mat; = gg,Constante + 0.193(0.029)Prueba_raz,

o = 2.546(0.366) +e
[‘-’ uz-j] ~N(0. Q.) © Q.= |:9 860(0 566)]

-2¥aglikelihood{IGLS Devianee) = 3111.689(607 of 607 cages in use)

- |.n.dd Ierm|§stima‘tes| Nonlinear| Clear | Hotation |Responses| Store | Help |Zooml100 Ll

+

| Hame

Figura 4.21: Resultados del modelo con ordenada aleatoria, con una
variable explicativa sin término ug; con estimacion de MCGI.

La exclusion del término uq; del modelo (4.3), tiene como efectos un mayor valor
de la varianza o, y un valor de la ordena 50 menor. Estos resultados se presentan
por no considerar la variabilidad entre grupos. Ademas se tiene que los parametros
Bo, B1 y 5%, son significativos al nivel 5 %.

Ahora se procede a realizar la prueba de significaciéon del parametro 52, con lo
se contrastan las siguientes hipotesis:

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.4)
H; : Los datos se ajustan al modelo (4.3)

Modelo (4.4) | yij = Bo + Bizij + €osj
Modelo (4.3) | yi; = Bo + Bixi; + uoj + €oij

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de los
modelos (4.4) y (4.3) es mayor que el cuantil de la distribucién y? con un grado de
libertad, es decir 177.92 > 3.84(x*(1)). Con lo que se puede concluir que las diferen-
cias entre grupos son significativas con todos los métodos de estimacion.
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Conociendo los resultados del test de significacién de los parametros, se pro-
cede a realizar un andlisis en conjunto de los pardmetros. Los resultados con la
estimacion de CMMC con una distribuciéon a priori Uniforme presentd valores de
varianza o2, altos al igual forma que sus errores estandar; pero las estimaciones
fueron significativas al nivel 5 %. Para los demdas parametros los resultados estima-
dos fueron parecidos y significativos con los diferentes métodos de estimacion.

Los valores de la desviacion con los métodos de CMMC son menores que el
de MCGI, lo que nos indica un mejor ajuste del modelo. Respecto al tamano de las
cadenas para la estimacion de los parametros, el método de CMMC-MH necesito
cadenas mas grandes que con CMMC-Gibbs, especialmente con una informacion
a priori de una distribucién Uniforme.

Con lo anteriormente descrito se puede concluir que la inclusion de la variable
Prueba raz en el modelo (4.3) fue significativa y presentdé mejor ajuste que en el
modelo anterior (4.1). Ademas, la estimacion de los parametros con el método de
CMMC tuvo mejores resultados que el método de MCGI. En especial el método de
CMMC con una distribucién a priori de una Gamma inversa, fue el que presenté los
mejores resultados tanto con el muestreador de Gibbs como con el método de MH,;
pero cabe sefalar que el muestreador de Gibbs fue el que resolvid la estimacion
de los parametros en un tiempo muy corto, ya que utilizé una cadena de tamano de
22, 000.

Residuos
A continuacién se presenta un grafico oruga de los residuos de nivel 1, que co-

mo se puede apreciar no distorciona del gréafico de residuos de nivel 1 del modelo
anterior (4.1).
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Figura 4.22: Residuos de niwwel 1 del modelo con ordenada aleatoria,
con una variable explicativa.

Debido a que en el modelo anterior (4.1) se realizé un andlisis exhaustivo de
los residuos y probables puntos singulares, para este modelo solamente vamos a
constatar que se cumplan las hipétesis de los residuos que siguen una distribucion
normal.
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Figura 4.23: Grdfico de probabilidad normal de los residuos estanda-
rizados de nivel 1 del modelo con ordenada aleatoria, con una variable
explicativa

En el gréfico de probabilidad normal para los residuos de nivel 1 (figura (4.23)),
se puede observar que los puntos se aproximan a una linea recta, lo que valida la



hipdtesis de normalidad.

A continuacion se presenta el grafico de residuos de nivel 2.
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Figura 4.24: Grdfico de probabilidad normal de los residuos estanda-
rizados de nivel 2 del modelo con ordenada aleatoria, con una variable

explicativa.
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Como se puede apreciar los puntos no se ajustan a una recta, por lo que se

procede a realizar una prueba de (K-S) contrastando las siguientes hipotesis:

H, : Los residuos de nivel 2 se ajustan a una distribucién normal.

H; : Los residuos de nivel 2 no se ajustan a una distribucion normal.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Residuos

M 12
mormal Parameters® hean ooon
Std. Deviation 229197

mMost Extreme Differences  Ahsolute Ma
Fositive 218

MHegative 17T

Kaolmogorow-Smirnay £ 754
Asymp. Sig. (2-tailed) B2

a. Test distribution is Marmal.

Figura 4.25: Prueba de normalidad de (K-S) de los residuos de nivel
2 del modelo con ordenada aleatoria, con una varitable explicativa.
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como el nivel de significacion es mayor a 0.05, se acepta la hipétesis H,, es decir,
los residuos de nivel 2 se ajustan a una distribucién normal.

4.2.3 Modelo con ordenada y pendiente aleatorias

El modelo con ordenada aleatoria se presenta:
Yij = Boj + Biwij + €oij
Si se tiene que 5, depende del grupo j:

Yij = Poj + Prjxij + €oij

Boj = Bo + uo,
B1j = B1+
de manera simplificada:
Yij = Bo + Brxij + o + u1;Tij + €oi (4.5)

El modelo planteado (4.5) en MLwin es el siguiente:

Prueba_maf, ~ N(XB, ) =

Prueba_mat, = 5, Constante + 3, Prueba_raz,
Bog = o Tuy tey
By =0 tuy

-

|" P | Store | Help |Znoml100 j

Figura 4.26: Modelo con ordenada y pendiente aleatorias.

Este modelo viene a ser mas complejo que los modelos vistos anteriormente,
ya que la pendiente 3;, varia aleatoriamente entre los colegios. Los parametros /5,
y 1 son la parte fija del modelo. Los términos w; y u;; son las variables residuales
al nivel colegio y ey;; la variable residual al nivel estudiante. Los términos wg; y w;
siguen una distribucion Normal multivariante (en este caso seria bivariante) con me-
dia cero vector y matriz de covarianza (2,,, de tamafo 2 por 2. Donde o2, representa
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la variacién entre las ordenadas de los colegios, o2, representa la variacién entre
las pendientes de los colegios y 0,01 €s la covarianza entre pendientes y ordenadas
de los colegios. Los resultados del modelo (4.5) con estimacion de MCGl son:

=4 Equations M=] E3
P111eba_111at1}. ~N(XB, Q)

Prueba mat, = g3, Constante + 3, Prueba raz,
_maty = fny By _raz,
By = 3.453(0.448) t « oy T €y

By =0.155(0.075) +x i

uy| ~N@, @) : g = [10040920)
“, -0.160(0.138) 0.039(0.028)
0] “N© Q) Q. [641900375)]

-2¥aoglikelihood(IGLS Deviance) = 2902.231(607 of 607 cases in use)

| Hame | + ‘ - |nddlerm|;" it |“ i | Clear | i |“ P | Store | Help |Zoom|100 j

Figura 4.27: Resultados del modelo con ordenada y pendiente alea-
torias con estimacion de MCGI.

Debido que el modelo (4.5) presenta dos parametros adicionales al modelo an-
terior (4.3), la varianza de la pendiente residual u,; y la covarianza entre la ordena
Yy ug;, Se contrastan las siguientes hipétesis para cerciorar su significacion.

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.3)
H; : Los datos se ajustan al modelo (4.5)

Modelo (4.3) | yi; = Bo + Bixi; + wo; + €oij
Modelo (45) Yi; = 50 + /81$¢j + Up; + U545 + €0ij

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de
los modelos (4.3) y (4.5) es mayor que el cuantil de la distribuciéon x? con dos
grados de libertad (debido a la inclusion de dos términos en el modelo), ya que
31.54 > 5.99(x2(2)).

El valor de la pendiente B, es 0.155 con error estandar de 0.075. Las pendientes
de los colegios varian alrededor de la media de 0.059 (72,). Las ordenadas de los
colegios también difieren, con media de 3.453 (error estandar de 0.448) y varianza
o2, de 1.004 (error estandar de 0.920).

Para la interpretacion de la varianza de las pendientes aleatorias, 52,, se debe

uls

consider en primer lugar que el promedio de las pendientes aleatorias es 5, y que
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la pendiente que representa al grupo j es 3, + ;. Debido a que u,;, es una varia-
ble aleatoria que sigue una distribucién normal con media BAl = 0.155 y desviacion
estandar \/8_31 = 0.24, entonces aproximadamente el 95% de los grupos tienen
pendientes entre 51 —1.960,, Yy 31 +1.965,:. Es decir, que las pendientes aleatorias
se encuentran entre los valores de —0.3154 y 0.6254. Esto implica que el efecto de
la Prueba raz es positivo para algunos colegios y negativo para otros.

La covarianza (0,0;) entre las ordenadas y las pendientes estimadas es de
—0.160 (error estandar de 0.138), el signo negativo expresa la tendencia en la re-
lacion lineal entre las ordenas y las pendientes, o que sugiere que los colegios
con ordenadas mas grandes tienden a tener pendientes menos pronunciadas y es-
to corresponde la correlacién entre la ordena y la pendiente (entre colegios). La
correlacion entre la pendiente aleatoria y la ordenada aleatoria es:

—0.160
/(1.004)(0.059)

La correlacién negativa entre la pendiente y la ordenada significa, que el ren-
dimiento promedio mas alto tiende a ser logrado mas, por las altas notas en ma-
tematicas de los estudiantes menos raciocinios que por las mas altas notas de los
estudiantes mas raciocinios.

Los resultados de los estudiantes varian alrededor de los colegios, residuos de
nivel 1 (ey;;), con varianza estimada es 6.419 (error estandar de 0.375).

La desviacion estandar de la variable Prueba raz es de 4.66, de todas las prue-
bas tomadas en los diferentes colegios. Debido a que la variable sigue una distribu-
cion normal, alrededor del 95 % de las notas se encuentran entre los valores de 4.30
y 22.56. Para estudiantes con notas en la prueba de razonamiento entre los valores
anteriores se tiene:

. _ ~2 ~ 9 ~9 ~92
Var(yi;| Prueba razi; = 4.30) =0, + 22:;0.01 + 27,0, + 0

—1.004 + 2(—0.160)(4.30) + (0.059)(4.30) + 6.419
=7.14

Var(y;j| Prueba raz;j = 22.56) =0. + 224001 + 3,00 + 0
—1.004 + 2(—0.160)(22.56) + (0.059)(22.56)% + 6.419
=30.23
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Como se observa la varianza del modelo se encuentre entre 7.14 y 30.23. A

continuacién se procede a calcular la correlacién que existe entre dos estudiantes
del mismo colegio.

Cov(yij, yrj| Prueba raz;; = 4.30, Prueba razy; = 22.56) =62, + Guo1(Tij + Tkj) + 0y TijTh;
—1.004 + 26.86(—0.160) + 0.059(97.10)
=2.44

Por lo tanto el coeficiente de correlacién es:

2.44
(7.14)(30.23)
=0.17

p(Yij, Y| Prueba raz;; = 4.30, Prueba razy; = 22.56) =

Esto implica que existe una correlacion positiva entre las dos variables, aunque
esta correlacion es débil.

Graficamente, a cada grupo se le asocia una recta con ordenada en el origen

Bo + ug; y pendiente f; + u,;, de manera que conforman un conjunto de rectas que
se cruzan como se muestra a continuacion.
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Figura 4.28: Regresiones de 12 colegios segin el modelo con orde-
nada y pendiente aleatorias.
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En la figura (4.28), el parametro 5y; y (:,, varian aleatoriamente de colegio a
colegio, debido a que los residuos de segundo nivel u,; modifica el término de la
ordenada y u,; modifica el término de la pendiente. Es por esta razon que las re-
gresiones se muestran como rectas cruzadas. Ademas se observa la identificacion
de cada colegio por un color distinto, con el numero correspondiente a cada cole-
gio (Anexo D) y las letras E o P, para indicar si este colegio es Estatal o Privado.
Ademas se puede identificar que para pocos colegios existe una fuerte correlacion
entre las variables Prueba mat y Prueba raz, ya que estudiantes que obtuvieron
altas calificaciones en matematica también lo obtuvieron en razonamiento, esto se
tiene en los colegios: 9P, 7E y 12P. A diferencia del resto de colegios que como se
puede observar esta correlacion es débil, debido a que se tiene estudiantes que ob-
tuvieron altas calificaciones en razonamiento y bajas calificaciones en matematica.

A continuacién se presenta el grafico comparativo del modelo (4.5) con el modelo
anterior (4.3), con el fin de observar la importancia de la variabilidad de la pendiente
en los modelos.
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Figura 4.29: Modelo con ordenada aleatoria Figura 4.30: Modelo con ordenada
y pendiente fija. y pendiente aleatorias.

Como se puede apreciar el modelo con ordenada y pendiente aleatorias refleja
el real desempeno de los estudiantes en las pruebas en los distintos colegios, a
diferencia del modelo con pendiente fija en donde no se puede observar la variabi-
lidad que existe entre los colegios.

Heteroscedasticidad

Como se observa no solamente los estudiantes dentro de un mismo colegio tie-
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nen valores de la variable respuesta correlacionados, sino que también la varianza

del modelo (4.5) depende de los valores de z, es decir, que el modelo presenta
heteroscedasticidad:

Var(y;;|Prueba raz;; = x;;) = 1.004 — 0.32x;; 4 0.059z7; + 6.419
La expresion de la varianza para el modelo (4.5) es un polinomio cuadratico con

respecto a z;;. Derivando esta ecuacion con respecto a x e igualandola a cero, se
tiene que alcanza su minimo en:

El grafico de la varianza del modelo se presenta a continuacién:
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Figura 4.31: Funcion de la varianza del modelo con ordenada y
pendiente aleatorias.

La linea curva de color azul es la variacion entre colegios y la linea recta de color
vino es la variacién entre los estudiantes, que como se puede observar es constan-
te. Como se determind anteriormente la varianza es minima para = = 2.71, fuera



94

del rango de valores para la variable Prueba raz que va de: 4.30 a 22.56; es decir, la
varianza residual a nivel colegios es una funcion creciente de z;;. Esto implica que
los colegios son mas variables para estudiantes con altas notas en razonamiento,
mientras que la variacion entre estudiantes es constante con la variable Prueba raz.

A continuacién se presentan los resultados de las estimaciones de los parame-
tros del modelo (4.5) utilizando el método de CMMC con el muestreador de Gibbs y
el método de Metrépolis-Hastings (MH), con informacidn a priori para la estimacion
de los parametros, como se detalla en la tabla.

CMMC-Gibbs CMMC-MH MCGI
'~1(1;0.001) Uniforme '~1(1;0.001) Uniforme
Par. | Media e.e. | Media e.e. | Media e.e. | Media e.e. | Media e.e.
Bo 3.445 | 0.530 3.424 | 0.762 3.439 | 0.507 3.455 | 0.762 3.453 | 0.448
551 0.159 | 0.081 0.162 | 0.121 0.160 | 0.079 0.149 | 0.128 0.155 | 0.075
o2, 1.650 | 1.371 5.168 | 5.701 1.624 | 1.324 5.178 | 5.875 1.004 | 0.920
ow1 | —0.249 | 0.231 | —0.637 | 0.817 | —0.244 | 0.222 | —0.643 | 0.832 | —0.160 | 0.138
o2 0.085 | 0.049 0.167 | 0.152 0.084 | 0.048 0.171 | 0.155 0.059 | 0.028
o2 6.432 | 0.376 6.456 | 0.379 6.431 | 0.377 6.458 | 0.380 6.419 | 0.375
Des. 2,853.020 2,851.716 2,853.342 2,851.730 2,902.231
DIC 2,871.520 2,872.910 2,872.080 2,872.920
Cad. 150, 000 155,000 267,000 350, 000

Tabla 4.5: Comparacion de estimaciones CMMC-Gibbs con
dos distribuciones a priori, CMMC-MH con dos distribu-
ciones a priort y MCGI del modelo con ordena y pendiente
aleatorias.

Antes de realizar un analisis general de los resultados de las estimaciones se
procede a realizar un test de significacién de los parametros fijos y aleatorios del
modelo (4.5) que se presenta a continuacion:

Yi; = Bo + B12ij + woj + u1;xi; + €oij

Prueba de Hipétesis

Para el parametro By se plantean las siguientes hipétesis:
Hy:Fy=0
Hy: o #0

Se rechaza H, al nivel 5 %, ya que para todos los métodos de estimacién 65%0) >
1.96.
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La prueba de significacién del parametro B,, contrastan las siguientes hipotesis:

HQIB\l:O

Hy - Bl # 0
Se rechaza H, al nivel 5%, ya que efél) > 1.96 para los métodos con CMMC-
MH y CMMC-Gibbs con una distribucién a priori de una gamma inversa y para el

método de MCGI.

Para la parte aleatoria del modelo (4.5), se lo compara con el modelo anterior
(4.3) con sus respectivos tipos de estimacion y se contrastan las siguientes hipote-
sis:

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.3)
H; : Los datos se ajustan al modelo (4.5)

Modelo (4.3) | yij = Bo + [rzij + uoj + eoij
Modelo (4.5) | yij = Bo + Prxij + woj + U125 + €oij

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de los
modelos (4.3) y (4.5) con sus respectivos tipos de estimacidén es mayor que el cuan-
til de la distribucion x? con dos grados de libertad. Es decir, la pendiente aleatoria
del modelo es significativa con todos los tipos de estimacién.

De los resultados obtenidos en los test de significacién de la estimacion de los
parametros, se tuvo que el parametro 5; no es significativo con la estimacion me-
diante CMMC con el método de Gibbs y MH utilizando como distribucién a priori
una uniforme. Ya que los resultados con esta distribucion fueron altos valores de
sus errores estandar, 1o que nos indica que la variabilidad del parametro con esta
distribucion a priori es alta. Este comportamiento de una alta variabilidad en la esti-
macion de los parametros que componen la matriz §) también se presento utilizando
como distribucion a priori una uniforme utilizando CMMC.

Con esto podemos concluir, que la utilizacién de la distribuciéon uniforme como in-
formacién a priori para estimacion de los pardmetros con los dos tipos de métodos,
no obtuvieron buenos resultados. Al contrario, la estimacion con una distribucion de
una gamma inversa como distribucién a priori obtuvo los mejores resultados de las
estimaciones con los dos tipos de métodos de CMMC.

En general los resultados de las estimaciones con los métodos de CMMC fueron
mejores, que con el método de MCGl, debido q que se obtuvo un mejor ajuste del
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modelo.
Residuos

Primeramente se presenta un grafico oruga de los residuos de nivel 1 del mode-
lo (4.5). Como se realiz6 un andlisis detallado de los residuos a nivel estudiantes
en el modelo (4.1), donde se concluy6 que presuntos puntos atipicos no seria des-
cartados del andlisis ya que estos representan el alto y bajo rendimiento de los
estudiantes en las diferentes pruebas. Por tal motivo Unicamente se constataran
sus hipdétesis de normalidad en este modelo.

=¥ Graph display |:| |§| E|

Constante

| |
0 160 320 480
rank

Figura 4.32: Residuos de nivel 1 del modelo con ordenada y pen-
diente aleatorias

A continuacién se presenta el grafico de normalidad de los residuos de nivel 1,
que es lineal, lo que sugiere que la hipétesis de normalidad es aceptable.
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=¥ Graph display
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Figura 4.33: Grifico de normalidad de los residuos de nivel 1 del
modelo con ordenada y pendiente aleatorias.

Los residuos de nivel 2 uy; y u;; se presentan a continuacion:
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Figura 4.34: Grdfico de normalidad de los residuos de nivel 2 del
modelo con ordenada y pendiente aleatorias.

Como se puede apreciar no se ajustan de manera exacta a una recta lineal, ra-
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z6n por la cual se procede a realizar la prueba de (K-S) contrastando las siguientes
hipotesis:

H, : Los residuos %, de nivel 2 se ajustan a una distribuciéon normal.

H, : Los residuos %, de nivel 2 no se ajustan a una distribucion normal.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Fesiduos uaj

I 12
Mormal Parameters® Mean .ooon
Std. Deviation F2IT2

Most Extreme Differences  Ahsolute 125
Fositive a0

Megative -134

Kolmogorow-Smirnoy £ AR8
Asymnp, Big. (2-tailed) 9

a. Test distribution is Marmal.

Figura 4.35: Prueba de normalidad de (K-S) de los residuos ug; de
niwel 2 del modelo con ordenada y pendiente aleatorias.

como el valor de significacion es mayor a 0.05, se acepta la hipdtesis que los resi-
duos 1, siguen una distribucion normal. Para los residuos u,; se tiene las siguientes
hipétesis:

Hy : Los residuos u,; de nivel 2 se ajustan a una distribucion normal.

H, : Los residuos u,; de nivel 2 no se ajustan a una distribucion normal.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Fesiduos ulj

N 12
Marmal Parameters® Mean .00oo
Std. Deviation 243048

Most Extreme Differences  Absolute 230
FPositive 230

Megative -.184

Kolmogorow-Srmirnoy £ FH8
Asymp. Sig. (2-tailed) 548

a. Test distribution is Mormal.

Figura 4.36: Prueba de normalidad de (K-S) de los residuos uy; de
nivel 2 del modelo con ordenada y pendiente aleatorias.

de igual manera no se rechaza la hipétesis H,, con lo que se concluye que los
residuos u;; se ajustan a una distribucion normal.
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4.2.4 Modelo lineal jerarquico de nivel 2

Se comenzé inicialmente con un modelo estructural basico (modelo vacio) y poco
a poco se fueron incorporando variables fijas y aleatorias al modelo inicial, tratando
que cada vez este modelo lineal jerarquico se ajuste de mejor manera a los datos
hasta llegar a un modelo final que retna todas las variables medidas y nos permita
evaluar el rendimiento de los estudiantes del cantdén Otavalo.

Para el modelo lineal de nivel 2 se van a incorporar las variables categoricas
Mujer y Privado, donde es 1 si es verdadero y 0 caso contrario. La variable Privado
se refiere al tipo de colegio.

Antes de llegar al modelo que se plantea posteriormente, se comprob6 que la
variable Mujer no es significativa al nivel estudiante; ademas las variables Mujer y
Privado tampoco resultaron significativas al nivel colegio, es decir, su variabilidad
entre los colegios no es considerable. En el Anexo E se presentan los modelos
que fueron descartados. Luego de los analisis hechos anteriormente se llegé al
siguiente modelo planteado.

<% Equations | |
Prueba_mat, ~ N(XB, ) =
Prueba_mat, = g, Constante + g, Prueba_raz; + 5, Mujer, + g5 Privado,

Buoy = Bo Ty ey

By =B tuy

By =05 e 3y

2
“y| ~NO, Q) : Q,= |0 :
My Ouni Oui W
3
oy ~N(0. Q) ¢ Q.= | %0
o
e3z} Cz03 Oa3

Hame + - AddTerm Estimates Clear  Hotation Responses Store J Help |ZDom|100 -

-

Figura 4.37: Modelo lineal jerdrquico de nivel 2.

El modelo que se presenta es el siguiente:
Yij = Boj + Bixij + Boxij + B3xij + eoij
donde 3, depende del grupo j y 53 depende del estudiante i.

Boj =Bo + wo;
Bij =P + uy;
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Bsi =53 + €3ij

de manera simplificada se tiene:
Yij = Bo + Brxij + uoj + wijTij + Paxij + Paxij + €oij + €315 (4.6)

Este modelo se diferencia del modelo anteriormente visto (4.5), ya que incorpora
la pendiente 3, que es fija y la pendiente f;; que varia aleatoriamente entre los
estudiantes. De esta manera los pardmetros: 5y, 51, 52 ¥ O3 son la parte fija del
modelo. Los términos wg; y uq; son las variables residuales a nivel colegio; eg;; y
es;; son las variables residuales al nivel estudiante. Los términos wg;, ui; Y eoi;,
es;; siguen una distribucion Normal bivariante con media cero vector y matriz de
covarianza 2, y 2. de tamafo dos por dos respectivamente. A continuaciéon se
presentan los resultados del modelo (4.6) con estimacion de MCGl:

B Equations |z| rﬁ'g"

Pnleba_nmt!.j. ~N(XB, )

Prueba_mat, = g, Constante + g, Prueba_raz, + 0.444(0.227)Mujer, + g3,Privado,
By =2.945(0.427) +uy ey,

Py =0.141(0.072) +u

P =1.261(0.629) +e 4

M’Dj N(O.. E—zu) . £_2u= 0 (‘!(‘!';{0 725)
iy -0.159(0.122) 0.053(0.025)
e 0ij s N(O. L—JQJ . Qg: 5.733(0.390)
€ 0 2.556(1.013)

-2*aglikelihood(IGLS Deviance) = 2887 356(607 of 607 cazes inuse)

Hame + -  AddTerm Estimates Clear  Hotation Responses Store | Help |200m{100 :_J

Figura 4.38: Resultados del modelo lineal jerdrquico de nivel 2 con
estimacion de MCGI.

Antes de proceder a un analisis de los valores en la estimacién de los parame-
tros, a continuacion se realiza un test de significacion de la inclusion de los para-
metros afadidos al modelo anterior.

El modelo (4.6) presenta tres parametros adicionales al modelo anterior (4.5), las
pendientes 3,, (5 y la varianza residual eg;;. Con esto, se contrastan las siguientes
hipdtesis para comprobar su significacion.

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.5)
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H, : Los datos se ajustan al modelo (4.6)

MOdGlO (45) yij = Bg + 51371']‘ + qu + Uljﬂfi]’ + eoij
Modelo (4.6) | vij = Bo + Bizij + woj + wijzij + Potij + Paxij + €oij + €3ijT4;

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de
los modelos (4.5) y (4.6) es mayor que el cuantil de la distribucién x* con tres
grados de libertad (debido a la inclusién de tres términos en el modelo), ya que
14.68 > 7.81(x%(3)).

Para este modelo se han incorporado dos variables categoricas. La variable Mu-
Jer no fue significativa al nivel estudiante y al nivel colegio (Anexo E), con lo que
podemos concluir que los resultados de las pruebas tanto en hombres como en
mujeres no difieren de manera significativamente entre colegios y los estudiantes.
A diferencia la variable Privado que resulto significativa su variabilidad a nivel estu-
diante.

Por dichas razones se llegé al planteamiento del modelo (4.6) y que presenta un
mejor ajuste a los datos como se comprob6 anteriormente. Debido a que el modelo
presenta dos variables categéricas se tendria cuatro posibles subgrupos como se
presenta en el cuadro a continuacion.

Subgrupos Valores de variables categoéricas | Valor promedio
mujer privado

hombre en estatal 0 0 2.945

mujer en estatal 1 0 2.945 + 0.444

hombre en privado 0 1 2.945 + 1.261

mujer en privado 1 1 2.945 + 0.444 + 1.261

Tabla 4.6: Cuadro de predicciones del modelo lineal jerdrqui-
co de nivel 2.

Analizando estos resultados podemos decir que las mujeres en colegio estatal
es 0.444 puntos mejor que los hombres en colegio estatal. Las mujeres en colegio
privado tienen 1.261 puntos mas que las mujeres en colegio estatal y (0.444 + 1.261)
puntos mejor que los hombres en colegio estatal. Los hombres en colegio privado
son 1.261 puntos mejor que los hombres en colegio estatal. Estos resultados fueron
interpretados cuando la variable (Prueba raz) es igual a cero.

De manera general podemos concluir que se obtuvieron mejores resultados de
las pruebas en colegios privados que en colegios estatales y fueron las mujeres las
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que tuvieron mejores notas que los hombres, aunque esta diferencia es muy leve.

La desviacién estandar de todas las pruebas de razonamiento tomadas en los
diferentes colegios es de 4.66. Debido a que dicha variable sigue una distribucion
normal, alrededor del 95% de las notas se encuentran entre los valores de 4.30 y
22.56.

Var(y;j| Prueba raz;; = 4.30) =0 + 22j0u01 + ¥5;0. + 0 + 2Tij0c0s + T}
=0.665 — 1.367 + 0.980 + 5.733 + 47.260
=53.27

ij 63

Var(y;j| Prueba raz;; = 22.56) = o2 + 22,0401 + ;E” 2 405+ 22,003 + 931] o2
=0.665 — 3.587 + 26.975 + 5.733 + 1, 300.885
—1,330.67

Es decir, la varianza del modelo se encuentra entre 53.27 y 1330.67.
Heteroscedasticidad

Como se vio anteriormente la varianza del modelo (4.6) depende de los valores
x, €s decir, que el modelo presenta heteroscedasticidad a nivel estudiante y a nivel
colegio. A nivel estudiante se tiene:

~2
Var(ylj ’ xl]) _Oe() + 2$Z]0603 + ng e3

=5.733 + 2.556xij
La heteroscedasticidad a nivel colegio es:

~2
VCLT'(yl] | xl]) _Ouo + 2*CEszuOI + 371] ul

=0.665 — 0.318z;; + 0.053z;

La expresion de la varianza del modelo (4.6) es un polinomio cuadratico con
respecto a z;;. Derivando esta ecuacion con respecto a = e igualandola a cero, se
tiene que alcanza su minimo en zj; = 5.30.
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Figura 4.39: Funcion de la varianza del modelo lineal jerdrquico de
nivel 2.

El gréfico de la varianza del modelo, presenta la variacion entre colegios con la
linea curva de color negro y las lineas de color verde es la variacion entre los estu-
diantes. Anteriormente se determind que la varianza minima a nivel de los colegios
es para x = 5.30 fuera del rango de valores para la variable Prueba raz que va de
53.27 a 1330.67, es decir, la varianza residual a nivel colegio es una funcién cre-
ciente de z;;. Esto implica que los colegios son més variables para estudiantes con
altas notas en razonamiento, mientras que la varianza a nivel estudiante es 5.733
en colegio estatal y 8.289 en colegio privado, lo que nos indica que los estudiantes
en colegio privado tienen notas mas variables.

A continuacion se presenta una tabla resumen de las estimaciones de los para-
metros del modelo (4.6) con distintos tipos de estimacion.
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CMMC-Gibbs MCGI

~1(1;0.001) Uniforme

Parametro | Media e.e. | Media e.e. | Media e.e.

5o 2.970 | 0.520 3.003 | 0.813 2.945 | 0.427

51 0.144 | 0.073 0.143 | 0.090 0.141 | 0.072

52 0.446 | 0.228 0.440 | 0.234 0.444 | 0.227

03 1.255 | 0.638 1.243 | 1.033 1.261 | 0.629

o2, 1.285 | 1.116 5.169 | 6.815 0.665 | 0.725

Ouol —0.254 | 0.203 | —0.596 | 0.843 | —0.159 | 0.122

o2 0.079 | 0.044 0.143 | 0.128 0.053 | 0.025

o2 5.786 | 0.390 5.755 | 0.393 5.733 | 0.390

o 2.807 | 1.081 2.717 | 1.109 2.556 | 1.013

Desviacion 2,844.308 2,847.399 2, 887.556
DIC 2,866.920 2,867.610
Cadena 5, 000 5,000

Tabla 4.7: Comparacion de estimaciones CMMC-Gibbs con
dos distribuciones a priori y MCGI del modelo lineal jerdr-
quico de nivel 2.

Antes de realizar un analisis general de los resultados obtenidos procedemos a
realizar un test de significacion de los pardmetros del modelo (4.6) que se detalla a
continuacion:

Yij = Po + Brxij + uoj + uixij + Pawij + Baij + €oij + €34T
Prueba de Hipétesis

Para los parametros fijos B;,coni=0,....3se plantean las siguientes hipétesis:

Hy:Bi=0
Hy: B3; #0

Se rechaza H, al nivel 5%, para todos los BZ coni = 0,...,3 para las estimacio-
nes con CMMC-Gibbs con una gamma inversa como distribucion a priori y MCGI. A
diferencia del método de CMMC-Gibbs con una distribucién uniforme a priori donde
se rechaza H, al nivel 5%, Unicamente para BO.

Para la parte aleatoria del modelo, se procede a comparar los resultados obte-
nidos con una nueva estimacion del modelo (4.6) pero sin considerar la variabilidad
a nivel estudiante de la variable Privado.

Yij = Bo + Pixij + uoj + urxij + Bawiy + Paxij + €oij (4.7)
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Los resultados son los siguientes:

<% Equations

Pmeba_matij. ~N(XE, )

Prueba_mat, = g, Constante + g, Prueba_raz, + 0.448(0.229)Mujer; + 1.118(0.602)Privado,
Poy =2841(0.483) +uy +ey,

By =0.150(0.077) +u

Byl N(0, g—zu) L= 1.085(0.936)
Uy -0.222(0.150) 0.061(0.029)

[eg] ~NO Q)¢ Q= [638800373)]

-2¥aglikelihood(TGLS Deviance) = 2895.583(607 of 607 cases in use)

Hame + -  AddTerm Estimates Clear  Notation Responses Store | Help ‘Ioomjﬂm LJ

Figura 4.40: Resultados del modelo lineal jerdrquico de nivel 2 sin
el término es;;.

La exclusion del término es;; tiene como efecto mayores valores de la varianza
0.0 Y de la matriz Q,,.

Ahora se procede a realizar la prueba de significacidén donde se contrastan las
siguientes hipotesis:

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.7)
H; : Los datos se ajustan al modelo (4.6)

MOdGlO (47) yij = BO + ﬁlxij + qu + Uljxi]’ + 52.’171']' + 63331] + 601’]’
Modelo (46) yij = BO + ﬁlxij + qu + uljxij —+ 52371‘]' + Bgl'ij + 601']' + egij.fL'ij

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de
los modelos (4.7) y (4.6) con sus respectivos tipos de estimacién es mayor que el
cuantil de la distribucion x? con un grado de libertad. Es decir, la variabilidad de la
variable Privado a nivel estudiante es significativa con todos los tipos de estimacion.

Con esto se puede decir, que con los métodos de MCGI y CMMC-Gibbs (con
una distribucién gamma inversa a priori) todos los parametros estimados, tanto la
parte fija del modelo como la parte aleatoria, son significativos. Ademas que la es-
timacién con el método de CMMC obtuvo un mejor ajuste que con el método de
MCGI.
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A diferencia de la estimacién con CMMC-Gibbs (con una distribucidén uniforme a
priori) la parte fija del modelo no es significativa excluyendo la ordenada (3,). Gran
parte de estos resultados es debido a que la utilizacion de la distribucion uniforme
como informacién a priori tiende a elevar los valores de los errores estandar para
cada parametro estimado y de manera especial para los elementos de la matriz de
varianza estimada Qu y ﬁe.

Residuos

El grafico de normalidad de los residuos de nivel 1 presenta una tendencia lineal,

N (_iraph display |Z| |§| b__q
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o o
o (']

o
D
y

nscore

Figura 4.41: Grdfico de normalidad de los residuos de nivel 1 del
modelo lineal jerdrquico de nivel 2.

verificando la hipétesis de normalidad.

Los residuos de nivel 2 uy; y u;; se presentan en la figura a continuacion:
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Figura 4.42: Grdfico de normalidad de los residuos de nivel 2 del
modelo lineal jerdrquico de nivel 2.

Con los graficos de residuos no se podria afirmar que siguen una distribucién
normal, por lo que se procede a realizar una prueba de hipétesis:

H, : Los residuos u; de nivel 2 se ajustan a una distribucion normal.

H, : Los residuos u; de nivel 2 no se ajustan a una distribucion normal.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Fesiduos udj

I 12
rMormal Parameters® Mean .000o
Std. Deviation BETTA

mMaost Extreme Differences  Absolute 47
Fositive AT

Megative -.242

kaolmogorow-Smirnoy £ .8aa
Asymp. Sig. (2-tailed) 484

a. Test distribution is Mormal.

Figura 4.43: Prueba de normalidad de (K-S) de los residuos ugj de
nivel 2 del modelo lineal jerdrquico de nivel 2.

Como el valor de significacién es mayor que 0.05, se concluye que los residuos
Ug; siguen una distribucion normal. De la misma manera se plantea la prueba de
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hipotesis para los residuos u;.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Fesziduos u1j

Pl 12
Marmal Parameters® Mean .onan
Std. Deviation 23144

host Extrerme Differences  Ahsolute 254
Fositive 254

Megative =202

Folmaogorow-Srmirnoy £ .ara
Asymp. Sig. (2-tailed) 424

a. Test distribution is Marmal.

Figura 4.44: Prueba de normalidad de (K-S) de los residuos ugj de
nivel 2 del modelo lineal jerdrquico de nivel 2.

Con esto se confirma que los residuos u;; siguen una distribucion normal.

4.3 Modelos de tres niveles y estructuras jerarquicas

mas complejas

4.3.1 Modelo lineal jerarquico de nivel 3

Para el modelo de nivel 3, se considera una estructura jerarquica de 3 niveles: las
unidades de nivel 1 son los 607 estudiantes de los décimos afos de Educacién Ba-
sica, las unidades de nivel 2 son los paralelos y las unidades de nivel 3 son los 12
colegios.

Del modelo lineal jerarquico de nivel 2 obtenido anteriormente, se incorpor6 para
este modelo de nivel 3 un nuevo nivel que son los paralelos de los distintos colegios
de los décimos anos y la variacion de la variable Mujer a nivel estudiante. La obten-
cién del modelo presentado a continuacion es el resultado de una serie de pruebas
y validaciones de los parametros que intervienen en el modelo.

A continuacion se presenta el modelo lineal jerarquico de nivel 3 planteado.
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3 quatons BED
Pmeba_mat!}.k ~ N(XEB, ) =

P11lel)ﬂ_11mtij.jc = P Constante + 73, hPrueba_razU.k + By Muj el T [ Privado;,
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Figura 4.45: Modelo lineal jerdrquico de nivel 3.

El modelo que se plantea es el siguiente:
Yijk = Bojk + B1sji + BoTijr + BsTiji + €oijk
donde (3, depende del grupo Kk, (s y (53 dependen del estudiante i.

Bojk =Bo + Vok + Uojk
Bk =01 + vik

Bai =2 + €

Bsi =53 + esiji;

de manera simplificada se tiene:
Yijk = Bo+ Brijie +Vok + ok +V1kTiji + Boiji + €2ijkTiji + P3iji + €oiji + €3ijrTije (4.8)

Los parametros 5y, 51, B2 Y B3 son la parte fija del modelo. Los términos vy y v1s,
son las variables residuales a nivel 3 (colegio); u,; es la variable residual a nivel 2
(paralelo); eqijk, €2k Y €31 SON las variables residuales a nivel 1 (estudiante). Los
términos (vok, vik), (to;) Y (€oijks €2ijk» €3i5x) Siguen una distribucion Normal con media
cero vector y matriz de covarianza ¢, 2, y 2. respectivamente. A continuacién se
presentan los resultados del modelo (4.8) con estimacién de MCGil:
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=¥ Fguations

P111eba_111at!.jk ~N(XE, )

Prueba_maty, = 7., Constante + 3, Prueba_raz,, + g, Mujer,, + g, Frivado,
Bog =27
Bix =0.149(0.074) +v
B = 0.413(0.200) +e 5
P = 1.361(0.679) te 4,

va| ~N@. ) o= [0950(1.025)
- -0.208(0.147) 0.055(0.026)

1] ~NO Q) Q= 0497(0.356)]

2(0.500) + v, +M0ﬁc +€D;}k

i  [sr060487)
ey “NO Q) Q= g 0.981(0.780)
¥ 0 -1.828(1.038) 4.281(1.680)

-2*aglikelihood(TGLS Deviance) = 2876.263(607 of 607 cases m use)

Hame + - AddTerm Estimates Clear  lotation PResponses Store | Help |200I'Il i

Figura 4.46: Resultados del modelo lineal jerdrquico de nivel 3 con
estimacion de MCGI.

Con los resultados del modelo (4.8), se procede a realizar un test de significa-
cién de este modelo con el modelo lineal jerarquico de nivel 2 (modelo (4.6)).

El modelo (4.8) presenta tres parametros adicionales al modelo anterior (4.6),
la varianza residual de nivel 2 (paralelo) g, la varianza residual es;;;, de nivel 1
(estudiante) y la covarianza eys,;;. Con esto, se contrastan las siguientes hipotesis
para comprobar su significacion.

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.6)
H, : Los datos se ajustan al modelo (4.8)

(4.6) | yij = Bo + Prxij + ug; + wr;miy + Boij + BaTij + eoij + €3ijTi

(4.8) | yije = Bo + Biiji + Vor + VikTijr + ok + BoTijk + €2ijkTijr + B3Tije + €oijk + €3ijkTijk

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de los
modelos (4.6) y (4.8) es mayor que el cuantil de la distribuciéon x? con tres grados
de libertad, ya que 11.29 > 7.81(x*(3)).
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Debido a que el modelo presenta dos variables categéricas se tendria cuatro
posibles subgrupos como se presenta en el cuadro a continuacion.

Subgrupos Valores de variables categoéricas | Valor promedio
mujer privado

hombre en estatal 0 0 2.772

mujer en estatal 1 0 2.772 + 0.413

hombre en privado 0 1 2.772 + 1.361

mujer en privado 1 1 2.772 + 0.413 + 1.361

Tabla 4.8: Cuadro de predicciones del modelo lineal jerdrqui-

co de nwvel 3.

De igual forma que en el modelo anterior (4.6), los resultados generales obteni-
dos son los mismos en este modelo de nivel 3. Las mujeres presentaron mejores
resultados en las pruebas que los hombres, tanto en colegios privados como en
colegios estatales. Los estudiantes de colegios privados obtuvieron mejores califi-
caciones que los estudiantes de colegios estatales. Estos resultados fueron inter-
pretados cuando la variable Prueba raz es igual a cero.

La desviacidén estandar de todas las pruebas de razonamiento tomadas en los
diferentes colegios es de 4.66. Debido a que dicha variable sigue una distribucién
normal, alrededor del 95 % de las notas se encuentran entre los valores de 4.30 y

22.56.

_ _~2 ~ 2 ~2 | ~2 ~ 9 ~9
Var(yijx| Prueba raz;j, = 4.30) =0, + 2210401 + Ti00 T 00 + 2Tik0c02 + Tjj30 0o

~ ~ 2 ~2 | ~2
+ 2%ik0e03 + 2Tijk0c23 + T 005 + Oy

=87.35

— 52 ~ 2 ~2 | a2 ~ 2 ~2
Var(yij| Prueba raz;; = 22.56) =0, + 27410001 + T3550,1 + 0o + 2Tijk0c02 + 1,09

-~ -~ 2 N2 ~2
+ 2j10c03 + 204jK0e23 + T3 0¢5 + 0o

=2, 620.79

Es decir, la varianza del modelo se encuentra entre 87.35 y 2, 620.79.

Heteroscedasticidad

La heteroscedasticidad a nivel estudiante es:

~2 ~ 2 ~2 ~ ~ 2 ~2
Var(yijrlir) = 0 + 22ijk0c02 + 355000 + 2Tijk0c03 + 2Tijr0c23 + T40c3

= 5.106 + 0.98127,, — 3.6562,), + 4.281x

ijk

ijk
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= 5.106 — 3.656x;5, + 5.2627

ijk
La heteroscedasticidad a nivel colegio es:
Var(yijk\xijk) = (/7\12)0 + 2xijk8v01 + $§jk312)1
= 0.950 — 0.4162;;, + 0.05527

ijk

A continuacion se presenta la siguiente tabla resumen con las estimaciones ob-
tenidas con los distintos métodos.

CMMC-Gibbs CMMC-MH MCGI
'~1(0.001;0.001) Uniforme '~1(0.001, 0.001) Uniforme
Par. Media e.e. | Media e.e. | Media e.e. | Media e.e. | Media e.e.

Bo 2.725 0.667 2.693 | 1.105 2.594 0.287 2.964 | 0.318 2,772 | 0.500

b1 0.169 0.108 0.154 | 0.132 0.152 0.021 0.105 | 0.024 0.149 | 0.074

Ba 0.421 0.236 0.446 | 0.236 0.423 0.215 0.415 | 0.205 0.413 | 0.200

B3 1.245 0.782 1.332 | 1.151 1.602 0.256 1.656 | 0.245 1.361 | 0.679

o2 1.839 1.655 8.048 | 9.381 1.244 0.590 2.651 | 1.854 0.950 | 1.025

ow1 | —0.344 0.274 | —0.909 | 1.083 | —0.251 0.125 | —0.593 | 0.425 | —0.208 | 0.147

02, 0.086 0.054 0.173 | 0.159 0.063 0.030 0.139 | 0.101 0.055 | 0.026

o2, 0.615 0.569 1.056 | 0.831 0.714 0.260 0.327 | 0.103 0.497 | 0.356

o2 5.289 0.525 5.204 | 0.512 5.099 0.502 5.245 | 0.497 5.106 | 0.487

o2, 0.900 0.806 1.063 | 0.855 1.257 0.793 1.048 | 0.782 0.981 | 0.780

Oe23 | —1.806 1.170 | —2.218 | 1.250 | —1.802 1.052 | —1.909 | 1.081 | —1.828 | 1.038

o2, 4.557 1.798 4.961 | 2.020 2.245 1.686 4.336 | 1.798 4.281 | 1.6890

Des. 2,827.257 2,822.289 2,817.507 2,823.003 2,876.263
DIC 2,856.480 2,854.580 2,826.350 2,832.680
Cad. 9,000 5,000 5,000 5,000

Tabla 4.9: Comparacion de estimaciones CMMC-Gibbs con
dos distribuciones a priori, CMMC-MH con dos distribu-
citones a priori y MCGI del modelo lineal jerdrquico de nivel
3.

Con estos resultados se procede a realizar un test de significacion de los para-
metros estimados del modelo (4.8), que se presenta a continuacion:

Yijk = Bo + B1Tsjr + Vor + Uok + VikTijr + PoTijr + €2ijuTiji + B3Tijr + €oijk + €3ijkTijk

Prueba de Hipétesis

Para los parametros fijos ;, con i = 0, ..., 3 se plantean las siguientes hipotesis:

Hy: B; =0
H135i7é0
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Se rechaza H, al nivel 5%, para todos los @ coni = 0,...,3 para las estima-
ciones con CMMC-MH con una gamma inversa, una uniforme como distribuciones
a priori y MCGl. A diferencia del método de CMMC-Gibbs donde se rechaza H, al
nivel 5%, unicamente para 30.

Para la parte aleatoria del modelo (4.8) se lo compara con el modelo lineal je-
rarquico de nivel 2, con sus respectivas estimaciones y se contrastan las siguientes
hipbtesis:

H, : Los datos se ajustan al modelo (4.6)
H; : Los datos se ajustan al modelo (4.8)

(4.6) | vij = Bo + B1zij + woj + wijzij + Poxij + Baxi; + €0ij + €3i%i;

(4.8) | yiji = Bo + Brixije + Vor + ok + Vikije + Boliji + €2ijkTijk + B3%ije + €oijk + €3ijkTijk

Se rechaza H, al nivel 5%, debido a que la diferencia de las desviaciones de
los modelos (4.6) y (4.8) con sus respectivos tipos de estimacién es mayor que el
cuantil de la distribucion x? con tres grados de libertad. Es decir, la inclusion de un
nuevo nivel (paralelo) y la variabilidad de la variable Mujer a nivel estudiante son
significativos con todos los tipos de estimacion.

Los resultados obtenidos con la estimacion de CMMC-Gibbs de la parte fija del
modelo no fue significativa con ninguna de las dos distribuciones a priori. A diferen-
cia de las estimaciones obtenidas con el método de CMMC-MH y MCGI donde si
fueron significativos todos los parametros del modelo (4.8). Las estimaciones con
el método de Cadenas de Markov Monte Carlo (CMMC) obtuvieron mejores ajustes
que con el método de MCGil, con lo que se puede concluir que la estimacién con
CMMC-MH con una Gamma inversa presenta el mejor ajuste.

La modelizacion de los datos en una estructura jerarquica de nivel 3 ha permiti-
do tener mejores resultados en el ajuste de los datos al modelo. Esto se ve reflejado
en la disminucidn del valor de la desviacidn en los diferentes modelos planteados
desde el inicial.

Finalmente se puede decir que los modelos jerarquicos multinivel constituyen
uno de los andlisis mas adecuados para el tratamiento de datos jerarquizados o
anidados; convirtiéndose en una estrategia clave para la investigacién educativa.

La mejora en la calidad de los resultados de los modelos multinivel a diferencia
de la regresion lineal tradicional (a un solo nivel) es clara, debido a que en los mode-
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los multinivel se puede estimar la aportacién de cada nivel en analisis, considerando
que los estudiantes de un mismo grupo comparten una serie de caracteristicas dife-
rentes a los estudiantes de otros colegios. Esto no se podria analizar en el modelo
tradicional debido a que consideraria a los estudiantes como unidades individuales
de analisis e independientes ignorando la agrupacion de los mismos; y esto se veria
reflejado en la subestimacion de los parametros del modelo.

Otro aporte importante de los modelos multinivel es que contienen parametros
fijos y pardmetros aleatorios. En lo modelos de regresion clasicos los parametros
que se estiman son la ordenada (o punto de corte) y las pendientes, que son para-
metros fijos, es decir, comunes a todos los sujetos y son estimados a partir de los
datos.

Estas son algunas de las mejoras que se tienen en la utilizacién de los modelos
multinivel.

4.3.2 Modelo de ecuaciones estructurales multinivel

A continuacion se presenta la aplicacion de los modelos de ecuaciones estructura-
les multinivel realizando un AFC multinivel. Se consider6 los 231 estudiantes de los
terceros anos de Bachillerato de los 12 colegios que se les aplicd las pruebas de
matematica (MAT), razonamiento (RAZ), lenguaje (LEN) y comprensién de lectura
(LEC).

En la siguiente figura se muestra el diagrama de senderos propuesto para el
AFC a nivel estudiante y a nivel colegio.

8, | mET A
21
'¢"21
8

Figura 4.47: Andlisis Factorial Confirmatorio a nivel estudiante-
colegio.
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El modelo planteado presenta cuatro variables observadas exégenas MAT y
RAZ que explican su variabilidad en el factor comun no observado (variable latente
exdgena) llamada HNUM que representa la habilidad numérica de los estudiantes.
Las otras dos variables observadas exdgenas son LEN y LEC que se encuentran
explicados por el factor comun (variable latente exégena) HVER que es la habilidad
verbal. La ecuacién del AFC es la siguiente:

Ry W)

donde z son las variables observadas exégenas del modelo, ¢ los factores comu-
nes (variables latentes exdgenas), A, la matriz de coeficientes de variables exdge-
nas (cargas factoriales) y 6 son los errores de medicion de las variables exégenas
(factores especificos). En forma matricial se tiene:

MAT A1 0 &
RAZ | | x 0 HNUM 5o
LEN | | 0 s ( HVER ) 85
LEC 0 Ao 04

Ahora se procede a calcular los grados de libertad del modelo planteado:
1
gl =5[(4+0)(4+0+1)] =5
=5

Como se explicé en el capitulo 2, los grados de libertad del modelo son mayo-
res a cero, entonces el modelo es sobreidentificado, lo que permite una adecuada
estimacion de los parametros.

Los resultados obtenidos mediante la estimacién de Minimos Cuadrados Gene-
ralizados se muestran a continuacion, el AFC a nivel estudiante es:
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20 - MAT

Chi-Sguare=1719, df=5, P-walu==0.00010, EMSEA=0.001

Figura 4.48: Resultados del AFC a nivel estudiante

Para el AFC a nivel colegio se tiene:

=030 b MAT

Chi-Sguare=17.19, df=5, P-wvalu==0.00010, EMSEA=0.001

Figura 4.49: Resultados del AFC a nivel colegio

Todos los parametros estimados resultaron significativos al nivel 5%. De los re-
sultados obtenidos se aprecia que los errores de medicion (factores especificos) de
las variables observadas exdgenas en el modelo a nivel estudiante son mayores
que en el modelo a nivel colegio, esto se debe a que los estudiantes presentan
mayor variabilidad en sus notas de manera general a diferencia del modelo a nivel
colegio donde esta variabilidad se ve disminuida debido a que la medicidén en este

nivel es de grupo y no existen mayores diferencias en las notas con los diferentes
colegios de forma general.

Las cargas factoriales de las variables M AT y LEC respectivamente fueron las
de mayor impacto para los factores comunes HNUM y HV ER respectivamente
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tanto en el modelo a nivel estudiante como en el modelo a nivel colegio.

Con respecto a los factores comunes podemos decir que la habilidad verbal a
nivel estudiante es mas fuerte que la habilidad numérica, a diferencia a nivel colegio
donde la habilidad numérica es el factor mas fuerte, debido a que presentan valores
mas altos.

El indice RMSEA de calidad de ajuste, el cual un valor cerca a cero indica un
mejor ajuste y valores altos indica mal ajuste. Como el valor del RMSEA < 0.05
indica que el modelo propuesto tiene un buen ajuste de los datos. De igual forma el
test estadistico x? es significativo.



CAPITULO 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1 Conclusiones

e El analisis multinivel es una herramienta muy importante y poderosa al mo-
mento de identificar las relaciones dentro de los grupos y entre los grupos.

e Los modelos jerarquicos permiten obtener estimaciones estadisticamente efi-
cientes de los coeficientes de regresion ya que la informacion de las agrupa-
ciones permite corregir los errores estandar que son mas conservadores que
los modelos de regresion tradicionales que ignoran la agrupacion.

e Los modelos de ecuaciones estructurales son una potente herramienta cuan-
do las unidades de observacion forman una jerarquia de grupos anidados y
algunas variables de interés en el estudio deben ser medidas por una o con-
junto de variables no observadas.

e La estimacion mediante Cadenas de Markov Monte Carlo debido a que incor-
poran suposiciones de distribuciones sobre los parametros a estimar, lo vuelve
un método muy efectivo sobre otros métodos de estimaciéon al momento de la
obtencién de resultados.

¢ La hipoétesis planteada en el plan de titulacion respecto a la obtencién de me-
jores resultados en la estimacion de los parametros con el método de CMMC
fue verdadera.

e En la aplicacién de los modelos jerarquicos multinivel en la medicién del ren-
dimiento de los colegios en el canton Otavalo, dio como resultados que los
estudiantes de los colegios privados obtuvieron mejores notas que los cole-
gios estatales y en especial el género femenino obtiene notas mas altas que
el género masculino.

118



5.2

119

La estimacion con CMMC-Gibbs present6é mejores resultados que con CMMC-
MH, debido a que las estimaciones de los parametros fueron significativas y
el ajuste de los modelos en forma general fue mejor.

El Analisis Factorial Confirmatorio (AFC) multinivel permite conocer los facto-
res comunes que tienen mayor peso en los diferentes niveles.

Recomendaciones

Debido al poder del andlisis multinivel para identificar la variabilidad de los
grupos, dentro y entre ellos, se recomienda el uso de esta herramienta para
estudiar problemas sociales y llevar este mismo tipo de analisis a una apli-
cacion a nivel nacional, debido a su eficiente resultado como herramienta de
analisis.

La eficiencia de los modelos de ecuaciones estructurales multinivel debido a
que utiliza tres tipos de analisis como son: multinivel, andlisis factorial y ana-
lisis de senderos, se recomienda su uso con la finalidad de describir las rela-
ciones entre variables en una estructura jerarquica para posibles resoluciones
de problemas de tipo social, cientifico, educacional, etc.

Cuando se realiza un planteamiento de un problema se puede proponer varios
modelos y al momento de realizar la especificacién de los mismos y pruebas
de hipétesis ver cual de ellos es el que presenta el mejor ajuste.

En la elaboracién de modelos multinivel enfocados a medir el rendimiento de
instituciones educativas, la inclusion de variables como: perfil del educador,
infraestructura fisica, politicas de la institucidn, padres de familia, entre otras,
serian muy adecuadas para mejorar los resultados en estos modelos.

Con la implementacién por parte del Ministerio de Educacién de aplicar prue-
bas homogéneas a nivel nacional en las diferentes instituciones educativas, la
elaboracion de un modelo multinivel seria la mejor herramienta que se pudie-
ra aplicar para poder medir el rendimiento de los estudiantes en las diferentes
regiones del Ecuador tanto en las instituciones publicas como en las institu-
ciones privadas.
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ANEXO A

Demostracion que la varianza

observada entre grupos es insesgada

Por demostrar:

2

o
2\ _ 2 0 . 2
E(S ) = 00 + o T cuando w es grande

La varianza observada entre grupos de diferentes tamanos es:

N
1
Sc?ntre _w(N o 1) an(yj Yy )2
7j=1
N

- 2 o — | -2
_mzn](y.j 29,9 +7.)

j=1
N N
—— L (S u -2 S g+ M
w(N —1) s —
N
_ ._2A — 9T (M7 —2M
w(N = 1) ;nay.] y.(My)+y.

N
—————— > n —2My + M@?)

Jj=1

N
1 —2 _9
=¥ D)\ 2=~ My..>
j=1

Las hipotesis planteadas del modelo multinivel de nivel 2 (capitulo 1) son: E(u;) =
0, E(U%j) = o5y Y Elugj,uep) = 0 para j # j';y Ee;) = 0, E(G(Z)ij) =04 Y
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E(GOija eOi’j’) =0 para 7 7£ v y] 7é j/, Yy E(U()j, 60,‘/]‘/) =0.Con lo que tenemos:

_ ZN njuoj — _ i
st e (s B )

SN 2@+ SN SN ngn g g
—ME <5g+ j=1 j 07 ]?\]42 g#3" 11t 7 07

Z] 121—1 O’Lj + Zg;ﬁ] Z];ﬁ] Zz;éz ZZJ&Z’ 60ij60i'j/>

M?

U 2SN €
+ME< BOZJ 17 0]) —i—ME(QBOE..)-i-ME( Zj_;\/—lj 0j )

+ME<

MY n2o? M
:MB§+ 2.7];2 J UO+O Z] ]1\421 1 eO

) N
:Mﬂg‘f' uOZJ_l ]+O_2

+0+0+0+0

de manera similar se tiene:
N N
" (Z ”J‘yi’) =D n;B(fo + ug; +2,)°
j=1 j=1
=M@ + Mo, + No?, (A.2)

restando (A.1) de (A.2) y multiplicando por el término se tiene:

( -1)

E(Sgntre) :m [030 (M - #) + U?O(N - 1)]

N 2
IR TR SV 21" e
w | (N —1) M <0
es asi que w = (M Ei J), lo que resulta:

2

g
E(S?,..) =02 + 2L~ o2, cuando w es grande
w

entre



125



126

ANEXO B

Certificacion de la Direccidon

Provincial de Educacién de Imbabura

ministerio de
educacion G

ECUADOR
DIRECCION DE EDUCACION HISPANA DE IMBABURA

na0i98s

Seflor 03 M 2

Mario Fernando Coba Cisneros
Ciudad -

De mi consideracion:

En referencia al oficio sin nimero del 30-04-2012, comunico a usted que esta direccion
autoriza el ingreso a los establecimientos educativos del nivel medio del canton Otavalo,
con la finalidad de que aplique test de Matematica, Lenguaje y Razonamiento a los
estudiantes; en virtud de que dichos test se encuentran validados por la Facultad de
Ciencias de la Escuela Politécnica Nacional previa el otorgamiento de la Ingenieria
Matematica.

Dr-Angel Castillo Rueda N
DIRECTOR PROVINCIAL DE EDUCACIO

Jairo Teran/SE-!
Fornandis Guorr 953’724
2012-05-02

Ibarra: Calle Liborio Madera 460 y Sucre
Telf.: 062 950 331 - 062 641 182 - 062 611 309 - 062 611 797 - 062 640 783
Direccién electrénica: dirhispana.imbabura@educacion.gob.ec



ANEXO C

Pruebas aplicadas

ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

Test de Lenguaje y Comunicacién
Décimo Afio de Educacién Basica

Establecimiento: Paralelo e

Género: Edad: .o

AGUDAS, GRAVES Y ESDRUJULAS

1. Coloque latilde en las siguientes palabras que la llevan.
Si me amas de verdad, demuestramelo, asi me dijo Monica cuando aparecio ese
miercoles por la tarde. Me quede extatico, eso, sin contar que por naturaleza soy

timido. Nada le conteste y enmudeci hasta el proximo sabado.

Viun condor que volaba placidamente sobre los riscos de la cordillera. Yo también dijo
Andres y se subio sobre un pefiasco desde donde diviso la verdura de los arboles

dispersos en la llanura tropical.

Unas chicas simpaticas vienen con Veronica, Julian, Micaela y Juan Sebastian;
seguramente iran a dar un paseo con Maripaz, que su contemporanea. Cristian, que es

padre de las graciles jovenes, pidio a Damian que las acompafiara.

cancion Alcala oceano rodapie Juan

devoto domingo 0seo estomago humildad
devocion Bolivia linea brujula institutriz
Bolivar Bogota lineal visceversa jamas
sicologo biologo horoscopo visera Francisco
sensacional dificil frejol requiem dubitacion
dificiles placidas doctor arboles pobreza
Pacifico oceanico imagen agradecelo olvidalo
tropico seis dieciseis vigesimo Mediterraneo
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En cada espacio escriba la letra que falta. Aytdese para ello de los significados o
términos sindnimos de la columna intermedia. Con la palabra obtenida,
complete las oraciones de la columna de la derecha.

a_ ism

a_o _ ornar
a_omi ar
a_ori_en

a ov d r

a_sc_ s
a_scia
au_enti_ _ o
a ste i
a_alan _ a
a__asa ar

a__enta__ar
a_ ergon_ ar
a_erf
a_eri uar

a_er iotm

a_ icul  ura

Aparato para calcular.
Iglesia, monasterio.
Llenar por completo.
Profundidad grande.
Avergonzar.

Aborrecer o condenar.
Nativo, indigena.
Cubrir con una bdoveda.
Acumulacién de pus.
Coordenada horizontal.
Falta o ausencia.

Que no beba alcohol.
Alud.

Atropellar, arrollar.
Sacar ventaja a otros
Producir vergiienza.
Dafio o rotura.

Indagar, preguntar.
Antipatia.

Cria de aves domésticas.

Ambicioso, hambriento.

Poner mas vivo, animar.

Hice una suma con el
El abad esta en la

No debemos

Cayod enel

No debes

Tienes que
Descubrimos un

El ingeniero ordend
Se le ha formado un

Lalinearojaesla

labodega.

a tus padres.

los vicios.

enla isla.

la capula.

en el brazo.

en el grafico.

Debemos evitar el de los obreros.

Ricardo esun

Se produjo una

No te dejes

Este competidor vaa
No te debes

El coche sufrié una

, ho ingiere licor.

en la montafia.

por nadie.
atodos.

de tus actos.

Vea su direccion.

Siento

por ese individuo.

El ingeniero se dedicaala
Estoy de noticias buenas.

Hay que el fuego.
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ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

Test de Lenguaje y Comunicacion
Tercer Afio de Bachillerato

Establecimiento: .......cccieaiiiiiei e e e Paralelo: ....ccooeeiiiiviiiien,

L61=3 07=) o TSP

Edad: v i

SINONIMOS
1. Escoja la palabra que tiene significado semejante de la escrita con maytscula. Subraye la
palabra escogida.

VERTER PROPONER [RRADIAR PREVISOR

a) llenar a) producir a) solear a} confiado

b} coger b} tender b} brillante b}premeditado
¢} observar ¢) proclamar ¢) energizar ¢} asediado

d} vaciar d} reducir d}apagar d}precavido

e} coser e) plantear e}centellar e}astuto

2. Sefiale el sindnimo que puede sustituir a la palaba en negrita y subrayada, segin el
contexto de la oracion. Subraye la palabra escogida.

Los hombres inteligentes no abandonan sus ideales, luchan por ellos.
a)perfecto b} ejemplo c) suefio d) magnifico e)modelo

Pese al dolor, el herido no pronuncid ningtin lamento.
aJalborozo b} latente ¢} queja d) gemido e)avayay

Al recibir la noticia, tu hermana sinti6é una gran afliccion.
a)tristeza b} arrepentimiento  ¢) alegria d) afluencia e} era

El cazador sentia acercarse el momento.

aladvertia b} percibia ¢} lamentaba d) presentia e} comprendia

ANTONIMOS
3. Escoja la palabra que es anténimo de escrita con maytscula. Encierre la palabra

escogida.

DELIBERADO OBSOLETO INEFABLE ESCARNIO

a) volitivo a} languido a) sustentable a) ofensa

b} inusual b} apropiado b} manifestable b) fauna

c} imprevisto ¢} sosegado c) decible c} alabanza

d} involuntario d} taimado d} inestable d) afrenta

e} ocasional e} arcaico e} descifrable e} catilinaria

4. Seiale el antonimo de las palabras escritas en negrita y subrayada. Encierre la palabra
elegida.

En los paises en desarrollo es alto el indice de desnutricion infantil.
ajretroceso b} atraso ¢) empobrecimiento d)limitacién e} subdesarrollo
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La desnutricidn infantil origina seres tarados, resentidos, inadaptados...
ajnormal b} formado ¢} limpio d} proporcionado e} correcto

El tercer mundo carece de una politica concorde al crecimiento poblacional.
a)ineptitud b} incapacidad ¢} inhabilidad d} torpeza e} incorreccién

La desnutricién infantil genera en todo tipo de defectos y malformaciones.

ajregenera b} reforma c) pureza d} virtud e} mejora

TERMINO EXCLUIDO

5. Identifique la palabra que no comparte el nicleo de significado de la palabra guia. Tache
la palabra fuera de contexto.
DESARRAPADO OBJETAR INDAGACION ANEJO
a) harapiento a) impugnar a) investigaciéon a) afioso
b} humilde b} debatir b} busqueda b} viejo
c} andrajoso ¢} contradecir c) cuestionamiento ¢} averiado
d} pingajoso d} refutar d} averiguacion d} vetusto
¢} haraposo e} rebatir e} exploraciéon e} antiguo
FRASES INCOMPLETAS

6. Elijala palabra o frase que al insertar en la oracion complete mejor su significado. En el
espacio ponga el literal elegido.

Una gran artista no debe ser juzgada , sino por su creacidn total.
a} solo por su musica b} solo por un poema ¢} solo por uno de sus cuadros
d) poruna sola de sus obras e} por una tinica escultura

- Aunque las calificaciones de Jorge eran , Sus padres estaban .
a) excelentes - felices b} malas - furiosos ¢} deficientes - descontentos
d} aceptables - molestos e} muy buenas - interesados

- Los animales pueden de muchas formas los problemas por los cambios
estacionales.
a} soportar - comunitarios b} afrontar — causados ¢} rechazar - proporcionados
d} esquivar - esperador e} someter — propiaciados

- son los que acuden en lo bueno al ser llamados y en las vienen solos.
a) Amigos - adversidades b} Rateros - cantinas ¢} Humanos - desgracias
d} Nifios — Navidades e}Jovenes — vejez

ANALOGIAS

7. Seleccione el par de palabras que mejor expresa la relacion manifestada por el par

original. Encierre el literal correcto.

QUEMAR: FUEGO CUADRADO: CUBO MADERA: CARPINTERO
A viajar: agua A circulo: cilindro A fusil: soldado

B mojar: agua B circulo: elipse B hierro: herrero

C esparcir: agua C circulo: évalo C bisturi: cirujano

D mitigar: agua D circulo: parabola D andamio: albafiil

E reunir: agua E circulo: circunferencia E arcilla: alfarero
TESTIGO: VERAZ AVION: PASAJE CASA: ESCALERA

A arbitro: neutral A pantalones: correa A calle: acera

B condenado: culpable B rifa: boleto B virtud: gloria
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C monte: camino
D edificio: ascensor
E punta: eje

C hombre: sabio
D discusion: lucha
E baile: pareja

C baile: pareja
D caminar: calles
E hombre: sabio

BRILLO: BRILLANTE ALIMENTO: HAMBRE 369:123

A color: rojo A comida: sed A 386:122
B amarillo: rojo B calor: saco B 896:232
C ventana: azul C gusano: tierra C 927:373
D luz: fuego D vitamina: vitaminosis D 639:213
E feliz: embelesado E feliz: embelesado E 369:133
COMPRENSION LECTORA

8. Lea con atencion los siguientes fragmentos de lecturas y escoja la Gnica respuesta correcta de
las cinco afirmaciones que siguen a cada pregunta. Tache completamente el literal

correspondiente.

LECTURA1.

Magia adormecedora vierte el rio

en lacalma mondtona del viaje
cuando borralo lejos del paisaje
lasombra que se extiende en el vacio.
Oculta en sus negruras al bohio
lamarafia tupida, y el follaje

semeja los caldos de un encaje,

al caer el crepUsculo sombrio.

1.Laidea principal del texto es

A.Hay muchas sombras en el camino

B. Los bohios negros estan ocultos en el camino.

C. Cae el crepuisculo como un encaje.

D. La calma hace aburrido el viaje y las sombras no
dejan ver el paisaje.

E. Cuando anochece hay muchas sombras.

2. Laformaen que esta presentada esta lectura es:
A.Enprosa

B.Enprosayenverso

C.Enverso

D. Enforma dialogada

E.Esunasintesis

3. Se afirma que en la primavera:
A. Elviaje es muy placentero.

B. Elviaje es borrascoso.

C. Elviaje es aburrido.

D. Elviaje es peligroso.

E. Elviaje es muy instructivo.

LECTURA2.

Una de las mayores estatuas que se ha construido
hasta hoy se realizé en Francia. Después fue
embarcada y cruzé el Atlantico. Se la conoce
popularmente con el nombre de “Estatua de la
Libertad”, pero su verdadero nombre es “La libertad
iluminando al mundo”. Se encuentra en la isla de la
Libertad , en la bahia de New York. Es la figura de una
mujer vestida con larga tunica, que sostiene, con su
brazo derecho levantado, una antorcha. Representa la
libertad. El autor fue Frederic Auguste Bartholdi, y para
fabricarla se moldearon grandes planchas de cobre que
se montaron y soldaron después sobre una armadura
de hierro.

En Paris, Francia hay unareproduccion de la estatua de
laLibertad en un puente sobre el rio Sena.

4. Eltitulodelalecturaes:

A.Un paseo por laisla de la Libertad.
B. La fabricacién de planchas de cobre.
C. Recorrido sobre el rio Sena.

D. LaEstatua de la Libertad

E. Historia de las estatuas de Francia.

5. De acuerdo al contenido del texto, es verdad que:
A.LaisladelaLibertad se encuentra en Francia.

B. Laestatua fue construida en New York.

C. La estatua de la Libertad esta ubicada en una Bahia
de New York.

D. Laestatuarepresentala lealtad.

E. Sostiene con su brazo derecho una espada.

6. También podemos afirmar que:

A. Laestatua fue un regalo hecho a Paris.

B. La estatua de la Libertad es una de las mas grandes
que se ha construido hasta hoy.

C. Laestatua fue construida sobre una base de cobre.
D. Laestatua de la Libertad esta ubicada en el rio Sena.
E. Esta estatua fue transportada por aire.

7.Ademas se puede afirmar que:

A. Esla estatua mas antigua del mundo.

B. Suautor viajé a América para construir la estatua.

C. Elnombre con el que se la conoce popularmente a la
estatua no es el verdadero.

D. La estatua se puede ver desde cualquier parte de
New York.

E. También se denomina “Paso ala libertad”.

8. El texto desarrolla como tema central:
A.Unaalegoriaalalibertad

B. Una historia ficticia

C. Moraleja alahumanidad

D. Uninforme cultural

E. Una narracion cientifica

LECTURA3

La fotografia solo comenzo a existir realmente hace
unos 140 afos. Dos cosas son necesarias: la
produccién de una imagen y un método para fijarla,
haciéndola permanente. Ya en el siglo IV a.C. se sabia
que los rayos de luz del exterior pueden penetrar por un
orificio en un cuarto oscuro y proyectar una imagen
sobre una de sus paredes ennegrecidas.

Este método de producir imagenes se llama camara
oscura. Se utilizé por primera vez en Arabia durante el



siglo XI, para la observacién de los eclipses. En 1970
Tomas Wedgewood (inglés), intentd hacer por primera
vez una fotografia, con algun éxito.

9. Eltitulode lalecturaes:
A.Lacémaraoscura

B.los eclipses

C. Lasimagenes ennegrecidas
D. Lahistoria de la fotografia
E.Losrayos de luz

10. De acuerdo con el contenido del texto se afirma
que:

A. Para la produccién de una fotografia se necesitan
varias imagenes.

B. El método de producir imagenes se llama camara
oscura.

C. la observacién de los eclipses se hizo por primera
vezenArabia.

D. El inglés Tomas Wedgewood fracasé en su intento
de realizar una fotografia.

E. Lafotografia comenzé a existir hace 40 afios.

11. Segun el trozo podemos deducir que:

A. Los rayos de luz al atravesar un orificio proyectan
imagenes.

B. Laproduccién de imagenes se llaman eclipses.

C. Lafotografia comenzd en el siglo XIII.

D.Lacamara oscura no produce imagenes.

E. Los rayos de luz proyectan imagenes oscuras.

12. Eltexto presenta como tema central:
A.Ladescripcion de un paisaje

B. Unrelato social.

C. Unsuceso narrativo

D. Una composicién verbal

E. Uninforme técnico

LECTURA4

La penicilina es un antibiotico, una sustancia producida
por un ser vivo, que puede acabar con bacterias y otros
gérmenes. La palabra antibidtico significa “contra la
vida”. El Dr. Fleming habia descubierto la penicilina en
un moho, que es una forma primitiva de vida vegetal, al
igual que las bacterias. Los cientificos empezaron
inmediatamente el estudio de los mohos y de las
bacterias en busca de otras sustancias matamicrobios.
Se encontraron antibiéticos nuevos y potentes donde
menos se esperaba. La estreptomicina se encontré en
organismos llamados actonomientos. La terramicina se
obtuvo de un moho del suelo de Indiana. La
cloromicetina, en una muestra de tierra de Caracas,
Venezuela. Para encontrar estos antibidticos se

analizaron miles de plantas, y se estudiaron y
seleccionaron decenas de miles de muestras de tierra.

13. Eltitulo del texto es:
A.Laterramicina

B. Los antibidticos

C. Lapenicilina
D.Lasbacterias
E.Lasplantas

14. De acuerdo al contenido del texto se afirma que:

A. Las bacterias fueron examinadas para encontrar los
antibioticos.

B. La palabra antibictico significa contra la vida.

C. La penicilina no es una sustancia.

D. No existen los antibicticos.

E. Elmoho es un parasito

15. Laforma de presentar este texto es:
A.Enversos de arte mayor

B. Enversos exasilabos

C.Enprosa

D.Enforma dialogada

E.Enversos de arte menor

16. Segun el texto se afirma que:

A. La estreptomicina, la terramicina y la cloromicetina
son atibidticos. -

B. Los antibiéticos son formas de vida primitiva.

C. Las bacterias son una clase de mohos.

D. la penicilina es producida por una planta.

E. Laterramicina se obtuvo en Inglaterra.

17. Podemos deducir que los antibiéticos:
A.Noson potentes.

B.Acaban con las bacterias.

C. Producen enfermedades.

D. Fueron descubiertos en Alemania.

E. Son bacilos alargados.

18. Elmohoes:
A.Unanticuerpo

B. Unainfeccion
C.Unaforma de vida vegetal
D.Unaepidemia

E.Unvirus

19. Eltexto presenta como tema central:
A.Lavida primitiva

B.Los seresvivos

C.Laexistenciade las plantas

D. Una narracién cientifica
E.Lahistoriade la tierra
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ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

Test de Matematica
Décimo Afic de Educacion Basica

§ 5 3+ 1l T s O S S L S LS aN Paralelo:

Edad: .......

GENBIO: vvvvvrvirrmnins

1. Responder con verdadero (V) o falso (F).

a) Y2t =422
b} 2% = 2422

c) ¥3.33=%3%.9%
d) sV5.:V5 =2 "V125 .2 V57
¢) 53250 = 252

2. Resolver la siguiente ecuacién y encontrar el valor de x.

x+2 x+1_ 1
X2 4+2x—3 x2-9 x2—4x+3

a)x=4 b) x=-4 €) x=3 d) x=5
3. Encontrar la solucién de x, que satisface la siguiente desigualdad.

4x—5+1—3x>x 7
8 2 2 4

12 3 2
a)x>E b)x>§ C:]X<E dlx < —

4. Enlasiguiente figura, BC = 10+/2. Calcular CE.
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a)CE = 5V2 b)TE =3 )CE=2 QTE=2
2
5. Calcular la altura de un cono cuyo radio mide 12 cm. y su volumen es
4500 cm3.
a)hzﬁcm b)hzl—zscm c)hzz—lscm d)hzﬂcm
41 2 T T

6. Calcular el valorde xy y.

7y+10
Y x+15 v
a) x = 50° b) x =40° c) x=65° d) x =30°
y =15° y = 25° y =10° y=15°

7. Resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.

{Zax —-3by =2
5ax +4by =5

6 1 s By =L y=
a) X==, y=b b) R, y=0 clx= o d) K= y=0

8. ;De qué sistema es solucion el grafico?

a) x+2y=1 b) 2x-y=7 c) 2x+3y=5 d) x+y=7
2x+3y=3 x-2y=3 X-y=2 X-y=3

9. Determinar que funcién es exponencial. Cuando x = {1, 2,3, 4,5}

afw=0E) DW= gpm=(-1) A@=CD"

B

10.Se extrae una carta de una baraja de 52 cartas. Calcular la probabilidad

de que sea roja.

a)- b)2 01 E

134



135

ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

Test de Matematica
Tercer Afio de Bachillerato

EstablBcimienten cnsunmammasiasnirn e Paralele: wsnsamasnesmes

Edad? woemmmmmmmannsn

1 1 (o L —

1. Calcular el perimetro del triangulo cuyos vértices son: A (0,4), B (-4,1),
C (3,-3).

a) PAABC = 20,67 b)PAaABC = 35,17 ¢)PAABC = 10,14 d)ninguna

2. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro en el punto (-4,3) y
tangente al eje y.

a)x?+yi—6x+9y—-4=0 b)x2+y2+12x+5y—7=0
A)x2+y248x—6y+9=0 d) ninguna

3. Calcular el dominio de la funcion f(x).

flx)=+4x2 -1

a) Dom(f) =]—00.—%]U E.+00[ b) Dom(f) = E,+oo[
c) Dom(f) = E,+oo[ c) ninguna

4, Calcular el dominio de la funcién g(x).

x+2
9@x) = xt—9
c)Dom(g) = {R —{3,-3}} ¢) ninguna
5. Calcular el siguiente limite.
. 5-—2x2
lim

xe 3% + 5x%

a)-2 b) -2 A é d) ninguna
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6. Calcular el siguiente limite.

. cos x
Iim———
xJz_’ 1+sinx

a)% b)1 )0 d) ninguna

7. Calcular la derivada con respecto a x de la siguiente expresion:

2—x
Yo Tr 22
) 4x%-9x+2 ) 6x%4+12x+1
(1+2x%)2 (1+2x2)2
) 2x%-8x—1 d) ninguna
1+4x2+4xt

8. Calcular la derivada con respecto a x de la siguiente expresion:

y = sin 2x + In(x? + 1) + e?* + 3%

a]251'n2x+§—x+92" b) 2 cos 2x + ix +2¢%* +3%In3
x4-1 xZ4+1
) 2 cos2x + x2x+1 +2¢%* + 3% d) ninguna
9. Calcular la siguiente integral.

1

f (x+2)»¥dx
0
g b) 2 0 d) ninguna
4 3 2

10.Calcular la siguiente integral.
i3
f (sinx + 7cos x — 1)dx
0

az2-m b)mr—1 c)2—m d) ninguna
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ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

Test de Razonamiento
Dérimo Afio de Edu cacion Easica

A B e e o P

T

En los siguientes ejercicios escoger el cuadro correcto entre las opcoiones a, b v ¢ para

completar cada una de las series.

1.

9

10

1] 317|187 . [20] e [21] o 23

oo| 1 [se] 2 o7 st [ 2] . [0

24 ISl o [ 6 [ 2]

= | -‘- ‘ -|- ‘”?‘ = i)
a0 o {0 i s ' | b: \mO| o ]

-|:|| -‘- ‘ -|- ‘”?‘ (] [ [m|
O ] e B b: (v

7

| O

o

alplalyfm] K] |L]e[M]

AIAAIAE Al 4] 4

"| .‘0.{ 8]
L dio s

727

el v e e |8

Payalalaummmememommmemens

A o errer s ren T
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ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

Test de Razonamiento
Tereer afio de Bachillerato

Bt L e T L EUTEY 1 oo o oo i v o ol g i PAPATELOE v isivis s g o s
TZETLEEII! 1t vetevrst cosasrers ves bates b et as sas et s et e s Edad: (v

Enlos sigiiertes gercicios escoger el cuadro correcto entre las opoiones g b yo para
completar cadazia de las series.

[ 1. @DK. .n. b: u:D
2 bapdia][-] .e9 .[D .[4@
BEEXFE e JO
Q
s

|3. :;I
AEMERDN &S
|5 ﬁ E ﬁ II ﬁ a:% h:ﬁ [

</
-
6. @@ a:

5

b:'@ c:@

d: I:r: r]

Wi b

A N
W oY

2 »W
2] ™ [7] [

¥

ma

=




ANEXO D

Instituciones Educativas

[ insTmucioNesFiscates | INSTITUCIONES PARTICULARES

3 |I:D|egio “San Luis™ |

B Colegio Experimental “Jacinto Collahuazo™
n Colegio Técnico Agropecuario ~Carlos Ubidia Albuja™

B Colegio Federico Paez

Unidad del Milenio “Jatun Kuraka™
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ANEXO E

Modelos multinivel descartados

Modelo lineal jerarquico de nivel 2

Para llegar al modelo lineal jerarquico de nivel 2 planteado se comprobé que la
variable Mujer no es significativa al nivel estudiante. A continuacién se presentan

los resultados del modelo:

o
Pmebninmtv ~N(XB, ()

Prueba_mat, = g, Constante + g, Prueba_raz, + g, Mujer, + g, Privado,

Pog =2935(0.440) +g +eg Mo
By = 0.139(0.073) +M1J : :(i;:i:;mﬂal
B =0414(0.220) +ey,
P = 1.230(0.626) +e, A
Delete Term
[u m] SN, Q) ¢ Q= [0 $05(0.788) ]
iy -0.178(0.130) 0.054(0.026)

(- [o]ix]|

= X variable E‘

g 5.335(0.504)

= N(0, ¢ el =
ey| ~NO. Q) 0

2 5y 0

0.416(0.396) 0.000(0.000)

-1.593(1.068) 4.262(1.709)

-2¥loglikelihood(IGLS Deviance) = 2885.129(607 of 607 cases inuge)

|uame + - AddTerm Estimates

Clear  lotation Responses Store ‘ Help ‘Zuum 100 }

Realizando la prueba de hipétesis del parametro fijo 32 de la variable Mujer,
considerando la variabilidad a nivel estudiante se tiene:

HO:B\Q:O
Hy: By #0

No se rechaza H, al nivel 5%, para B,. Ahora, se presentan los resultados del
modelo considerando la variabilidad a nivel colegio de la variable Mujer.
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=¥ Equations
Prueba_ma‘[!j ~N(XB, (1)
Prueba_mat, = g Constante + g, Prueba_raz, + g Mujer,, + gy Privada; e -
oy =3.074(0.395) +1, +ey, v Fixed Parameter
By =0137(0.072) +u |7 1Cakegiel
- 5
[ =0.341(0.316) +a, iruiante)
7 M Modify Term
Pa = 1L067(0.622) +e S
Done
iy 0.331(0.620)
¥, ~N(0. Q) ¢ Q.= | 0.106(0.108) 0.052(0.025)
iy 0.167(0.378) -0.103(0.083) 0.510(0.463)
Co| ~NO. Q) : g,=|3706(0.391)
ey, 0 2.357(0.994)
-2*oglikelihood(IGLS Deviance) = 2885.472(607 of 607 cases m uge)
Hame + - AddTerm Estimates o0 - Clear lotation Responses Store |}ge|p Izoom 100 -

De manera similar a la prueba anterior planteada, se tiene que el parametro (3,
no es significativo al nivel %5.

Para la variable Privado considerando la variabilidad a nivel colegio el modelo
que se tiene es el siguiente:

% Equations
Prueba_mat, ~ N(XB, ()
Prueba_mat, = f, Constante + g, Prueba_raz, +0.398(0.228)Mujery + g5 Privado,

By =2858(0434) +uy +ey m
By =0.153(0.077) +uz; Privado -

By = 1071(0.693) + 1y, l';;:'l:_’;’"""
[ i(Estudiante)
g o) o 0.742(0.804) AR
wy ; “ 4T |.0.199(0.138) 0.060(0.029) T
iy 0.560(1.128) -0.035(0.187) 0.000(0.000) gone

[e0y] MO Q) = Q.= [637900373)]

~2%oglikelihood(IGLS Deviance) = 2894.882(607 of 607 cages i nge)

WBame + - AddTerm Estimates | /: - Clear Hotation Responses Store I Help JZooﬂI‘Wﬂ:l

La prueba de hipétesis del parametro fijo 3; de la variable Privado es:

HQZE?,:O
Hy: B3 #0

No se rechaza H, al nivel 5%, para /3.



