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RESUMEN

Se hace el analisis tedrico de la polarizaciéon de un electron relativista en
presencia de un campo magnético ultra fuerte, calculando los parametros de
Stokes se pasa a la comparacion con publicaciones ya hechas de mediciones
semi-empiricas de la polarizacion en campos fuertes. Haciendo énfasis en la
utilizacion del espinor completo para los calculos, lo que al parecer provoca
una mezcla entre estados con energia positiva y estados con energia
negativa, mas aun, al introducir la nocidon de supersimetria aparecen estados
fermidnicos y bosonicos, para resolver éstos inconvenientes se plantea una
interpretacion basados en la interpretaciéon transaccional de la mecanica
cuantica no relativista hecha por Wheeler y Feynman

Se observa que los calculos tedéricos se acoplan bastante bien a los
semi-empiricos, y mejor aun, nos dan el comportamiento de la polarizacién
para un rango mas amplio del campo y de los niveles de energia.

Finalmente se analiza el comportamiento de la polarizaciéon de particulas y
antiparticulas en experimento del tipo Aspect, llevando a violar la desigualdad
de Bell. Se establece la dicotomia entre propagaciones super-luminicas y
localizacién exacta, pues debemos aceptar solo uno de los dos fenbmenos
como real.



PRESENTACION

El presente trabajo estda organizado en cuatro capitulos, dos de los cuales
presentan el background fisico-matematico necesario para el desarrollo de la
investigacion; y los otros dos presentan una combinacién entre teoria y el
aporte mismo de ésta investigacion.

Asi, en el capitulo uno se deduce la ecuacién de Dirac, para luego dar el
formalismo matematico necesario para estudiar fenbmenos
cuantico-relativistas con esta ecuacion. Aqui se definen los operadores que
vamos a usar y los espacios en los cuales vamos a trabajar.

En el capitulo dos se hace una presentacién de la teoria de supersimetria y
su relaciéon con los campos magnéticos, haciendo hincapié en el espectro de
los operadores.

En el capitulo tres aparece la teoria de polarizacidn que vamos a utilizar para
nuestro calculo, para al final de éste capitulo presentar las conclusiones en
base a la comparacién con las curvas de polarizacion ya publicadas.

Finalmente, en el ultimo capitulo se da un tratamiento matematico a lo que se
conoce como Zitterbewegung. Al término de éste capitulo se presenta nuestro
aporte a la interpretacién de la teoria desarrollada, y usando los calculos de
los parametros de Stokes, que son el eje central de éste trabajo, se da las
conclusiones finales.



INTRODUCCION

El estudio del comportamiento de particulas en condiciones extremas ha sido
objeto de estudio durante algunos afios, sin embargo, el descubrimiento de
entes fisicos capaces de poseer tales intensidades de campo a puesto sobre
la mesa la validez de tales estudios, en particular, en el presente trabajo se
pretende efectuar un estudio del comportamiento del spin del electrdn
relativista en presencia de un campo magnética ultra fuerte, tanto en la parte
fenomenologica como en la interpretacion en el marco de la teoria cuantica ;
claro estd que la manera correcta de realizar tal analisis es involucrandose
profundamente en el formalismo matematico de la mecanica cuantica
relativista dado que los problemas filosoficos de la mecanica cuantica se
heredan a la version relativista de ésta.

Fundamentalmente se inicia definiendo el espacio de Hilbert en el que vamos
a trabajar, puesto que uno de los problemas que aparece posteriormente esta
relacionado con la medicion. Se da un tratamiento matematico con la teoria
de Lebesgue de la medida, mas aun, se recalca el uso de la teoria espectral
de los operadores autoadjuntos o como minimo esencialmente autoadjuntos.
Pretendiendo inmiscuirnos en los problemas fundamentales de la teoria
cuantica se hace un estudio, que aunque elemental, pretende esbozar la
relacion entre las funciones de onda relativistas y la paradoja EPR.
Finalmente, surgira el problema de la localizacion y la acausalidad, que
aunque el primero no es significativo al instante de la medicion nos lleva a un
estudio interesante de la teoria fisico-matematica, ademas nos ayudara a
comprender mejor la relacién entre la Matematica y la Fisica. El problema de
la acausalidad ya ha sido estudiado por varios autores, muchos de los cuales



han dado varias demostraciones de proposiciones que vamos a utilizar en
éste analisis.

La polarizacion del electron relativista es uno de los pasos fundamentales
antes de iniciar el debate acerca de la teoria cuantica relativista, puesto que el
spin es una propiedad intrinseca de las particulas y mas que todo, es la
magnitud preferida e ideal para efectuar los famosos "Gedankenexperiment”
(experimentos pensados) que daran mas luz a los problemas que nos vamos
a enfrentar. Aunque lo ideal seria efectuar una comprobacién experimental, la
interpretaciéon que se dara, por su caracter no permite el desarrollo de
técnicas experimentales como veremos al final de las conclusiones

El objetivo fundamental de éste trabajo es al analisis tedrico de la mecanica
cuantica relativista en espacios de Hilbert, sin embargo, no es desubicado
pretender una comprobacién experimental, especialmente en lo que
corresponde al estudio del electréon relativista para lo cual se efectua la
comparacion con datos experimentales ya publicados, esencialmente en el
campo de la Astrofisica.

En el desarrollo de la teoria cuantica moderna un factor preponderante
representa la Matematica usada para el analisis, ya que la intuicion fisica se
ve traicionada en el mundo cuantico es necesario aferrarse a un formalismo
estricto, pero que a su vez preste facilidad a la interpretacién para finalmente
llegar a la comprobacion experimental. Una herramienta potente para el
desarrollo de una teoria que nos permita interpretar de alguna manera el
formalismo es la supersimetria, que no se la desarrollara por completo
simplemente se dara algunas pautas para el analisis matematico de los
sistemas supersimétricos

Finalmente la teoria cuantica relativista nos introduce en el estudio de
paradojas que seran tratadas elementalmente, haciendo énfasis en la
propagacion super-luminica, brindando una interpretacién fisica a los calculos
efectuados. Nuestra interpretacidon se desarrolla en base al estudio tanto
fisico como matematico de lo que se conoce como Zitterbewegun, y que al
parecer podria ser analizado o al menos enfocado a partir de la supersimetria.
Hay que recalcar que los problemas mencionados anteriormente han sido
estudiados a lo largo de décadas y en la mayoria de ellos las paradojas
siguen vigentes, por tanto las interpretaciones de la teoria, abiertas.



CAPITULO 1

LA ECUACION DE DIRAC Y LA MECANICA
CUANTICA

En el presente capitulo se hace una deduccion directa de las ecuaciones
relativistas de Klein-Gordon y de Dirac, para luego comenzar a dar el
formalismo matematico para sustentar la ecuacion de Dirac, que como se
vera, es la unica ecuacion que nos permite estudiar a electrones relativistas.
Ademas se definen los operadores relativistas, basados en el principio de
correspondencia y en analogia con la mecanica cuantica no relativista.

1.1. LA ECUACION DE KLEIN-GORDON

Se conoce de la mecanica cuantica elemental que la evolucion de los estados
puros del sistema viene dada por la ecuacion:

ih-Zy (1) = Ay (1) (1.1)
conocida como la ecuacidon de Schrédinger, donde H el operador
Hamiltoniano, tiene la forma:

N2

5y _ P
H_Zm

+ V) (1.2)

para una particula sometida a la accién de un potencial V'(x) y donde p es el
operador momento:

p = —ilV (1.3)



que corresponden a la energia no relativista de la particula.

Puesto que necesitamos definir una nueva ecuacién que pueda ser utilizada
para la descripcidn de las particulas relativistas es necesario considerar el
Hamiltoniano relativista:

H? = p*c? + m*c* (1.4)

Tomando V(x) =0 en (1.2) y reemplazando este resultado en (1.4), se
obtiene; aplicando sobre una funcién de onda v (x, ), la siguiente ecuacion:

- hzg—;v/(x, 1) = —h*c?V2y(x, 1) + m*cty(x,1) (1.5)
conocida como la ecuacion de Klein — Gordon.
Consideremos la ecuacion relativista
P*bu =5 —p.p = myc’ (1.6)

Reemplazando en la ecuaciéon (1.6) el operador p* por el operador
cuadri-momento:

sy _ap O 0 0 0 0
p ’haxy lh(@(ct)’@x’@y’@z) (1.7)

obtenemos, aplicando sobre la funcion de onda v (x,?)

PHDuy (x,1) = mic*y (x, 1) (1.8)

lo que muestra que la ecuacion de Klein-Gordon es covariante, ya que p“p,
es un invariante de Lorentz. Se puede observar claramente que la ecuacién

de Klein-Gordon es la ecuacién de onda que incluye el termino adicional

m2c?

/.

Las soluciones de (1.8) son de la forma

w(x,0) = exp[%(p.x—Et)] (1.9)

Reemplazando (1.9) en (1.8) obtenemos directamente la ecuacioén (1.4) que
resulta en:

E = +(p2c® + m2c*) > (1.10)

mas adelante se aclarara el problema del signo negativo en la ecuacidn
(1.10). Identificando H con la energia E del sistema

Es importante enfatizar, que del mismo modo que en la teoria cuantica no



relativista se define una densidad de probabilidad y una corriente de
probabilidad, en la teoria relativista deben existir magnitudes analogas que
cumplan una ecuacion de continuidad (conservaciéon de la probabilidad); todo
esto para satisfacer la interpretacion estadistica de Born.

Calculemos la cuadri-corriente j, para la ecuacion de Klein Gordon, partiendo
de la ecuacion (1.8) en la forma

(P"pu—m5c*)y =0 (1.11)
tomamos la compleja conjugada de esta ecuacién
(P ph —mac?)y* =0 (1.12)

multiplicando a ambas ecuaciones por la izquierda, la primera (1.11) por V*,
la segunda (1.12) por ¥, y restando las dos ecuaciones resultantes
obtenemos finalmente:

Vuly*Viy —yViy*) = Vi, =0 (1.13)

GG W Gy v YO VR Vi Sy V) =0 (144)
Lo que nos lleva a identificar la cuadri-corriente como:

Ju = 2m0 (y*Viy —yViy™) (1.15)
_ih_
2m,
dimensionalidad (i.e. para que la componente j, tenga dimensiones de
densidad de probabilidad, lo cual nos asegura que podremos obtener el limite
no relativista correcto de (1.14)). La expresiéon (1.14 ) es una ecuacion de
continuidad de la forma:

a la que hemos multiplicado por el factor por cuestiones de

op
o tVi=0 (1.16)

comparando (1.16), (1.14) podemos escribir

p=—5—Wy" at"’ "’at"’) (1.17)

2moc

Sin embargo, existe un problema en la interpretacion de p como densidad de

0
ot

cualquier valor; de ese modo p puede tomar tanto valores positivos como
negativos indistintamente, por eso ya no podemos interpretar a p como
densidad de probabilidad, ya que para lo cual deberia tomar solo valores
positivos. De ahi que no se puede utilizar la ecuaciéon de Klein- Gordon por no

probabilidad, ya que a cualquier tiempo tanto v como =y pueden tomar



tener una interpretacion fisica acorde con la interpretacion estadistica de
Born.

Seria algun tiempo después que se daria una interpretacion diferente a p,
multiplicandola por la carga eléctrica e la densidad p se convierte en la
densidad de carga, interpretacion que rescataria nuevamente a la ecuacion
de Klein-Gordon.

Se puede mostrar que la formulacién de Klein-Gordon introduce un grado de
libertad adicional de las particulas: La CARGAL!!. Es claro que la ecuacién de
Klein-Gordon no incluye el spin de las particulas, si queremos estudiar
particulas con spin debemos buscar una nueva ecuacion.

1.2.LA ECUACION DE DIRAC

Al observar que la ecuacion de Klein-Gordon no da como resultado una
densidad de probabilidad positiva, Dirac en 1928 comenzd a buscar una
ecuacion covariante con densidad de probabilidad positiva partiendo de la
ecuacion de Schrédinger. Puesto que la ecuacion de Schrédinger es lineal
en la derivada temporal era natural buscar una ecuacién lineal también en las
derivadas con respecto a las otras coordenadas, asi la ecuacion (1.1) tiene
que ser de la forma:

G = LBl 4 B g+ Bl + Bowen (1.18)
Loy (5,0) = (Beps + Buby + Bb= + By (x.) (1.19)

en forma compacta se escribe
i-Zy (1) = (B.p + Bow ) (1.20)

Comparando (1.20) con (1.1) podemos concluir que:

H=(B.p+po) (1.21)

Se suele definir
Bi = ca; (1.22)
Bo = moc?pB (1.23)

con lo cual la ecuacién (1.20) se convierte en
ih%l//(x, £) = (ct.p + moc? By (x, 1) (1.24)

La ecuacion (1.24) se conoce como la ecuacion de Dirac. Los coeficientes a



no pueden ser elementos de los reales, de otro modo (1.24) no seria
invariante bajo rotaciones espaciales, o que nos lleva a concluir que los a
deben ser matrices, evidentemente B también debe serlo. Ademas y(x,7) ya
no puede ser un escalar, debera ser un vector columna.

(i)

v2(x,1)
v = | V3®D e (1.25)

\ Wa(x,1) /

y la densidad de probabilidad p vendra dada por

p =y (x)y(x1) (1.26)

debemos exigir también otros requerimientos, como la ecuacién de
continuidad para la densidad (1.26), y claro esta, la Lorentz-covarianza de
(1.24)2

Nuevamente como en (1.4) igualamos H con E, de modo que A adquiera un
significado fisico, a saber, la energia del sistema; aclarando que en mecanica
cuantica los valores de la energia son los valores propios del operador
Hamiltoniano. Sustituyendo (1.21) en (1.4) se obtiene:

(B + Boby + Bapz + Bo)> = (2 + P2 + p2)c? + m2c* (1.27)

Evidentemente para que se satisfaga (1.27) es necesario que cada
componente de y(x,7) satisfaga individualmente la ecuaciéon de Klein-Gordon;
por otra parte iterando la ecuacion (1.19) se llega a determinar!?!

-y - e Y Al s O (1.28)

3
Imoc® NS5 B4 Ba ) QY 4 Brcim2
l. ;(a,mﬁa,) o Btmy

comparando con (1.5) se llega a determinar los siguientes requerimientos
para las matrices a

G2=é2=a2=1 (1.29)
& =1 (1.30)
GiGy+axdi =0 ik (1.31)

)

B+ Bai=0i=1.23 (1.32



que en funcién de los matrices ﬁ se escriben:

B = p2=p2=c? (1.33)
p2 = m2ct (1.34)
BB+ BiPi=0 ik (1.35)
BiBo+ BoBi=0i=1,2,3 (1.36)

Tomando en cuenta que H debe ser hermitico las matrices & y 3 deben serlo
también, es decir:

at =a (1.37)
pr=p (1.38)
lo que implica que los valores propios de las matrices deben ser reales, y
acorde con (1.30) y (1.34), los valores propios de las matrices deben ser

unicamente *1. Siguiendo las relaciones de conmutacién para las matrices a y
B se puede demostrar que:

Tr(é:) = Tr(B) = 0 (1.39)
Nuestra tarea consiste en determinar n, el orden de las matrices a, para esto
consideremos las siguientes ecuaciones:
det(a*B) = det(a*)det(B) = det(B) det(a*) (1.40)
a*B = —Pax = —IBax k=x,yz (1.41)
Igualando (1.40) con (1.41) llegamos a
det(&*B) = det(-Pa.) = (~1)"det(&*B) (1.42)

esto nos lleva concluir que » debe ser par, ahora, si n = 2 se puede verificar
que la ecuaciéon (1.20) no es covariantel!; se concluye finalmente que la
menor dimensidén para que (1.20) sea covariante es n = 4, esta claro que la
dimension del espacio-tiempo hace que las matrices sean de dimension
cuatro, pero ésta no es una condicidn suficiente. Sin embargo, para
demostraciones mas profundas se aconseja observar la bibliografia
recomendada. (Ver por ejemplo: GREINER W. Relativistic Quantum
Mechanics,wave equations. Third edition.)

En funcion de las matrices de Pauli o;, las matrices de Dirac se pueden

escribir
A 0 o; A 10
;= ", = 143



/0001 /7000

~ |1 0010 A 001i0
0-i00

\ 1000 \ i 000
/0010 /100 0

010 O
1000 00-10

\ 0-10 0 \ 00 0 —I

Ahora podemos escribir el Hamiltoniano para la ecuacion de Dirac en funcion
de las matrices de Pauli

N 0 o 0 o 0 o 0
Hp = oy + y + o, + myc? 1.45

w1(x,1)

v = | V2D | s (1.46)
v3(x,1)

ya(x,1)

(1.44)

Efectuando el mismo procedimiento que en la ecuaciéon de Klein Gordon
podemos encontrar la densidad y la corriente de probabilidad para la ecuacién
de Dirac, las cuales se escriben

p =yp(x,Dyp(x,1) (1.47)
j = WD(xa Z)&Wg(xat) (148)

Originalmente y debido a la asimetria entre la derivada temporal y las
derivadas espaciales, Dirac demostrd la imposibilidad de incluir los campos
electromagnéticos en forma relativisticamente invariante en la ecuacién de
Klein-Gordon y buscd una nueva ecuacién en la cual poder incluir tales
campos, dicha ecuacion deberia describir la estructura interna de los
electrones: el Spin. Ademas una ecuacion que describa la evolucién temporal
de los estados en mecanica cuantica deberia ser de primer orden en la
derivada temporal y ciertamente la ecuacion de Klein-Gordon no lo es. Si
m = 0 la ecuacion (1.20) se convierte en

ih%wg(x,t) = (c6.p)wp(x,1) (1.49)

con Wp(x,7r) ahora de dos componentes, ésta ecuacidn se denomina la
ecuacion de Weyl.

Para finalizar ésta primera seccion es necesario observar la forma de las
soluciones para la ecuacion de Dirac, para lo cual anunciamos el siguiente



teorema:

Teorema 1.1. La ecuacién (1.20) tiene como soluciones a los siguientes
vectores (espinores), que son funciones de onda que se desplazan en la
direccidén z y A = £1 representa las soluciones positivas y negativas con el
factor de evolucion temporal AE,

1
— AE ¢t
macz + AE (0 > (lu)
phes 20E, cG:p 1
moc? + AE, \ 0
0 (pz — AE 1)
myc? + AE 1 (i#)
o = M TAE &M h (1.51)
Pz 20E, 6p [0 '
moc? + AE, \ 1

Los estados a los que corresponden energias negativas se interpretan como
antiparticulas con energia positiva, aunque esta interpretacién nos lleva a
concluir a posteriori como veremos mas adelante, que existen estados que
son superposicion de estados de energia positiva y negativa, lo cual es
imposible que suceda; por tanto es necesario establecer ciertas restricciones
para el Hamiltoniano de modo que un estado que posea energia positiva siga
teniendo energia positiva todos los instantes de tiempo.

1.3.EL FORMALISMO DE LA MECANICA CUANTICA

De acuerdo a uno de los postulados de la mecanica cuantica se define un
espacio de Hilbert H para cada sistema cuantico. Todo "observable” (i.e. toda
cantidad medible) debe ser representado por un operador autoadjunto. El
estado de un sistema al tiempo ¢, viene dado por w(#,) € ‘H ; asumimos que

este estado esta normalizado, es decir:
ly(to)1I> = 1 (1.52)
entonces, al tiempo ¢ el estado viene dado por:

w(1) = ey (t,) (1.53)

donde H (el Hamiltoniano) representa la energia del sistema; y de acuerdo al
teorema de Stone ©, w(7) es la Unica solucion fuerte para el problema de
Cauchy:

ih%y/(t) - BY() ,w(t,) € D(H) € H (1.54)



Sea A un operador autoadjunto con dominio de definicién D(4), entonces:
A(f) = eUHD ittt (1.55)

es autoadjunto en D(A(7)) = e“HID(A).

Con la ayuda de el teorema espectral 7! podemos formular la siguiente
definicion

Definicion (Interpretacion estadistica de Born). Si un sistema cuantico esta
(en cierto instante) en el estado descrito por v, entonces:

(v, 2(4 € Byy) = [ dy,Es(L)y). (1.56)
B

(-, ),denota el producto escalar en H.

es la probabilidad de obtener, al medir el observable representado por 4, un
resultado en B.

Donde

4(4d € B) = j 1A € BYE4()) = j dE (1) (1.57)
R B

es la medida espectral y B es un Boreliano de R, E4(1) es la familia espectral
de 4,y y(A € B) es la funcién caracteristica de B. Se puede demostrar que el
operador y(4 € B) es una proyeccion ortogonal. [

Por tanto los Unicos resultados posibles de la medicidon de un observable son
niameros reales contenidos en o(4), el espectro de 4. A partir de (1.55) y
puesto que la evolucidén temporal es unitaria se encuentra que:

(v, x(A(t) € Byy) = (w(1), x(4 € B)y(2)) Vt (1.58)

y si ademas y(¢) = ey definido en D(4) para todo ¢, entonces podemos
definir el valor esperado:

(v, A@Dy) = (v, Ay (1)) Vi (1.59)

el cual representa el valor medio de los resultados obtenidos de varias
mediciones efectuadas en sistemas idénticos que se encuentran en el estado

V.

El operador de proyeccion E = ¢(¢,- ) corresponde al observable que
determina si el sistema esta o no en el estado ¢, y los unicos posibles
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resultados de su medicidén son 1 (si el sistema esta en ¢),y O (si el sistema no
esta en ¢). si el sistema esta en el estado v, entonces el valor esperado de E,
es decir, la probabilidad de encontrar este sistema en el estado ¢ viene dado
por:

(v.Ey) = (¢, v)° (1.60)

y se denomina /la probabilidad de transicion de y a ¢.

1.4 EL ESPACIO DE HILBERT PARA LA ECUACION DE DIRAC

Segun (1.45) el operador diferencial autoadjunto H es una matriz 4 x 4 que
actlia sobre la funciones a valores en C* de x € R3*. Tomaremos por tanto el
espacio de Hilbert:

H = LR} LR D L2RY) @ L2R?) = L2(R)* = L2RY) @ C* (1.61)

El cual consiste de vectores de cuatro componentes v = (v1,v2,¥3,¥4)7,
donde cada componente y; es una Lebesgue-clase de equivalencial’! de
funciones a valores complejos de variable x.

El producto escalar viene dado por:

4
W Ey) = @) = | 2 7i@¢i0d (1.62)

R3 i=1

la barra denota el complejo conjugado.

En este espacio de Hilbert nosotros definimos el operador de Dirac:
Ay = (-ica.V + m,c?B)y Yy € D(H) (1.63)

el cual es autoadjunto en D(H) (Hay que definir correctamente el espacio
D(H)), con esto y usando el teorema de Stone la ecuacion (1.20) es un
problema de valores iniciales bien definido en el espacio de Hilbert H.

1.5 OPERADORES PARA LOS DEMAS OBSERVABLES

Puesto que ya hemos definido el operador autoadjunto H de energia para un
electron libre nos resta definir los operadores autoadjuntos para los demas
observables. Las siguientes definiciones se motivan en la teoria cuantica no
relativista para el electréon.

El operador x = (X1,X2,%3) de multiplicaciéon por x se denomina operador de
posicién estandar. Por tanto X consiste de tres operadores autoadjuntos x;
que se definen en:
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4
D(x;) = {l// € EZ(R3)4/IZ\£,~I//;((x)|2d3x < oo}, i=1,2,3 (1.64)
i1

Xiy1(%)
Ey)(R) = (1.65)
Xiya(X)
para y en el dominio dado en (1.25), e i =1,2,3

Definimos un operador de proyeccién evaluado en R3 tomando:
E(B) = )((xl S Bl)){()Q S Bz)%(}Cg S B3) (166)

para cada B = B; x B, x B;.Entonces la probabilidad de encontrar a una
particula en la region B — R3 es:

4
W.EBW) = [y@F #xvr  w®[ =D i) (1.67)
B k=1

donde |y (x)|* se puede interpretar como la densidad de probabilidad de la
posicion.

El operador diferencial p = —ihV = —ih( 6)‘2 , 0 i ) que actua sobre el
1 3

6)62 ’ 5
vector v, se denomina operador momento, el cual puede ser definido
matematicamente como la transformada de Fourier del operador de posicion
estandar, que se puede intuir a partir de :

(e“@Py)(x) = y(x—a) a = vector de traslacion (1.68)

Ademas vamos a definir los operadores de momento angular como:

S==LGxa) = l( c0 ) (Operador de momento angular de spin) (1.69)

2\ 0o
L= _Ti(ﬁ xp) (Operador de momento angular orbital) (1.70)
J=L+8 (Operador de momento angular total) (1.71)

en particular, vamos a estar interesados en el momento angular de Spin, el
cual es acotado, definido en toda parte y autoadjunto en Cy(R3)#[10]

1.6 EL OPERADOR DE DIRAC EN EL ESPACIO DE FOURIER

La transformada de Fourier para funciones integrables es un operador
unitario F en £2(R?)* definido por:



12

(Fy@) = —L— [ ePoymds,  k=1.273.4 (1.72)

7'L'2R3

notaremos FL(R3,d*x)* = L2(R3,d’p)*, el cual suele llamarse espacio de
momentos. Cualquier operador diferencial matricial en £2(R3,d’x)* puede ser
transformado a través de F en un operador matricial en £?(R3,d*p)*. En
particular para el operador de Dirac de una particula libre se obtiene:

(FHFYP) = h(p) = <mcz1 €o.p ) (1.73)

co.p —-mc?1
para cualquier p la matriz (1.73) es Hermitica y sus valores propios son:

M(p) = 22(p) = =23(p) = —Aa(p) = Jc’p* + m*c* = A(p), pl=p (1.74)

La transformacion unitaria «(p) la cual transforma %(p) a su forma diagonal se
expresa como: !

u(p) = LEAODLEPRD )1 1ap)pli (1.75)
J22(p) (mc? + A(p))
u() = a.(p)1 -a_(p)pEE (1.76)
con:
a-(p) = Jli 1+ %Z , y 1 es la matriz identidad 4 x 4 (1.77)

se puede demostrar que:['?!

u(P)hP)u(P) = BAP) (1.78)
De lo anterior se puede ver que la transformacién unitaria definida por :
W =uF (1.79)

convierte al operador H a través de la multiplicacion de las matrices
diagonales en:

W HWV ) (p) = BA(p) (1.80)

en el espacio de Hilbert L2(R3,d°p)*. Si ¢ = Wy es integrable, entonces
podemos escribir:

WO = —L— [ ePu@) 9@)dp, ¢ LR N LR (1.81)
@m)?
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Claramente se puede observar que u(p)~'¢(p) es una combinacion lineal de

los cuatro vectores propios de la matriz 4#(p). Estos vectores pueden ser

tomados simultaneamente como vectores propios de la Helicidad T = S.p 3]

En el espacio de Hilbert donde el operador de Dirac es diagonal las dos
componentes superiores de la ecuacidon de onda corresponden a energias
positivas, mientras que las dos componentes inferiores corresponden a
energias negativas, por esto definimos el subespacio de energias positivas
H, < L2(R3)* como el subespacio generado por los vectores del tipo:

\HME)M4%UA4QMW, v € L2(R3,dPx) (1.82)

similarmente, el subespacio de energias negativas H, < £?(R*)*es generado
por los vectores:

W@Emﬂ%a_mmm v € L2(R3,dx) (1.83)
y puesto que H, es ortogonal a H, podemos escribir:

H = Hpos®H peg (suma ortogonal directa) (1.84)

Todo estado y € 'H puede ser escrito de manera unica como la suma de v
Y Wneg. S€ demuestra a partir de (1.72) y (1.73) que:!'4

HY pos = + =2V + m2c* 1y s (1.85)
HY peg = —V—C*V? + m2c* 1y yeq (1.86)
1.7. LA TRANSFORMACION DE FOLDY-WOUTHUYSEN

La transformacion
Upw = f_IW (187)

se denomina la transformacion de Foldy-Wouthuysen,; ésta transforma al
Hamiltoniano H en:

J_zz—“
+4—c*V* + m“c 0 (1.88)

0 —J—=c?V? + m?c?

de aqui se puede ver que la ecuacién de Dirac es equivalente a un par de
ecuaciones de Klein-Gordon de dos componentes, elevadas a la potencia %

UpwHUEIW = (

Teorema 1.2. El operador de Dirac para una particula libre es esencialmente
autoadjuntol’’) en el dominio denso Cy(R3\{0}) y autoadjunto en el espacio
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de Sobolev!'d) D(H) = H'(R3)*, ademas su espectro es pura y absolutamente
continuo y viene dado por:

o(H) = (—o0,—mc?] U [mc?, o) (1.89)
1.8.LAS ENERGIAS NEGATIVAS

Podemos observar que el operador H en la ecuacién de Dirac representa la
energia del sistema descrito por dicha ecuacién, puesto que el espectro del
operador posee una parte negativa se requiere una interpretacion de tales
valores ya que el sistema ahora se puede encontrar en uno de estos estados.
Hay que recordar que la intencion de Dirac fue describir al electron en un
contexto cuantico-relativista, (un electrébn que suponemos esta en un estado
con energia positiva). Ademas se afiade otra dificultad, ya que el operador H
no es acotado, lo que nos provee de un reservorio infinito de energia.

A lo largo de la historia han aparecido muchas interpretaciones para las
energias negativas, sin embargo una de las mejores y mas aceptadas es,
como ya sefialamos en la seccion 1.2, la de los positrones. Para esto
consideraremos el operador de Dirac H en presencia de un campo externo, si
tal campo es electromagnético con potenciales (¢,K) el operador de Dirac,
viene dado por

H(e) = cb.(p — LA(t,x)) +moc?B + ep(t,x) (1.90)
Ahora consideremos la transformacion antiunitaria:
Cy = Ury (1.91)

donde U¢ es una matriz unitaria 4 x4 que satisface BUC = —Ucﬁ, y
arUc = Ucay para k= 1,2,3. Si y(z) es una soluciéon para el operador H(e)
entonces Cy(¢) es una solucion para H(-e¢). de modo que:

CH(e)C™! = —H(—e) (1.92)

La ecuacidon anterior muestra que el espacio de las energias positivas esta
conectado con el de las energias negativas a través de una transformacién de
simetria para una particula de carga opuesta (antiparticula), Para Cy en el
espacio de las energias positivas de A(—e) podemos interpretar |Cy (x)|> como
la densidad de probabilidad de la posicién, por lo que la ecuacion.

ICy@)* = [y )| (1.93)

nos muestra que el movimiento de un estado y (correspondiente al electrén)
es indistinguible del movimiento del estado correspondiente (positrédn con
energia positiva). Finalmente podemos concluir que:
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Un estado v € H,.; describe a una antiparticula con energia positiva.

Evidentemente podria suceder como ya se sefiald en una seccidén anterior,
que el espacio de Hilbert H = £2(R*)* contendria estados que son la
superposicion de otros con energia positiva y negativa, lo que nos motiva a
plantear nuevas restricciones para el Hamiltoniano, ya que resulta imposible
concebir a una particula como una superposicion de electrones y positrones.
Lo que se tratara de hacer, es restringir todo al espacio H,,s con la ayuda del
operador l?'pas definido como

A

P = Y, = %(1 + %) con |H| = +y—c*V? + m?c* (1.94)

éste operador conmuta con H y por lo tanto con exp(—iHt), de modo que :

w(0) = exp(~iHDY = Py (1) = yPooy (1.95)

lo que nos permite afirmar que un estado inicial con energia positiva tendra
energias positivas en todo instante. El unico problema es que algunos
observables no dejan invariante H,,., lo cual no sera analizado totalmente en
el presente trabajo.
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CAPITULO 2

LA ECUACION DE DIRAC EN PRESENCIA DE UN
CAMPO ELECTROMAGNETICO.

Ahora vamos a iniciar el estudio de una particula relativista cargada en
presencia de un campo magnético ultra fuerte, para esto es necesario dar
cierto formalismo y algunas herramientas antes de efectuar tal analisis para la
ecuacion de Dirac considerada anteriormente. Ahora nos enfocaremos en el
estudio del espectro del operador de Hamilton para ésta ecuacion. Ademas es
de nuestro interés encontrar las funciones de onda que describen al electréon
relativista. Es importante notar que la cuantizacién de los valores propios del
Hamiltoniano aparece solo por el hecho de considerar campos ultra fuertes, lo
gque nos muestra que estamos usando la teoria adecuada para estudiar tal
fendbmeno

2.1. SUPERSIMETRIA

Con motivo de analizar el comportamiento de un electron relativista en
presencia de un campo magnético es necesario estudiar algunos aspectos
matematico-fisicos que nos permitan dar una interpretaciéon mas certera y nos
faciliten los calculos. Una de las herramientas que vamos a utilizar para tal
estudio es la supersimetria; la cual proviene del hecho de que siempre
podemos separar al Hamiltoniano de Dirac en la suma de dos partes, una par
y otra impar, ademas, éste tratamiento nos permitira a futuro dar una
interpretacion fisica al sistema estudiado y a las consecuencias de la
aceptacion de los postulados fisico-matematicos; como se vera mas adelante,

el caso de una particula de spin % es un ejemplo de un sistema
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supersimétrico.

2.1.1. LA INVOLUCION UNITARIA

Una involucion es un operador acotado « en H que satisface 2 = 1. Si un
operador posee dos de las tres propiedades: unitario, autoadjunto e
involutorio, entonces éste operador posee también la tercera.

Kk =kk* =1 (2.1)

dado que «? = 1,los valores propios de k seran Unicamente +1, notaremos a
los correspondientes subespacios propios como H. y H-.respectivamente. El
espacio de Hilbert H se descompone en la suma ortogonal directa de estos
subespacios propios, y los operadores de proyeccion en H. se definen por

P, = %(1 +7) (2.2)

de tal definicion podemos ver que L£?(R3)* es un espacio con involucion
unitaria, si tomamos k = .

En H dotado con una involucion unitaria k definimos el operador abstracto de
Dirac, como un operador autoadjunto A con dominio D(H) tal que es
invariante bajo & por la izquierda, es decir: «D(H)= D(H)

Lema 2.1. Todo operador abstracto de Dirac # puede ser escrito de forma
univoca como la suma de dos operadores H,u, Hima l0s cuales son
simétricos en D(H) (No necesariamente autoadjuntos), de modo que Flimpar
anticonmuta con k, mientras que FIW conmuta con «, lo que significa:

{Izlimpa,,r%} = I%]Z[impar + [:]impar’% =0 en D(]t]) (23)
[Hpar, K] = RHpar — Hprk = 0 en D(H) (2.4)

El operador simétrico Hi,,.- se denomina la parte fermiénica de H, y H,, se
denomina la parte bosonica de H, en gran parte de las aplicaciones, los
operadores f{impar y f{par se pueden extender a operadores autoadjuntos.

2.1.2.LAS SUPERCARGAS

Un operador abstracto de Dirac O para el cual O = Qimpar S€ denomina
supercarga con respecto a &.Una supercarga es auto-adjunta, con

RD(Q) = RD(Q), <{&,0} =0  en D(H) (2.5)

el operador positivo O? se suele denominar Hamiltoniano con supersimetria;
éste conmuta con « y por lo tanto es un operador par.
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Normalmente los operadores de Dirac vienen dados por la suma de una
supercarga Q y un operador ¥ el cual es simétrico y par.

Lema 2.2. Sea Q una supercarga respecto a k entonces el operador
Q' = iQk, definido en D(Q) también es una supercarga respecto a «, el cual
satisface:

0>=0% {0,0y=0 enD(0? (2.6)
©)'=0 enDQ) (2.7)

Sea & una involucion unitaria en H y sea H: = P+H con P dado en (2.2); se
define la representacion standard escribiendo v € H = H, & H- como el
vector columna y = (y*,y")", donde y* € H.y vy~ € H_. Con ésta notacion,
la involucién unitaria k se puede escribir como:

K=<(1) 01> en H=H,®H. (2.8)

Un operador abstracto de Dirac se escribira:
ﬁzp+ﬁp++ﬁ)fﬁﬁ)7+ (2.9)

~ ~

bib v b iiP. (H+ H+—> en H = H.@®H.

mz

H., H_
p.EP. - <8 Hg) en H, ® PD(H) (2.10)

el operador H,. (Hinpar) €8 la diagonal (la matriz sin diagonal) de A

Para un operador par V' se obtiene la representacion

H=Pvb,+Pvb - <V+ 0 ) 2.11)
0 V-

es decir, 7/ es la suma directa de los operadores 7, y V_, por lo tanto V sera
autoadjunto (esencialmente autoadjunto, simétrico cerrado ) si y solamente si
los operadores V., vy V_ son ambos (esencialmente autoadjuntos, simétricos
cerrados ) en D(V:) < H..Para un operador impar las cosas se complican,
sin embargo podemos anotar el siguiente lema que nos permite determinar
cuando un operador es autoadjunto, simétrico o esencialmente autoadjunto.

Lema 23. Sean H, y H_- espacios de Hilbert, asumimos que
D,:D,cH.—H,y D :D cH — H, son operadores densamente
cerrables!'”). En D, @ D_ se define el operador:
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Q:(f’ D) en M =H,®MH. (2.12)

Entonces

; 0 Dr A 0 D
= . " , e en H="H,®dH- 213
Q (D* -1 ) 0 (Di* -1 ) @ (213)

Lo que muestra claramente que un operador impar Q es autoadjunto si y
solamente si D, es cerrado en D, y D_ = D* (que es equivalente al hecho de
que D_ es cerrado en D_y D, = D*). del mismo modo O es esencialmente
autoadjunto (i.e.,0** = O*) si y solamente si D** = D*. Finalmente, O es
simétrico (i.e.,0** < O0*) si D** < D%

Para el operador de Dirac en un campo magnético, el operador

A A

D+:D_:B

¢8.(-iV - SA) en Cr(R3)? (2.14)

es simétrico si cada una de las componentes es localmente cuadrado
integrable y un operador simétrico siempre es cerrable. Aqui Q es
(esencialmente) autoadjunto, si D es (esencialmente) autoadjunto.

Por lo que podemos afirmar que existe una correspondencia uno a uno entre
los operadores cerrados densamente definidos D y los operadores
autoadjuntos Q de la forma

O - (g% ) en DO)= DD) & DD (2.15)
Con esto es posible efectuar varias demostraciones para operadores cerrados
usando los resultados para operadores autoadjuntos A continuacion se
anuncian varios resultados importantes, los cuales no se demostraran en el
presente trabajo. Para su demostracion se recomienda ver la Bibliografia
recomendada.

Teorema 2.4. Si D es un operador cerrado definido densamente, de D(D) <
H. en H_, entonces ambos operadores DD* y D*D son densamente
definidos, autoadjuntos y positivos, y D(DD*) (resp D(D*D)) es un nulcleo
para D* (resp D), ademas podemos escribir

bD=0.8=350, (2.16)

con los operadores autoadjuntos y positivos Q. y O_ definidos como
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0. = (D*D)*, O = (DD*)z (2.17)
definidos en D(Q-) = D(D), D(O-) = D(D), con la isometria parcial definida
como

(2.18)

donde Ker D = {y € D(D)/ Dy = 0}, y "1" denota el complemento ortogonal
de el conjunto.

Para cualquier Q dada como en (2.15) se tiene que
Ker O = Ker D @ Ker D* (2.19)

ademas la formula Ker O =Ker 02 = (Ran 0)* es equivalente a

Ker D = Ker D*D = (RanD*)* = (RanD*D)*

- A . ~ (2.20)
Ker D* = Ker DD* = (RanD)* = (RanDD*)*

El operador sgnQ es una aplicacion unitaria de (Ker Q)* en (Ker 0)* (i.e.
isometria parcial). En la representacion estandar viene dado por

sgn0) = (g% ) en (KerO)* (2.21)

entonces S es unitaria de (Ker D)* en (Ker D*)*

Corolario 2.5. El operador D*D en (Ker D)* es unitariamente equivalente al
operador DD* en (Ker D*)*. En particular, el espectro de D*D y de DD* son
iguales a excepcion del cero

o(DD*) \ {0} = o(D*D) \ {0} (2.22)

Para cualquier supercarga Q y cualquier funcion acotada fse define en D(Q,)
el operador

ONQD?) = [ MAEH(2) = OO (2.23)
puesto que:
2~ [ AD*D) S O
f(Qz)_< i f([)[)*)> en (KerQ) (2.24)

se tiene que para cualquier operador cerrado densamente definido D se
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cumplen las siguientes ecuaciones.

AD*D)D* = D*ADD*) (2.25)
ADD*)D = DAD*D) (2.26)

2.1.3 OPERADORES DE DIRAC CON SUPERSIMETIA

Definimos el operador de Dirac con supersimetria, el cual cave notar, es un
caso particular de los operadores abstractos de Dirac, tal operador tendra la
siguiente forma

H=0+Mt (2.27)

donde Q es una supercaraga respecto a K y M es un operador autoadjunto
positivo, el cual conmuta con Q y con « lo que significa que M es un operador
par;

MD(Q) = D(Q),  [M0]=0 enD(Q) < D(M) (2.28)
KD(M) = D(M), ......... [M,&] = O0.......en D(M) (2.29)

Asumiremos por simplicidad que 1 es invertible y que Ay M~! son acotados y
definidos en todo H, de lo cual concluimos

M : D(M) = H — 'H es biyectiva y MD(0) = D(0) (2.30)

Claramente podemos notar que el operador definido en (1.21), es un
operador de Dirac con supersimetria, donde la matriz Q = —ica.V es una
supercarga con respecto a ﬁ en el espacio de Hilbert £2(R3)%.

Teorema 2.6. Sea H = Q+Mr% un operador de Dirac con supersimetria |,
entonces H es autoadjunto en D(H) = D(0).El operador A? es autoadjunto en
D(H?) = D(0?), ¥

B? = 0% + M* en D(0?) (2.31)
Ademas H? es estrictamente positivo

(v,H?y) 2 —— paratodo y con |y | = 1 (2.32)

M|

En la representacion estandar H = Q + Mk tiene la representacion

A= (M 13*> en (KerO)* (2.33)

D M-

en la misma representacion A2 se convierte en
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. D*D + M2 0 .

H? = A R en (KerQ)* 2.34
( 0  DD*+iR ) (KerQ) (2:34)

2.1.4 SUPERSIMETRIA EN CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

El operador de Dirac para una particula de spin % en un campo
electromagnético se escribe

0o ( rﬁcz R 6. (—z'_V)— %X) > (2.35)
c6.(—iV— £A) —mc?
si tomamos como
M, = M. = me?, D = D* = ¢6.(~iV - €A) (2.36)
usando las propiedades de las matrices de Pauli, podemos obtener

D*D = DD* = A(~iV — £A)? - ec6.B (2.37)

En la ecuacién anterior se ve que comienza a aparecer la relacion no
relativista de la ecuaciéon de Pauli.

El operador supersimétrico de Dirac puede ser diagonalizado por cierta
transformacion de Foldy-Wouthuysen Ugy. Para el operador de Dirac de una
particula libre, Ury coincide con la transformacion definida en (1.88). Para un
operador de Dirac supersimétrico en general tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.7.Sea H=(Q+M< un operador de Dirac Supersimétrico,
definimos

Urw = dy + k(sgnQ)d_, ar = % 1+ ]\A/[|H|_1 (2.38)

entonces Ury es es unitario, y ademas
UpwH Uy = R|H| = RO + I = Hpy (2.39)
Hry es un operador par y satisface
Hiy = H? (2.40)

En la representacion estandar Ury diagonaliza al operador H. de la siguiente
forma



23

ST RY DD+ ik 0
Umw| " 70 Oty = o (2.41)
( -M- ) 0 - /DD + i

Corolario 2.8. Sea H = Q+ﬁw€, con m >0 una constante cualquiera.
Entonces el espectro de H es simétrico con respecto a 0 (excepto
posiblemente a +m), y tiene un salto de -m a +m, y es determinado por el
espectro de D*D (excepto en —m). El punto +m( 6 —m) es un valor propio de
H si 0 es un valor propio de D( 6 D*).

2.2.CAMPOS MAGNETICOS

Para cualquier espacio de dimension » =2m la intensidad del campo
magnético se describe por la forma bilineal

B(x) = Zn:F,-k(x)dx,- A dxy (2.42)

k=1
i<k

que satisface dB = 0,donde

0A4i(x)  0Ax(x)
Ox Ox;

Fi(x) = (2.43)
es el tensor de Faraday. Ademas se define el vector potencial magnético
como

A(x) = iAi(x)dx,- (2.44)
i=1

que como se conoce el vector potencial no es un observable y presenta
varios problemas con respecto a la medicion, ya que se conoce que puede
ser distinto de cero aun cuando el campo magnético es cero. Asumiremos
que cada componente de B es una funcion suave en C*(R").

El operador de Dirac en un campo magnético se escribe a continuacion

3
cZai(ﬁi—Ai)+Bmcz si n=3
H4) ={ = (2.45)

2
cZGi(ﬁ;—AA,')+63mcz si n=2
-1

el cual es esencialmente autoadjunto en C¥(R*)* (resp.C?(R?)2), sin
restriccion en el crecimiento de B 0 4 incluso hacia el infinito



En la representacion estandar H(A4) tiene la forma (supersimétrica)

A mc? cD*
H4) = ( cD —mc? )

donde

3
[):{ ;(}i(ﬁj—/ii) si n=3
(1 — A1) +i(p2 — A2) si n=2
Se define el operador de Pauli como

Hs(A)1 - (ﬁ)o.B si n=3
2m As(4) - (i)B si n=2
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(2.46)

(2.47)

(2.48)

el cual puede ser deducido obteniendo el limite no relativista de H(4), y donde
Hs(A) = ﬁ(—iv —A)? se denomina el operador de Schrédinger para una

particula no relativista, sin spin y en presencia de un campo magnético. Por
otro lado la estructura (supersimétrica) de (2.46) y el corolario 2.8 nos

permiten anunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.9. El espectro de H(4) es simétrico con respecto a 0 excepto
posiblemente a +mc?. El intervalo abierto (-mc?,mc?) no esta dentro del

espectro. Ademas se tiene:
HA)Y = mc*¥

si y solamente si
Y= (l/:)l ) con D*Dy; = 0

por otro lado
HAY = -mc*¥Y

si y solamente si

Y= ( 0 ) con DD*y, = 0
Va2

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

En tres dimensiones, donde D = D*, el espectro es siempre simétrico atn en
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+mc?
2.2.1 CAMPO MAGNETICO HOMOGENEO

Ahora necesitamos estudiar el comportamiento del espectro del operador de
Dirac en un campo magnético homogéneo con el objetivo de estudiar la
polarizacién de los electrones usando la funcién de onda para los electrones
en presencia de un campo magnético homogéneo ultra fuerte..

La supersimetria nos ayudara en los calculos y nos permitira estudiar
facilmente el espectro del operador de Dirac, para lo cual consideremos un
campo magnético a lo largo del eje z

A = (0,B,x,0) (2.53)

es suficiente considerar el operador bidimensional H(4) con el vector
potencial

Bo (%) (2.54)

A==

con D = (-id, — A4,) + (8, — id,) podemos obtener:
DD* = D*D + 2B, (2.55)

lo que muestra que el espectro del operador DD* es igual al espectro del
operador D*D corrido en 2B,.Puesto que D*D > 0, podemos concluir que
DD* 2 2B, lo que significa que el espectro de DD* no toma ningun valor en
el intervalo (0,28, ]

Ademas la supersimetria implica que o(D*D) = o(DD*) excepto en 0 y por lo
tanto o(D*D) N (0,2B,) = @, por esto, el primer valor propio distinto de cero
de D*D solo puede alcanzarse en 2B,, del mismo modo podriamos hacer
para el siguiente intervalo (2B,,4B,), y asi sucesivamente , por consiguiente
podemos afirmar

o(D*D) < {0,2B,,4B,,...... y (2.56)
o(DD*) < {2B,,4B.,...... b (2.57)

por lo que finalmente escribimos

G(H(4)) < {J2nB,+mc*,— [2(n+ 1By +mc*;3n = 0,1,2,3,..... (2.58)

Par obtener la inclusion en el otro sentido asumamos que ﬁ*bwo = 0 para
algin v, € £2(R?), al mismo tiempo v, es un vector propio de DD*debido a
que de (4.53) obtenemos DD*y, = 2B,y,, esto muestra que 2B, € o(DD*),
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ademas 0 € o(DD*). la supersimetria implica que v, = D*y, es un vector
propio de D*D que tiene el mismo valor propio 2B,, usando (4.53)
encontramos que DD*y, = 4B,y,. Si continuamos en esta forma podemos

obtener la secuencia de vectores propios v, = (b*)wo,n =0,1,2,... que
satisfacen
D*Dy, = 2nBoy,, (2.59)
DD*y, =2(n+1)Boyu,n =0,1,2,.... (2.60)

Los vectores propios de la ecuacién de Dirac se pueden obtener a partir de la
transformacion inversa de Foldy-Wouthuysen de la siguiente forma

FI(A)U;IW< "6 ) = J2nB, + mc? U ( "; ) (2.61)
g -1 0 _ 2 771 0
HAUZ, =~ 201+ DB, + mc* U (2.62)
Wn l//n
Definimos un campo escalar auxiliar del siguiente modo
o= L)) (2.63)
tal que
A=V A¢=(-0,,0) (2.64)

entonces se puede verificar que si Dy, = 0 la funcién

o= ey, (2.65)
satisface
0 = De?w = —ie?(0y + idy)® (2.66)
La ecuacion
oo ;00 _
Em +i o 0 (2.67)

es equivalente a las ecuaciones de Cauchy -Riemann; o debe ser una funcién
—Box?

entera y analitica de x +iy. ademas se debe cumplir e?w =¢ 4 o = y,,
debe ser cuadrado integrable.

Sin embargo, cualquier polinomio en x + iy dara una solucién y5’ de Dy,’ = 0,
si tomamos
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1
+ip)" 2 (2.68)

_Bo i

vo =e 4

1 3 5 A
donde m; € {5,5,5,..... +. ademas

oA as\[we \_ [ wo
(—ix0y — iyOx + 5 )( 0 ) m]< 0 ) (2.69)

se nota claramente que (-ixd, — iyd, + 3-) es el momento de la particula. Con
esto podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 2.10. El operador de Dirac en dos dimensiones en un campo
magnético uniforme B, tiene los valores propios

V2nB, + mc?, - J2(n+ 1)B, + mc? n=0,1,2,.... (2.70)

cada valor propio infinitamente degenerado.

Si consideramos un campo B, < 0 se procede analogamente a lo expuesto
en esta seccion y obtendremos el valor propio —mc? de H(A).

Para el caso en tres dimensiones existe un teorema similar, pero aqui ya no
se hara uso de la supersimetria puesto que es imperativo calcular
explicitamente las funciones de onda para el electron, por lo tanto
procederemos a buscar directamente la forma de esta funcién de onda.

Tomemos el potencial vectorial definido en (2.53), que provocara que la
ecuacion de Dirac ahora dependa solo de la coordenada x, esto lleva a que
los momentos p, y p. sean constantes del movimiento permitiéndonos tomar
una funcién de onda de la siguiente forma

Y(x, 1) = fix)exp(—ip(p.7 — Et — p,x)) (2.71)
donde p = + es el signo de la energia cuya magnitud es E.

Insertando en la ecuacién de Dirac (ecuacidén 1.24), y reemplazando p* por
pt —eA* (donde e es la carga eléctrica) se obtiene

9y | ¢ 0o p + eBx 00 + myc? 0 ¥ =0 (2.72)
ot o0 o0 0 -/

en donde se ha considerado al potencial eléctrico como cero, puesto que
queremos calcular la funcién de onda para campos magnéticos ultra fuertes,
por lo que el aporte del campo eléctrico a la energia es muy pequefiio.
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Desarrollando (2.72) en funcién de los espinores podemos obtener después
de algunos calculos

Vi me> 0 cp. R Vi
2 R -
| Voo O omet Rao—epe ) w2 | (2.73)
ot cp. Ry -mc? 0 V3
/N R, —cp. 0 -mc? V4

con fh = c(px —ipy +eBox), y Rz = c(px + ipy + eB,X)

reemplazando (2.71) en (2.73), se llega al siguiente sistema de ecuaciones

E+mc* 0 cp- R fix)
0 E +Amc2 R> —cp: () | _ 0 (2.74)

cp: R E-mc* 0 f3(x)

R, —cp. 0 E-—mc? fa(x)

1 . ,
si hacemos el cambio de variable { = (eB) 2 (x + %) el sistema anterior se
o

convierte en
(E = me2)fy — cp-fs — ci(eBo) T (¢ + dié)f‘t =0
(E=me)fs + cpifi + cileBo)E(C + 4)fs = 0
1 (2.75)
(E + mc?)fs — cp.fi —ci(eB,) > ({ + d%“)fz =0
(E + mc2)fa + cpofs + ci(eBo) 2 (€ + d%“)fl =0
donde se ha hecho f(x) = (f1,/2,./3./4)"
Finalmente después de algunos calculos se obtiene
82f1 E? + m2c* — Czpz 5 B
L B e 1 - 0 (2.76)
82f2 E2 + 77126‘4 _ 02p2 5 B
2 " ¢B, fom -2 =0 &0
82]63 E2 + mZC4 _ c2p2 5 B
e, @ HA=0 (2.78)
82f4 E2 + m2c* — Czpz 5 B
S B i (= 1Dfi =0 (2.79)

que tienen exactamente la misma forma de la ecuacion de Schrédinger para
el oscilador arménico simple, de ahi que las soluciones de las ecuaciones
diferenciales son normalizables si definimos » > 0 como
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3 E2 +m204 _ C2p2

o (2.80)

donde se interpreta a » como el numero cuantico que determina la energia
perpendicular de la particula con respecto a la direccion del campo
magnético, ademas si se define

MmF 1 =20+1 (2.81)

entonces se tiene que (2/ + 1)eB, es la contribucion del movimiento arménico
simple y seB, es la contribucion debida al spin. De esto se sigue que las
soluciones normalizadas son las funciones de onda correspondientes al
oscilador armoénico cuantico; a saber, una funcién de los polinomios de
Hermite

Vi) = H(©)exp(-5) (2.82)

1
(JT2'nl)=
Con esto al funcion f(x) de (2.71) se escribe

Av,1(§)

_ Bv,({)
fx) = Crar(©) (2.83)

Dv,({)

con 4,B, C,D constantes.

Reemplazando (2.81) en (2.74) obtenemos

En+me® 0 cp: —i2neB)T \ [ A(x)
2 T -
0 Eytme iQneB)t —ep: B | _y (2.84)
cp: —i(2neB)? E, —mc? 0 Clx)
i(2neB) 7 —cp: 0 Ey —mc? b)

1
con E, = (m?*c® + c*p? + 2neB) 2.

Tomando las dos primeras columnas de la matriz en (2.84) y tomando en
cuenta (2.83) obtenemos finalmente la funcién de onda para un electrén
relativista en presencia de un campo magnético ultra fuerte (2.11*10 M7
Teslas):

W ()= eXP(—ip(p-r—Et—pic)) ( Lsyy 4 1o u2> (2.85)
[2kE,(KE, + m)V]>
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(KE, + mc®)v,-1({) 0
U = 0 Uy = (KEn‘-F mc?)v, () (2.86)
kp-va1(8) —ipnVn-1(8)
ipnvn($) P=va(£)

donde se ha hecho p, = (2neB) > 11811

El valor del campo magnético puede ser calculado considerando a un electrén
con energia iiw de modo que podemos escribir

_ heB
ho = €2 > mc? (2.87)
de aqui se obtiene que
B> M _ 5 1104748 % 1077 Teslas (2.88)

he
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CAPITULO 3
POLARIZACION DE UN ELECTRON RELATIVISTA

En éste capitulo se pretende dar una concisa introduccion a la teoria de
polarizacién, la cual finalmente nos va a servir para el célculo de la
polarizacién del electron, usando la funcion de onda (2.85), para luego pasar
a la interpretacion de los resultados, que estara enmarcada en la comparacion
con datos experimentales ya publicados en el campo de la Astrofisica. Hay
que recalcar que para el calculo de los parametros de Stokes se considerara
al espinor completo, con sus cuatro componentes, que aunque fisicamente es
correcto, matematicamente parece no serlo, ya que se comienzan a mezclar
estados de particulas con antiparticulas; con la interpretacion que vamos a
presentar se pretende evitar la interaccion de la polarizacion de antiparticulas
con la de las particulas para que las observaciones experimentales estén
acorde con los calculos que aqui vamos a efectuar. Al comparar los graficos
obtenidos de los calculos tebricos que en éste capitulo se proponen se
observara que las curvas publicadas, obtenidas semi-empiricamente se
acoplan perfectamente al modelo teérico, mas aun, el céalculo teérico presenta
curvas mas completas, permitiéndonos estudiar lo que sucede mas alla y
predecir lo que sucederia con la polarizacion para campos mas altos.

3.1. LOS PARAMETROS DE STOKES

La forma mas general posible para una onda que satisface las leyes de
. s = - .
Maxwell y que se propaga en la direccién k = kn viene dada por

EG,0) = (a1E1 + arEr) exp(ik.X — io) (3.1)
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Las amplitudes a;,a, son numeros complejos con el fin que exista la
posibilidad de una diferencia de fase entre ondas de distinta polarizacion. Si
a; Yy a; estan en fase, entonces (3.1) representa una onda polarizada
linealmente, cuyo vector de polarizacién forma un angulo 6 = tg’l(g—f) con E,

y cuyo modulo es 4 = ,Ja?+a3. Si a; y a, presentan diferencia de fase,
entonces (3.1) esta polarizada elipticamente

Los vectores unitarios E; y E, que pueden ser reales o complejos son
perpendiculares a K y forman la base de polarizacion Para vectores reales la
base esta formada por dos direcciones de polarizaciéon lineales o planas que
se las toma como perpendiculares entre si. Para vectores complejos la base
es eliptica. Normalmente se suele hablar en éste caso como vectores de
polarizacion circular izquierda y derecha

Los parametros de Stokes son cuadraticos en a; y a, y pueden ser usados
para determinar la polarizaciébn de una onda electromagnética a través de la
intensidad de la onda solamente. Introduciendo un sistema de coordenadas
cuyos ejes x, y, z estan ordenados en el sentido contrario a las manecillas
del reloj, y asumiendo que la onda viaja en la direccién z positiva, los
parametros de Stokes se definen a continuacion

Iy = Intensidad de la onda

P, = Grado de polarizacion lineal con respecto a los ejes x y y, Si las
intensidades son I, y I,, P1 = (I—1,)/ 1o

P, = Grado de polarizacion con respecto a los ejes orientados 45° a la
derecha de los ejes previos x y y. En este caso las intensidades son /45 y
Lzs, Py = (Ias —1135)/ 1o

P; = Grado de polarizacién circular: Si las intensidades para la polarizacion
circular izquierda y derecha son I,y I, , respectivamente, P; = (I, - 1,)./ 1

4 . - o
Expresando en términos de a; y a» y tomando como base {E;,E,} los
parametros de Stokes se convierten en

Iy = ajai + ara; (32)

p, = 4141~ dydz (3.3)
Iy

p, = 12t axdai (3.4)
Iy

py = —j 4192 —axar (3.5)

1o
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Los parametros de Stokes son reales y satisfacen P? +P3+P;=1. Es
necesario notar que el valor de estos parametros depende de la base de
polarizacidn que hayamos escogido. Lo que pretendemos a continuacion es
darle un tratamiento cuantico .

3.2. POLARIZACION DE FOTONES

Las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir usando el cuadrivector
potencial 4* = (¢,2).Puesto que el campo electromagnético solo tiene dos
componentes independientes, dos de las cuatro componentes de A* son
superfluas para la descripcién del campo, ambas componentes "sobrantes"
pueden ser eliminadas haciendo uso de la invariancia de gauge. En el gauge
de coulomb se toma por ejemplo ¢ = 0, y V.A=0

La cuantizacién del campo en éste gauge nos lleva a escribir el potencial
vectorial en funcién de los operadores de creacion a®+*(k)y de aniquilacion
aW (k) de la siguiente forma

2
A) = . f;jfz ko ;AW () [a® (R)e ™ + a?*(k)e] (3.6)

donde k es el cuadrimomento que satisface k> = 00 ko = |7€ , la condicién de

gauge V.4=0. nos lleva a 754'(“(k) = 0. Ambos vectores de polarizacion
A® (k) son perpendiculares a k y pueden ser tomados el uno ortogonal al otro
por conveniencia.

De la ecuacién (3.6) se puede ver que para cierto momento k dos estados
ortogonales independientes pueden ser creados del vacio |0). Un foton
arbitrario con momento & es la combinacion lineal de estos dos estados. Los
estados polarizados ¢, = aV*(k)|0) ¥y ¢2 = aP*(k)|0) forman un conjunto
completo, en términos del cual un estado arbitrario siempre puede escribirse
como

¢ =ai1 +axp: (3.7)

donde |a1|* y |a2|* son las probabilidades de encontrar al fotén en uno de los
estados base. Un solo fotéon siempre estd en un estado de polarizacién puro,
para el cual los parametros de Stokes se dan en (3.2),(3.3),(3.4),(3.5).

3.3. POLARIZACION DE ELECTRONES

Ahora estamos listos para el estudio del electron relativista. Las soluciones de
la ecuacién de Dirac obtenidas en la seccion (2.2.1) son soluciones que tienen
cuatro componentes, dos soluciones para el electrén y dos soluciones para el
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positrén, las cuales son independientes Si las dos soluciones para el electron
son ¢,y ¢», lafuncién de onda para un electrén se puede escribir como (3.7).
En el sistema propio del electron la polarizacidn se define como el valor
esperado de la matriz S definida en (1.69)

Se = (Plolf) = (ai*,aé)<(1) éXZ) = atas + ada (3.8)
S, = (Plovif) = (ai*,aé)<? J ) ( . ) - —i(atar - ajan) (3.9)
* % 10 ai * *

S: = (¢lo:|¢) = (alaa2)< 0 -1 )(az ) =apa;r —axaz (3.10)

Comparando las ecuaciones anteriores con la definicion de los parametros de
Stokes definidos en (3.2),(3.3),(3.4),(3.5).se puede apreciar que
Py =S8.,P, =Sy P3 =S5, si I setomacomo

I=(p|9) = (ai%a%)(é (1) )(g; ) = aia +ajax (3.11)

los parametros de Stokes se pueden usar para describir la polarizacion de un
electron del mismo modo en que se usan para describir la polarizacion de los
fotones , sin embargo, para el electron el significado de las componentes de
P = (P,,P,P3;) esfijado con el escogitamiento de una base en el sistema de
laboratorio, puesto que la direccion de polarizacion del electrén no depende
necesariamente con la direccién de movimiento del electrén.

Si hacemos un cambio de base los parametros de Stokes van cambiar de
valor como ya se mencioné; si las bases, tanto la inicial como la final son
ortogonales la transformacién de los parametros de Stokes se describe a
través de una matriz M.

Para una rotacion en un angulo 0 al rededor de el eje de P; viene dada por

1 0 0 O

M= 0 co‘sco sinw 0 (3.12)
0 —sinw cosw 0
0O 0 0 1

donde w = 0 para los electrones y o = 260 para los fotones. Una rotacion al
rededor de P; se tiene
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10 O 0
Mo 01 O .O (3.13)
00 cosw sinw

00 —sinw cosw

Usando los parametros de Stokes el efecto de una interaccion
electromagnética se puede escribir como una matriz 4 x 4 , T de modo que la
ecuacion de transformaciéon nos queda

I 1
(1)-1(2) s

3.4. ESTADOS MEZCLADOS

Hasta ahora solo hemos considerado estados puros, es decir, estados en los
que existe una direccién definida en la cual la polarizacion es igual a uno.
Para describir estados mezclados se utiliza el formalismo de la matriz de
densidad . En tal formalismo un chorro de electrones o fotones se representa
por una matriz hermitica 2 x 2 con valores propios no negativos, y traza uno,
lo que implica que el estado es normalizado. Para un estado puro la matriz de
polarizacién es

p= <aia1 aial > (315)
ajdaz a,as

la cual puede ser transformada a

10
p:<00> (3.16)

a través de una transformacion unitaria. Un estado mezclado se obtiene a
partir de una superposicion incoherente de estados puros. En este caso p
puede ser diagonalizada pero en general los elementos de la diagonal son
distintos de cero. La matriz resultante es una superposicion incoherente de
estados no polarizados y de estados polarizados

1
Pa 0 ) 2 0 10
p= =(1—n)< >+n< (3.17)
( 0 ps 0+ 00
donde n = p, — p» es el grado de polarizacién Se puede escribir

p = %(1+§3) (3.18)

- .
para un estado puro |S| =1, mientras que para un estado mezclado
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35.CALCULO DE LOS PARAMETROS DE STOKES,
COMPARACIONES EXPERIMENTALES Y CONCLUSIONES

Usando la funcién de onda (2.28) podemos calcular el valor medio de S
definido en (1.69), sin embargo por lo extenso de los calculos estos no se
presentaran desarrollados totalmente y los resultados finales se presentan a
continuacion

0100
1000

S, = (Yl(t,x))* Y, 3.19

(Wy(2,x) 0001 (W4 (2.x)) (3.19)

0010
0-i00
i 000

S, = (P ! Pl 3.20

v = (Yy(5,x)) 0 00— (W4(5,x)) (3.20)
00i0
1000
0-100

S. = (Plt,x)* Y, 3.21

(W4(5,x)) 0010 (‘y(2,x)) (3.21)
0 00-1
aqui + denota transpuesto y conjugado
2.2 ; 3
S, = (m=c +2kE;m+zkpz(2neB) )an;H (3.22)
4E, +4E,m
p-(2neB)=s Vol (3.23)

YT EE + Eam)V

_ 1 ( (1+s%)
2E2 + 2kE,m 2

z

2m>c? + p2c® + neB) + L ;SZ) (2ne3)>v§1(g) _ (3.24)

1 (1-5% 2.2 4 2,2 (1+s%) 2
SEL + kEm ( 7] 2(m*c* + pzc* + neB) + 7] (2neB) |v;($)

1 ((1+s2)

J = (1 _Sz)
2E2 + 2kEym \ 2

2(m*c? + p2c? + neB) + —(2neB))v,21_1(§) + (3.25)

4

L (950 4 piet ey + 842 e )30

2E2 + 2kE,m 4

A continuacion se presentan las graficas de los parametros de Stokes
discretizadas porn = 0,1,2,....
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Grificol. Polarizacion lineal con resp. al eje x, orientado a 45° grados

resp. del eje anterior
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Grafico 2. Grado de polarizacion circular
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<SZ=

Grafico 3.- Grado de polarizacion lineal con resp. al eje x , y al eje y

Para obtener un analisis mas profundo en lo que nos interesa es necesario
observar el comportamiento de los graficos para un » grande, por eso
presentamos a continuacion los graficos para » entre 0 y 1000.
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Grifico 4. Polarizacion lineal con resp. al eje x, orientado a 45° grados

resp. del eje anterior (n =1,2,....1000)
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< Sy=>

b

=852>

Grifico 6.- Grado de polarizacion lineal con resp. al eje x , y al eje y

Con tales calculos efectuados podemos observar el comportamiento de los
parametros de Stokes, incluso para n grande (Graficos 4,5,6). Sin embargo es
necesario analizar profundamente la validez de estos, y uno de los campos
que se presta para hacerlo, debido a la magnitud de los campos que ahi se
manejan es la astrofisica. Reconociendo que varios cientificos a lo largo de
los afios han tratado de estudiar estos fenémenos, generalmente basados en
suposiciones un tanto elementales, y mas bien tratando de obtener curvas
semi-empiricas (un ejemplo es la grafico 7, del cual se hablara mas adelante)
que les permitan calcular o predecir la polarizacion de las estrellas.

Se piensa que la emisién térmica de las atmosferas de una estrella de
neutrones fuertemente magnetizada es altamente polarizada, sin embargo,
debido a las diferentes orientaciones del campo magnético sobre la superficie
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de la estrella, se asume que la polarizacion neta es relativamente reducida, ya
que las polarizaciones de distintas regiones se cancelan mutuamente. Cada
elemento de una estrella de neutrones (en su superficie) emite radiacién
térmica altamente polarizada (> 50%) en frecuencias que van, del 6ptico a los

rayos X [20L21].

En el area de emisién la direccion de polarizacién esta correlacionada con la
direccidon del campo magnético. Sin embargo la orientacion del campo
magnético varia sobre la superficie de la estrella de neutrones Al sumarse las
intensidades polarizadas se obtiene como resultante una polarizacién neta
relativamente baja, tipicamente se obtienen valeres que van del 5% al 25% de
polarizacién. Se considera que la polarizacién observada es igual en magnitud
ala polarizacion producida.

La polarizacién intrinseca de la radiacion emitida de la superficie de una
estrella de neutrones con un campo magnético fuerte del orden de 10''Gauss
y superiores, es bastante alta ( 50% al 80%), el piso de la emisién térmica esta
en v = 10"8Hz, por lo tanto se puede concluir que los pulsares, en promedio,
deben ser altamente polarizados, incluso en el 6ptico, su polarizacién neta
debe ser significativamente alta.

Actualmente, polarimetria en el 6ptico o en el ultra violeta puede ser realizada
para una estrella de neutrones, sin embrago la radiacion térmica, de incluso
las estrellas mas cercanas, es muy débil y requiere de largas exposiciones
con los instrumentos mas grandes disponibles. debido a que la radiacion
térmica alcanza su pico en frecuencias de rayos X, probablemente la
polarimetria en rayos X sea la mas favorable.

Los magnetares, que son estrellas de neutrones aisladas con una superficie
dipolar de 10" Gauss, campos mucho mas altos que los de un pulsar
ordinario (10'? Gauss), emiten radiacion en forma de rayos gamma y rayos X.
Como mecanismo de generacién de ésta radiacion se ha considerado la
presencia de electrones relativistas que se mueven en estos campos fuertes,
dispersion Compton inversa y emision cincrotrénica pueden dar lugar a
radiacion de alta energia y polarizada, debido a las energias involucradas se
tiene que pensar necesariamente en estos mecanismos, dejando a un lado
procesos térmicos tradicionales.

En el presente trabajo se usa una muy conveniente herramienta para la
descripcion de la polarizacién, basada en el formalismo de los parametros de
Stokes, el cual es desarrollado para la descripcidn, tanto de radiacion
electromagnética como de particulas elementales, formalismo propuesto
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originalmente en 1954 por Mc.Master 22!

El estudio de un plasma en un campo magnético se constituye en objeto
tradicional de estudio en las investigaciones astrofisicas, suficiente es
recordar que un gran trabajo se ha realizado para analizar en detalle la
radiacion de electrones relativistas en campos magnéticos.

Observaciones de la polarizacién circular de la radiacion continua de las
estrellas, sen constituye en un método efectivo de estudio de sus campos
magnéticos; justamente, estos estados de la polarizacién circular de la
radiacion de enanas blancas dio lugar al crecimiento y desarrollo de
investigaciones tedricas en ésa direccion 231,

En éste contexto, los procesos relacionados con el comportamiento de la
materia y de la radiacion en campos magnéticos fuertes B > 102 Gauss
también han sido estudiados. Asi por ejemplo, una aproximacién cualitativa
para la seccién transversal de fotoionizacibn en un campo magnético fuerte
fue obtenida por Hasegave H. y Hovard R 24

Para las aplicaciones en astrofisica es necesario conocer el espectro de
emision que se emite desde un plasma magneto activo. La ley de conduccién
térmica para la radiacidbn en un plasma con campo magnético fuerte fue
establecida por Pavlov G.G. y Yakovlev D. G.*]. Igualmente Pavlov G. G. y
Shabanov determinaron el espectro de emisién en el éptico de un plasma
caliente, desarrollando en serie la funcidon de Planck, en funciéon de la
profundidad éptica. en ésta aproximacién también calcularon la polarizaciéon
de la radiacién emitida por una atmosfera de plasma estratificada, inmersa en
un campo magnético fuerte 2]

El mayor resultado obtenido por estos autores es que para hwp = 3kT., con
T. temperatura de la estrella, el grado de polarizacion lineal y polarizacion
circular pueden ser comparables en magnitud vy alcanzar algunas decenas
porcentuales (~ 50%). En la posibilidad de aparecimiento de polarizacion
circular en la radiacion de fuentes térmicas compactas en campos magnéticos
fuertes, puso atencion Kemp?”). Particularmente, al mismo tiempo el problema
de transporte de radiacion en polarizacion circular en una atmosfera en
equilibrio térmico fue resuelto por Shipman H.LP®! utilizando la formula
obtenida por Kemp para el grado de polarizacién de una fuente épticamente
delgada en el caso de libre-libre transiciones.

Si el campo magnético en la superficie de una estrella de neutrones es lo
suficientemente grande (B > 10'2 -1013Gauss) y o << wp la seccion eficaz de
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dispersidn y de absorcion de la radiacion se vuelve anisotrdpica.

El campo magnético juega un papel importante en la formacion del diagrama
de direccionamiento de la radiaciéon en pulsares conduce el material en el
disco de acrecion y en las regiones de los polos magnéticos de las estrellas
de neutrones.?

Con mucho interés se ha considerado los diferentes modelos teoricos
relacionados con el estudio de las emisiones polarizadas en rayos X de
pulsares. Estudios detallados se muestran varios trabajos 3%

En un campo magnético fuerte se esperaria que la radiacién que se mueven a
lo largo del campo magnético esté altamente polarizada circularmente y la
gque se mueve transversalmente tenga una componente lineal. En el campo
magnético el movimiento transversal del electrén ocurre por orbitas circulares
cuantizadas , segun la mecanica cuantica en niveles discretos, los
denominados niveles de Landau. Para valores altos de energia ocurren saltos
espontaneos entre los niveles de Landau con diferente n, lo cual conlleva a la
bien conocida emisién sinclotrénica de un plasma caliente en las frecuencias
armoénicas o, = swg, con s =0,1,2,3,...

kT,
h

La mayoria de estrellas tienen un campo magnético tal que o <<

Caso 0g << o,

En éste caso la polarizacion de la radiacion se puede considerar circular para
cualquier angulo de propagacion excepto para el intervalo cerca de 0 = %

Por lo tanto la polarizaciéon de tales fuentes debe ser preferentemente circular
. El grado de polarizacién lineal es una contribucion adicional pequefa, del
orden de %.el grado de polarizacién circular de la radiacion estelar con
campo magnético fuerte se puede determinar en dos situaciones diferentes:
en equilibrio termodinamico local y en dispersién pura.

a) Equilibrio termodinamico local .- Comunmente las atmdsferas de las
estrellas se pueden considerar lo suficientemente densa, tal que la
aproximacion de equilibrio termodinamico local se puede utilizar. los modos
de vibracion en la radiacion son ortogonales; se puede determinar que el
grado de polarizacion lineal, para el caso en que el campo magnético de la
estrella es considerado dipolar varia periédicamente, aproximadamente como

P,(0,B,T) ~ k(w,B,T)Cosy (3.26)
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y es el angulo entre la direccion del campo magnético y la del observador.

Si las no homogeneidades del campo magnético son fuertes en comparacion
con la componente dipolar, el grado de polarizacién de la radiacion disminuye.
sin embargo, para frecuencias altas (hw = kT.), las no homogeneidades se
manifiestan en menor grado debido a la disminucion del rol que juegan las
zonas ecuatoriales en comparacién con las zonas polares. como resultado, el
maximo de la curva periédica de polarizacion circular se mueve al lado de la
region de todavia mas altas frecuencias.

En conclusién, la contribucion debido a la polarizacién debido a las zonas
polares es significativamente mayor que la contribucion de las zonas
ecuatoriales; ademas, ésta diferencia es mayor para menores valores del
coeficiente de absorcién. se debe poner atencién, también en el hecho de que
el maximo de polarizacién se encuentra en las regiones de altas frecuencias
(ho = 10kT) La dependencia del grado de polarizacion circular de la

3
frecuencia puede ser considerada como P,(w) ~ o 7"

Recientemente, en las enanas blancas se descubrié que la polarizacién
circular detectada evidenciaba la presencia de campos magnéticos del orden
de 10° — 108Gauss en las atmosferas de éstas estrellas!*?

Caso v >> o

Para éste caso se puede determinar los pardametros de Stokes
correspondientes a la polarizacion lineal y circular. El grado de polarizacion
lineal puede ser mucho mayor que en el caso anterior y alcanzar niveles
comparables con la polarizacién circular py ~ p. ~ 10%.Este caso se ha
verificado observacionalmente que puede tener lugar en enanas blancas del
tipo AMHer, fuentes que pueden tener un grado considerable (hasta 30%) de
polarizacion circular y lineal. 33

En conclusién, objetos del tipo AMHer existentes en la naturaleza poseen
radiacién que contiene alto grado de polarizacién tanto circular como lineal.
Las curvas semi-empiricas para estrellas calientes han mostrado ser bastante
aproximadas a la realidad. Como se ve en el Grafico 7, las curvas presentan
un comportamiento sinusoidal que al parecer se va atenuando después del
maximo, se esperaria que la atenuacién continie hasta el infinito, pero por ser
éstas graficas semi-empiricas los campos no pueden alcanzar mas de
108 — 10°Gauss.

Si comparamos el Grafico 7 con el Grafico 5 se observa que los calculos
efectuados se apegan mucho a la curva semi-empirica, sin embargo los
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calculos efectuados por su naturaleza teorica se pueden extender para
campos tan altos como se quiera, resta por ver si tales campos pueden ser
encontrados en el Universo

pj};(,z‘)i|||]r|i'1|1l|1|r.1|

7
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[ 7\
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Grifico 7.-Polarizacidn circular en funcion de la frecuencia para atmosferas

. . : . [34]
de estrellas calientes con campo magnético fuerte (curvas semi-empiricas)

Finalmente, hay que notar que si bien es complicado encontrar en el Universo
campos extremadamente altos como para verificar la validez de la curva
obtenida tedéricamente, podemos utilizar estos resultados para el analisis
interpretacional de la teoria cuantica relativista, a lo cual se procedera en el
siguiente capitulo.

Puntualizando el analisis anterior podemos anotar que:

1. Existen indicios cientificos de que uno de los factores fundamentales en la
generaciéon de radiacion de alta energia y polarizada son los electrones
moviéndose a velocidades relativistas.

2. La polarizacion debido a las zonas polares de las estrellas es mayor que la
de las zonas ecuatoriales.

3.-Existen objetos en el Universo cuya polarizacion se comporta como se ha
descrito en los graficos (4,5,6).

4.- La polarizacion lineal y circular debida a electrones relativistas fluctua al
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rededor de cero atenuandose conforme n aumenta. Existe una especie de
Zitterbewegung al rededor de n, que mezcla estados de polarizacion positiva y
negativa, en el sistema en reposo del electron.

5.- Las curvas semi-empiricas representan una parte de las curvas tedricas,
se espera que si se encuentran campos mas altos la polarizacion se comporte
como en las curvas teoricas.
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CAPITULO 4

INTERPRETACION E IMPLICACIONES FiSICAS DEL
ZITTERBEWEGUNG

Las conclusiones obtenidas en el capitulo anterior a base de la comparacion
con resultados ya publicados nos muestran que los calculos efectuados se
aproximan a las curvas obtenidas experimentalmente, aunque en el modelo
tedrico el campo pude ser tan grande como se quiera. No se tiene una razon
a priori para considerar campos no susceptibles de incrementarse hasta el
infinito. En el Universo encontramos campos bastante altos, aunque no lo
suficiente como para poder testear las graficas (4,5,6). Como se anoté en el
capitulo anterior, para el céalculo de los parametros de Stokes se uso el
espinor completo, lo que provocaria mezclas de estados de polarizacion de
particulas y antiparticulas. En éste capitulo daremos una interpretacién que
permite  eliminar tal posibiidad en los resultados obtenidos
experimentalmente, de modo que la teoria se acople a las observaciones.
Antes es necesario dar una introduccion formal al estudio de los problemas
que acarrea la mecanica cuantica relativista, ademas se hara incapié en el
formalismo matematico fundamental, para observar la interrelacion entre la
Matematica (el lenguaje) y la Fisica (el fendmeno). La interpretacion que se
va a aportar tiene como eje central al fenbmeno que denominamos
Zitterbewegung, que es el que causa los mas grandes problemas de
interpretacion y desarrollo matematico, y cuya contraparte en la mecanica
cuantica no relativista no existe. Se estudian algunos problemas de mecanica
cuantica fundamental.
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4.1 EL OPERADOR VELOCIDAD

En los capitulos anteriores ya definimos los operadores asociados a los
observables que se usan generalmente en la mecanica cuantica no relativista,
ahora vamos a analizar como varian esos operadores en el tiempo, y que
relacion tienen con el Hamiltoniano de Dirac H.

Para particulas libres el operador velocidad se define como la derivada
temporal del operador de posicion x(¢) = exp(iHt)xexp(—iHt). Si tomamos x
como el operador definido en (1.65) podemos construir el operador velocidad
standard

%x(t) = exp(iHt)i[H,x] exp(—iHt) = exp(iHf)co.exp(—iHf) = ca(r) 4.1)

La matriz ca tiene como valores propios {+c,—c}.el operador ca(t) es
unitariamente equivalente a ca, por lo tanto su espectro también sera {+c,—c}
para todo t, lo que muestra que los Unicos valores posibles de la medicion de
la velocidad son {+c,—c}.

En correspondencia con la cinematica relativista clasica se esperaria que el
operador ¢’pH-! sea el operador asociado a la velocidad, este operador es
acotado y conmuta con H , ademas tiene un espectro puramente continuo, a
saber, el intervalo [-c,c];llamaremos a c?pH~! el operador clasico de
velocidad. La derivada del operador standard viene dada por

-%mm=mmmmm@ﬁmpmemn=mmm) (4.2)

de lo cual podemos concluir que el operador a(f) no es una constante del
movimiento. El operador F(¢) se define como

F = ca —c’pH™! (4.3)

el cual es acotado, y cada una de sus componentes anticonmuta con H,
facilmente podemos obtener de la relacion de anticonmutacion la siguiente
expresion

F(¢) = exp(2iHt)F (4.4)
Integrando (4.2) y tomando ca(0) = ca se obtiene
cb(t) = c2pH' + F(?) (4.5)

Podemos observar claramente que la velocidad oscila al rededor del valor
medio ¢?pH'el cual es justamente el operador de velocidad clasico. Este
fenomeno de oscilacidon se suele denominar "Zitterbewegung”
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4.2.EL OPERADOR POSICION

Se puede hacer el mismo analisis para la evolucion temporal de x,
obteniéndose un resultado analogo, el cual se sintetiza a continuacion, en el
siguiente teorema

Teorema 4.1. El dominio D(x) = D(x(¢)) del operador multiplicativo x es
invariante por la izquierda bajo la evolucion temporal .

D(x(t)) = exp(—iHt)D(x) = D(x) (4.6)

en este dominio se tiene

x() = x + 2pH 't + #(exp(ziﬁz) ~DF (4.7)
Se puede demostrar que D(x) es denso en H y ademas que el término
5= (exp(2iHr) — 1)F tiende a cero cuando ¢ tiende al infinito

El Zitterbewegung es una consecuencia de las energias negativas, dado que
F anticonmuta con H podemos escribir

FP,; = P F (4.8)
FP,c; = PpoF (4.9)

Lo que muestra claramente que el operador acotado F mapea el espacio de
las energias positivas en el espacio de energias negativas y viceversa, en
particular P,,FP,,; = 0. Todo esto podemos enunciarlo en el siguiente
teorema:

Teorema 4.2. El valor esperado de x en el estado y(¢) = exp(~iHf)y, donde
v € D(x), tiene la forma:

WXy (1) = (v, e+ 35 Frw) + (v, 2PH 1)1 + 1= (exp(RiHn) - DF  (4.10)

Si vy es un estado inicial con energia positiva (negativa), entonces el valor
esperado de x en el estado w(¢) no efectua Zitterbewegung siempre. en tal
caso tenemos:

(W@, xy (@) = (y,xy) + (y,c’PH ')ty € Hpos O Hueg (4.11)

La velocidad de una particula con energia negativa es siempre antiparalela a
su momento puesto que c2pH 'y e = —C?PIH " W neg

4.3.LOS OPERADORES DE MOMENTO ANGULAR
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Es necesario notar que ademas de x(f) existen otras magnitudes que
presentan el fenbmeno llamado Zitterbewegung, y es de nuestro interés
particular el comportamiento de los operadores de momento angular J.L y S.

Se puede mostrar sin dificultad que el operador L y el operador S. cumplen
con las siguientes ecuaciones:

L(t) = x()Ap = L +2Z+H(exp(2im) ~DF AP (4.12)

S(t) = —%&(t) Ad(t) = § —ﬁ(exp(zin) ~DFAP (4.13)

De las ecuaciones anteriores se puede observar que tanto L. como S no se
conservan a causa de las Zitterbewegung. sin embargo el operador J = L+S§;
como se ve claramente en funcion de (4.12) y (4.13), se conserva, puesto que
los términos que provocan Zitterbewegung se anulan quedando J(t) = J.

Del mismo modo que en (4.5) se observa que las matrices a(z) vienen dadas
por un término Zitterbewegung, asi se puede hacer para el estudio de las
matrices f; anunciamos aqui el resultado:

eB(r) = 2= 1 G() (4.14)

donde

_p_ mc?
G =p 17i

(4.15)

el operador G describe la diferencia entre la matriz [3 y el operador clasico

2 2
me = -2 (4.16)

Los operadores G y I se relacionan a través de H? = p2c? + m2c* como
F.p +mc*G =0 (4.17)

lo que muestra finalmente que el operador de Dirac H permanece invariante si
reemplazamos ca por c*pH~' y B por mc*?H-' ademas podemos agregar las
siguientes relaciones:

Lap+pG=3 (4.18)
A D

-G (4.19)

Las oscilaciones Zitterbewegung son dificiles de interpretar fisicamente,
aunque matematicamente son bien entendidas. El problema fundamental se
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encuentra en la forma en la que escogimos los operadores para los
observables (posicion estandar, velocidad estandar) la cual es incorrecta, ya
que hemos visto que el operador x mezcla los estados de energia positiva y
negativa en una forma compleja; esto es lo que origina las Zitterbewegung.
Lo que nos hace pensar que si restringimos el espacio de estados solo al de
las energias positivas (negativas ) para ser consistentes con la interpretacion
de los estados de energia negativa como antiparticulas de energia positiva;
podemos evitar por decirlo asi las oscilaciones, todo esto a través de las
transformaciones (4.8) y (4.9).Por ejemplo, podemos considerar el operador x
dado por

i:Ppos.xPp()s + PnegxPneg =X — ﬁF (4.20)

el cual es acotado y autoadjunto en D(x) = D(x), De (4.5) y el Teorema 4.1
podemos también deducir que:

X(t) =X+ c?pH 't (4.21)

de la misma forma podemos restringir el resto de operadores que mezclan los
estados de energia positiva con los de energia negativa.

El operador x tiene la propiedad de que sus componentes no conmutan , lo
que implica que la localizacién en una zona finita ya no tiene significado. sin
embargo se puede construir otro operador de posiciéon el cual deja invariante
los subespacios de energia positiva y de energia negativa, el cual tiene
componentes que si conmutan y cuya derivada temporal es c’pH~!,este
operador se denomina "operador de posicion de Newton-Wigner"; el cual se
define como la transformacion inversa de Foldy-Wouthuysen de x:

XNw = U;:IWXUFW (4.22)
ademas para la evolucion temporal podemos obtener:
wa(t) = Xnw + C2ﬁH_1t (423)

el cual en la representacion estandar viene dado por:

o B (o ey ) e &ag
=X g\ @) PP ) T e mey NP 424
Q = (P2 + m2eh) (4.25)

La representacion de Foldy-Wouthuysen nos ayuda a determinar facilmente
todos los operadores y luego nos permite pasarlos a la forma estandar. Los
operadores restantes en la representacion de Foldy-Wouthuysen se muestran
en el apéndice.
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4.4 LOCALIZACION Y ACAUSALIDAD
4.4.1 NOCIONES DE LOCALIZACION

Por lo expuesto en la seccién anterior podemos afirmar que existen varias
formas de escoger los operadores de posicidn, sin embargo existen varias
propiedades que sin importar cual sea el operador de posicion, éste debe
cumplir. Para esto consideremos una particula que tiene la propiedad de estar
localizada en un subconjunto B de R3.Si esta propiedad es un observable
entonces debe existir un operador autoadjunto E£(B) en el espacio de Hilbert
de esta particula que describe las dos posibilidades de encontrar a la
particula; dentro de B o fuera de B . Lo que provoca que el operador E(B)
solo debe tener los valores propios 1 (dentro de B) y 0 (fuera de B). Un
operador E(B) con éstas propiedades debe ser un operador de proyeccion.
Cualquier observable que describe si un sistema fisico tiene o no tiene cierta
propiedad debe ser un operador de proyeccion.

Se requiere que dicho operador cumpla las siguientes propiedades**!:

1.Para todo conjunto (Borel-medible) B — R*® existe un operador de
proyeccion E(B) tal que (v,E(B)y) es la probabilidad de encontrar la
particula en B, si ésta se encuentra en el estado v, |w| =1 . La particula
debe estar donde quiera , dado que

E®R3) =1 (4.26)

2. Si el sistema esta al mismo tiempo localizado en B; y B, entonces éste
esta localizado en B, N B>

E(Bi N B>) = E(B1)E(B,) V B1,B> (4.27)

3.El rango de E(B; U B;) es el subespacio de estados que estan localizados
en B U B,, éste subespacio debe ser extendido sobre los vectores en E(B;),
y aquellos en E(B>), ya que

EBiUB,) = E(B))+E(B>)—E(BiNB,) YV BB, (4.28)
SiBy,B,,..... son disjuntos, entonces
E(B UB>U...... ) =D E(B) (4.29)
i=1

4.Sea U(a,R),acR?* R €SO(3),una representacion unitaria de el grupo
euclidiano en el espacio de Hilbert de la particula. Para cualquier boreliano
B € R3, el conjunto denotado por RB + a obtenido de B por una rotacion Ry
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una traslacion con el vector a, entonces
ERB +a) = U(a,R)E(B)U(a,R)* (4.30)

si E(B) satisface las cuatro condiciones anteriores, entonces éste es una
medida espectral de un operador de posicion unico q = (¢1,¢2,93). Ademas
podemos definir las familias espectrales E, (1) = E({x € R3¥/x; £ 1}), y los
operadores

gi = [ AdE,(2), i=1.23 (4.31)

—00

Usando (4.27) se obtiene
Eq,(MEg,(A) = Eq(VE(A),  i,k=1,2,3 (4.32)

es decir; las componentes de q conmutan. Por otro lado, para cualquier
operador de posicidbn con componentes que conmutan podemos definir
E(B) = y(x € B) a través del teorema espectral. Aqui y denota la funcion
caracteristica de B

Para el operador de Newton Wigner xuyw, la medida espectral
E(B) = Z(XNW (S B) = UEIWX(X (S B)UFW (433)

satisface los cuatro requerimientos impuestos puesto que nos son afectados
por una transformacién unitaria Si (v,E(B)w) = 1, entonces la particula esta
localizada en B lo cual no significa que la funcidon de onda y esté localizada en
B

Finalmente presentamos un teorema (Newton,Wigner,Wightman) que nos
aclarara y mostrara que el operador de Newton-Wigner permite la localizacién
en una zona B

Teorema 4.3 Sea g = (¢1,92,93) un conjunto de operadores autoadjuntos en
H = L*(R3)* tal que E(B) = y(¢ € B) cumple con los requerimientos del 1 al 4
y ademas satisface

5.E,(B) deja invariante H o, Y Hue, €S decir

E,B)H,,, = M (4.34)

pos pos
neg neg

entonces ¢ es un operador de Newton-Wigner.

Sin embargo aunque el operador de Newton-Wigner. nos permite definir
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claramente el sentido de la "localizacion en B" existen varios argumentos a
priori en contra de la localizacidon estricta de particulas con signo definido de
la energia.

En la teoria relativista los estados de una particula se transforman de
acuerdo a una representacion irreducible del grupo no-homogéneo de
Lorentz con m = 0 y energia positiva.

Consideremos vectores de estado ¢,,normalizados y dependientes del
tiempo, ademas una region fija V. Asumimos que

i) Existe un operador T(V) tal que (¢,,7(V)p,) representa la probabilidad de

encontrar la particula en V' al instante ¢, claramente 7(V) es autoadjunto y es
talque 0 < T(V) < 1.

Se dice que un a particula esta localizada en ¥V al instante ¢ si la probabilidad
de encontrar la particula en 7 es 1, se dice que no esta localizada en V al
tiempo ¢ si la probabilidad es 0 .Por otro lado definimos formalmente la nocién
de causalidad:

ii) Si al tiempo ¢, = 0 el estado de la particula esta localizado en V, entonces
existe una constante r = r,, tal que, al tiempo 7 > 0, la particula cuando es

trasladada por v, | = r, no estd en V.Con esto podemos enunciar el
siguiente teorema:

Teorema 4.4. Supdngase que se cumple la suposicidn de probabilidad i).
Entonces en la teoria relativista no existe el estado de una particula
localizado en la region finita del espacio V' que satisfaga la condicion de
causalidad ii) B¢

El teorema establece que si se satisfacen ambas condiciones i), ii) entonces
es imposible preparar el estado de una particula que esta estrictamente
localizado en una regidn finita del espacio V, en particular el operador 7(V) no
es un proyector. Sin embargo dependiendo de las propiedades de T(V) la
probabilidad de localizaciéon fuera de V' se podria hacer lo suficientemente
pequefa, aunque, incluso si se considera el estado localizado en una region
finita con colas exponenciales y acotadas fuera de la regién finita, después de
cierto tiempo se viola la causalidad. Por otro lado, si se insiste en localizar
estrictamente al estado de la particula en 7 entonces, igualmente se viola la
causalidad . Un ejemplo se puede obtener al considerar el operador de
posicion de Newton-Wigner

Directamente se puede extender el teorema anterior para una region del
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espacio tiempo arbitraria, incluso para una region sometida a un campo.

Generalizando los resultados anteriores®’! se puede demostrar que en
cualquier teoria cuantica relativista con energia positiva, y cualquier
espacio-tiempo traslacionalmente covariante, la nocién de localizacibn es
incompatible con el requerimiento de causalidad , lo que nos lleva tomar la
decisidon de considerar estados estrictamente localizados siempre y cuando
abandonemos la nocion de causalidad, o permitirnos asumir que el operador
de energia no es acotado ni superior ni inferiormente. Se puede interpretar
que se necesita infinita energia para localizar al estado del la particula en una
region finita

Sin embargo hay que diferenciar dos tipos de no localidad, la no localidad del
primer tipo que surge al interpretar al vector de estado como una onda fisica
real, y la no localidad de segundo tipo que estda asociada con la
obligatoriedad de la correlacidn entre dos mediciones espacialmente
separadas.

4.4.2. PROPAGACION SUPER-LUMINICA

Uno de los postulados de la relatividad especial de Einstein establece que la
mayor velocidad a la que se pueden propagar en éste caso las particulas es
la velocidad de la luz c.Por lo que cualquier solucion de la ecuacién de Dirac
tenga energia positiva o0 no; no puede propagarse mas rapido que la
velocidad de la luz . Por otro lado en la representacion de Foldy-Wouthuysen
se espera que las particulas (sus funciones de onda) alcancen velocidades
super-luminicas en el espacio de Hilbert UryH, de aqui que si tomamos el
operador de Newton-Wigner (el cual es exactamente la multiplicacion por x
en la representacion de Foldy-Wouthuysen) como un observable de posicidén
entonces tenemos que lidiar con una propagacion acausal de las particulas
inicialmente localizadas; éste problema surge con todos los operadores de
posicidn que conmutan con el signo de la energia, lo cual queda expresado
en el siguiente teorema

Teorema 4.4 Sea H un espacio de Hilbert. Para todo Boreliano B — R3 sea
F(B) un operador acotado y autoadjunto en H tal que para todo v € H con
lw| = 1,(y,F(B)y) es una medida de probabilidad con las siguientes
propiedades

L (v,F(B)y) = 1y (¢,F(B)¢$) = 0 implica que (¢,y) = 0

2. Existe un operador autoadjunto p (el generador de las traslaciones
espaciales) tal que para todo a € R*?
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(exp(=ipa)y, F(B + a) exp(—ipa)y) = (yv,F(B)y) (4.35)

Ademas, definimos H = A(p),donde A es una funcién positiva y distinta de la
funcién constante. Sea v € H con ||y || = 1, entonces para todo conjunto no
vacio B — R3 y para todo ¢ > 0 existe un tiempo ¢ € (0,¢) tal que

(exp(~iHN)y, F(B) exp(~iHNy) = || F(B)* exp(~iHny ||* # 0 (4.36)
4.4.3.LA DESIGUALDAD DE BELL

Los valores propios de la helicidad 3 son S., por lo que se interpreta, como ya
dijimos, a las soluciones de la ecuacion de Dirac como soluciones con spin
%,que es una consecuencia de la estructura de la ecuacidon y no una
imposicidén a priori como en la teoria cuantica no relativista. En el caso (limite)
de una particula en reposo en que las cuatro funciones propias son también
funciones propias de 3.

Evidentemente la proyeccion del spin sobre un eje dado no nos servira para
caracterizar un estado cualquiera. Se puede demostrar que si se conserva la
proyeccion del spin en la direccion del movimiento, es decir la helicidad,
puesto que como vimos, solo se conserva el momento angular J
evidentemente se puede escribir.

L3 B (Lsamrs B 3B s
—Z.Tz(—2+r/\p).T=J.T=Jn (437)
2 pl 2 Pl Pl

Los estados de una particula con valores de helicidad determinados se llaman
estados de helicidad. Fisicamente, la helicidad se interpreta como la
proyeccion del spin sobre la direccién del movimiento. Dado que (i.ﬁ)z =1,
los valores propios de $.7 son 1, y ademas al conmutar con el Hamiltoniano
nos permite buscar soluciones comunes. Para el caso sencillo de ondas
planas podemos considerar la ecuaciéon de valores propios

(FERw, =,y (4.38)

y tratemos a las componentes de energia positiva y negativa por separado:

ul 0
u? ~ 0

lllg = 0 D l//n = Vl (439)
0 V2

Reemplazando (4.39) en (4.38) obtenemos
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1 1
%8.2( Zz ) = n( Zz ) (4.40)
1 - - Vl Vl
Tea( vy ) =nl %, (4.41)

Es conveniente expresar el vector unitario 7 en término de variables angulares
0,0) ,0<¢<2m; 0<O<m,

7 = (cos¢.sin@,sing.sinb,cosh) (4.42)

la ecuacion (4.40) se convierte en

1 cost exp(—i¢) sin6 u \ ul
2 < exp(ig)sinf  —cosO ><u2 > B 77( ») > (4.43)

r . " 1 .
de aqui se sigue que los valores propios n son *-- los vectores propios
asociados son

1 exp(—ii) cos %
u(n = 7) = ¢ p (4.44)
exp(— l—)Sll’li
1 —exp(— 1£)sm§
u(n = 1) = (4.45)

exp(z 0 )cos %+ 2

del mismo modo para v',y v2, obteniéndose un resultado similar

1 exp(— zﬂ)cos g
v(n = 5) = ¢ 0 (4.46)
exp(—i4 )sm 5
1 —exp(— zﬁ)sm 2
v =-1) = (4.47)

-ﬂ ')
exp(i 5 )cos 5

Todos los estados unitarios de spin los podemos representar como

Xl = X = (4.48)

) O\. S =
(e O\‘ — O
S = O O
— o O O

podemos expresar cada uno de los espinores (4.46) como una combinacion
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lineal de los vectores propios. La funcién total sera

Wy =u + u? +v! +1? (4.49)

S O o~
S O = O
S = O O
— O O O

sin embargo para nuestro caso consideraremos la las componentes de las

particulas
l//;,r:u1<(1)>+u2<(l)> (4.50)

expandiendo y, = (?) Y X1 = (é)como una combinacién lineal de

u(n = 1), yu(n = -1) se tiene
0 o expt= lﬂ)cosg o[ —exp= lﬂ)sm 5
= sin—> ] +cos L ’ (4.51)
! exp(—i )Sl % exp(l—)cos—
1 exp(— lﬁ)co 9 —exp(— lﬂ)sm
—cos & ¢ 2 |-sind 5 2 (4.52)
0 exp(—i%- )sm% exp(i+- )cos§

h
2 2
necesariamente tiene que ser negativa. La probabilidad de que la segunda

suponiendo que la primera medicién resulta en + la segunda medicion
medicion nos de un valor positivo sera P, = sinz(%), del mismo modo se

definen las probabilidades P_, ,P, ,P__ para los resultados posibles de los
dos experimentos. Similares consideraciones nos llevan a

P (9) = Sinz(%) P._(9) = cosz(g) (4.53)
PL@=cor(d)  P(@)=sini(d) (4.54)

aqui introducimos el coeficiente de correlacion C(¢),definido como el
promedio del producto S:,S,,, promediado sobre un gran niumero de medidas
de pares de particulas . Entonces

W) =L @) -P®)-P_@+P ) =-Lcosp  (455)

Si estudiamos una teoria de variables ocultas la cual asume todos los valores
posibles de las componentes del spin (solamente una puede ser determinada
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a cierto tiempo) fijas, pero con valores desconocidos. Esto significa que un
vector de spin "real " deberia existir, en el mismo sentido de un vector de
momento angular clasico debe existir, fue J.S.Bell quien dio una demostracion
de la imposibilidad de las teorias de variables ocultas, demostracion que
reproducimos a continuacion:

Primero necesitamos establecer los requerimientos minimos que una teoria
de variables ocultas local y determinista debe cumplir en el caso del
experimento hipotético de Bohm. Después de que las dos particulas se han
separado, el sistema deberia tener la propiedad de determinar por adelantado
el resultado de la medicion de cualquier componente del spin de cualquier
particula, esto estaria garantizado con la existencia de un vector de spin
"real", en el caso mas general una variable oculta no necesariamente debe
corresponder a un parametro de un modelo fisico en especial.

El resultado de la medicidon de la componente z del spin S de la primera
particula se designa como S., (1) donde los unicos valores permitidos para
S., son J_r%h y A representa la variable oculta (evidentemente A puede ser
sustituida por multiples variables ocultas, y la demostracién pude ser
extendida a tales variables). Una teoria de éste tipo se denomina
determinista, puesto que los valores de S:, y Sy, quedan determinados por el
valor A. La teoria es local puesto que el resultado del experimento no
depende de un experimento que determine el valor de spin de la otra
particula.

Todo par de particulas tiene un valor definido de A, nosotros definimos la
densidad de probabilidad p(1), que da la probabilidad de que un par tenga
un valor de A que se encuentra entre 1 y 1 + dA de modo que la condicion de
normalizacién debe ser

j p(DdA =1 (4.56)

Ahora consideremos un experimento que determina las componentes del spin
S., y S4, de un gran numero de pares . El valor medio C"(¢)de los productos
S-,Sy, viene dado por

C"(9) = [ $:,(MSp(Wp(A)d2 (4.57)

Consideremos un segundo experimento de medida, asi como el anterior
mediremos la componente z del spin de la particula, pero ahora el aparato de
medicion esta ubicado a un angulo 6 del eje z . Con esta suposicidn
obtenemos un resultado analogo a (4.57) para el coeficiente de correlaciéon
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C"(9)-C"(0) = J.(SZI(/I)Sm (4) = 8, (2)S5,(4))p(1)dA (4.58)

Sabemos que los spines de las particulas tendran iguales magnitudes pero
direcciones opuestas, es decir

S91()~) = _S02(/1) S¢1(A) = _S¢2(/1) (459)
Insertando (4.59) en (4.58) obtenemos

C"(9)-C"(0) = —JSZI(/I)(SM/I) = S0, (1)p(A)dA

= =[S Sy (1 = 2555 S0, W)p()dk (4.60)

donde hemos usado (S, (1))* = %iﬁ La magnitud de (4.60) se puede estimar

como

c@-co) < |

S, (Mg, (M1 ~ g‘—zsm(mselu))p(m . (4.61)

Dado que p(1) siempre toma valores positivos y los spines siempre toman los

valores £1-7i (Asi |S,(1)S4, () = %h‘) de modo que se obtiene

C'@) - C O] = [(2 ~ 55,18, A)p(2)dA

h2
=B j S, (A)Se, (A)p(L)d. (4.62)

Nos vamos a restringir a los casos en los que el eje z y las direcciones dadas
por ¢ y 0 estan en el mismo plano. Los valores medios definidos en (4.58)
solamente dependen de la orientacion relativa de las mediciones individuales
no de la direccién absoluta del eje z . Por lo tanto podemos reemplazar en
(4.62), asi llegamos al resultado

C@-CcOl-ce-¢ =<t (4.63)

La desigualdad (4.63) se conoce como la Desigualdad de Bell. Esta es una

consecuencia directa de toda teoria determinista y local de variables ocultas
[38]

4.5. INTERPRETACION Y CONCLUSIONES

Desde el afio en que la mecanica cuantica moderna surgié (1925-1927), el
formalismo matematico de ésta, que reemplazo a la teoria cuantica antigua
desarrollada por Planck, Einstein, y Bohr, jamas habia sido retado
tedricamente ni experimentalmente hasta 1930. Sin embargo la controversia
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acerca de la interpretacion de la teoria, y el significado de la Matematica con
respecto a la realidad subyacente en tales herramientas ha sido debatido por
varias décadas, sin que se llegue a clarificar hasta la actualidad.

Claro esta, que como hemos definido en las secciones anteriores, nuestro
estudid se enfocara en la teoria cuantica relativista, que como puede
discernirse con la ayuda de la seccion 4.4, hereda los mismos problemas
filosoficos y de interpretacidn de la mecanica cuantica no relativista, especial
interés hemos puesto en las teorias de variables ocultas. Sin embargo para el
efecto de interpretar los resultados obtenidos en el analisis de éste trabajo es
necesario puntualizar ciertas definiciones.

Consideraremos a la mecanica cuantica susceptible de ser dividida en
formalismo y su interpretacion, asumiremos para el proposito de éste trabajo
que el formalismo de la mecanica cuantica es correcto (analizaremos ciertas
excepciones) y esta muy bien soportado por la evidencia experimental, por lo
tanto nos enfocaremos en la interpretacion de la teoria y en particular de la
interpretacion de Copenhagen.

Vamos a identificar los elementos que para nuestro propédsito seran los que
conformen la interpretacion de Copenhagen:

(a) El principio de incertidumbre de Heisenberg, que incluye la dualidad
onda-particula, el rol de las variables canodnicas conjugadas, y la imposibilidad
de medir simultaneamente pares de tales variables con precisidon arbitraria.

(b) La interpretacion estadistica de Born, que incluye el significado del vector
de estado, dado por la ley de probabilidad (P = WY¥*), y la predictividad del
formalismo solo por el comportamiento promedio de un grupo de eventos
similares.

(¢) El principio de complementariedad de Bohr, que incluye la totalidad del
sistema microscopico y el aparato de medida macroscépico, la naturaleza
complementaria de la onda y la particula , y el caracter del principio de
incertidumbre como una propiedad intrinseca de la naturaleza en lugar de una
peculiaridad del proceso de medicion.

(d) ldentificacion del vector de estado con "conocimiento del sistema" por
Heisenberg: esto es; la identificacion misma, como el uso de éste concepto
para explicar el colapso del vector de estado, par eliminar problemas simples
de no-localidad

(e) El positivismo de Heisenberg, esto incluye, dejar de debatir acerca del
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significado o realidad, y enfocarnos en la discusion interpretativa
exclusivamente en los observables 3]

Una de las mas serias objeciones de Schrédinger a la interpretacion
semi-clasica del vector de estado (VE), es que éste vector es una cantidad
compleja; puesto que usualmente en fisica la valores complejos sirven para
indicar que tal solucidbn no tienen significado fisico, la interpretacion
estadistica de Born es la que resuelve el problema, puesto que el VE no es
una cantidad fisica real y por tanto un observable, de ahi que su caracter
complejo es irrelevante, ya que todos los observables fisicos dependen de los
cuadrados del valor absoluto de las componentes del vector de estado, que
siempre son reales. Claro, surge siempre la pregunta, ¢porqué la probabilidad
depende del cuadrado del valor absoluto de las componentes del vector de
estado y no del valor absoluto o la parte real, o alguna cantidad similar? algo
de luz podemos obtener al analizar el operador inversion temporal de Wigner
que no es mas que la conjugacion compleja, asi el carcater complejo del VE
es una manifestacion de su estructura temporal.

La parte real del vector de estado es inverso temporal derecha, y la parte
imaginaria es inverso temporal izquierda, ademas el inverso de la fase
compleja del vector de estado invierte su sentido de tiempo y los signos de
sus observables de energia y frecuencia, asi la ley de probabilidad de Born
nos dice implicitamente que la probabilidad de una observaciéon particular se
obtiene tomando el producto de la componente del VE con su inversa en el
tiempo. Pero la interpretacion de Copenhagen no nos dice, porqué; es decir,
iporqué la probabilidad debe estar compuesta por conocimiento y
conocimiento invertido temporalmente (falta de conocimiento)?

Cave notar que una interpretacion que dé significado fisico al VE del
formalismo, provee una solucién al problema de la incompletitud de la teoria
propuesta en la paradoja EPR.

Los problemas interpretativos escenciales, para nuestro trabajo, van mas alla
de la determinacién o identificacién fisica de ciertas herramientas y objetos
matematicos, es mas bien tratar de relacionar el experimento con la teoria,
incluso modificar el formalismo matematico si es necesario, para acomodar la
realidad fisica a los calculos. Es en éste contexto en que los resultados
(3.22,3.23,3.24,3.25) muestran que el valor medio del spin calculado con la
ayuda de la funcién de onda de Jhonson - Lippman, toma valores tanto
positivos como negativos en funcion de la frecuencia (en el caso de S, y S,) y
se pude observar claramente que los maximos relativos de las graficas se van
atenuando con el aumento de » (aumento de la frecuencia relativista),
evidentemente si consideramos lo valores de la energia negativos se
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producira el mismo comportamiento (n € Z).

Lo que estamos observando es una clara manifestacion de lo que
denominamos Zitterbewegung, aunque en éste caso es en funcion de la
energia, que segun la ecuacion (4.13) el spin también se ve afectado por éste
fenbmeno. Sin embargo hay que recordar que el Zitterbewegung son
fluctuaciones al rededor de un valor medio tomando como variable
independiente el tiempo, es decir, necesitamos considerar la evolucion
temporal del operador para comprobar efectivamente estos "temblores"; hay
que notar que los parametros de Stokes fueron calculados para el sistema
propio del electron y considerando la funcion de onda como dependiente del
tiempo, ademas tomamos a priori el valor £ = 1 en la funcién de onda (2.85);
lo que muestra que a pesar de que escogimos la funcién de onda para un
electron los valores de los parametros de Stokes fluctuan al rededor de
cero.(unicamente en el caso de S, y S,).

Lo que nos interesa analizar es el comportamiento asintético de la
polarizacién, puesto que el spin presenta Zitterbewegung y ademas fluctua al
rededor de polarizacién cero, y dado que estos dos tipos de fluctuaciones
desaparecen cuando la energia tiende al infinito es claro que existe algun
vinculo matematico y talvez, fisico que relaciona los dos fenbmenos, el primer
fendmeno para el operador de spin, y el segundo para el valor medio de éste
en un sistema en reposo.

Mas aun, como se menciond en la seccidbn 4.4.2 , ligado con el
Zitterbewegung aparece la propagacién super-luminica; para esto tomemos
un caso especial. Sea F(B) la medida espectral de algun operador de posicion
en H = H,,. Como hemos dicutido en la seccion 4.4.1 existen estados
v € H,|y| =1, que satisfacen (y,F(B)y) = |F(B)y||* = 1, puesto que F(B)
es una proyeccion. Se dice que estos estados estan localizados en B . Ahora
tomemos un estado y localizado en B, c R® . sea B otro subconjunto
localizado lejos de B, . si d es la distancia entre B y B, entonces esperariamos

% (el tiempo en que
una sefal de luz tarad en llegar de B a B,). pero la probabilidad de encontrar
al sistema en B al tiempo ¢ viene dado 4.36 , si H es el Hamiltoniano del
sistema. Puesto que ésta probabilidad es distinta de cero para algun ¢
arbitrario lo suficientemente pequefo, tenemos que admitir que la probabilidad
de que el sistema esté fuera de B, es para un tiempo arbitrariamente corto
distinta de cero , es decir, mcomo en el teorema 4.4 aparece la propagacion
super-luminica. Lo que nos lleva a concluir que las nociones de localizacion
definidas en 4.4.1 estan en contradiccion con los principios de la teoria de la

relatividad

que y esté localizado fuera de B como minimo al tiempo
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Hegerfeldt G. C. demostré?l que incluso si un estado esta localizado
aproximadamente al tiempo 7= 0 en una regién finita del espacio, con
probabilidad que decae exponencial y acotadamente fuera de la region, éste
estado violara la causalidad en el futuro. es decir si queremos mantener la
nocion de localizacibn debemos renunciar a una interpretaciéon causal.
Debemos puntualizar que el Zitterbewegung es el responsable de no poder
definir un operador de posicidn en sentido analogo a la teoria cuantica no
relativista, y aunque restringimos el dominio de los operadores solo al espacio
de las energias positivas 0 negativas, el problema de localizacién, si bien por
parte del Zitterbewegung (al considerar el operador de Newton - Wigner) fue
eliminado, persiste en las definiciones de la teoria como tal, puesto que el
teorema 4.4 no incluye de manera a priori el operador de Newton Wigner,
sino mas bien se establece como un problema en la postulacién de las
nociones de localizacion.

Por un lado, mantengamos las nociones de localizaciéon asi tendremos que
renunciar a la propagacion con velocidades menores a la de la luz, lo que nos
llevara a tener una violacion de la desigualdad de Bell (4.63) que como
podemos observar en la seccidon 4.4.3 fue deducida a partir de la aceptacion
de la existencia de variables ocultas y la localidad de la teoria. sin embargo es
necesario aclarar que la teoria cuantica relativista también debe llevar a ésta
desigualdad, puesto que estamos considerando particulas aisladas de las
antiparticulas, es decir considerando la mitad del espinor. Ahora, los
parametros de Stokes fueron calculados considerando el espinor completo, lo
que significa que la polarizacion en éste caso fluctua entre estados para
particulas y para antiparticulas.

Lo que habria que considerar es un par particula-antiparticula y asi efectuar
los célculos ya hechos en la seccién 4.4.3 lo que nos llevara a encontrar que
la polarizacion intrinseca de éste par puede ser interpretada como una

variable oculta en el experimento EPR como sugeriria De Hass Paul (2004)
[41]

Por el otro lado, mantengamos la ausencia de propagacioén super-luminica lo
que nos lleva a cuestionar las nociones de localizacion definidas en 4.4.1
llevandonos a contradecir la definicion estadistica de Born uno de los pilares
de la interpretacion de Copenhagen, puesto que por los problemas en las
nociones de localizacién la posicién ya no es un observable mecano-cuantico
en el sentido usual. Ya que las nociones establecidas en 4.4.1 provienen al
considerar la definiciébn estadistica de Born para un espacio de Hilbert
completo es evidente que la teoria desarrollada usando la teoria de Lebesgue
es incompleta, y al parecer la paradoja EPR se mantiene vigente en algun
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sentido hasta no dar una interpretacion fisica al VE.

A lo largo de la Historia han existido varias interpretaciones que ayudan a
aclarar los conceptos en mecanica cuantica, sin embargo, y por el momento
en la historia en el que nos encontramos, tomamos como interpretacion la
propuesta por Wheeler y Feynman. Aunque el objetivo de éste trabajo no es
desarrollar completamente ésta interpretacion, esbozaremos sus
fundamentos para la teoria cuantica relativista.

El elemento basico de la interpretacion transaccional, es la emision-absorcion
de una transaccién, a través del intercambio de ondas avanzadas vy
retardadas, como fue descrita en principio por Wheeler y Feynman. Las ondas
avanzadas son soluciones de la ecuacion de onda electromagnética y otras
ecuaciones de onda similares que contienen solo la segunda derivada en el
tiempo. Las ondas avanzadas tienen valores propios caracteristicos de
energia y frecuencia negativas y se propagan en la direccidbn negativa del
tiempo las soluciones avanzadas de la ecuacion de onda electromagnética
usualmente no se toman en cuenta puesto que no tienen su contraparte en el
mundo fisico.

Wheeler y Feynman. postularon que era posible que un electron interaccione
con las ondas avanzadas enviadas por otros electrones, los cuales
absorberian en el futuro la radiacion retardada. Asi, este modelo puede ser
utilizado para la emision y absorcion, ya no de ondas, sino de particulas
masivas como los electrones. El unico requerimiento para éste modelo es que
las ecuaciones de onda que describen las particulas de interés , tengan
soluciones retardadas y adelantadas. En el caso de la ecuacion de
Schrédinger (recordando que ésta ecuacion no es correcta, puesto que no es
invariante relativisticamente) solo posee soluciones retardadas, sin embargo,
se suele tomar una combinacidén lineal de la solucion retardada y su
conjugada.

En el caso de la ecuacién de Dirac podemos ver que de acuerdo a la seccién
1.4 (La transformacion del Foldy-Wouthuysen) ésta ecuacién corresponde a
dos ecuaciones de Klein Gordon elevadas a la potencia % que al tener
segunda derivada temporal poseen soluciones retardadas y avanzadas; y la
ecuacion de Schrodinger pude ser interpretada como el caso limite de una
ecuacion de onda relativisticamente invariante cuando la velocidad de la luz

tiende al infinito.

Es interesante recalcar el hecho de que la ecuacién de Dirac corresponde a
dos ecuaciones de Klein-Gordon elevadas a la potencia % dado que la
ecuacion de Klein-Gordon sirve para estudiar particulas de spin cero, aunque
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en general la ecuacion de Dirac en éste contexto se usa para el estudio de
particulas de spin % Asumimos en éste caso que la propiedad supersimétrica
del Hamiltoniano de Dirac permite no solo establecer una transformacion que
lleva de fermiones en bosones (transformacién de Foldy-Wouthuysen ) sino
una transformacion que nos permite establecer matematicamente una
interpretacion clara que maneja tanto particulas como antiparticulas.

El aporte principal que hacemos es mostrar como la supersimetria, aunque en
un sentido elemental, no solo tiene que ver con las transformaciones entre
bosones y fermiones, sino también con transformaciones entre particulas y
antiparticulas, aunque fisicamente no esta claro como se da el intercambio
entre estados de energia positiva y estados de energia negativa,
matematicamente el comportamiento no es ajeno, incluso cuando
restringimos el espacio de energias solo al de positivas o al de negativas. De
aqui que si queremos eliminar estos problemas debemos enfocarnos en las
nociones de localizacion, que como sabemos dan origen a la teoria de la
medida de Lebesgue, puesto que el completado del espacio de funciones con
derivada continua es el espacio de las funciones de Lebesgue cuadrado
integrables. Quedan planteadas las preguntas ¢ se puede generalizar aun mas
la teoria de Lebesgue? o mas bien ¢la interpretacion transaccional deja de
lado algunos aspectos importantes sin incluir?

Existe también otra implicacion de la teoria cuantica, que es la imposicién de

una nueva relacion de incertidumbre como en (a) puesto que la imposicion de

la velocidad de la luz como limite nos lleva a Ap = _h_ algo parecido sucede

cAt’
con la posicion, lo que nos lleva a invalidar (b),pero cuando en la

electrodinamica cuantica las magnitudes de campo no se representan por
funciones puntuales, sino por funciones en una zona del espacio tiempo,
desaparece la discrepancia entre los limites impuestos por el principio de
incertidumbre relativista y la posibilidad fisica de la medicién. El VE no puede
ser identificado simplemente como el que lleva la probabilidad en el dominio
relativista. La interpretaciéon (b) debe ser generalizada para el caso relativista.

Estos elementos infimos de la interpretacion transaccional nos ayudan a ver
que si las antiparticulas se interpretan como particulas viajando en el eje
negativo del tiempo, las soluciones avanzadas de las ecuaciones podrian ser
identificadas con tales antiparticulas y asi bajo el marco de esta interpretacion
interactuar particulas con antiparticulas tanto en el pasado como en el futuro y
considerar a la polarizacibn de un par particula-antiparticula como una
variable oculta en la teoria de Bell, claro esta, aceptando la propagacion
super-luminica.
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Quedaria por analizar el comportamiento de dos particulas polarizadas (una
particula y una antiparticula ) en el marco de la paradoja de Bell,
evidentemente seria imposible efectuar un experimento del tipo Aspect para
verificar tal teoria, en lo que si nos ayudaria seria en analizar el
comportamiento del tiempo y como interaccionan sucesos en el pasado con
sucesos en el presente. Finalmente quedaria por estudiar el comportamiento
de una particula relativista en presencia de un campo gravitatorio ultra- fuerte,
en el sentido de el analisis del tiempo como magnitud fisica, dado que en el
Universo si se pueden encontrar tales campos gravitatorios.

Todavia queda sin aclarar la forma en que la supersimetria modifica el VE, y
mas aun, si con la interpretaciéon que estamos dando podemos efectuar un
analisis ya no de una sola particula sino de un conjunto de particulas, y
también efectuar un tratamiento estadistico para poder determinar en que
instante la mecanica cuantica pasa a ser estocastica para luego convertirse
en mecanica clasica. En futuros trabajos seria indispensable efectuar tales
aproximaciones y consideraciones.
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