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A mis dos grandes compañeros de la carrera, Javier Corregidor y Cristian Vega, con

quienes conformamos el famoso “Club de los Secos: Anexo a análisis Funcional”, sé que
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2.4 Modelo de Weizsäcker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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5.7 Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado

y función de distribución radial de la densidad para el átomo de F . . 35
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de Li . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.19 Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado

con λ = 1
3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo
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de N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.27 Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado

con λ = 1
3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo

de O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.28 Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado

con λ = 15
41

y función de distribución radial de la densidad para el átomo
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Resumen

Dentro del marco de la teoŕıa del funcional de la densidad, se presenta un estudio

de aproximaciones para el funcional de la enerǵıa cinética no-interactuante. Para este

propósito, se emplea el modelo de S. Liu - G. Parr [22] para el funcional de la enerǵıa

cinética no-interactuante TLP97[ρ]. Se usa este funcional para determinar el factor de

mejoramiento de la enerǵıa cinética no-interactuante expresado como un funcional de la

densidad. Se hacen aplicaciones de este factor de mejoramiento a 16 átomos, calculados

al nivel Hartree-Fock. Se observa que estos factores de mejoramiento presentan picos

que están en gran concordancia con los picos de los factores de mejoramiento exactos.

Además dan una excelente descripción de la estructura de capas para todos los casos

estudiados. Sin embargo, presentan problemas de divergencia para regiones de la cola

de la densidad.
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Abstract

Within the framework of density functional theory, we present a study of approxima-

tions for the noninteracting kinetic energy functional. For this purpose, we employ the

model of S. Liu - G. Parr [22] for the noninteracting kinetic energy functional TLP97[ρ].

This functional is used to determine the non-interacting kinetic energy enhancement

factor expressed as a density functional. Applications of this enhancement factor to

16 atoms, calculated at the Hartree-Fock level are made. It is observed that these en-

hancement factors have peaks that are in good agreement with the peaks of the exact

enhancement factor. In addition it gives an excellent description of the shell structure

for all cases studied. However, they have divergence problems in the tail regions of the

density.

2



Caṕıtulo 1

Introducción.

Uno de los grandes problemas en la teoŕıa del funcional de la densidad (que en lo

siguiente se denotará por DFT por sus siglas en inglés, Density Functional Theory)

es expresar la enerǵıa cinética no-interactuante de un sistema mecánico cuántico de

muchos cuerpo como un funcional de la densidad [11] [14–16] [22] [36]. La importancia

de tener un funcional de la densidad para la enerǵıa cinética proviene del hecho que

permitiŕıa establecer una aproximación en la teoŕıa del funcional de la densidad, que no

dependa de orbitales. En efecto, en la versión de Kohn-Sham de DFT [17], la enerǵıa

cinética no-interactuante se escribe como un funcional de orbitales y no directamente

de la densidad.

El tratamiento a través de orbitales crea una dependencia directa entre el número N

de electrones de un sistema con un conjunto
{
φKS
i (~r)

}N
i=1

de orbitales de Kohn-Sham.

Cuando N es grande, esto conduce a un tratamiento dif́ıcil y costoso que pasa por la

solución de N ecuaciones de Kohn-Sham. Por eso se ha planteado como alternativa un

tratamiento que prescinda de los orbitales y que esté basado en el uso de un funcional

de la enerǵıa cinética únicamente dado en términos de la densidad. Este enfoque tiene

un bajo costo computacional y permitiŕıa estudiar sistemas de muchas part́ıculas con

una exactitud comparable a los métodos ab-initio [28]. Por otro lado se evitaŕıa tener

que resolver un sistema de N ecuaciones de orbitales acoplados, ya que sólo habŕıa que

resolver una sola ecuación que contenga la densidad [37].

La dificultad de encontrar el funcional de la enerǵıa cinética total radica básica-

mente en la exactitud que esté debe tener. Esta debe ser comparable a la exactitud

necesaria para calcular la enerǵıa total del sistema, ya que la contribución de la enerǵıa

cinética por el teorema del virial es igual a la enerǵıa total pero con signo opuesto. Este

hecho explica por qué desde los primeros trabajos de Thomas [34] y Fermi [8] en 1927

hasta la actualidad no se haya alcanzado un funcional definitivo [28].

1



En los últimos 20 años [9] [14] [28] [36], se ha reducido la búsqueda de este funcional,

a la aproximación del factor de mejoramiento de la siguiente expresión [28] :

T [ρ] =
1

8

∫
d3~r
|∇ρ(~r)|2
ρ(~r)

+
1

2

∫
d3~rρ

5/3(~r)AN [ρ(~r);~r], (1.1)

donde el primer término es el término de Weizsäcker [39], el segundo es el producto

del término de Thomas-Fermi ρ5/3(~r) y el factor de mejoramiento AN [ρ(~r);~r], y ρ(~r)

es la densidad electrónica del sistema.

Entre las muchas alternativas que se han propuesto a lo largo de décadas para

representar el factor de mejoramiento como un funcional de la densidad [36], estudiamos

en este trabajo la alternativa propuesta por Shubin Liu y Robert G. Parr [22], que

consiste en expresar el factor de mejoramiento de la enerǵıa cinética no-interactuante

mediante una expansión en serie de potencias de funcionales homogéneos de la densidad

ρ(~r). Esto nos permite tener una expresión del factor de mejoramiento en términos de

la densidad de una part́ıcula, lo que a su vez nos proporciona un método alternativo a

la versión de Hohenberg-Kohn-Sham de DFT [13] [17]. En este trabajo analizamos esta

representación del factor de mejoramiento con respecto a los valores exactos (extráıdos

de una aproximación basada en orbitales) para los átomos de la 1ra y 2da fila de la

tabla periódica.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico.

El desarrollo de este trabajo se enmarca dentro de la teoŕıa del funcional de la densidad,

por este motivo, es necesario recordar algunas definiciones y conceptos de mecánica

cuántica que nos serán muy útiles para su mejor entendimiento.

2.1 Ecuación de Schrödinger

En mecánica cuántica para describir un sistema multielectrónico (como por ejemplo:

átomos, moléculas, sólidos, etc.) se ha propuesto la existencia de una función que de-

pende de las posiciones de cada electrón y que contiene toda la información f́ısica del

sistema. Esta función se denomina función de onda Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) [19]. Para encon-

trar esta función se plantea la ecuación no relativista de Schrödinger independiente del

tiempo, cuyo Hamiltoniano (u operador de enerǵıa) tiene la siguiente forma [7]

Ĥ = − ~
2

2m

N∑

i=1

∇2
~ri
+

N∑

i=1

v(~ri) +
λ

2

N∑

i 6=j

w(|~ri − ~rj|), (2.1)

donde N es el número de electrones, v(~ri) es el potencial externo que actúa sobre

los electrones, λ es una constate de acoplamiento de interacción electrón-electrón cuyo

valor es e2

4πǫ0
en el caso de interacción Coulómbica con w(|~ri − ~rj|) = |~ri − ~rj|−1. Hay

que notar que la ecuación (2.1) hace uso de la aproximación de Born-Oppenheimer.

Esta aproximación se basa en el hecho de que el núcleo es mucho más masivo que

los electrones, lo que implica una velocidad muy pequeña del núcleo y por tanto una

contribución despreciable al valor total de la enerǵıa del sistema. Por facilidad (y en el

resto del escrito) se emplearan unidades atómicas, es decir

~ = m = λ = 1. (2.2)
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Esto significa que la enerǵıas son dadas en unidades de Hartree y las longitudes en

unidades de radios de Bohr [7], lo que reduce el Hamiltoniano a la siguiente forma

Ĥ = − 1

2

N∑

i=1

∇2
~ri
+

N∑

i=1

v(~ri) +
1

2

N∑

i 6=j

w(|~ri − ~rj|). (2.3)

Por lo que, la manera formal de la representación de la ecuación no relativista

de Schrödinger independiente del tiempo que simplemente llamaremos ecuación de

Schrödinger es

ĤΨ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) = EΨ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) (2.4)

donde E es la enerǵıa del sistema.

2.2 Densidad de Carga Electrónica

Dentro de la mecánica cuántica y en especial en qúımica cuántica, se define la densidad

de carga electrónica ρ(~r) como la integral sobre todos las coordenadas espaciales de

todos los electrones menos uno, del producto conjugado de la función de onda que

describe el sistema, es decir,

ρ(~r) = N

∫
d~r2 · · ·

∫
d~rNΨ

∗(~r, ~r2, . . . , ~rN)Ψ(~r, ~r2, . . . , ~rN)

= N

∫
d~r2 · · ·

∫
d~rN |Ψ(~r, ~r2, . . . , ~rN)|2, (2.5)

donde Ψ(~r, ~r2, . . . , ~rN) es elemento de L2(R3N), el espacio de funciones antisimétri-

cas complejas de cuadrado integrable [7]. Notemos que ρ(~r) es elemento de R
3 y se

entiende como la probabilidad de encontrar un electrón (o cualquiera de los otros N)

en la posición ~r cuando todos los otros N − 1 electrones están en cualquier lugar

del espacio. Si expresamos Ψ como el determinante de Slater, podemos escribir ρ(~r)

como [18]:

ρ(~r) =
N∑

i=1

|φi(~r)|2, (2.6)

donde φi(~r) son orbitales monoelectrónicos. Por definición la densidad electrónica

debe satisfacer las siguientes condiciones:
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ρ(~r) ≥ 0, (2.7)

∫
d~rρ(~r) = N. (2.8)

Donde la primera condición es por definición matemática de densidad de probabi-

lidad y la segunda condición nos dice que la integral en todo el espacio de la densi-

dad debe determinar el número de part́ıculas del sistema. Ahora surge una pregunta,

¿Porqué seŕıa buena idea tratar de estudiar un sistema mecánico cuántico de muchos

cuerpos a través de la densidad?. Esto viene justificado por las siguientes observaciones

y propiedades de la densidad [18]:

• La densidad de un electrón de un sistema de muchos electrones es un observable

y puede ser medido experimentalmente [2].

• La estructura matemática de la densidad de un electrón permite considerar una

simplificación computacional en qúımica cuántica ya que el mapeo de ρ(~r), reduce

drásticamente el número de variables de 3N a 3.

• Las posiciones ~r donde la densidad presenta máximos casi siempre coinciden

con las posiciones ~Rα de los núcleos (ya que depende del sistema de referencia

empleado [3] [23]). En estos puntos la densidad de un electrón ρ(~r) satisface la

llamada condición de cúspide electro-nuclear tipo Kato [18]:

ĺım
~r→~Rα

[(
∂

∂r
+ 2Zα

)
ρav(~r)

]
= 0, (2.9)

donde Zα es la carga nuclear del α-ésimo átomo y

ρav(r) ≡
1

4π

∫
dθdφsenθρ(r, θ, φ), (2.10)

es el promedio (sobre los ángulos) de la densidad de un electrón. La condición de

cúspide (2.9) juega un importante rol matemático en definir adecuadamente la

interacción energética entre electrones y núcleos.

• La densidad presenta un comportamiento asintótico de rango-largo en regiones

lejanas de los núcleos [12]

ρ(~r) ∝ Ar2γ−1Exp
(
−2
√

2Iminr
)
, (2.11)
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donde A es una constante,

γ = (2Imin)
−1/2

(
∑

α

Zα

)

e Imin es el potencial de ionización más bajo del estado dado del sistema multi-

electrónico en cuestión.

Por lo mencionado anteriormente se puede decir que la densidad de un electrón del

estado base contiene toda la información necesaria para caracterizar su sistema [18].

Por tanto, mediante el estudio de ρ(~r) uno obtiene la posición {~Rα} de los núcleos,

cuyas cargas pueden ser determinadas v́ıa la condición de cúspide (2.9). Teniendo en

mente que todas las interacciones entre part́ıculas en un sistema de muchos electrones

son de tipo Coulómbico, el conocimiento de N , {~Rα} y {~Zα} completamente define el

Hamiltoniano del sistema de N -part́ıculas [18]. Una vez conocido este Hamiltoniano,

el sistema puede ser descrito por la función Ψ(~r, ~r2, . . . , ~rN) la cual se obtiene como

solución de la ecuación de Schrödinger (ecuación (2.4)).

2.3 Modelo de Thomas-Fermi

Los primeros inicios de la teoŕıa del funcional de la densidad (no formales [28] [30])

se dieron en los trabajos de Thomas [34] y Fermi [8] en 1927, ambos de forma inde-

pendiente. Ellos basaron su trabajo en consideraciones estad́ısticas que fueron usadas

para aproximar la distribución de átomos en moléculas, para mayores detalles ver las

referencias [30] y [34]. A continuación se dará una breve descripción de la formulación

de Thomas-Fermi para un gas de electrones libres homogéneo [30].

Dividimos el espacio en muchos cubos pequeños, cada uno de tamaño l y volumen

∆V = l3, cada uno contiene un número fijo de electrones ∆N (el número de electro-

nes puede ser diferente en cada cubo) y se supone que los electrones en cada cubo se

comportan igual que fermiones independientes a 0 K de temperatura.

Los niveles de enerǵıa de una part́ıcula en un pozo de potencial infinito de tres

dimensiones son dadas por

ε(nx, ny, nz) =
π2

2l2
(n2

x, n
2
y, n

2
z)

=
π2

2l2
R2, (2.12)
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donde nx, ny, nz = 1, 2, 3, ..., son los números cuánticos para cada una de las tres di-

mensiones. La cantidad R se define como el radio de una esfera en el espacio (nx, ny, nz).

Para números cuánticos grandes, esto es para R grandes, el número de niveles de enerǵıa

distintos con enerǵıa menor que ε puede ser aproximado por el volumen de un octante

de una esfera con radio R. Este número es

φ(ε) =
1

8

(
4πR3

3

)
=

1

6π2

(
2l2ε

)3/2
. (2.13)

El número de niveles de enerǵıa entre ε y ε+ δε es por tanto

g(ε)∆ε = Φ(ε+ δε)− Φ(ε)

.
=

1

4π2

(
2l2

)3/2
ε
1/2δε+O((δε)2), (2.14)

donde la función g(ε) es la densidad de estados con enerǵıa ε.

Para calcular la enerǵıa total para el cubo con ∆N electrones necesitamos la pro-

babilidad para los estados con enerǵıa ε, a ser ocupados, lo cual llamaremos f(ε). Esta

es la distribución de Fermi-Dirac,

f(ε) =
1

1 + eβ(ε−µ)
, (2.15)

donde β = 1/kT , con k la constante de Boltzmann y T la temperatura del sistema.

A T = 0 K, β →∞, la distribución se reduce a una función escalón:

f(ε) =





1, ε < εF

0, ε > εF
, (2.16)

donde εF es la enerǵıa de Fermi. Todos los estados con enerǵıa menor que εF están

ocupados y todos los estado con enerǵıa mayor que εF no están ocupados.

Ahora encontramos la enerǵıa total de los electrones en esta celda sumando las

contribuciones de los diferentes estados de enerǵıa:

∆E = 2

∫
dε εf(ε)g(ε)

=

√
2

π2
l3
∫ εF

0

dε ε
3/2

=
2
√
2

5π2
l3ε

5/2
F , (2.17)
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donde el factor 2 se debe a que cada nivel de enerǵıa es doblemente ocupado por

un electrón con esṕın hacia arriba y otro con esṕın hacia abajo. La enerǵıa de Fermi

εF está relacionada al número de electrones ∆N en el cubo, a través de

∆N = 2

∫
dε f(ε)g(ε)

=
2
√
2

3π2
l3ε

3/2
F . (2.18)

Despejando εF de la ecuación (2.18) y reemplazando en la ecuación (2.17) tenemos

∆E =
3

10

(
3π2

)2/3
l3
(
∆N

l3

)5/3

. (2.19)

La ecuación (2.19) es una relación entre la enerǵıa cinética total y la densidad

electrónica ρ = ∆N/l3 = ∆N/∆V para cada cubo en el espacio. Note que los diferentes

cubos pueden tener diferentes valores de ρ. Ahora, integrando sobre todo el espacio la

ecuación (2.19), se encuentra la enerǵıa cinética total:

TTF [ρ] = CF

∫
d~r t0([ρ;~r]), (2.20)

en donde t0([ρ;~r]) = ρ5/3(~r) y CF = 3
10
(3π2)

2/3
.

2.4 Modelo de Weizsäcker

La siguiente corrección que se hizo al término de Thomas-Fermi fue introducida por

Weizsäcker [39], quien al tratar de describir la enerǵıa del núcleo se dio cuenta que

la teoŕıa de Thomas-Fermi no bastaba ya este modelo genera una densidad que no

describe un sistema acorde a la realidad, es decir, un sistema no homogéneo de un

número finito de part́ıculas [39]. Aśı, Weizsäcker modificó la forma de una función de

onda plana de tal manera que su amplitud sea dependiente de la posición, es decir:

ψ =
1√
V
[1 + (~a · ~r)]ei(~p·~r), (2.21)

.

donde V es el volumen, ~a es un vector constante y ~p es el vector de onda. De esta

manera Weizsäcker encontró una corrección al término de Thomas-Fermi (para mejores

detalles revisar la referencia [39]) cuya forma es:
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TW [ρ] =
1

8

∫
d~r

(∇ρ(~r))2
ρ(~r)

. (2.22)

2.5 Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT).

La teoŕıa del funcional de la densidad (DFT) se basa en los teoremas propuestos por

Hohenberg-Kohn, en los que se demuestra que la enerǵıa total E[ρ] del estado funda-

mental no degenerado de un sistema de N electrones puede ser representada como un

funcional de la densidad electrónica del estado fundamental ρ(~r). A continuación revi-

saremos brevemente los teoremas de Hohenberg-Kohn y las ecuaciones de Kohn-Sham.

2.5.1 Primer Teorema de Hohenberg-Kohn

Teorema 2.1. (P. Hohenberg y W. Kohn. [7] [13] [35]) Para cualquier sistema de N

part́ıculas que interactuan en un potencial externo v(~r), este potencial es un funcional

que depende únicamente la densidad ρ(~r) .

Demostración. Primero definiremos la forma del Hamiltoniano para un sistema de N

part́ıculas.

Ĥ = T̂ + V̂ + Û , (2.23)

donde

T̂ =− 1

2

N∑

i=1

∇2
~ri
, (2.24)

V̂ =
N∑

i=1

v(~ri), (2.25)

Û =
N∑

i<j

1

|~ri − ~rj|
. (2.26)

Donde T̂ es el operador de enerǵıa cinética de todo el sistema, V̂ es el operador del

potencial externo al sistema y Û es el operador de interacción repulsiva Coulómbica del

sistema. Supondremos que existe otro potencial externo v′(~r) que se diferencia de v(~r)

en más de una constante1 (es decir v(~r)−v′(~r) 6= cte) y da origen a la misma densidad,

1Sabemos que Ĥ[v]Ψ[v] = E[v]Ψ[v], (ver referencia [7]), con Ψ[v] y E[v] función propia y valor

propio de Ĥ[v], respectivamente y v el potencial externo de este sistema. Sea v+a = w otro potencial
externo con a = cte. Ahora
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ρ(~r). Es claro que v(~r) y v′(~r) pertenecen a diferentes Hamiltonianos Ĥ y Ĥ ′, los mis-

mos que dan origen a diferentes funciones de onda Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) y Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN).

Debido al principio variacional, ninguna función de onda puede dar una enerǵıa

menor que la enerǵıa de Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) para Ĥ. Por tanto

E = 〈Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ|Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

< 〈Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉. (2.27)

La desigualdad es estricta ya que asumimos que el estado base es no degenerado (es

decir, que no existe dos o más estados base con la misma enerǵıa). Ya que en un inicio

consideramos dos Hamiltonianos para una misma densidad del estado base, podemos

escribir el valor esperado de la ecuación (2.27) de la siguiente forma

〈Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

= 〈Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ + Ĥ ′ − Ĥ ′|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

= 〈Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ ′ + V̂ (~r)− V̂ ′(~r)|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

= E ′ +
N∑

i=1

∫
d~r1

∫
d~r2 · · ·

∫
d~rNv(~ri)|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|2

−
N∑

j=1

∫
d~r1

∫
d~r2 · · ·

∫
d~rNv

′(~rj)|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|2

= E ′ +

∫
d~r1v(~r1)

∫
d~r2 · · ·

∫
d~rN |Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|2

Ĥ[v]Ψ[v] + 0Ψ[v] =E[v]Ψ[v]

Ĥ[v]Ψ + (a− a)Ψ[v] =E[v]Ψ[v]

Ĥ[v]Ψ + aΨ[v] =(E[v] + a)Ψ[v]

Ĥ[v + a]Ψ[v] =E[v + a]Ψ[v]

Ĥ[w]Ψ[v] =E[w]Ψ[v],

entonces v − w = cte → Ψ[v] = Ψ[w] → ρ[v] = ρ[w]. Aśı, dos potenciales son diferentes si su
diferencia es en más de una constante.
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+

∫
d~r2v(~r2)

∫
d~r1 · · ·

∫
d~rN |Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|2

...

+

∫
d~rNv(~rN)

∫
d~r1 · · ·

∫
d~rN−1|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|2

− · · ·

= E ′ +N

∫
d~rv(~r)

∫
d~r2 · · ·

∫
d~rN |Ψ′(~r, ~r2, . . . , ~rN)|2

−N

∫
d~rv′(~r)

∫
d~r2 · · ·

∫
d~rN |Ψ′(~r, ~r2, . . . , ~rN)|2

= E ′ +

∫
d~rv(~r)ρ′(~r)−

∫
d~rv′(~r)ρ′(~r)

= E ′ +

∫
d~r [v(~r)− v′(~r)]ρ′(~r). (2.28)

Intercambiando cantidades primas entre no primas y haciendo el mismo procedi-

miento para la ecuación (2.28), encontramos exactamente que:

〈Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ ′|Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

= 〈Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ ′ + Ĥ − Ĥ|Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

= 〈Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ + V̂ ′(~r)− V̂ (~r)|Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

= E −
∫
d~r [v(~r)− v′(~r)]ρ(~r). (2.29)

Sumando las ecuaciones (2.28) y (2.29), obtenemos

E + E ′ < E ′ + E +

∫
d~r [v(~r)− v′(~r)][ρ′(~r)− ρ(~r)], (2.30)

como ρ′(~r) = ρ(~r), entonces

E + E ′ < E ′ + E, (2.31)

que es un contradicción. Lo que prueba el teorema por reducción al absurdo.

Por tanto, si ρ[v′] 6= ρ[v] entonces v′(~r) 6= v(~r) y como v′(~r) 6= v(~r) en más de

una constante entonces ρ[v′] 6= ρ[v], muestra la relación uno a uno de la densidad del

sistema y el potencial externo que define al Hamiltoniano.
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2.5.2 Segundo Teorema de Hohenberg-Kohn

Una vez demostrado que el potencial externo que define el Hamiltoniano del sistema

tiene una relación uńıvoca con la densidad de carga electrónica, cabe la pregunta,

¿ésta densidad permite representar al estado fundamental del sistema por medio de

un funcional de la densidad?. Hohenberg y Kohn respondieron afirmativamente a esta

pregunta en su segundo teorema que a continuación se describe (ver referencias [13]

y [35]).

Teorema 2.2. (P. Hohenberg y W. Kohn. [7] [13] [35]) Un funcional universal para

la enerǵıa E[ρ] puede ser definido en términos de la densidad. El exacto estado base es

el mı́nimo global de este funcional.

Demostración. Como se probó en el anterior teorema, el potencial externo es única-

mente determinado por la densidad y como el potencial también determina de forma

única (salvo situaciones de degeneración) la función de onda del estado fundamental,

todos los otros observables del sistema, tales como la enerǵıa cinética se determinan

de forma única [35]. Entonces uno puede escribir la enerǵıa como un funcional de la

densidad [35].

Ev[ρ] =

∫
d~rv(~r)ρ(~r) + F [ρ], (2.32)

donde

F [ρ] = 〈Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|T̂ + Û |Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉, (2.33)

es un funcional universal (ya que las formas de la enerǵıa cinética y potencial de

interacción repulsiva Coulómbica son las mismas para cualquier sistema), válido para

cualquier número de part́ıculas y cualquier potencial externo. En el estado base la

enerǵıa es definida por la única densidad del estado base, ρ′(~r),

E ′ = E[ρ′] = 〈Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ ′|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉. (2.34)

Por el principio variacional, una diferente densidad, ρ′′(~r) necesariamente dará una

enerǵıa más alta

E ′ = E[ρ′] =〈Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ ′|Ψ′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉

<〈Ψ′′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)|Ĥ ′|Ψ′′(~r1, ~r2, . . . , ~rN)〉 = E ′′. (2.35)

De esto se deduce que minimizando con respecto de ρ(~r) la enerǵıa total del sistema

escrita como un funcional de la densidad ρ(~r), uno encuentra la enerǵıa total del estado
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base, en otras palabras, la correcta densidad que minimiza la enerǵıa es entonces la

densidad del estado base.

2.5.3 Ecuaciones de Kohn-Sham

Si bien es cierto que los teoremas de Hohenberg-Kohn muestran la existencia de un

funcional de la densidad para la enerǵıa de un sistema de muchos cuerpos, su forma es

desconocida [28]. A pesar de ello podemos expresar la enerǵıa como [17]:

E[ρ] =

∫
d~rv(~r)ρ(~r) +

1

2

∫ ∫
d~rd~r ′

ρ(~r)ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| +G[ρ], (2.36)

donde ρ(~r) es la densidad y G[ρ] es un funcional universal de la densidad. Esta

expresión, es además, un mı́nimo para el correcto funcional de la densidad ρ(~r). Escri-

bimos

G[ρ] ≡ Ts[ρ] + Exc[ρ], (2.37)

donde Ts[ρ] = −1

2

N∑

i=1

∫
d~rφ∗i (~r)∇2

~ri
φi(~r) es la enerǵıa cinética de un sistema de

electrones no-interactuantes con φ(~r) orbitales mono-electrónicos y N el número de

electrones. Exc[ρ] es, por definición, la enerǵıa de intercambio2 y correlación3 (donde

xc corresponden a sus nombres en inglés, exchange and correlation) de un sistema

interactuante con densidad ρ(~r), cuya forma no se conoce. Sin embargo, si ρ(~r) vaŕıa

lo suficientemente lento, uno puede mostrar [17] que

Exc =

∫
d~rρ(~r)ǫxc(ρ(~r)), (2.38)

donde ǫxc(ρ) es la enerǵıa de intercambio y correlación por electrón de un gas

uniforme de electrones de densidad ρ(~r) [17].

De la propiedad estacionaria [20] de la ecuación (2.36) obtenemos

δ

{
E[ρ]− ε

(∫
d~rρ(~r)−N0

)}
= 0, (2.39)

donde ε es un multiplicador de Lagrange y N0 es el número total de electrones en

el sistema. Si la variación funcional la realizamos con respecto a φ∗i (~r) y empleando la

regla de la cadena para derivadas funcionales tenemos

2Enerǵıa correspondiente al principio de exclusión de Pauli entre electrones del mismo spin.
3Enerǵıa correspondiente a la parte cuántica de la repulsión Coulómbica entre electrones.
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δE[ρ]

δφ∗i (~r)
=
δTs[ρ]

δφ∗i (~r)
+

[
v(~r) +

∫
d~r ′

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| +
δExc[ρ]

δρ(~r)

]
δρ(~r)

δφ∗i (~r)
= εiφi(~r), (2.40)

reduciendo y agrupando de mejor manera tenemos

[
−1

2
∇2

~ri
+ v(~r) +

∫
d~r ′

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| + ǫxc(ρ) + ρ(~r)
δǫxc(ρ)

δρ(~r)

]
φi(~r) = εiφi(~r) (2.41)

y ajustando

ρ(~r) =
N∑

i=1

|φi(~r)|2, (2.42)

llegamos a las ecuaciones de Kohn y Sham. Por lo general estas ecuaciones se las

escribe como [35]:

[
−1

2
∇2

~ri
+ Veff (~r)

]
φi(~r) = εiφi(~r) (2.43)

ρ(~r) =
N∑

i=1

|φi(~r)|2, (2.44)

donde

Veff (~r) = v(~r) +

∫
d~r ′

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| + ǫxc(ρ) + ρ(~r)
δǫxc(ρ)

δρ(~r)
. (2.45)

Las letras eff vienen del nombre que se le da a este potencial en inglés, effective

potential.
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Caṕıtulo 3

Funcional de Enerǵıa Cinética.

3.1 Funcional de la Enerǵıa Cinética

No-Interactuante.

La expresión orbital de la enerǵıa cinética puede ser representada de las siguientes

formas.

Tl
[
{φi}Ni=1

]
=− 1

2

N∑

i=1

∫
d~rφ∗i (~r)∇2φi(~r) (3.1)

Tg
[
{φi}Ni=1

]
=

1

2

N∑

i=1

∫
d~r ∇φ∗i (~r)∇φi(~r), (3.2)

donde N es el número de electrones de nuestro sistema. Ambas ecuaciones estás rela-

cionadas localmente por la siguiente expresión [33]:

Tl = Tg −
1

4

∫
d~r ∇2ρ(~r), (3.3)

pero comúnmente el valor esperado de la enerǵıa cinética está dado por Tl o Tg,

ya que el término adicional en (3.3) de la integral del laplaciano de ρ es cero (por el

Teorema de Green [32] [33]). Tanto (3.1) como (3.2) corresponde al valor esperado de la

enerǵıa cinética cuyos orbitales están expresados como un determinante de Slater Φ, que

depende del conjunto {φ(~r)}Ni=1, es decir, T [{φi}] = 〈Φ|T̂ |Φ〉, donde T̂ =
N∑

i=1

−1

2
∇2

~ri
.

El nombre de enerǵıa cinética no-interactuante viene dado de las funciones propias

φi(~r) de la ecuación de Kohn-Sham (KS) (ver ecuación (2.43)). Esta ecuación no es más

que la ecuación de Schrödinger de un sistema ficticio de part́ıculas no-interactuantes,
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que genera la misma densidad ρ como cualquier sistema de part́ıculas interactuantes

[17] [30].

3.2 Factor de Mejoramiento o Modulación

Si bien es cierto, uno de los principales problemas de encontrar o construir un funcional

de la enerǵıa cinética no-interactuante, es la exactitud que debe tener el valor esperado

de este funcional (comparable con calcular la enerǵıa total del sistema [28]), otro pro-

blema, de igual importancia que el mencionado, es que el funcional deseado describa

la distribución deslocalizada de la densidad de la enerǵıa cinética, que es responsable

de la estructura de capas del sistema que representa [28] [31].

La distribución deslocalizada viene dada por el producto de los gradientes de los

orbitales de la ecuación (3.2) y su representación mediante un funcional de la ρ, ∇ρ,
∇2ρ, etc, no es nada fácil. Algunos trabajos, han tratado de encontrar factores de me-

joramiento con esta cualidad, sin tener mucho éxito [9] [24] [28] [36].

Uno de los trabajos más destacados y el primero dentro del contexto de un factor

de mejoramiento es el de Pearson y Gordon [28] [36], en donde se presenta a la enerǵıa

cinética como

Ts[ρ] = TW [ρ] +

∫
d~rt0([ρ];~r)F [s(~r)], (3.4)

donde t0 es la densidad de la enerǵıa de Thomas-Fermi de la ecuación (2.20) y

F [s(~r)] es un factor de mejoramiento o modulación que a su vez depende de la densidad

como coordenada.

s(~r) =
|∇ρ(~r)|

2(3π2)1/3ρ4/3(~r)
, (3.5)

donde s(~r) es el gradiente de densidad reducido cuya interpretación f́ısica es el con-

trol de velocidad de la variación de la densidad electrónica, es decir, valores grandes

de s(~r) corresponden a variaciones rápidas en la densidad electrónica y viceversa [9].

Una revisión completa de los funcionales de la enerǵıa cinética expresados en términos

de la densidad esta dado en el trabajo reciente de Thomasz. A. Wesolowski. Semilocal

Approximations for the Kinetic Energy [36]. En este trabajo también se dan las apro-

ximaciones para el factor de mejoramiento.

Ante todo lo mencionado, surge al menos dos preguntas, primera, ¿Cuál debeŕıa ser

la forma exacta del factor de mejoramiento en función de ρ? y segunda, ¿Qué condicio-

nes (f́ısicas y matemáticas) debeŕıa cumplir?. Diversos autores han tratado de encontrar

16



las respuestas, lo que ha generado una gran cantidad de diferentes formas de factores

de mejoramiento [9]. De igual manera, diferentes autores han estudiado sus condicio-

nes [1] [5] [6] [28], encontrando que el factor de mejoramiento debe ser una función

positiva [37] [38]. Cabe mencionar que los factores de mejoramiento consultados sur-

gen como una necesidad [24] más que de una derivación natural de la ecuación (3.2).

Sin embargo un método alternativo a estos funcionales, cuya forma para la enerǵıa

cinética no-interactuante surge como una derivación natural a la ecuación (3.2), es las

transformaciones de escalamiento local versión DFT, que se fundamentan en las trans-

formaciones de escalamiento local, desarrolladas por Ludeña et. al [14] [25–28]. En la

siguiente sección se describirá este método.

3.3 Transformaciones de Escalamiento Local (LST)

Las transformaciones de escalamiento local versión DFT es un método alternativo a la

teoŕıa del funcional de la densidad que generaliza las transformaciones de escala [25–28],

es decir, modifica un vector ~r ∈ R
3 en la siguiente expresión:

~f(~r) = λ(~r)~r = (λ(~r)x, λ(~r)y, λ(~r)z). (3.6)

Estas transformaciones son isotrópicas, ya que escalan localmente a todas las coor-

denadas cartesianas con la misma función λ(~r). También mantienen constante la direc-

ción del vector transformado y satisfacen, como todas las transformaciones de densidad,

la siguiente ecuación que relaciona una densidad inicial o generadora ρg(~r) y una den-

sidad final ρ(~r):

ρ(~r) = J
(
~f(~r);~r

)
ρg

(
~f(~r)

)
, (3.7)

donde J
(
~f(~r);~r

)
es el Jacobiano, que tiene la siguiente forma:

J(λ(~r)~r;~r) =




∂λ(~r)x

∂x

∂λ(~r)y

∂x

∂λ(~r)z

∂x
∂λ(~r)x

∂y

∂λ(~r)y

∂y

∂λ(~r)z

∂y
∂λ(~r)x

∂z

∂λ(~r)y

∂z

∂λ(~r)z

∂z




=λ3(~r) [1 + ~r · ∇~r lnλ(~r)] . (3.8)

de las ecuaciones (3.7) y (3.8) se obtiene la siguiente expresión para λ(~r):

17



λ(~r) =

[
ρ(~r)

ρg(λ(~r)~r) (1 + ~r · ∇~r lnλ(~r))

]1/3

. (3.9)

La ecuación (3.9) es una ecuación diferencial de primer orden para la función de

transformación, λ(~r). Introduciendo la función, f(~r), mediante la siguiente equivalencia:

λ(~r) =
f(~r)

r
, (3.10)

se puede reescribir la ecuación (3.9) como:

ρ(~r)

ρg

(
~f(~r)

) =
1

3r3
~r · ∇~r f

3(~r). (3.11)

Estas transformaciones pueden ser usadas para generar un conjunto de orbitales

iniciales,
{
φ
[i]
g,k(~r)

}N

k=1
, en un nuevo conjunto de orbitales transformados:

φ
[i]
g,k(~r) =f̂φ

[i]
g,k(~r)

=
[
J
(
~f(~r);~r

)]1/2

φ
[i]
g,k

(
~f(~r)

)

=


 ρ(~r)

ρ
[i]
g

(
~f(~r)

)




1/2

φ
[i]
g,k

(
~f(~r)

)
. (3.12)

Para el caso de simetŕıa esférica, o densidad promediada esféricamente:

ρ(r) =

∫ π

0

dθsenθ

∫ 2π

0

dφρ(r, θ, φ) (3.13)

ρ(f)g =

∫ π

0

dθsenθ

∫ 2π

0

dφρg(f, θ, φ), (3.14)

la función de escalamiento local λ(r, θ, φ) se reduce a λ(r) y la ecuación (3.11) llega

a ser:

df(r)

dr
=

r2

f 2(r)

ρ(r)

ρg(f(r))
, (3.15)

donde la función de escala λ(r) es dada por:
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λ(r) =
f

r

=

(
ρ(r)

ρg(f)

)1/3

[1 + ~r · ∇~r lnλ(r)]
−1/3 . (3.16)

De las ecuaciones (3.15) y (3.16) se obtiene la regla de la cadena:

d

dr
=

(
df

dr

)
d

df

=

(
ρ(r)

ρg(f)

)1/3

[1 + ~r · ∇~r lnλ(r)]
2/3 d

df
. (3.17)

Tomaremos la expresión de la transformación aplicada a la parte radial y aplicando

un tratamiento algebraico sencillo (para mayores detalles ver referencia [25]), obtene-

mos la siguiente expresión para el funcional de la enerǵıa cinética no-interactuante:

T [ρ,Φg] = TW [ρ] +
1

2

∫ ∞

0

drr2ρ
5/3(r)

[
(1 + ~r · ∇~r ln(λ(r)))

4/3 TN

+ (1 + ~r · ∇~r ln(λ(r)))
−2/3KN

]
, (3.18)

donde TW [ρ] es el funcional de la enerǵıa cinética de Weiszäcker [39]:

TW [ρ] =
1

8

∫ ∞

0

drr2
(∇~rρ(r))

2

ρ(r)
, (3.19)

TN y KN son los factores de mejoramiento o modulación radial y angular, respec-

tivamente. Estos se describen a continuación:

TN =
1

4

1

ρ
8/3
g (f)

N∑

i=1

N∑

j=1

[∣∣∣∣R
∗
g,i(f)

d

df
Rg,j(f)−Rg,j(f)

d

df
R∗g,i(f)

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣Rg,i(f)
d

df
Rg,j(f)−Rg,j(f)

d

df
Rg,i(f)

∣∣∣∣
2
]

(3.20)

y
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KN =
1

ρ5/3(f)

N∑

i=1

|Rg,i(f)|2
f 2

li(li + 1), (3.21)

donde Rg,i(f) es una función que solo dependen de f(r) y li es el momento angular

del i-ésimo electrón. Por tanto, en forma general, la ecuación (3.18) se reduce a:

T [ρ,Φg] = TW [ρ] +
1

2

∫ ∞

0

drr2ρ
5/3(r)AN [ρ; r], (3.22)

donde

AN [ρ; r] = (1 + ~r · ∇~r ln(λ(r)))
4/3 TN + (1 + ~r · ∇~r ln(λ(r)))

−2/3KN . (3.23)

Aunque la ecuación (3.22) nos muestra un factor de mejoramiento derivado de forma

natural de la ecuación (3.2), con un perfil casi exacto al original [14] [28], desgracia-

damente sigue manteniendo una dependencia de orbitales. En resumen, podemos decir

que el problema de encontrar un funcional de la densidad de la enerǵıa cinética se

reduce a encontrar un factor de mejoramiento que dependa de la densidad.
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Caṕıtulo 4

Estudio de Aproximaciones al

Funcional de la Densidad.

Como se mencionó en la sección anterior, el problema se reduce a encontrar un factor

de mejoramiento que dependa de la densidad, para ello se ha tomado como un primer

modelo, el Modelo de Expansión del Funcional de la Densidad en Términos de Funcio-

nes Homogéneos desarrollado por Shubin Liu y Robert G. Parr [22], debido a la forma

sencilla de expresar el valor esperado de la enerǵıa cinética como un funcional expĺıcito

de la densidad. A continuación describimos las partes más relevantes de este modelo.

4.1 Modelo de Expansión del Funcional de la Den-

sidad en Términos de Funcionales Homogéneos

(Liu . S y Parr R. G.)

En el contexto de la teoŕıa del funcional de la densidad de estructura electrónica, se

ha desarrollado una aproximación, en la que el funcional de interés (T [ρ] para nuestro

caso) es expresado en términos de sus propias derivadas (entendiendo por derivada la

derivada funcional con respecto a la densidad ρ(~r)). En la referencia [29] una forma

general es descrita mostrando como un t́ıpico buen comportamiento1 de un de estos

funcionales puede ser expandido en términos de sus derivadas de alto orden,

Q[ρ] = C +

∫
d~rρ(~r)

δQ[ρ]

δρ(~r)
− 1

2

∫ ∫
d~r1d~r2ρ(~r1)ρ(~r2)

δ2Q[ρ]

δρ(~r1)δρ(~r2)

+
1

3!

∫ ∫ ∫
d~r1d~r2d~r3ρ(~r1)ρ(~r2)ρ(~r3)

δ3Q[ρ]

δρ(~r1)δρ(~r2)δρ(~r3)
− · · · . (4.1)

1Un funcional tiene un “buen comportamiento” cuando sus derivadas existen y su serie converge,
al menos en una región cercana a ρ(~r) [29].
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Este esquema, sin embargo, es limitado por el hecho de que se debe conocer las deri-

vadas para todos los órdenes. Partiendo de esta premisa, se presenta un esquema para

expandir un funcional bien comportado en términos de funcionales homogéneos con

respecto a una densidad escalada (en lo sucesivo denominadas funcionales homogéneas

de densidad). En este esquema no es necesario tener las derivadas de forma expĺıcita.

Se considera como caso especial T [ρ], que toma la forma de series de potencial construi-

da de funcionales de densidad estrictamente locales, es decir, funcionales que pueden

escribirse como una función de ρ(~r), por ejemplo

Q[ρ] =

∫
d~rf(ρ(~r)) (4.2)

donde f no contiene términos de derivadas de alto orden de ρ(~r). Ya sea cualquier

potencia de ρ(~r) es muy buena variable como la misma ρ(~r) para determinar Q, una

alternativa para la ecuación (4.1) es una expansión

Q[ρ] = C +

∫
d~rρα(~r)

δQ[ρα]

δρα(~r)
− 1

2

∫ ∫
d~r1d~r2ρ

α(~r1)ρ
α(~r2)

δ2Q[ρα]

δρα(~r1)δρα(~r2)

+
1

3!

∫ ∫ ∫
d~r1d~r2d~r3ρ(~r1)ρ

α(~r2)ρ
α(~r3)

δ3Q[ρα]

δρα(~r1)δρα(~r2)δρα(~r3)
− · · · , (4.3)

donde α es un número.

4.1.1 Teoremas que gobiernan el funcional expandido en térmi-

nos de funcionales de densidad homogénea

Teorema 4.1. (Shubin Liu y Robert G. Parr [22]). Para cualquier funcional Q[ρ] con

un buen comportamiento, se asume que la serie de la ecuación (4.1) existe, converge

y también se asume que podemos considerar exacta esta expansión truncada después

de la contribución del orden n (es decir, n + 1 términos). Entonces en principio Q[ρ]

también puede ser expresado en términos de funcionales homogéneos de densidad de

cualquier orden distinto de (n+ 1).

Demostración. Se escribe la ecuación (4.1) como

Q[ρ] =
n∑

i=0

Qi[ρ], (4.4)

donde, Qi[ρ] representa el i-ésimo término en el lado derecho de la ecuación (4.1).
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Ahora se asume otra expansión de Q[ρ],

Q[ρ] =
n∑

j=0

Hj[ρ], (4.5)

donde Hj[ρ] es un funcional de densidad homogénea de grado nj, que es [21],

∫
d~rρ(~r)

δHj[ρ]

δρ(~r)
= njHj[ρ]. (4.6)

Entonces, encontremos una relación entre Qi[ρ] y Hj[ρ] empleando la ecuación (4.6).

Para ello tomemos i = 1, aśı

Q1[ρ] =

∫
d~r ρ(~r)

δQ[ρ]

δρ(~r)

=

∫
d~r ρ(~r)

δ
∑n

j=0Hj[ρ]

δρ(~r)

=
n∑

j=0

∫
d~r ρ(~r)

δHj[ρ]

δρ(~r)

=
n∑

j=0

njHj[ρ]. (4.7)

Ahora para i = 2, entonces

Q2[ρ] = − 1

2

∫ ∫
d~r1d~r2 ρ(~r1)ρ(~r2)

δ2Q[ρ]

δρ(~r1)δρ(~r2)

= − 1

2

(∫ ∫
d~r1d~r2 ρ(~r1)

δ

δρ(~r1)

(
ρ(~r2)

δQ[ρ]

δρ(~r2)

)

−
∫ ∫

d~r1d~r2 ρ(~r1)δ(~r2 − ~r1)
δQ[ρ]

δρ(~r2)

)

= − 1

2

(∫
d~r1 ρ(~r1)

δ

δρ(~r1)

∫
d~r2 ρ(~r2)

δ
∑n

j=0Hj[ρ]

δρ(~r2)

−
∫
d~r1 ρ(~r1)

∫
d~r2 δ(~r2 − ~r1)

δQ[ρ]

δρ(~r2)

)
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= − 1

2

(
n∑

j=0

∫
d~r1 ρ(~r1)

δnjHj[ρ]

δρ(~r1)
−
∫
d~r1 ρ(~r1)

δQ[ρ]

δρ(~r1)

)

= − 1

2

(
n∑

j=0

n2
jHj[ρ]−

n∑

j=0

njHj[ρ]

)

= − 1

2

n∑

j=0

nj(nj − 1)Hj[ρ]

= − 1

2

n∑

j=0

nj!

(nj − 2)!
Hj[ρ]. (4.8)

Aśı, se obtiene la siguiente expresión

Qi[ρ] =
n∑

j=0

nj!

i!(nj − i)!
Hj[ρ], (4.9)

para i = 1, 2, . . . , n. Resolviendo las ecuaciones (4.5) y (4.9) simultáneamente, se

obtiene las (n+1) cantidades Hi[ρ] por algebra lineal elemental. Si uno asume nj = j,

por ejemplo, el resultado es

H0[ρ] = Q[ρ]−Q1[ρ]−Q2[ρ]−Q3[ρ]− · · · ,

H1[ρ] = Q1[ρ] + 2Q2[ρ] + 3Q3[ρ] + · · · ,

H2[ρ] = −Q2[ρ]− 3Q3[ρ]− · · · , (4.10)

H3[ρ] = Q3[ρ] + · · · ,

...

De esta forma el teorema queda demostrado.

Notemos que con el fin de tener una solución no trivial de las ecuaciones de arri-

ba, nj no necesariamente es un entero. Notemos también que el teorema de arriba

sólo garantiza la existencia del Hj[ρ]. Sus formas anaĺıticas son más bien complejas.

Aśı cada Hj[ρ] en la solución es una combinación de todos los Qi[ρ], cada uno de ellos

es mostrado en la ecuación (4.1) y es expresado como una integral que contiene una

derivada de i-ésimo orden. La forma anaĺıtica de Hj[ρ] debeŕıa, en principio, depender

de ambos, de las derivadas de todos los n ordenes y de todos los distintos nj escogidos.

Mientras tanto, es esta misma complejidad que hace pensar que pueden haber algunas
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derivadas que se cancelan, de tal manera que una buena aproximación para un deter-

minadoHj[ρ] no necesariamente depende expĺıcitamente de todas las derivadas de Q[ρ].

Otro problema con este tipo de expansión de la ecuación (4.5) es la convergencia.

Se sabe que dado Qi[ρ] de la ecuación (4.1) uno es capaz de obtener todos los Hj[ρ] por

combinaciones lineales de ellos. Por otro lado, no se sabe si la ecuación (4.5) converge

más rápido o más lento que la ecuación (4.4). Puesto que la forma de Hj[ρ] depende

de su homogeneidad2, uno esperaŕıa que teniendo cuidado al escoger nj para un caso

dado, uno estaŕıa en la capacidad de encontrar la mejor serie para la ecuación (4.5) tal

que converja más rápido que la ecuación (4.4).

Supongamos ahora que Q[ρ] es una serie de potencias de algunos funcionales estric-

tamente locales Hj[ρ] (lo cual significa que cada Hj es integral de una función de la

densidad ρ [29]),

Q[ρ] =
n∑

j=1

Cj[Hj]
j, (4.11)

donde los Cj son constantes a ser determinados. Se muestra en el siguiente teorema

que esta forma garantizará que cada término en esta expansión posea cierta propiedad

de homogeneidad con respecto a la densidad de escala si su homogeneidad en escala de

coordenada es conocida.

Teorema 4.2. (Shubin Liu y Robert G. Parr [22]). Dado el funcional

Qj[ρ] = Cj[Hj]
j, (4.12)

donde el Hj es un funcional homogéneo y local, si este es homogéneo de grado m en

escala coordenada, este toma la forma

Qj[ρ] = Cj

[∫
d~rρ[1+(m/3j)](~r)

]j
. (4.13)

Además, si Qj[ρ] es homogéneo de grado k en escala de densidad, j es determinada por

la relación

j = k − m

3
(4.14)

Demostración. Es conocido [29] que cualquier funcional estrictamente local L[ρ] satis-

2Un funcional homogéneo se define como Q[ρ] =
∫
d~r[ρ(~r)]k, donde k es un número positivo [29].
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face la siguiente identidad

L[ρ] = −1

3

∫
d~r ~r · ∇ρ(~r)δL[ρ]

δρ(~r)
(4.15)

Tomando la derivada de la ecuación (4.12) con respecto a ρ, es decir:

δQj[ρ]

δρ
= CjjHj[ρ]

j−1 δHj[ρ]

δρ
(4.16)

y desarrollamos la ecuación (4.12), tenemos

Qj[ρ] = Cj(Hj[ρ])
j

= Cj(Hj[ρ])
j−1Hj[ρ]

= Cj(Hj[ρ])
j−1

(
−1

3

∫
d~r ~r · ∇ρ(~r)δHj[ρ

δρ(~r)

)

= − 1

3j

∫
d~r ~r · ∇ρ(~r)Cjj(Hj[ρ])

j−1 δHj[ρ

δρ(~r)

= − 1

3j

∫
d~r ~r · ∇ρ(~r)δQj[ρ]

δρ(~r)
. (4.17)

Entretanto, ya que Qj es homogéneo de grado m en escala coordenada [10], implica

−
∫
d~r ρ(~r)~r · ∇δQj[ρ]

δρ(~r)
= mQj[ρ]. (4.18)

Integrando por partes la ecuación (4.18), uno obtiene

−
∫
d~r ρ(~r)~r · ∇δQj[ρ]

δρ(~r)
=

∫
d~r (~r · ∇ρ(~r) + 3ρ(~r))

δQj[ρ]

δρ(~r)
(4.19)

y reemplazando la ecuación (4.17) en la ecuación (4.19), se encuentra

∫
d~r ρ(~r)

δQj[ρ]

δρ(~r)
=
m+ 3j

3
Qj[ρ]. (4.20)

Esto muestra que Qj[ρ] es homogéneo de grado m+3j
3

en escala de densidad. Por otro

lado, Hj[ρ] es homogéneo, es decir

Hj[ρ] =

∫
d~r fj(ρ(~r)), (4.21)

entonces, si reemplazamos la ecuación (4.21) en las ecuaciones (4.12) y (4.16) y
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estas a su vez en la ecuación (4.20) tendremos

∫
d~r ρ(~r)jCj(Hj[ρ])

j−1 δHj[ρ]

δρ(~r)
=
m+ 3j

3
Cj(Hj[ρ])

j

∫
d~r ρ(~r)

δHj[ρ]

δρ(~r)
=

(
1 +

m

3j

)
(Hj[ρ])

∫
d~r ρ(~r)

dfj(ρ)

dρ(~r)
=

(
1 +

m

3j

)∫
d~r fj(ρ)

∫
d~r ρ(~r)

dfj(ρ)

dρ(~r)
=

∫
d~r

(
1 +

m

3j

)
fj(ρ). (4.22)

Si las dos integrales son iguales, por tanto

ρ(~r)
dfj(ρ)

dρ(~r)
=

(
1 +

m

3j

)
fj(ρ), (4.23)

entonces, nos queda por resolver una simple ecuación diferencial

∫
dfj(ρ)

fj(ρ)
=

∫ (
1 +

m

3j

)
dρ(~r)

dρ

ln fj(ρ) =

(
1 +

m

3j

)
ln ρ(~r) + Cj

fj(ρ) = Cjρ
[1+m/3j](~r), (4.24)

donde Cj es una constante de integración, entonces,

Hj[ρ] = Cj

∫
d~r ρ[1+

m/3j](~r) (4.25)

y

Qj[ρ] = Cj

[∫
d~r ρ[1+

m/3j](~r)

]j
. (4.26)

Finalmente, se puede observar en la ecuación (4.20) que su grado k es m+3j
3

, por

tanto

j = k − m

3
. (4.27)
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4.1.2 Expansión de T [ρ] para átomos

Considerando la ecuación (4.13), se expresa la forma anaĺıtica del funcional de densidad

de enerǵıa cinética Hartree-Fock

TLP97[ρ] =
n∑

j=1

Cj

[∫
d~rρ[1+(2/3j)](~r)

]j
, (4.28)

donde TLP97[ρ] es una serie expandida en funcionales de densidad homogénea y el

sub́ındice LP97 es por Liu y Parr y el año en que fue publicado el art́ıculo, 1997.

Notemos que m de la ecuación (4.13) toma el valor de 2 para la enerǵıa cinética por

ser un funcional homogéneo de segundo grado [22]. También notemos que al truncar la

serie en j = 1 en la ecuación (4.28), uno obtiene la fórmula clásica de Thomas-Fermi

(ecuación (2.20)). Los coeficientes Cj son obtenidos usando el procedimiento de ajuste

de mı́nimos cuadrados, tomando como valores exactos a T [ρ] tipo Hartree-Fock, para

átomos neutros desde la primera hasta la tercera fila de la tabla periódica. La ecuación

(4.28) se trunca en j = 3, aśı,

TLP97[ρHF ] = CT1

∫
d~rρ

5/3
HF (~r) + CT2

[∫
d~rρ

4/3
HF (~r)

]2
+ CT3

[∫
d~rρ

11/9
HF (~r)

]3
, (4.29)

donde ρHF es la densidad Hartree-Fock [4]. Esta formula fue utilizada por Liu y

Parr [22] para calcular la enerǵıa cinética de átomos. En la presente tesis hemos re-

calculado esta enerǵıa cinética3 y hemos encontrado los coeficientes (ver Anexo A) de

la ecuación (4.29) debido a que en el trabajo de Liu y Parr hab́ıa un error tipográfi-

co en el resultado de los coeficientes. Para determinar los coeficientes para TLP97 se

minimizó la suma de cuadrados de los errores porcentuales absolutos. Los coeficien-

tes encontrados fueron CT1
= 3,3794622249789446, CT2

= −0,060386113995140364 y

CT3
= 0,0019231746552281343 los cuales se comparan con los coeficientes (corregidos)

de Liu y Parr que fueron CT1
= 3,26422, CT2

= −0,02631 y CT3
= 0,000498.4

4.2 Construcción del factor de mejoramiento

Como ya se mencionó en la Sección. 3.2, el factor de mejoramiento está estrechamente

relacionado con la estructura de capas del sistema (atómico o molecular). Para cons-

truirlo tomaremos dos expresiones de la enerǵıa cinética no-interactuante, la primera

es la ecuación (3.2) y la segunda la ecuación (3.4), salvo que desde ahora denotaremos

3Los valores recalculados de la enerǵıa cinética están en la Tabla. 5.1
4Notemos que el valor de este coeficiente es diferente al reportado en el art́ıculo original [22] debido

a un error de tipograf́ıa [36].
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al factor de mejoramiento como AN [ρ(~r);~r]. Como Tg = Ts podemos encontrar una

expresión para el factor de mejoramiento en función de orbitales y la densidad, aśı

AN

[
ρHF (~r),

{
φHF
i

}
;~r
]
= 2




1

2

N∑

i=1

∇φ∗HF
i (~r)∇φHF

i (~r)

ρ
5/3
HF (~r)

− 1

8

|∇ρHF (~r)|2

ρ
8/3
HF (~r)



, (4.30)

donde el sub́ındice y supeŕındice HF se refiere a que se está empleando funcio-

nes de onda mono-electrónicas tipo Hartree-Fock [4], tanto para los orbitales como

para la densidad. De igual manera podemos encontrar otra expresión para el factor

mejoramiento de las ecuaciones (4.29) y (3.2):

AN,Apr[ρHF ] = 2

(
CT1

+ CT2
ρ
−1/3
HF (~r)

∫
d~rρ

4/3
HF (~r)

+ CT3
ρ
−4/9
HF (~r)

[∫
d~rρ

11/9
HF (~r)

]2
− 1

8

|∇ρHF (~r)|2

ρ
8/3
HF (~r)

)
. (4.31)
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Caṕıtulo 5

Análisis y Discusión de Resultados.

5.1 Valores esperados de la enerǵıa cinética del Mo-

delo

Se calculó el valor esperado de la enerǵıa cinética para 18 átomos neutros. Para ello,

y el resto de cálculos, empleamos funciones de onda Hartree-Fock cuyos datos fueron

tomados de la referencia [4].

La Tabla 5.1 muestra los valores ajustados y exactos de T para los átomos de la

primera y segunda fila de la tabla periódica, como también el error relativo porcentual

de cada valor de T (a, b, c y d) para el valor de T “exacto” para cada átomo. Se

observa que los valores de T a
LP97 calculados mediante la ecuación (4.29) son diferentes

a los de T c
LP97 reportados por Liu. S y Parr. R [22], debido a que el ajuste que se

realizó fue para los átomos de la primera y segunda fila de la tabla periódica, es decir

18 átomos (ver Anexo A), en cambio, Liu y Parr hicieron un ajuste para los átomos

de la primera, segunda y tercera fila de la tabla periódica, es decir 36 átomos. Sin

embargo, con los nuevos coeficientes para T a
LP97 se ha encontrando un error relativo

porcentual promedio menor al 1% (con excepción del átomo de H), es decir, el mismo

error reportado por Liu. S y Parr. R [22] . Los valores de T b
LP97 y T

d
g fueron calculados,

con las ecuaciones (4.29) (con coeficientes CT1
= 3,26422, CT2

= −0,02631 y CT3
=

0,000498) y (3.2), respectivamente, esto con el fin de mostrar la exactitud con que

se trabajó en el programa Mathematica 8. Estos valores muestran un error relativo

porcentual promedio menor al 1% y 0.01%, respectivamente. Notemos que todos los

errores relativos porcentuales son respecto al valor de T e
HF , que lo tomamos como el

valor “exacto” para comparar.
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Tabla 5.1: Valores ajustados y exactos de la enerǵıa cinética.

Átomos Ta
LP97 (error%) Tb

LP97 (error%) Tc
LP97 (error%) Td

g (error%) Te
HF

H 0.335 (32.91) 0.327 (34.60) 0.327 (34.60) 0.500 (0.00) 0.500

He 2.932 (2.46) 2.875 (0.45) 2.875 (0.45) 2.862 (0.00) 2.862

Li 7.625 (2.59) 7.487 (0.73) 7.487 (0.73) 7.433 (0.00) 7.433

Be 14.916 (2.35) 14.682 (0.75) 14.682 (0.75) 14.573 (0.00) 14.573

B 24.824 (1.20) 24.503 (0.11) 24.496 (0.13) 24.528 (0.00) 24.528

C 37.826 (0.36) 37.457 (0.61) 37.400 (0.76) 37.688 (0.00) 37.688

N 54.207 (0.36) 53.852 (1.01) 53.852 (1.01) 54.401 (0.00) 54.401

O 74.447 (0.48) 74.191 (0.83) 74.165 (0.86) 74.810 (0.00) 74.809

F 99.144 (0.27) 99.108 (0.30) 98.982 (0.43) 99.410 (0.00) 99.409

Ne 128.59 (0.03) 128.91 (0.28) 128.90 (0.27) 128.55 (0.00) 128.55

Na 161.98 (0.07) 162.55 (0.43) 162.55 (0.43) 161.86 (0.00) 161.86

Mg 199.80 (0.10) 200.67 (0.53) 200.66 (0.53) 199.61 (0.00) 199.61

Al 242.03 (0.07) 243.20 (0.55) 243.19 (0.55) 241.87 (0.00) 241.87

Si 288.91 (0.02) 290.38 (0.53) 290.36 (0.52) 288.85 (0.00) 288.85

P 340.61 (0.03) 342.37 (0.49) 342.36 (0.48) 340.71 (0.00) 340.71

S 397.34 (0.04) 399.31 (0.46) 399.39 (0.48) 397.51 (0.00) 397.50

Cl 459.37 (0.02) 461.45 (0.43) 461.40 (0.42) 459.47 (0.00) 459.46

Ar 526.94 (0.02) 528.94 (0.40) 528.92 (0.40) 526.81 (0.00) 526.81

aValores de TLP97 calculados con los coeficientes ajustados CT1
= 3,3794622249789446, CT2

=
−0,060386113995140364 y CT3

= 0,0019231746552281343.
bValores de TLP97 calculados con coeficientes reportados por Liu. S y Parr. R [22]
cValores de TLP97 reportados por Liu. S y Parr. R [22]
dValores de Tg calculados con orbitales Hartree-Fock con datos de Clementi. E y Roetti. C [4]
eValores de THF reportados por Clementi. E y Roetti. C [4]
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5.2 Aproximación del factor de mejoramiento

Empleando las ecuaciones (4.30) y (4.31) graficamos los factores de mejoramiento para

los átomos de la primera y segunda fila de la tabla periódica (no se muestran los

resultados para los átomos de Hy He de la primera fila ya que el término de Weizsäcker

para ambos se anula con el término de Thomas-Fermi, dando un factor de mejoramiento

de cero para todo r):
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Figura 5.1: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Li
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Figura 5.2: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Be
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Figura 5.3: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de B
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Figura 5.4: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de C
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Figura 5.5: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de N
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Figura 5.6: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de O
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Figura 5.7: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de F
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Figura 5.8: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Ne
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Figura 5.9: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Na
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Figura 5.10: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Mg
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Figura 5.11: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Al
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Figura 5.12: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Si
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Figura 5.13: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de P
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Figura 5.14: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de S
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Figura 5.15: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Cl
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Figura 5.16: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
función de distribución radial de la densidad para el átomo de Ar
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Se observa que los factores de mejoramiento exactos son funciones positivas, en

contraposición a los factores de mejoramiento aproximados que son funciones negativas,

lo que implica una violación a la condición de positividad que debe cumplir AN [ρ(~r);~r]

[37]. Para que estas funciones cumplan con esta condición, se debeŕıa adicionar un

término a la ecuación (4.29) de tal manera que no altere el resultado del valor esperado

de la enerǵıa cinética o que lo mejore, pero que contribuya localmente a que el factor

de mejoramiento sea positivo. Como se mencionó en el Caṕıtulo. 3, los valores de

expectación de la enerǵıa cinética (3.1) y (3.2) se relacionan localmente por la ecuación

(3.3), considerando este aspecto, tomamos la integral del laplaciano de la densidad y

lo sumamos a (4.29), es decir:

T [ρ] =CT1

∫
d~rρ

5/3(~r) + CT2

[∫
d~rρ

4/3(~r)

]2
+ CT3

[∫
d~rρ

11/9(~r)

]3

+ λ

∫
d~r ∇2ρ(~r). (5.1)

Aśı se obtiene una nueva expresión para el factor de mejoramiento aproximado:

AN,L[ρHF ] = 2

(
CT1

+ CT2
ρ
−1/3
HF (~r)

∫
d~rρ

4/3
HF (~r) + CT3

ρ
−4/9
HF (~r)

[∫
d~rρ

11/9
HF (~r)

]2

+ λ
∇2ρHF

ρ
5/3
HF

−1

8

|∇ρHF (~r)|2

ρ
8/3
HF (~r)

)
, (5.2)

donde λ ∈ R. Con este término se consigue que no se altere el resultado global de

la enerǵıa cinética ya que la integral del laplaciano de la densidad es cero (se puede

demostrar fácilmente que este término es cero mediante el teorema de Green [32]). Se

muestra a continuación los resultados obtenidos y las mejoras con la adición de este

término al factor de mejoramiento aproximado para 16 átomos.
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Figura 5.17: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Li
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Figura 5.18: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 17

49
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Li
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Figura 5.19: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Be
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Figura 5.20: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 17

48
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Be
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Figura 5.21: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de B
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Figura 5.22: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 3

8
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de B
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Figura 5.23: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de C
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Figura 5.24: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 3

8
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de C
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Figura 5.25: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de N
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Figura 5.26: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 3

8
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de N
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Figura 5.27: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de O
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Figura 5.28: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 15

41
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de O
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Figura 5.29: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de F
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Figura 5.30: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 15

41
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de F
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Figura 5.31: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Ne
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Figura 5.32: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 15

41
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Ne
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Figura 5.33: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Na
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Figura 5.34: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

19
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Na
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Figura 5.35: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Mg
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Figura 5.36: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

19
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Mg

50



ANAΡHFHrL; 9ΦiHF=E

AN ,AprB ΡHFHrL;
1

3
!2 ΡHFHrLF

r
2 ΡHrLHF

1 2 3 4 5 6 7
rHbohrL

-10

10

20

30

Figura 5.37: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Al
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Figura 5.38: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

18
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Al
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Figura 5.39: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Si
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Figura 5.40: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

18
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Si
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Figura 5.41: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de P
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Figura 5.42: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

18
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de P
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Figura 5.43: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de S
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Figura 5.44: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

18
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de S

54



ANAΡHFHrL; 9ΦiHF=E
AN ,AprB ΡHFHrL;

1

3
!2 ΡHFHrLF

r
2 ΡHrLHF

1 2 3 4 5
rHbohrL

-10

10

20

30

Figura 5.45: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Cl
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Figura 5.46: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

18
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Cl

55



ANAΡHFHrL; 9ΦiHF=E
AN ,AprB ΡHFHrL;

1

3
!2 ΡHFHrLF

r
2 ΡHrLHF

1 2 3 4 5
rHbohrL

-10

10

20

30

Figura 5.47: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 1

3
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Ar
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Figura 5.48: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
λ = 7

18
y función de distribución radial de la densidad para el átomo de Ar

56



Notemos que los nuevos factores de mejoramiento muestran una gran similitud con

los exactos en las regiones de los picos del perfil para todos los casos. Sin embargo, cabe

mencionar que también se muestra una divergencia para regiones donde la densidad

vaŕıa rápidamente, es decir, regiones cercanas al núcleo y en la cola de la densidad, como

se puede observar para todas las figuras y comprobar en investigaciones previas [31] [40].

5.3 Aproximación del los valores de las integrales

del factor de mejoramiento AN,Apr mediante un

polinomio en función de Z

Vemos que el factor de mejoramiento AN,Apr, ecuación (4.31), depende del cálculo de dos

integrales,
∫
d~r ρ4/3(~r) y

∫
d~r ρ11/9(~r), pero para cada átomo el valor de estas integrales

es único. Si graficamos estos valores para sus correspondientes números atómicos, es

decir Z, obtenemos las figuras [5.49] y [5.50].
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Figura 5.49: Curva de interpolación para los valores de la
∫
d~r ρ4/3(~r) en función de Z

para 18 átomos.

En estas figuras se observa claramente que existe una correlación entre los valores

de las integrales y Z. Por lo que se procedió a buscar la función que mejor ajuste estos

valores. Mediante una interpolación polinomial se obtuvieron dos polinomios
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Figura 5.50: Curva de interpolación para los valores de la
∫
d~r ρ11/9(~r) en función de Z

para 18 átomos.

∫
d~r ρ4/3(~r) ≈ −0,0276874 + 0,251678Z

+0,143738Z2 − 0,00232692Z3
∀ Z ∈ {1, . . . , 18} (5.3)

y

∫
d~r ρ11/9(~r) ≈ −0,177507 + 0,529099Z

+0,0834747Z2 − 0,0017167Z3
∀ Z ∈ {1, . . . , 18}, (5.4)

aśı, el factor de mejoramiento AN,Apr toma la siguiente forma

AZ,Apr[ρHF , Z] = 2
(
CT1

+ CT2
ρ
−1/3
HF (~r)(−0,0276874 + 0,251678Z

+ 0,143738Z2 − 0,00232692Z3) + CT3
ρ
−4/9
HF (~r)

× (−0,177507 + 0,529099Z + 0,0834747Z2

−0,0017167Z3)2 + λ
∇2ρHF

ρ
5/3
HF

− 1

8

|∇ρHF (~r)|2

ρ
8/3
HF (~r)

)
. (5.5)

También obtenemos la correspondiente aproximación para el funcional de enerǵıa

cinética no-interactuante
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TLP97+Z [ρHF , Z] = CT1

∫
d~rρ

5/3(~r) + CT2

∫
d~rρ

4/3(~r)(−0,0276874

+ 0,251678Z + 0,143738Z2 − 0,00232692Z3)

+ CT3

∫
d~rρ

11/9(~r)(−0,177507 + 0,529099Z

+ 0,0834747Z2 − 0,0017167Z3)2 + λ
∇2ρHF

ρ
5/3
HF

(5.6)

Los valores de este nuevo funcional están tabulados en la Tabla 5.2, con el encabe-

zado T b
LP97+Z , también están los valores de T a

LP97 y T e
HF de la Tabla 5.1, este último

en la Tabla 5.2 tiene el encabezado T c
HF . Están tabulados los “errores” relativos por-

centuales para T a
LP97 y T b

LP97+Z con respecto a T c
HF , cuyos valores son tomados como

“exactos”. Debemos notar que en esta sección no se presentan gráficos de los nuevos

factores de mejoramiento, debido a que el valor de las integrales aproximadas por los

polinomios (5.3) y (5.4) no van a cambiar la forma de los perfiles de los factores de

mejoramiento.
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Tabla 5.2: Valores ajustados y exactos de la enerǵıa cinética.

Átomos Ta
LP97 (error%) Tb

LP97+Z (error%) Tc
HF

Li 7.625 (2.59) 7.637 (2.75) 7.433

Be 14.916 (2.35) 14.920 (2.38) 14.573

B 24.824 (1.20) 24.804 (1.12) 24.528

C 37.826 (0.36) 37.781 (0.25) 37.688

N 54.207 (0.36) 54.139 (0.48) 54.401

O 74.447 (0.48) 74.377 (0.58) 74.809

F 99.144 (0.27) 99.134 (0.28) 99.409

Ne 128.59 (0.03) 128.72 (0.13) 128.55

Na 161.98 (0.07) 162.09 (0.15) 161.86

Mg 199.80 (0.10) 199.89 (0.14) 199.61

Al 242.03 (0.07) 242.08 (0.08) 241.87

Si 288.91 (0.02) 288.92 (0.02) 288.85

P 340.61 (0.03) 340.60 (0.03) 340.71

S 397.34 (0.04) 397.31 (0.05) 397.50

Cl 459.37 (0.02) 459.33 (0.03) 459.46

Ar 526.94 (0.02) 526.81 (0.01) 526.81

aValores de TLP97 calculados con los coeficientes ajustados
CT1

= 3,3794622249789446, CT2
= −0,060386113995140364 y

CT3
= 0,0019231746552281343.

bValores de TLP97+Z calculados con coeficientes reportados
por Liu. S y Parr. R [22] más un ajuste de las integrales con
Z.

cValores de THF reportados por Clementi. E y Roetti. C [4]
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Caṕıtulo 6

Conclusiones.

En el presente trabajo se expone un estudio de una aproximación para el funcional de la

enerǵıa cinética no-interactuante para átomos, en el marco de la teoŕıa del funcional de

la densidad. Basados en la aproximación de Liu. S y Parr. R [22] construimos factores

de mejoramiento AN [ρ(r); r] aproximados, dados por las ecuaciones (4.31) y (5.2) y los

comparamos con los factores de mejoramiento “exactos” que se obtienen a partir de

orbitales Hartree-Fock, ecuación (4.30).

Aplicaciones de estos funcionales a 16 átomos (18 átomos en principio, pero se des-

cartan los átomos de H y He ya que el funcional de Weizsäcker es exacto para estos

funcionales [30]), muestran un valor para la enerǵıa cinética con un error relativo por-

centual promedio menor al 1%. Además, se observa una gran concordancia con los

picos de los factores de mejoramiento exactos, también, los factores λ que multiplican

al laplaciano de ρ(~r) para cada átomo estudiado son muy cercanos. Estos oscilan en un

intervalo 1
3
≤ λ ≤ 7

18
, observando un buen ajuste para λ = 1

3
.

Por otro lado, la aproximación de las integrales
∫
d~r ρ4/3(~r) y

∫
d~r ρ11/9(~r) del factor

de mejoramiento (ecuación (4.31)) mediante los polinomios (5.3) y (5.4), respectiva-

mente, permite tener una forma más sencilla del factor de mejoramiento AN [ρ(r); r]

aproximado. También, los funcionales de enerǵıa cinética no-interactuante generados a

partir de este nuevo factor de mejoramiento, para 16 átomos, ecuación (5.6) muestran

un valor de error relativo porcentual promedio menor al 1%.

Sin embargo, nos queda por estudiar y mejorar las divergencias presentes en regio-

nes donde la densidad vaŕıa rápidamente (regiones cercanas del núcleo y la cola de la

densidad). Respecto a este comportamiento solo se tiene una respuesta a la divergencia

negativa, cuya causa se debe al término 2
r
∂ρ(~r)
∂r

en ∇2ρ(~r) originado por los orbitales

s, los cuales dominan al nuevo factor de mejoramiento en las cercańıas del núcleo,
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divergiendo como ∼ −Z
r
, donde Z es el número atómico [40]. Notemos que esta expre-

sión se deduce v́ıa condición de cúspide electro-nuclear tipo Kato [18] (ver Sección. 2.2).

Para finalizar, nos gustaŕıa recalcar que el estudio presentado no es dependiente de

orbitales, lo que implica un avance dentro de la teoŕıa del funcional de la densidad,

su fundamentación y su finalidad: estudiar sistemas mecánicos cuánticos de muchas

part́ıculas, no a través de la ecuación de Schrödinger, sino resolviendo una ecuación

que contenga la densidad. Como el funcional que encontramos a través del modelo de

Liu. S y Parr. R, el cual tiene una forma sencilla, posee un valor de T muy cercano a la

enerǵıa cinética exacta y describe muy bien la estructura de capas para los 16 átomos

estudiados.
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Anexos
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Anexo A

Ajuste de mı́nimos cuadrados

Tomamos la aproximación de Liu. S y Parr. R [22] para la enerǵıa cinética (ecuación

(4.29)) hasta el tercer término y la representamos de la siguiente forma por facilidad

3∑

k=1

CkAki = Ti, ∀ Ck ∈ {CT1
, CT2

, CT3
}, (A.1)

donde Ti es el valor de enerǵıa cinética para un i-ésimo átomo,

Aki =

[∫
d~rρi(~r)

[1+ 2

3k ]
]k

(A.2)

y

ρi(~r) =
N∑

j=1

|φj(~r)|2, (A.3)

donde N es el número de electrones y φj(~r) son orbitales mono-electrónicos tipo

Hartree-Fock.

Lo que se desea es ajustar CT1
, CT2

y CT3
para el valor de enerǵıa cinética “exacto”de

18 átomos, para esto hacemos lo siguiente. Sea

R2 =
18∑

i=1

[
3∑

k=1

CkAki − Ti

]2

, (A.4)

como queremos que R2 sea un mı́nimo, entonces

∂R2

∂Cl

= 0. (A.5)

Entonces
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18∑

i=1

[(
3∑

k=1

CkAki − Ti

)
Ali

]
= 0

3∑

k=1

[
Ck

18∑

i=1

AkiAli

]
−

18∑

i=1

TiAli = 0

3∑

k=1

CkBkj −Dj = 0, (A.6)

donde

Bkj =
18∑

i=1

AkiAli,

Dj =
18∑

i=1

TiAli.

Aśı tenemos el siguiente sistema de ecuaciones




B11 B21 B31

B12 B22 B32

B13 B23 B33







C1

C2

C3


 =




D1

D2

D3


 . (A.7)

A continuación detallamos cada entrada del sistema de ecuaciones

B11 =
18∑

i=1

A1iA1i

=

(∫
d~rρ

5/3
1 (~r)

)2

+

(∫
d~rρ

5/3
2 (~r)

)2

+ · · ·+
(∫

d~rρ
5/3
18 (~r)

)2

≈ 104996,989229,

B22 =
18∑

i=1

A2iA2i
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=

(∫
d~rρ

4/3
1 (~r)

)4

+

(∫
d~rρ

4/3
2 (~r)

)4

+ · · ·+
(∫

d~rρ
4/3
18 (~r)

)4

≈ 5944606,257913,

B33 =
18∑

i=1

A3iA3i

=

(∫
d~rρ

11/9
1 (~r)

)6

+

(∫
d~rρ

11/9
2 (~r)

)6

+ · · ·+
(∫

d~rρ
11/9
18 (~r)

)6

≈ 864965410,329179,

B21 = B12 =
18∑

i=1

A2iA1i

=

(∫
d~rρ

4/3
1 (~r)

)2 (∫
d~rρ

5/3
1 (~r)

)
+

(∫
d~rρ

4/3
2 (~r)

)2 (∫
d~rρ

5/3
2 (~r)

)

+ · · ·+
(∫

d~rρ
4/3
18 (~r)

)2 (∫
d~rρ

5/3
18 (~r)

)

≈ 784488,599896,

B31 = B13 =
18∑

i=1

A3iA1i

=

(∫
d~rρ

11/9
1 (~r)

)3 (∫
d~rρ

5/3
1 (~r)

)
+

(∫
d~rρ

11/9
2 (~r)

)3 (∫
d~rρ

5/3
2 (~r)

)

+ · · ·+
(∫

d~rρ
11/9
18 (~r)

)3 (∫
d~rρ

5/3
18 (~r)

)

≈ 9284565,999630,
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B23 = B32 =
18∑

i=1

A2iA3i

=

(∫
d~rρ

4/3
1 (~r)

)2 (∫
d~rρ

11/9
1 (~r)

)3

+

(∫
d~rρ

4/3
2 (~r)

)2 (∫
d~rρ

11/9
2 (~r)

)3

+ · · ·+
(∫

d~rρ
4/3
18 (~r)

)2 (∫
d~rρ

11/9
18 (~r)

)3

≈ 71266029,006683,

D1 =
18∑

i=1

TiA1i

= T2

(∫
d~rρ

5/3
1 (~r)

)
+ T3

(∫
d~rρ

5/3
2 (~r)

)
+ · · ·+ T18

(∫
d~rρ

5/3
18 (~r)

)

≈ 325316,982830,

D2 =
18∑

i=1

TiA2i

= T2

(∫
d~rρ

4/3
1 (~r)

)2

+ T3

(∫
d~rρ

4/3
2 (~r)

)2

+ · · ·+ T18

(∫
d~rρ

4/3
18 (~r)

)2

≈ 2429234,938893,

D3 =
18∑

i=1

TiA3i

= T2

(∫
d~rρ

11/9
1 (~r)

)3

+ T3

(∫
d~rρ

11/9
2 (~r)

)3

+ · · ·+ T18

(∫
d~rρ

11/9
18 (~r)

)3

≈ 28736841,074289.

Por tanto, si resolvemos el sistema de ecuaciones (A.7), obtenemos los siguien-

67



tes coeficientes: CT1
= 3,3794622249789446, CT2

= −0,060386113995140364 y CT3
=

0,0019231746552281343.
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