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Resumen

Dentro del marco de la teoria del funcional de la densidad, se presenta un estudio
de aproximaciones para el funcional de la energia cinética no-interactuante. Para este
proposito, se emplea el modelo de S. Liu - G. Parr [22] para el funcional de la energia
cinética no-interactuante 77 pg7[p]. Se usa este funcional para determinar el factor de
mejoramiento de la energia cinética no-interactuante expresado como un funcional de la
densidad. Se hacen aplicaciones de este factor de mejoramiento a 16 atomos, calculados
al nivel Hartree-Fock. Se observa que estos factores de mejoramiento presentan picos
que estan en gran concordancia con los picos de los factores de mejoramiento exactos.
Ademas dan una excelente descripcion de la estructura de capas para todos los casos
estudiados. Sin embargo, presentan problemas de divergencia para regiones de la cola
de la densidad.



Abstract

Within the framework of density functional theory, we present a study of approxima-
tions for the noninteracting kinetic energy functional. For this purpose, we employ the
model of S. Liu - G. Parr [22] for the noninteracting kinetic energy functional 77 pg7[p].
This functional is used to determine the non-interacting kinetic energy enhancement
factor expressed as a density functional. Applications of this enhancement factor to
16 atoms, calculated at the Hartree-Fock level are made. It is observed that these en-
hancement factors have peaks that are in good agreement with the peaks of the exact
enhancement factor. In addition it gives an excellent description of the shell structure
for all cases studied. However, they have divergence problems in the tail regions of the

density.



Capitulo 1
Introduccion.

Uno de los grandes problemas en la teoria del funcional de la densidad (que en lo
siguiente se denotard por DFT por sus siglas en inglés, Density Functional Theory)
es expresar la energia cinética no-interactuante de un sistema mecanico cuantico de
muchos cuerpo como un funcional de la densidad [11] [14-16] [22] [36]. La importancia
de tener un funcional de la densidad para la energia cinética proviene del hecho que
permitiria establecer una aproximacién en la teorfa del funcional de la densidad, que no
dependa de orbitales. En efecto, en la versién de Kohn-Sham de DFT [17], la energia
cinética no-interactuante se escribe como un funcional de orbitales y no directamente

de la densidad.

El tratamiento a través de orbitales crea una dependencia directa entre el niimero N
de electrones de un sistema con un conjunto {(bZK S (F)}jil de orbitales de Kohn-Sham.
Cuando N es grande, esto conduce a un tratamiento dificil y costoso que pasa por la
soluciéon de N ecuaciones de Kohn-Sham. Por eso se ha planteado como alternativa un
tratamiento que prescinda de los orbitales y que esté basado en el uso de un funcional
de la energia cinética iinicamente dado en términos de la densidad. Este enfoque tiene
un bajo costo computacional y permitiria estudiar sistemas de muchas particulas con
una exactitud comparable a los métodos ab-initio [28]. Por otro lado se evitaria tener
que resolver un sistema de N ecuaciones de orbitales acoplados, ya que solo habria que

resolver una sola ecuacién que contenga la densidad [37].

La dificultad de encontrar el funcional de la energia cinética total radica basica-
mente en la exactitud que esté debe tener. Esta debe ser comparable a la exactitud
necesaria para calcular la energia total del sistema, ya que la contribucion de la energia
cinética por el teorema del virial es igual a la energia total pero con signo opuesto. Este
hecho explica por qué desde los primeros trabajos de Thomas [34] y Fermi [8] en 1927

hasta la actualidad no se haya alcanzado un funcional definitivo [28].



En los ultimos 20 anos [9] [14] [28] [36], se ha reducido la biisqueda de este funcional,

a la aproximacion del factor de mejoramiento de la siguiente expresion [28] :

1 —"vp(f’)|2 1 / — 5 —5
Tlpl = = | P + = | @R (R)A ; 1.1
)= 5 [ PR 5 [ oo (1)
donde el primer término es el término de Weizsicker [39], el segundo es el producto
del término de Thomas-Fermi p”*(7) y el factor de mejoramiento Ay[p(7); 7], y p(F)

es la densidad electrénica del sistema.

Entre las muchas alternativas que se han propuesto a lo largo de décadas para
representar el factor de mejoramiento como un funcional de la densidad [36], estudiamos
en este trabajo la alternativa propuesta por Shubin Liu y Robert G. Parr [22], que
consiste en expresar el factor de mejoramiento de la energia cinética no-interactuante
mediante una expansion en serie de potencias de funcionales homogéneos de la densidad
p(7). Esto nos permite tener una expresiéon del factor de mejoramiento en términos de
la densidad de una particula, lo que a su vez nos proporciona un método alternativo a
la versién de Hohenberg-Kohn-Sham de DFT [13] [17]. En este trabajo analizamos esta
representacion del factor de mejoramiento con respecto a los valores exactos (extraidos
de una aproximacién basada en orbitales) para los dtomos de la 17 y 2% fila de la

tabla periddica.



Capitulo 2
Marco Teoérico.

El desarrollo de este trabajo se enmarca dentro de la teoria del funcional de la densidad,
por este motivo, es necesario recordar algunas definiciones y conceptos de mecdnica

cudntica que nos seran muy utiles para su mejor entendimiento.

2.1 Ecuacion de Schrodinger

En mecénica cudntica para describir un sistema multielectrénico (como por ejemplo:
atomos, moléculas, sélidos, etc.) se ha propuesto la existencia de una funcién que de-
pende de las posiciones de cada electrén y que contiene toda la informacién fisica del
sistema. Esta funcién se denomina funcion de onda V(7y,7, ..., 7y) [19]. Para encon-
trar esta funcién se plantea la ecuacion no relativista de Schrodinger independiente del

tiempo, cuyo Hamiltoniano (u operador de energia) tiene la siguiente forma [7]

;2 N N A\ N
H= —— 2 )+ = 7 2.1
Qm;vrﬁ;v(mwgwm 7). (2.1)

donde N es el nimero de electrones, v(7;) es el potencial externo que actiia sobre

los electrones, A es una constate de acoplamiento de interaccién electron-electréon cuyo

62
47eg

que notar que la ecuacién (2.1) hace uso de la aprorimacion de Born-Oppenheimer.

en el caso de interaccidn Couldmbica con w(|r; — 7;|) = |ri — 7|71, Hay

valor es

Esta aproximacion se basa en el hecho de que el nicleo es mucho mas masivo que
los electrones, lo que implica una velocidad muy pequena del nicleo y por tanto una
contribucién despreciable al valor total de la energia del sistema. Por facilidad (y en el

resto del escrito) se emplearan unidades atomicas, es decir

h=m=\=1. (2.2)



Esto significa que la energias son dadas en unidades de Hartree y las longitudes en

unidades de radios de Bohr [7], lo que reduce el Hamiltoniano a la siguiente forma

N 1 N N 1 N
H= =2 Vit o) +5 ) wli—). (23)
i=1 i=1 i#j

Por lo que, la manera formal de la representacion de la ecuaciéon no relativista
de Schrédinger independiente del tiempo que simplemente llamaremos ecuacion de

Schrodinger es

HU(7, 7, 7x) = B, o, .. Py (2.4)

donde E es la energia del sistema.

2.2 Densidad de Carga Electronica

Dentro de la mecanica cudntica y en especial en quimica cuantica, se define la densidad
de carga electrénica p(7) como la integral sobre todos las coordenadas espaciales de
todos los electrones menos uno, del producto conjugado de la funcién de onda que

describe el sistema, es decir,

p(7) = N/df’Q.../dFN\II*(F,FQ,...,FN)\I’(F,F27~--aFN)

= N/dfg---/dFNhIf(F,Fz,...,FN)IQ, (2.5)

donde W (7,7, ..., 7y) es elemento de L2(R?Y), el espacio de funciones antisimétri-
cas complejas de cuadrado integrable [7]. Notemos que p(7) es elemento de R? y se
entiende como la probabilidad de encontrar un electrén (o cualquiera de los otros N)
en la posicién 7 cuando todos los otros N — 1 electrones estan en cualquier lugar
del espacio. Si expresamos ¥ como el determinante de Slater, podemos escribir p(7)

como [18]:

GEDGIY (2.6

donde ¢;(7) son orbitales monoelectrénicos. Por definicién la densidad electrénica

debe satisfacer las siguientes condiciones:



p(r) =0, (2.7)

/ dFp(7) = N. (2.8)

Donde la primera condicién es por definicién matematica de densidad de probabi-
lidad y la segunda condicién nos dice que la integral en todo el espacio de la densi-
dad debe determinar el nimero de particulas del sistema. Ahora surge una pregunta,
. Porqué seria buena idea tratar de estudiar un sistema mecénico cuantico de muchos
cuerpos a través de la densidad?. Esto viene justificado por las siguientes observaciones

y propiedades de la densidad [18]:

e La densidad de un electrén de un sistema de muchos electrones es un observable

y puede ser medido experimentalmente [2].

e La estructura matemaética de la densidad de un electrén permite considerar una
simplificacién computacional en quimica cuantica ya que el mapeo de p(7), reduce

drasticamente el numero de variables de 3N a 3.

e Las posiciones 7 donde la densidad presenta maximos casi siempre coinciden
con las posiciones f{a de los nicleos (ya que depende del sistema de referencia
empleado [3] [23]). En estos puntos la densidad de un electrén p(7) satisface la

llamada condicién de cuspide electro-nuclear tipo Kato [18]:

lim K% + 22a> pw(m] =0, (2.9)

7= Rq

donde Z, es la carga nuclear del a-ésimo dtomo y

Pav(T) = % /d9d¢sen8p(r,9,¢), (2.10)

es el promedio (sobre los dangulos) de la densidad de un electrén. La condicién de
cispide (2.9) juega un importante rol matemético en definir adecuadamente la

interaccién energética entre electrones y nucleos.

e La densidad presenta un comportamiento asintético de rango-largo en regiones

lejanas de los nicleos [12]

p(F) o< ArP = Exp (—2 QImmr) , (2.11)



donde A es una constante,

v = (2Lin) (Z Za>

e L es el potencial de ionizacién mas bajo del estado dado del sistema multi-

electronico en cuestion.

Por lo mencionado anteriormente se puede decir que la densidad de un electrén del
estado base contiene toda la informacién necesaria para caracterizar su sistema [18].
Por tanto, mediante el estudio de p(7) uno obtiene la posicién {R,} de los ntcleos,
cuyas cargas pueden ser determinadas via la condicién de cuspide (2.9). Teniendo en
mente que todas las interacciones entre particulas en un sistema de muchos electrones
son de tipo Coulémbico, el conocimiento de N, {R,} v {Z.} completamente define el
Hamiltoniano del sistema de N-particulas [18]. Una vez conocido este Hamiltoniano,
el sistema puede ser descrito por la funcién V(7 7, ..., 7y) la cual se obtiene como

solucién de la ecuacién de Schrodinger (ecuacion (2.4)).

2.3 Modelo de Thomas-Fermi

Los primeros inicios de la teoria del funcional de la densidad (no formales [28] [30])
se dieron en los trabajos de Thomas [34] y Fermi [8] en 1927, ambos de forma inde-
pendiente. Ellos basaron su trabajo en consideraciones estadisticas que fueron usadas
para aproximar la distribucién de dtomos en moléculas, para mayores detalles ver las
referencias [30] y [34]. A continuacién se dard una breve descripcién de la formulacién

de Thomas-Fermi para un gas de electrones libres homogéneo [30].

Dividimos el espacio en muchos cubos pequenos, cada uno de tamano [ y volumen
AV = [, cada uno contiene un ntmero fijo de electrones AN (el ntiimero de electro-
nes puede ser diferente en cada cubo) y se supone que los electrones en cada cubo se

comportan igual que fermiones independientes a 0 K de temperatura.

Los niveles de energia de una particula en un pozo de potencial infinito de tres

dimensiones son dadas por

e(Ng, Ny, ny) :Tp(ni,ni,nz)
2
T
T 2 2.12
TR (2.12)



donde ng,n,,n, = 1,2, 3, ..., son los nimeros cudnticos para cada una de las tres di-
mensiones. La cantidad R se define como el radio de una esfera en el espacio (n,, ny, n.).
Para nimeros cudnticos grandes, esto es para R grandes, el niimero de niveles de energia
distintos con energia menor que ¢ puede ser aproximado por el volumen de un octante

de una esfera con radio R. Este nuimero es

d(e) = é (4”3]% ) = 6—;2 (21%)"” . (2.13)

El niimero de niveles de energia entre € y € + de es por tanto

g(e)Ae = ®(e + de) — P(e)

1 3/2 1
= 5P 12 252 + O((5¢)2), (2.14)

donde la funcion g(e) es la densidad de estados con energia €.

Para calcular la energia total para el cubo con AN electrones necesitamos la pro-
babilidad para los estados con energia ¢, a ser ocupados, lo cual llamaremos f(¢). Esta

es la distribucion de Fermi-Dirac,

1

f(g) = 1 + 66(5_/»]'),

donde 8 = 1/kt, con k la constante de Boltzmann y T la temperatura del sistema.

(2.15)

AT =0 K, g — oo, la distribucién se reduce a una funcién escalén:

1, e<ep
fle) = , (2.16)
0, e>e¢ep
donde e es la energia de Fermi. Todos los estados con energia menor que e estan
ocupados y todos los estado con energia mayor que £ no estan ocupados.

Ahora encontramos la energia total de los electrones en esta celda sumando las

contribuciones de los diferentes estados de energia:

AE = 2/d5 ef(e)g(e)
= \/_El?) /OEF de 53/2

T
2v/2

5
= 1P, (2.17)




donde el factor 2 se debe a que cada nivel de energia es doblemente ocupado por
un electrén con espin hacia arriba y otro con espin hacia abajo. La energia de Fermi

er esta relacionada al nimero de electrones AN en el cubo, a través de

AN = Z/da f(e)g(e)
Y

3
=3 1P, (2.18)

Despejando €5 de la ecuacién (2.18) y reemplazando en la ecuacién (2.17) tenemos

3 oy o (AN
sp= 2 e (82)"

5 (2.19)

La ecuacién (2.19) es una relacién entre la energia cinética total y la densidad
electrénica p = AN/I> = AN/AV para cada cubo en el espacio. Note que los diferentes
cubos pueden tener diferentes valores de p. Ahora, integrando sobre todo el espacio la

ecuaciéon (2.19), se encuentra la energfa cinética total:

Trelo] = Cp / 07 to([p: 7)), (2.20)

en donde to([p; 1) = p7°(7) ¥ Crr = & (37%)".

2.4 Modelo de Weizsacker

La siguiente correcciéon que se hizo al término de Thomas-Fermi fue introducida por
Weizsicker [39], quien al tratar de describir la energia del nicleo se dio cuenta que
la teoria de Thomas-Fermi no bastaba ya este modelo genera una densidad que no
describe un sistema acorde a la realidad, es decir, un sistema no homogéneo de un
nimero finito de particulas [39]. Asi, Weizsicker modificé la forma de una funcién de
onda plana de tal manera que su amplitud sea dependiente de la posicion, es decir:

Y = 1+ (@- 7))’ (2.21)

1
VvV
donde V es el volumen, @ es un vector constante y p es el vector de onda. De esta

manera Weizsécker encontré una correccién al término de Thomas-Fermi (para mejores

detalles revisar la referencia [39]) cuya forma es:



8 —

Twlp] = 1/df %. (2.22)

2.5 Teoria del Funcional de la Densidad (DFT).

La teoria del funcional de la densidad (DFT) se basa en los teoremas propuestos por
Hohenberg-Kohn, en los que se demuestra que la energia total F[p] del estado funda-
mental no degenerado de un sistema de N electrones puede ser representada como un
funcional de la densidad electrénica del estado fundamental p(7). A continuacién revi-

saremos brevemente los teoremas de Hohenberg-Kohn y las ecuaciones de Kohn-Sham.

2.5.1 Primer Teorema de Hohenberg-Kohn

Teorema 2.1. (P. Hohenberg y W. Kohn. [7] [13] [35]) Para cualquier sistema de N
particulas que interactuan en un potencial externo v(7), este potencial es un funcional

que depende unicamente la densidad p(r) .
Demostracion. Primero definiremos la forma del Hamiltoniano para un sistema de N
particulas.

H=T+V+U, (2.23)

donde

D Vi, (2.24)
1% :Zv(m (2.25)

o
Z |7 =75 (220
Donde T es el operador de energia cinética de todo el sistema, V es el operador del
potencial externo al sistema y U es el operador de interaccién repulsiva Coulémbica del
sistema. Supondremos que existe otro potencial externo v'(7) que se diferencia de v(7)

en més de una constante! (es decir v(r') —v'(F) # cte) y da origen a la misma densidad,

ISabemos que H[v]¥[v] = E[v]¥[v], (ver referencia [7]), con W[v] y E[v] funcién propia y valor
propio de H|[v], respectivamente y v el potencial externo de este sistema. Sea v+ a = w otro potencial
externo con a = cte. Ahora



p(7). Es claro que v(7) y v/(7) pertenecen a diferentes Hamiltonianos H 'y H’, los mis-

mos que dan origen a diferentes funciones de onda W(7y, 75, ..., 7y) v W (7, T, ..., TN).

Debido al principio variacional, ninguna funcién de onda puede dar una energia

menor que la energia de (7,7, ..., 7y) para H. Por tanto

E = (U(F, 7, ..., i) HI (7, Ty, . 78))
< W7y, Ty, PN HW (7, Py ). (2.27)
La desigualdad es estricta ya que asumimos que el estado base es no degenerado (es
decir, que no existe dos o més estados base con la misma energia). Ya que en un inicio

consideramos dos Hamiltonianos para una misma densidad del estado base, podemos

escribir el valor esperado de la ecuacién (2.27) de la siguiente forma

(U (Fy, Poy oo PN [HU (7, oy )
= (U7, Poy .. PN H + H — H|V (7, 7, ..., 7))

= (U7, Py ... PN H + V(F) = V(DY (P, T, ..., 7))
N
= E'+Z/da/d@--./div(m\qﬂ(a,fz,...,fN)|2
=1
N
—Z/dﬁ/d@.--/div'(@)yqﬂ(fl,fQ,...,f’N)\Q

J=1

5+ [dre@) [ [an WP

H[v]U[v] + 0¥ [v] =E[v]¥[v]
Hu)¥ + (a — a)¥[v] =E[v]¥[v]

H[]V + aV¥[v] =(E[v] + a)¥[v]

H[v + a]¥[v] =E[v + a]¥[v]

H[w]¥[v] =E[w]¥[v],

entonces v — w = cte — Uv] = V[w] — p[v] = plw]. Asi, dos potenciales son diferentes si su
diferencia es en mas de una constante.
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s [arotis) [are [ an e
+/dFNv(FN)/dF1~-/dFN_1|\II’(F1,F2,...,FN)|2

= E’+N/dfv(f‘)/d@---/diyxp/(f,fz,...,fN)|2
N [ [dre [ drl e P
=8+ [ - [ a0
= £+ [ 7 o) - o ()9 (2.28)

Intercambiando cantidades primas entre no primas y haciendo el mismo procedi-

miento para la ecuacién (2.28), encontramos exactamente que:

(U(Fy, oy ) [ H U, T, TN)
= (U(7), Py PN H + H — HU(F, T, ..., 7y))
= (U(7), Py PN H + V'(F) = V(P U(FL, Py, )

—E- / dF [u(7) — o' (7)) p(F). (2.29)

Sumando las ecuaciones (2.28) y (2.29), obtenemos

E+E <FE +FE+ /dF [v(F) — o' (P)][p"(F) — p(7)], (2.30)

como p'(7) = p(r), entonces

E+E <E'+E, (2.31)
que es un contradiccién. Lo que prueba el teorema por reduccién al absurdo. O

Por tanto, si p[v'] # plv] entonces v'(7) # v(F) y como v'(F) # v(F) en més de
una constante entonces p[v'] # p[v], muestra la relacién uno a uno de la densidad del

sistema y el potencial externo que define al Hamiltoniano.

11



2.5.2 Segundo Teorema de Hohenberg-Kohn

Una vez demostrado que el potencial externo que define el Hamiltoniano del sistema
tiene una relacién univoca con la densidad de carga electronica, cabe la pregunta,
.ésta densidad permite representar al estado fundamental del sistema por medio de
un funcional de la densidad?. Hohenberg y Kohn respondieron afirmativamente a esta

pregunta en su segundo teorema que a continuacién se describe (ver referencias [13]
y [35))-
Teorema 2.2. (P. Hohenberg y W. Kohn. [7] [153] [35]) Un funcional universal para

la energia E|p] puede ser definido en términos de la densidad. El exacto estado base es

el minimo global de este funcional.

Demostracion. Como se probd en el anterior teorema, el potencial externo es tnica-
mente determinado por la densidad y como el potencial también determina de forma
tnica (salvo situaciones de degeneracién) la funcién de onda del estado fundamental,
todos los otros observables del sistema, tales como la energia cinética se determinan
de forma tnica [35]. Entonces uno puede escribir la energia como un funcional de la
densidad [35].

Blp) = [ dro(7)o() + Flol (2:32)

donde

Flp] = (U(F1, Poy oo, AT + UU(FL, Py ), (2.33)

es un funcional universal (ya que las formas de la energia cinética y potencial de
interaccién repulsiva Coulémbica son las mismas para cualquier sistema), valido para
cualquier nimero de particulas y cualquier potencial externo. En el estado base la

energia es definida por la tinica densidad del estado base, p/(7),

E' = E[p] = (V(F, o, ..., o) | H |V (7L, 7, ... Fn)) (2.34)

Por el principio variacional, una diferente densidad, p”(7) necesariamente dard una

energia méas alta

E' = E[p] =(V' (7, P, ..., 7N) [ H' |V (7, 7, ... 7x))

<(U"(7y, Py oo PN )| H | (7, Py PN)) = B (2.35)

De esto se deduce que minimizando con respecto de p(r) la energia total del sistema

escrita como un funcional de la densidad p(7), uno encuentra la energia total del estado

12



base, en otras palabras, la correcta densidad que minimiza la energia es entonces la
densidad del estado base.
O

2.5.3 Ecuaciones de Kohn-Sham

Si bien es cierto que los teoremas de Hohenberg-Kohn muestran la existencia de un
funcional de la densidad para la energia de un sistema de muchos cuerpos, su forma es

desconocida [28]. A pesar de ello podemos expresar la energia como [17]:

Elp] = /drv 7 p(7) // *df’p; ;!)+GH (2.36)

donde p(7) es la densidad y GJp| es un funcional universal de la densidad. Esta
expresion, es ademds, un minimo para el correcto funcional de la densidad p(r). Escri-

bimos

Glp] = Ts[p] + Exclp), (2.37)

N
1
donde Ti[p] = -3 Z / dF e} (F)V7 ¢i(7) es la energfa cinética de un sistema de
=1

electrones no-interactuantes con ¢(7) orbitales mono-electrénicos y N el nimero de
electrones. E,.[p] es, por definicién, la energia de intercambio® y correlacién® (donde
ze corresponden a sus nombres en inglés, exchange and correlation) de un sistema
interactuante con densidad p(7), cuya forma no se conoce. Sin embargo, si p(7) varia

lo suficientemente lento, uno puede mostrar [17] que

B — / d7p(F)ese (7)), (2.38)

donde €,.(p) es la energia de intercambio y correlacién por electrén de un gas
uniforme de electrones de densidad p(7) [17].

De la propiedad estacionaria [20] de la ecuacién (2.36) obtenemos

5 {E[p] . ( / dro(F) — No) } 0, (2.39)

donde € es un multiplicador de Lagrange y Ny es el niimero total de electrones en
el sistema. Si la variacién funcional la realizamos con respecto a ¢} () y empleando la

regla de la cadena para derivadas funcionales tenemos

2Energfa correspondiente al principio de exclusién de Pauli entre electrones del mismo spin.
3Energia correspondiente a la parte cudntica de la repulsién Coulémbica entre electrones.
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SElp] T[] N {U(FH/dF, p(7) N 5Emc[p]] op(7) — (), (2.40)

007(F)  0g(7) =7 op(r) ] 0;(F)

reduciendo y agrupando de mejor manera tenemos

5V o)+ [0 e o0 i =)

y ajustando

GESMIGE (242

llegamos a las ecuaciones de Kohn y Sham. Por lo general estas ecuaciones se las

escribe como [35]:

5 VE+ Vigs )] 07) = ) 243

GESMIGE (2.44)
donde

dezc(p)
op(r) -

Las letras ef f vienen del nombre que se le da a este potencial en inglés, effective

Vg (7) = o(i) + / a7 2T o) + 0l (2.45)

=7

potential.
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Capitulo 3

Funcional de Energia Cinética.

3.1 Funcional de la Energia Cinética

No-Interactuante.

La expresion orbital de la energia cinética puede ser representada de las siguientes

formas.
N 1 al — % 2
T{od] = -3 / 476 (7) V26 (7) (3.1)

T, [{6:}] = Z [ dr Ve @ve (3:2)

donde N es el numero de electrones de nuestro sistema. Ambas ecuaciones estds rela-

cionadas localmente por la siguiente expresion [33]:

T, = T—l/drVQ() (3.3)

pero comunmente el valor esperado de la energia cinética estd dado por 7T; o Ty,
ya que el término adicional en (3.3) de la integral del laplaciano de p es cero (por el
Teorema de Green [32] [33]). Tanto (3.1) como (3.2) corresponde al valor esperado de la

energia cinética cuyos orbitales estan expresados como un determinante de Slater ®, que

~ ~ 1
depende del conjunto {p(7)},, es decir, T[{¢;}] = (®|T'|®), donde T = Z —§V2~
i=1

El nombre de energia cinética no-interactuante viene dado de las funciones propias
¢;(7) de la ecuacién de Kohn-Sham (KS) (ver ecuacion (2.43)). Esta ecuacién no es més

que la ecuacion de Schrodinger de un sistema ficticio de particulas no-interactuantes,
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que genera la misma densidad p como cualquier sistema de particulas interactuantes

17] [30].

3.2 Factor de Mejoramiento o Modulacion

Si bien es cierto, uno de los principales problemas de encontrar o construir un funcional
de la energia cinética no-interactuante, es la exactitud que debe tener el valor esperado
de este funcional (comparable con calcular la energfa total del sistema [28]), otro pro-
blema, de igual importancia que el mencionado, es que el funcional deseado describa
la distribucion deslocalizada de la densidad de la energia cinética, que es responsable

de la estructura de capas del sistema que representa [28] [31].

La distribucion deslocalizada viene dada por el producto de los gradientes de los
orbitales de la ecuacién (3.2) y su representacion mediante un funcional de la p, Vp,
V2p, etc, no es nada facil. Algunos trabajos, han tratado de encontrar factores de me-

joramiento con esta cualidad, sin tener mucho éxito [9] [24] [28] [36].

Uno de los trabajos més destacados y el primero dentro del contexto de un factor
de mejoramiento es el de Pearson y Gordon [28] [36], en donde se presenta a la energia

cinética como

T[] = Twlo] + / dito([p); PV F (7)), (3.4)

donde ty es la densidad de la energia de Thomas-Fermi de la ecuacién (2.20) y
F[s(7)] es un factor de mejoramiento o modulacion que a su vez depende de la densidad

como coordenada.

) — Vo)
2(3m2) Vs p ()

donde s(7) es el gradiente de densidad reducido cuya interpretacion fisica es el con-

(3.5)

trol de velocidad de la variacion de la densidad electrénica, es decir, valores grandes
de s(7) corresponden a variaciones rapidas en la densidad electrénica y viceversa [9].
Una revisiéon completa de los funcionales de la energia cinética expresados en términos
de la densidad esta dado en el trabajo reciente de Thomasz. A. Wesolowski. Semilocal
Approzimations for the Kinetic Energy [36]. En este trabajo también se dan las apro-

ximaciones para el factor de mejoramiento.

Ante todo lo mencionado, surge al menos dos preguntas, primera, ;Cudl deberia ser
la forma exacta del factor de mejoramiento en funcion de p? y segunda, ;Qué condicio-

nes (fisicas y matemdticas) deberia cumplir?. Diversos autores han tratado de encontrar
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las respuestas, lo que ha generado una gran cantidad de diferentes formas de factores
de mejoramiento [9]. De igual manera, diferentes autores han estudiado sus condicio-
nes [1] [5] [6] [28], encontrando que el factor de mejoramiento debe ser una funcion
positiva [37] [38]. Cabe mencionar que los factores de mejoramiento consultados sur-
gen como una necesidad [24] mas que de una derivacién natural de la ecuacién (3.2).
Sin embargo un método alternativo a estos funcionales, cuya forma para la energia
cinética no-interactuante surge como una derivacion natural a la ecuacién (3.2), es las
transformaciones de escalamiento local version DFT, que se fundamentan en las trans-
formaciones de escalamiento local, desarrolladas por Ludena et. al [14] [25-28]. En la

siguiente seccién se describird este método.

3.3 Transformaciones de Escalamiento Local (LST)

Las transformaciones de escalamiento local version DFT es un método alternativo a la
teoria del funcional de la densidad que generaliza las transformaciones de escala [25-28],

es decir, modifica un vector ¥ € R? en la siguiente expresion:

F(7) = M) = (A(F)z, APy, A(7)2). (3.6)

Estas transformaciones son isotropicas, ya que escalan localmente a todas las coor-
denadas cartesianas con la misma funcién A(7). También mantienen constante la direc-
cién del vector transformado y satisfacen, como todas las transformaciones de densidad,
la siguiente ecuacién que relaciona una densidad inicial o generadora py() y una den-

sidad final p(7):

p(7) = I (F7:7) oy (1)) - (3.7)

—

donde J ( f(r); F) es el Jacobiano, que tiene la siguiente forma:

[ OXN(P)z ONF)y  ONP)z ]
ox Ox Ox
ONT)z  OX(F)y  ONT)z
dy dy dy
Nz ON(F)y  ON(F)z
0z 0z 0z

N (F) [1+ 7+ Vi InA(7)] . (3.8)

de las ecuaciones (3.7) y (3.8) se obtiene la siguiente expresién para A\(7):

17



L p(7) "
A7) = Py A(F)F) (L 4+ 7 Vi InA(T)) ‘

(3.9)

La ecuacién (3.9) es una ecuacién diferencial de primer orden para la funcién de

transformacion, \(r). Introduciendo la funcién, f(7), mediante la siguiente equivalencia:

NG A (3.10)

r

se puede reescribir la ecuacién (3.9) como:

PN sy, s, (3.11)

> 3
o (7)) %
Estas transformaciones pueden ser usadas para generar un conjunto de orbitales

. N
iniciales, {(b[;]k(F)} , en un nuevo conjunto de orbitales transformados:
’ k=1

ol (7) =Fol (7)
=7 (7)) " ol (7))

1/2
| e (7)) _
(70 ofh (717) (3.12)

Para el caso de simetria esférica, o densidad promediada esféricamente:

s 2m
p(r) :/0 dé’sen@/o dop(r, 0, ¢) (3.13)

T 2T
oo = [ dosens [ don,(1.0,0), (3.14)

la funcién de escalamiento local A(r, 6, ¢) se reduce a \(r) y la ecuacién (3.11) llega

a ser:

g plr)
dr 73 py(F(1)’

donde la funcién de escala A(r) es dada por:

(3.15)
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_ p(”f’) 7 7o In\(r —1/3
=) e vemaon 1

De las ecuaciones (3.15) y (3.16) se obtiene la regla de la cadena:

d [df\ d
i) 7

_ p(T) B 7o In\(r Q/Si
_(pg(f)) 147V i) 2 (3.17)

Tomaremos la expresion de la transformacion aplicada a la parte radial y aplicando
un tratamiento algebraico sencillo (para mayores detalles ver referencia [25]), obtene-

mos la siguiente expresion para el funcional de la energia cinética no-interactuante:

Tlo, ) = Tilpl + 5 [ dri®p™ () [(1+7 Vo tn(A0)* T

(147 Vi ln(A\r) 7 KN] , (3.18)

donde Ty [p] es el funcional de la energia cinética de Weiszécker [39]:

L e (V)
Tils] = / e o (3.19)

Ty vy Ky son los factores de mejoramiento o modulacion radial y angular, respec-

tivamente. Estos se describen a continuacién:

=

G ZU ) RasF) = Basl )5 5)

2] (3.20)
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Ky =

1 RO,
05/3(f) Zz:; f2 lz(lz + 1), (321)

donde R, ;(f) es una funcién que solo dependen de f(r) y [; es el momento angular

del i-ésimo electrén. Por tanto, en forma general, la ecuacién (3.18) se reduce a:

Tlp, ) = Twlol +5 [ () Ax s (3.22)
donde
Axlpir] = (147 Ve in(AE)) " Ty + (1 + 7 Vi In(A(r)) "7 Ky. (3.23)

Aungque la ecuacion (3.22) nos muestra un factor de mejoramiento derivado de forma
natural de la ecuacién (3.2), con un perfil casi exacto al original [14] [28], desgracia-
damente sigue manteniendo una dependencia de orbitales. En resumen, podemos decir
que el problema de encontrar un funcional de la densidad de la energia cinética se

reduce a encontrar un factor de mejoramiento que dependa de la densidad.
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Capitulo 4

Estudio de Aproximaciones al
Funcional de la Densidad.

Como se menciond en la seccion anterior, el problema se reduce a encontrar un factor
de mejoramiento que dependa de la densidad, para ello se ha tomado como un primer
modelo, el Modelo de Fxpansion del Funcional de la Densidad en Términos de Funcio-
nes Homogéneos desarrollado por Shubin Liu y Robert G. Parr [22], debido a la forma
sencilla de expresar el valor esperado de la energia cinética como un funcional explicito

de la densidad. A continuacién describimos las partes mas relevantes de este modelo.

4.1 Modelo de Expansién del Funcional de la Den-
sidad en Términos de Funcionales Homogéneos
(Liu . S y Parr R. G.)

En el contexto de la teoria del funcional de la densidad de estructura electronica, se
ha desarrollado una aproximacién, en la que el funcional de interés (7[p] para nuestro
caso) es expresado en términos de sus propias derivadas (entendiendo por derivada la
derivada funcional con respecto a la densidad p(7)). En la referencia [29] una forma
general es descrita mostrando como un tipico buen comportamiento! de un de estos

funcionales puede ser expandido en términos de sus derivadas de alto orden,

Qlp] = C+/d //dﬁd?"gp P)p() 5 (5 %[523)

#Ql)
/ / / AR p(F)p(F)p(Fs) g S sy = (4]

1Un funcional tiene un “buen comportamiento” cuando sus derivadas existen y su serie converge,
al menos en una regién cercana a p(7) [29].
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Este esquema, sin embargo, es limitado por el hecho de que se debe conocer las deri-
vadas para todos los érdenes. Partiendo de esta premisa, se presenta un esquema para
expandir un funcional bien comportado en términos de funcionales homogéneos con
respecto a una densidad escalada (en lo sucesivo denominadas funcionales homogéneas
de densidad). En este esquema no es necesario tener las derivadas de forma explicita.
Se considera como caso especial T'[p], que toma la forma de series de potencial construi-
da de funcionales de densidad estrictamente locales, es decir, funcionales que pueden

escribirse como una funcién de p(7), por ejemplo

mm:/ﬁwwm> (4.2)

donde f no contiene términos de derivadas de alto orden de p(7). Ya sea cualquier
potencia de p(7) es muy buena variable como la misma p(7) para determinar @), una

alternativa para la ecuacién (4.1) es una expansién

(7 5*Q[p*]
/ / dridrop® (7 (Tz)épa(fl)épa(%)
Q[
///%men)ﬁﬁ()M“Mpmmwm—~w(“)

donde « es un numero.

Qw=0+/mw

4.1.1 Teoremas que gobiernan el funcional expandido en térmi-

nos de funcionales de densidad homogénea

Teorema 4.1. (Shubin Liu y Robert G. Parr [22]). Para cualquier funcional Q[p] con
un buen comportamiento, se asume que la serie de la ecuacion (4.1) existe, converge
y también se asume que podemos considerar exacta esta expansion truncada después
de la contribucion del orden n (es decir, n+ 1 términos). Entonces en principio Q[p]
también puede ser expresado en términos de funcionales homogéneos de densidad de

cualquier orden distinto de (n+1).

Demostracion. Se escribe la ecuacién (4.1) como

="l (4.4

donde, Q;[p] representa el i-ésimo término en el lado derecho de la ecuacién (4.1).
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Ahora se asume otra expansion de Q|p|,
Qlel = Hlpl, (4.5)

donde H,[p] es un funcional de densidad homogénea de grado n;, que es [21],

/ﬁwfﬂg

= n; Hylp). (4.6)

Entonces, encontremos una relacién entre Q;[p] y H;[p] empleando la ecuacién (4.6).

Para ello tomemos ¢ = 1, asi

Qalp] = — % / / ARy d7y pl(F)p(Pe) 5

= =3 ([ [ e o (i)

N //dﬁdﬁ p(r1)0(r — Fl)gp%[é]))

s H,
. ( [ oy [ oty P

op(72)

- / diy p(i) / di 8(7% — 7) 5Q[p]>

6p(72)
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Asi, se obtiene la siguiente expresion

n

Al =S _my), 4.9
7=0
para i = 1,2,...,n. Resolviendo las ecuaciones (4.5) y (4.9) simultdneamente, se

obtiene las (n+ 1) cantidades H;[p|] por algebra lineal elemental. Si uno asume n; = j,

por ejemplo, el resultado es

Holp] = Qlp] — Qu[p] — Qalp] — Qs[p] — - -+,

Hilp] = Qi[p] + 2Q2[p] + 3Qs[p] + - -,

Hylp] = = Qalp] =3Qs[p] — -+, (4.10)
Hslp] = Qslp] + -,
De esta forma el teorema queda demostrado. O

Notemos que con el fin de tener una solucién no trivial de las ecuaciones de arri-
ba, n; no necesariamente es un entero. Notemos también que el teorema de arriba
sélo garantiza la existencia del H,[p]. Sus formas analiticas son mds bien complejas.
Asi cada Hj[p] en la solucién es una combinacién de todos los Q;[p], cada uno de ellos
es mostrado en la ecuacién (4.1) y es expresado como una integral que contiene una
derivada de i-ésimo orden. La forma analitica de H;[p] deberia, en principio, depender
de ambos, de las derivadas de todos los n ordenes y de todos los distintos n; escogidos.

Mientras tanto, es esta misma complejidad que hace pensar que pueden haber algunas
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derivadas que se cancelan, de tal manera que una buena aproximacion para un deter-

minado H;[p| no necesariamente depende explicitamente de todas las derivadas de Q[p].

Otro problema con este tipo de expansién de la ecuacién (4.5) es la convergencia.
Se sabe que dado Q);[p] de la ecuacién (4.1) uno es capaz de obtener todos los H;[p] por
combinaciones lineales de ellos. Por otro lado, no se sabe si la ecuacién (4.5) converge
mas rapido o mas lento que la ecuacién (4.4). Puesto que la forma de H;[p] depende
de su homogeneidad?, uno esperarfa que teniendo cuidado al escoger n; para un caso
dado, uno estarfa en la capacidad de encontrar la mejor serie para la ecuacién (4.5) tal

que converja mas rapido que la ecuacion (4.4).

Supongamos ahora que Q[p] es una serie de potencias de algunos funcionales estric-

tamente locales H;[p] (lo cual significa que cada H; es integral de una funcién de la
densidad p [29]),

Qlp] = ZCj[Hj]j7 (4.11)

donde los C; son constantes a ser determinados. Se muestra en el siguiente teorema
que esta forma garantizara que cada término en esta expansion posea cierta propiedad
de homogeneidad con respecto a la densidad de escala si su homogeneidad en escala de

coordenada es conocida.

Teorema 4.2. (Shubin Liu y Robert G. Parr [22]). Dado el funcional
Qjlpl = CjlH,Y, (4.12)

donde el H; es un funcional homogéneo y local, si este es homogéneo de grado m en
escala coordenada, este toma la forma
‘ J
Ademds, si Q);[p] es homogéneo de grado k en escala de densidad, j es determinada por
la relacion
m

N 4.14
J 3 (4.14)

Demostracion. Es conocido [29] que cualquier funcional estrictamente local L[p| satis-

2Un funcional homogéneo se define como Q[p] = [ d|p(7)]*, donde k es un niimero positivo [29].
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face la siguiente identidad

dL]p]

1
Lip]=—= [ drr- 3 4.1
== [ Vs (4.15
Tomando la derivada de la ecuacién (4.12) con respecto a p, es decir:
0Q); . - 10H;
—% A _ ¢yl 1—5;}[)] (4.16)
y desarrollamos la ecuacion (4.12), tenemos
Qjlpl = C;(Hjlp])’
= C;(H,lp]) " Hjlp]
. 1 0H;[p
= . H J 1 —_—— d_’ . = J
eyl (= [arr vt
1 : 1 0H;[p
= — — Fr (H [ p)d—1 222
5 [ 4 vy
L[ 0Q;p]
S : . 4.1
3 / VDS (4.17)

Entretanto, ya que @); es homogéneo de grado m en escala coordenada [10], implica

- [ar o VR — ) (4.13)

Integrando por partes la ecuacién (4.18), uno obtiene

Lo Qe o 1 9Q510]
— /dr (7)1 V 5;(7?) = /dr (- Vp(r) 4+ 3p(7)) 5;(77) (4.19)
y reemplazando la ecuacién (4.17) en la ecuacién (4.19), se encuentra
L 0Qilp] - m+3)
[ @ o =m0, (4.20)

Esto muestra que @;[p] es homogéneo de grado %3] en escala de densidad. Por otro

lado, Hj[p] es homogéneo, es decir

Hlol = [ dr (). (@21

entonces, si reemplazamos la ecuacién (4.21) en las ecuaciones (4.12) y (4.16) y

26



estas a su vez en la ecuacién (4.20) tendremos

3J
forarli-(1+3) foro
/dfp(ﬁcgz((%) :/dF <1+ %) £i(p). (4.22)
Si las dos integrales son iguales, por tanto
o8 = (14+5) 500 (4.29

entonces, nos queda por resolver una simple ecuacién diferencial

- 0-3)%

In f;(p) = (1+ 3J> In p(7) + C;

filp) = Ciplt (), (4.24)

donde C; es una constante de integracién, entonces,

=C; /dr Pl () (4.25)

Qo = ¢, [ [ i e <f>]j . (4.26)

Finalmente, se puede observar en la ecuacién (4.20) que su grado k es M, por

tanto

j=k— (4.27)

]
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4.1.2 Expansion de T[p| para atomos

Considerando la ecuacién (4.13), se expresa la forma analitica del funcional de densidad

de energia cinética Hartree-Fock

n j
Trporlp] = ch {/ dfp[1+(2/3j)](f’):| : (4.28)
j=1

donde Ty pg7[p] es una serie expandida en funcionales de densidad homogénea y el
subindice LP97 es por Liu y Parr y el ano en que fue publicado el articulo, 1997.
Notemos que m de la ecuacién (4.13) toma el valor de 2 para la energia cinética por
ser un funcional homogéneo de segundo grado [22]. También notemos que al truncar la
serie en j = 1 en la ecuacién (4.28), uno obtiene la férmula cldsica de Thomas-Fermi
(ecuacion (2.20)). Los coeficientes C; son obtenidos usando el procedimiento de ajuste
de minimos cuadrados, tomando como valores exactos a T'[p| tipo Hartree-Fock, para
atomos neutros desde la primera hasta la tercera fila de la tabla periédica. La ecuacién

(4.28) se trunca en j = 3, asi,

2 3
Turalpnr) = Cr, [ @)+ O | [l +on | [aroen] 2o

donde pyr es la densidad Hartree-Fock [4]. Esta formula fue utilizada por Liu y
Parr [22] para calcular la energia cinética de atomos. En la presente tesis hemos re-
calculado esta energfa cinética® y hemos encontrado los coeficientes (ver Anexo A) de
la ecuacion (4.29) debido a que en el trabajo de Liu y Parr habia un error tipografi-
co en el resultado de los coeficientes. Para determinar los coeficientes para T pg7 se
minimizé la suma de cuadrados de los errores porcentuales absolutos. Los coeficien-
tes encontrados fueron Cp, = 3,3794622249789446, Cr, = —0,060386113995140364 vy
Cr, = 0,0019231746552281343 los cuales se comparan con los coeficientes (corregidos)
de Liu y Parr que fueron Cp, = 3,26422, Cp,, = —0,02631 y C, = 0,000498.4

4.2 Construccién del factor de mejoramiento

Como ya se menciond en la Seccion. 3.2, el factor de mejoramiento esta estrechamente
relacionado con la estructura de capas del sistema (atémico o molecular). Para cons-
truirlo tomaremos dos expresiones de la energia cinética no-interactuante, la primera

es la ecuacion (3.2) y la segunda la ecuacién (3.4), salvo que desde ahora denotaremos

3Los valores recalculados de la energia cinética estdn en la Tabla. 5.1
4Notemos que el valor de este coeficiente es diferente al reportado en el articulo original [22] debido
a un error de tipografia [36].
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al factor de mejoramiento como Ay|[p(7);7]. Como T, = T, podemos encontrar una

expresién para el factor de mejoramiento en funcién de orbitales y la densidad, asi

1 N
52 Vo (Rvet(r)
22 7 7 2
Ay [pur(®), {6} =2 | == ——5— —%'V’fo@ = T
Prp(T) Prr(T)

donde el subindice y superindice H I se refiere a que se estd empleando funcio-
nes de onda mono-electrénicas tipo Hartree-Fock [4], tanto para los orbitales como
para la densidad. De igual manera podemos encontrar otra expresion para el factor

mejoramiento de las ecuaciones (4.29) y (3.2):

Ao lpre] = 2 (oﬂ T Crpal () / dp ()

2
—49, 4 119 1V 7))?
+ Crprl (7) {/ dTpH/F(F)} - §|@Z—F(q)|> , (4.31)
pHF(F>
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Capitulo 5

Analisis y Discusion de Resultados.

5.1 Valores esperados de la energia cinética del Mo-
delo

Se calculé el valor esperado de la energia cinética para 18 atomos neutros. Para ello,
y el resto de célculos, empleamos funciones de onda Hartree-Fock cuyos datos fueron

tomados de la referencia [4].

La Tabla 5.1 muestra los valores ajustados y exactos de T" para los atomos de la
primera y segunda fila de la tabla periédica, como también el error relativo porcentual
de cada valor de T (a, b, ¢ y d) para el valor de T' “exacto” para cada dtomo. Se
observa que los valores de T} pg, calculados mediante la ecuacién (4.29) son diferentes
a los de 15 py; reportados por Liu. S y Parr. R [22], debido a que el ajuste que se
realizé fue para los atomos de la primera y segunda fila de la tabla periddica, es decir
18 dtomos (ver Anexo A), en cambio, Liu y Parr hicieron un ajuste para los dtomos
de la primera, segunda y tercera fila de la tabla periddica, es decir 36 atomos. Sin
embargo, con los nuevos coeficientes para 77 pg; se ha encontrando un error relativo
porcentual promedio menor al 1% (con excepcién del atomo de H), es decir, el mismo
error reportado por Liu. S y Parr. R [22] . Los valores de T} py; y T fueron calculados,
con las ecuaciones (4.29) (con coeficientes C, = 3,26422, Cp, = —0,02631 y Cp, =
0,000498) y (3.2), respectivamente, esto con el fin de mostrar la exactitud con que
se trabajo en el programa Mathematica 8. Estos valores muestran un error relativo
porcentual promedio menor al 1% y 0.01 %, respectivamente. Notemos que todos los
errores relativos porcentuales son respecto al valor de 7%, que lo tomamos como el

valor “exacto” para comparar.
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Tabla 5.1: Valores ajustados y exactos de la energia cinética.

Atomos T por (error%)  TlLpor (error%)  TCpper (error%) T (error%) — Teup
H 0.335 (32.91) 0.327 (34.60) 0.327 (34.60) 0.500 (0.00) 0.500
He 2.932 (2.46) 2.875 (0.45) 2.875 (0.45) 2.862 (0.00)  2.862
Li 7.625 (2.59) 7.487 (0.73) 7.487 (0.73) 7433 (0.00)  7.433
Be 14.916 (2.35) 14.682 (0.75) 14.682 (0.75)  14.573 (0.00)  14.573
B 24.824 (1.20) 24.503 (0.11) 24496 (0.13)  24.528 (0.00)  24.528
C 37.826 (0.36) 37.457 (0.61) 37.400 (0.76)  37.688 (0.00)  37.688
N 54.207 (0.36) 53.852 (1.01) 53.852 (1.01) 54.401 (0.00)  54.401
0 74.447 (0.48) 74.191 (0.83) 74165 (0.86)  T74.810 (0.00)  74.809
F 99.144 (0.27) 99.108 (0.30) 98.982 (0.43) 99.410 (0.00)  99.409
Ne 128.59 (0.03) 128.91 (0.28) 128.90 (0.27) 12855 (0.00)  128.55
Na 161.98 (0.07) 162.55 (0.43) 16255 (0.43)  161.86 (0.00)  161.86
Mg 199.80 (0.10) 200.67 (0.53) 200.66 (0.53) 199.61 (0.00)  199.61
Al 242.03 (0.07) 243.20 (0.55) 24319 (0.55)  241.87 (0.00)  241.87
Si 288.91 (0.02) 290.38 (0.53) 290.36 (0.52) 288.85 (0.00)  288.85
P 340.61 (0.03) 342.37 (0.49) 342.36 (0.48) 340.71 (0.00)  340.71
S 397.34 (0.04) 399.31 (0.46) 399.39 (0.48) 39751 (0.00)  397.50
Cl 459.37 (0.02) 461.45 (0.43) 46140 (0.42) 45947 (0.00)  459.46
Ar 526.94 (0.02) 528.94 (0.40) 528.92 (0.40)  526.81 (0.00)  526.81

“Valores de T, po7 calculados con los coeficientes ajustados Cr, = 3,3794622249789446, C'r, =
—0,060386113995140364 y C'r, = 0,0019231746552281343.
bValores de T pg7 calculados con coeficientes reportados por Liu. S y Parr. R [22]
“Valores de T} pg7 reportados por Liu. S y Parr. R [22]
@Valores de T, calculados con orbitales Hartree-Fock con datos de Clementi. E y Roetti. C [4]
“Valores de Ty p reportados por Clementi. E y Roetti. C [4]
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5.2 Aproximacién del factor de mejoramiento

Empleando las ecuaciones (4.30) y (4.31) graficamos los factores de mejoramiento para
los dtomos de la primera y segunda fila de la tabla periédica (no se muestran los
resultados para los atomos de Hy He de la primera fila ya que el término de Weizsacker

para ambos se anula con el término de Thomas-Fermi, dando un factor de mejoramiento

de cero para todo r):
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Figura 5.1: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de Li
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Figura 5.2: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de Be
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Figura 5.3: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de B
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Figura 5.4: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de C
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Figura 5.5: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de N
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Figura 5.6: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y
funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de O
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Figura 5.7: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de F
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Figura 5.8: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de Ne
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Figura 5.9: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de Na
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Figura 5.10: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de Mg
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Figura 5.11: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcion de distribucion radial de la densidad para el atomo de Al

30p

20

7 p(r)r

......... AN‘[PH]‘(")§ {05}4]-}]
——— Anapl pur()]

r(bohr)

Figura 5.12: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcion de distribucion radial de la densidad para el atomo de Si
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Figura 5.13: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de P
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Figura 5.14: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcién de distribucion radial de la densidad para el atomo de S
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funcion de distribucion radial de la densidad para el a&tomo de Cl
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Figura 5.16: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado y

funcion de distribucion radial de la densidad para el &tomo de Ar
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Se observa que los factores de mejoramiento exactos son funciones positivas, en
contraposicién a los factores de mejoramiento aproximados que son funciones negativas,
lo que implica una violacién a la condicién de positividad que debe cumplir Ay [p(7); 7]
[37]. Para que estas funciones cumplan con esta condicién, se deberia adicionar un
término a la ecuacién (4.29) de tal manera que no altere el resultado del valor esperado
de la energia cinética o que lo mejore, pero que contribuya localmente a que el factor
de mejoramiento sea positivo. Como se mencion6 en el Capitulo. 3, los valores de
expectacién de la energfa cinética (3.1) y (3.2) se relacionan localmente por la ecuacién
(3.3), considerando este aspecto, tomamos la integral del laplaciano de la densidad y

lo sumamos a (4.29), es decir:

T(p) =Cs, [ dip?(7) + Cr, { / dfp%(?*)} o { / dfp“/gm] |
A / a7 V2 (). -

Asi se obtiene una nueva expresion para el factor de mejoramiento aproximado:

2
A o] = 2 (oﬂ a0 [l )+ Crp 0 [ / dfp;}é?m}

Viour 1|Vpup(r)|?
PNACLL ,

8
pie 8 Pl

(5.2)

donde A € R. Con este término se consigue que no se altere el resultado global de
la energia cinética ya que la integral del laplaciano de la densidad es cero (se puede
demostrar facilmente que este término es cero mediante el teorema de Green [32]). Se
muestra a continuaciéon los resultados obtenidos y las mejoras con la adiciéon de este

término al factor de mejoramiento aproximado para 16 atomos.
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Figura 5.17: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de Li
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Figura 5.18: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= g y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Li
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Figura 5.19: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de Be
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Figura 5.20: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= }Tg y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de Be
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Figura 5.22: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de B
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Figura 5.23: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de C

25¢ 1
J— An[pre(; {#1")] /
A . A;\‘.Aprl pur(); = V2 PHF(")I h
in ) § !
20¢ I — P ]
i
i
-
H
15 { H
P
i
f 0
[t
] i
10+ 3 &
f [
13
Y
£ '
i [
st i L
i !
\ \
1: \
/7 i
- ‘ ‘ : r(bohr)
| 1 2 3 4 :
1
1
1
—5u

Figura 5.24: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de C
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Figura 5.25: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con

A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de N
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Figura 5.26: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de N
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Figura 5.28: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
% y funcién de distribucién radial de la densidad para el dtomo de O
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Figura 5.29: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el dtomo de F
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Figura 5.30: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de F
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A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de Ne
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Figura 5.33: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el atomo de Na
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Figura 5.34: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Na
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A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el dtomo de Al
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Figura 5.38: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Al
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Figura 5.39: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Si
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Figura 5.40: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Si
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Figura 5.41: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con

A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el dtomo de P
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Figura 5.42: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con

A= % y funcion de distribucién radial de la densidad para el dtomo de P
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A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de S
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Figura 5.44: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con

A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de S
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A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Cl
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Figura 5.46: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Cl
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Figura 5.47: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con

A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el dtomo de Ar
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Figura 5.48: Factor de mejoramiento “exacto”, factor de mejoramiento aproximado con
A= % y funcién de distribucién radial de la densidad para el atomo de Ar
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Notemos que los nuevos factores de mejoramiento muestran una gran similitud con
los exactos en las regiones de los picos del perfil para todos los casos. Sin embargo, cabe
mencionar que también se muestra una divergencia para regiones donde la densidad
varia rapidamente, es decir, regiones cercanas al nticleo y en la cola de la densidad, como

se puede observar para todas las figuras y comprobar en investigaciones previas [31] [40].

5.3 Aproximacién del los valores de las integrales
del factor de mejoramiento Ay 4, mediante un

polinomio en funcién de Z

Vemos que el factor de mejoramiento Ay, a,,, ecuacion (4.31), depende del cdlculo de dos
integrales, [ di p"*(¥)y [ di p*"/°(¥), pero para cada dtomo el valor de estas integrales
es unico. Si graficamos estos valores para sus correspondientes ntimeros atémicos, es
decir Z, obtenemos las figuras [5.49] y [5.50].

Jarp* @)

30r

201

10r

5 10 15

Figura 5.49: Curva de interpolacién para los valores de la [ di p**(F) en funcién de Z
para 18 atomos.

En estas figuras se observa claramente que existe una correlacién entre los valores
de las integrales y Z. Por lo que se procedio a buscar la funcién que mejor ajuste estos

valores. Mediante una interpolacién polinomial se obtuvieron dos polinomios
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Figura 5.50: Curva de interpolacién para los valores de la [ di p"/°(7) en funcién de Z
para 18 atomos.

[ dFf p"(7) &~ —0,0276874 + 0,251678 %

vV Ze{l,...,18 5.3
+0,14373822 — 0,0023269223 { b6

[ dF p"°(7) ~ —0,177507 + 0,529099Z

vV Ze{l,..., 18}, 5.4
+0,083474722 — 0,001716723 { J (5.4)

asi, el factor de mejoramiento Ay 4, toma la siguiente forma

Az aprlpEr, Z] = 2 (OTI + Cp, iy F(7)(—0,0276874 + 0,251678Z

+0,14373822 — 0,002326922°) + Cop,pyy 1 (7)
% (—0,177507 + 0,529099Z + 0,08347472>

2 2
Z0,00171672%)% + A PAE é'v'osiF(fﬂ ) . (5.5)
PHF Prp(T)

También obtenemos la correspondiente aproximacion para el funcional de energia

cinética no-interactuante
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Trpor+zlpar, Z] = Cry /dfp%('F) + Crp, /dfp4/3(f’)(—0,0276874
+0,2516787 + 0,14373827 — 0,002326922°)

+ Crp / dip™° (7)(—=0,177507 + 0,5290992

+0,08347472% — 0,00171672%) + /\% (5.6)
PHF

Los valores de este nuevo funcional estan tabulados en la Tabla 5.2, con el encabe-
zado T} pgr. 7, también estdn los valores de T} pg, v T5p de la Tabla 5.1, este ultimo
en la Tabla 5.2 tiene el encabezado T, 5. Estan tabulados los “errores” relativos por-
centuales para T} po; v 17 pgr,, con respecto a T, cuyos valores son tomados como
“exactos”. Debemos notar que en esta seccion no se presentan graficos de los nuevos
factores de mejoramiento, debido a que el valor de las integrales aproximadas por los
polinomios (5.3) y (5.4) no van a cambiar la forma de los perfiles de los factores de

mejoramiento.
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Tabla 5.2: Valores ajustados y exactos de la energia cinética.

Atomos  T9 pgr (error %)  Tlrporiz (error %)  Teyp
Li 7.625 (2.59) 7.637 (2.75) 7.433
Be 14.916 (2.35) 14.920 (2.38)  14.573
B 24.824 (1.20) 24.804 (1.12) 24528
C 37.826 (0.36) 37.781 (0.25) 37.688
N 54.207 (0.36) 54130 (0.48)  54.401
O 74.447 (0.48) 74.377 (0.58) 74.809
F 09.144 (0.27) 09.134 (0.28)  99.409
Ne 128.59 (0.03) 128.72 (0.13) 128.55
Na 161.98 (0.07) 162.09 (0.15) 161.86
Mg 199.80 (0.10) 199.89 (0.14) 199.61
Al 242.03 (0.07) 242.08 (0.08) 241.87
Si 288.91 (0.02) 288.92 (0.02) 288.85
P 340.61 (0.03) 340.60 (0.03) 340.71
S 397.34 (0.04) 397.31 (0.05) 397.50
Cl 459.37 (0.02) 459.33 (0.03) 459.46
Ar 526.94 (0.02) 526.81 (0.01) 526.81

*Valores de T, pg7 calculados con los coeficientes ajustados
Cp, = 3,3794622249789446, Cp,, = —0,060386113995140364 y
Cr, = 0,0019231746552281343.

YValores de T, po7+z calculados con coeficientes reportados
por Liu. S y Parr. R [22] més un ajuste de las integrales con
Z.

“Valores de Ty reportados por Clementi. E y Roetti. C [4]



Capitulo 6
Conclusiones.

En el presente trabajo se expone un estudio de una aproximacién para el funcional de la
energia cinética no-interactuante para atomos, en el marco de la teoria del funcional de
la densidad. Basados en la aproximacién de Liu. S y Parr. R [22] construimos factores
de mejoramiento Ay[p(r);r] aproximados, dados por las ecuaciones (4.31) y (5.2) y los
comparamos con los factores de mejoramiento “exactos” que se obtienen a partir de

orbitales Hartree-Fock, ecuacién (4.30).

Aplicaciones de estos funcionales a 16 dtomos (18 a4tomos en principio, pero se des-
cartan los atomos de H y He ya que el funcional de Weizsacker es exacto para estos
funcionales [30]), muestran un valor para la energfa cinética con un error relativo por-
centual promedio menor al 1%. Ademds, se observa una gran concordancia con los
picos de los factores de mejoramiento exactos, también, los factores A que multiplican
al laplaciano de p(7) para cada atomo estudiado son muy cercanos. Estos oscilan en un
intervalo % <A< %, observando un buen ajuste para A = %

Por otro lado, la aproximacién de las integrales [ dif p”*(7) y [ dF p"/°(7) del factor
de mejoramiento (ecuacién (4.31)) mediante los polinomios (5.3) y (5.4), respectiva-
mente, permite tener una forma mas sencilla del factor de mejoramiento Ax[p(r); 7]
aproximado. También, los funcionales de energia cinética no-interactuante generados a
partir de este nuevo factor de mejoramiento, para 16 dtomos, ecuacién (5.6) muestran

un valor de error relativo porcentual promedio menor al 1 %.

Sin embargo, nos queda por estudiar y mejorar las divergencias presentes en regio-
nes donde la densidad varia rdpidamente (regiones cercanas del nicleo y la cola de la
densidad). Respecto a este comportamiento solo se tiene una respuesta a la divergencia
negativa, cuya causa se debe al término %% en V?p(7) originado por los orbitales

s, los cuales dominan al nuevo factor de mejoramiento en las cercanias del niticleo,
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divergiendo como ~ —%, donde Z es el nimero atémico [40]. Notemos que esta expre-

sién se deduce via condicion de cispide electro-nuclear tipo Kato [18] (ver Seccién. 2.2).

Para finalizar, nos gustaria recalcar que el estudio presentado no es dependiente de
orbitales, lo que implica un avance dentro de la teoria del funcional de la densidad,
su fundamentacién y su finalidad: estudiar sistemas mecéanicos cuanticos de muchas
particulas, no a través de la ecuacién de Schrodinger, sino resolviendo una ecuacion
que contenga la densidad. Como el funcional que encontramos a través del modelo de
Liu. S y Parr. R, el cual tiene una forma sencilla, posee un valor de 7" muy cercano a la
energia cinética exacta y describe muy bien la estructura de capas para los 16 atomos

estudiados.
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Anexos
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Anexo A
Ajuste de minimos cuadrados

Tomamos la aproximacién de Liu. S y Parr. R [22] para la energfa cinética (ecuacién

(4.29)) hasta el tercer término y la representamos de la siguiente forma por facilidad

3
Z CrA =T, VY C,e{Cpn,Cp,Cp}, (A1)
1

donde T; es el valor de energia cinética para un i-ésimo atomo,

Aps = [ / d7p; (7) [wi]} k (A.2)

Pl = 3 los(P, (A3)

donde N es el nimero de electrones y ¢;() son orbitales mono-electrénicos tipo

Hartree-Fock.

Lo que se desea es ajustar Cr,, Cr, v Cr, para el valor de energia cinética “exacto”’de
1 2 3

18 atomos, para esto hacemos lo siguiente. Sea

2

18 3
RP=> | Cidu—Ty| (A4)
=1 Lk=1
como queremos que R? sea un minimo, entonces
OR?
— = 0. A5
ac, (A.5)

Entonces
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18

i=1

=0

3 18 18
Z Ck Z AkiAi | — Z T;A; =0
k=1 =1 i—1
3
> CiByj - D; =0, (A.6)
k=1

donde

18
By =Y Ay,
=1

18
D; = Z T; Ay
=1

Asi tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

By Bay Bs 4 D,
Biy B B32 Cz = D, . (A-7)
B3 Bz Bsg Cs D;

A continuaciéon detallamos cada entrada del sistema de ecuaciones

18

By = Z A Ay

=1

(Joo) (o) -+ (i)

~ 104996,989229,

18

B22 = Z A2iA2i

=1
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-(/ drp“/3<v)4+ (/ fpf(v) +(f drp“/3<v)4

~ 5944606,257913,

18

B33 = Z A3iA3i

i=1

_ (/ dfpil/g(F))G + (/ dfpél/g(F))E) TR (/ dfpilg/g(F))G

~ 864965410,329179,

18

B21 = B12 = ZAZiAli

i=1

~ ([t ))2 ([amto)+ ([ dfpz?’(m)Q ([ ami)
+-~-+(/ Fp{;ﬁ) (/ 5/3(F>>

~ 784488,599896,

18

B3 = Bz = ZA&‘AM

i=1

~(Jawr@) ([aew) + ([are) ([ane)
vt ([amnte) ([ amito)

~ 9284565,999630,
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18
Boys = Bgp = > ApiAy;

i=1

~(Jamrw) ([onre) + ([awro) ([ameo)

et (f fp/gw) ([ “”W))

~ 71266029,006683,

18
Dy = TiAy
=1

=T (/ dip* (7 )) + Ty (/dfpg/s(f)) +

~ 325316,982830,

- (fate) en fa)

~ 2429234,938893,

18
= ) TiAs
=1

=T </dfp11/9(F)>3+T3 </dm1 /g(f’)>3

~ 28736841,074289.

-+ T (/ drp%(*))

4 Tig (/ drp4/3(_j)2

o4 T </drpu/9(f’)>3

Por tanto, si resolvemos el sistema de ecuaciones (A.7), obtenemos los siguien-
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tes coeficientes: O, = 3,3794622249789446, Cp, = —0,060386113995140364 y Crp, =
0,0019231746552281343.
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