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Resumen

En esta tesis aplicamos métodos generalizados de Newton para la resoluciéon numérica
del flujo laminar y estacionario de un fluido de Casson en tuberias de seccién constante,
circular 6 cuadrada. Nuestro principal objetivo es desarrollar un algoritmo basado en los
métodos generalizados de Newton que mejore la velocidad de convergencia de la aproxi-
macion hacia la soluciéon del problema, para lo cual iniciamos estudiando las ecuaciones
constitutivas que rigen el flujo de un fluido de Casson y mostramos que la solucion del
sistema satisface una desigualdad variacional que es condicién necesaria de un problema
de optimizaciéon de un funcional no diferenciable. Debido a un mal condicionamiento en el
sistema original, se propone una regularizacion local continua del tipo Huber y caracteri-
zamos las soluciones de los problemas regularizados a través de un sistema que involucra
una ecuacion diferencial y una ecuaciéon de complementariedad. Luego se muestra la con-
vergencia de las soluciones de la familia de problemas regularizados hacia las soluciones
del problema original en los espacios respectivos. A continuacion se construye un algoritmo
globalizado basado en los métodos generalizados de Newton y se estudia sus propiedades
de convergencia. Finalmente, se realiza una detallada experimentacién numérica.






Abstract

In this thesis, we apply semismooth Newton methods for the numerical resolution of
the steady laminar flows of a Casson’s fluid in a pipe of square or circular cross section. Our
main goal is to improve the approximation’s convergence rate, because of that we study
the variational inequation involved as a necessary condition af an optimization problem
of a non differentiable functional. As our problem is bad condicionated we propossed a
local smooth Huber-type regularization and characterized the solutions of our regularizated
problems through of a system of equations involving a variational differential equation
and a complementary function. Then, we proved the convergence of the solutions of our
regularized problems toward the solution of original sistem. After that, we construct a
globalized algorithm based in the semismooth Newton methods and study its convergence
properties. Finally, we developed numerical experiments.






Introduccion

Una clase importante de fluidos no-Newtonianos son los denominados fluidos visco-
plasticos. Este tipo de fluidos presentan una deformaciéon discontinua hasta que cierto
nivel de esfuerzo, conocido como limite elastico, es alcanzado. Por tanto, sus ecuaciones
constitutivas se basan en la suposicion de la existencia de tal limite. Una consecuencia
directa de esta propiedad es que el flujo esta dividido en dos regiones: la zona rigida y la
zona no rigida.

En la industria, las ecuaciones constitutivas de los fluidos visco-plasticos juegan un
papel importante, ya que fluidos como el chocolate fundido, lodos de aguas residuales,
emulsiones, soluciones de polimero, polimeros fundidos y suspensiones de pigmentos en
barnices litograficos utilizados para la preparacion de tintas de impresion y las suspensiones
de silicio presentan caracteristicas que pueden ser modeladas a través de estas ecuaciones
(17, 34].

Los modelos comtnmente utilizados para simular estos tipos de fluidos son los modelos
de Bingham, Casson y Herschel-Bulkley, de los cuales el modelo de Bingham ha sido mas
ampliamente estudiado |2, 13, 32, 20, 22, 12, 33|.

Estudios recientes muestran, que el fluido de Casson describe de manera muy precisa
las caracteristicas del flujo de la sangre a velocidades de cizalla bajas y flujos en venas
pequenas. Se ha demostrado ademés, que los flujos de Casson pueden ser aplicables en el
desarrollo de modelos de oxigenadores de aire y hemodidlisis [4, y la bibliografia citada
ahi].

Atdn cuando son muchos los problemas relacionados con el modelo de Casson, en esta
tesis nos enfocamos en el flujo laminar y estacionario en tuberias de secciéon cuadrada y
circular. Las caracteristicas del flujo de un fluido de Casson en tuberias fueron investigadas
en primera instancia por Oka [24]. El consideré un modelo generalizado para flujos de
fluidos no-Newtonianos en tuberias de los cuales el modelo del fluido de Casson fue deducido
como un caso especial. Los detalles del flujo estacionario, completamente desarrollado y
laminar de un Fluido de Casson es descrito en [8].

El principal objetivo de esta tesis es desarrollar un algoritmo de segundo orden, efi-
ciente, para la resolucion numérica del flujo laminar y estacionario de un fluido de Casson
en una tuberia de seccion constante, cuadrada y circular, para lo cual se sigue un enfoque
variacional, dado que el sistema de ecuaciones constitutivas que rige este tipo de movimien-
to deriva en una desigualdad variacional, la cual es condicién necesaria de un problema
de optimalidad no restringido. Como el sistema de ecuaciones constitutivas original esta
mal condicionado, se propone una regularizaciéon local del tipo Huber y se obtiene una
familia de problemas regularizados. A continuacion se caracteriza las soluciones de dichos
problemas regularizados a través de un sistema que incluye una ecuaciéon diferencial y una
ecuacion de complementariedad, y se muestra la convergencia de las soluciones de la familia
de problemas regularizados hacia la solucién del problema original. Finalmente se plantea
un algoritmo basado en los métodos generalizados de Newton.

Gracias a la regularizacion local del tipo Huber propuesta, se obtiene un sistema a ser
resuelto en cada iteracion del método, ésta es una propiedad importante, la cual implica
un ahorro computacional mostrada para el caso de Bingham en [5].



6 INTRODUCCION

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presentan algunos
resultados que se utilizan con frecuencia en esta tesis. En el Capitulo 2 se lleva a cabo una
breve revision de la mecénica de cuerpos continuos. En el Capitulo 3 se discute algunos
aspectos importantes del flujo de un fluido de Casson y se introduce la nocién de flujo la-
minar y estacionario en una tuberia. Ademaés se adimensiona el sistema que caracteriza el
flujo, se lo formula variacionalmente y se muestra que la inecuacién variacional resultante
es una condicién necesaria de un problema optimalidad no restringido. Dado que el sistema
estd mal condicionado, se introduce una familia de problemas regularizados localmente, se
caracteriza la soluciones del sistema regularizado y se muestra la convergencia hacia las so-
luciones de nuestro sistema original. En el Capitulo 4 se discute la discretizacion del sistema
utilizando elementos finitos y se construye un método generalizado de Newton globalizado.
Ademés, se analizan las propiedades de convergencia de este algoritmo. En el Capitulo
5 se presentan algunos resultados numéricos que confirman las propiedades cualitativas
del método. Finalmente en el Capitulo 6 y 7 se presentan las principales conclusiones y
recomendaciones de esta tesis, respectivamente.



Capitulo 1

Resultados preliminares

En este capitulo introducimos algunas definiciones y resultados sobre el anéalisis con-
vexo, diferenciabilidad generalizada y métodos generalizados de Newton utilizados en la
presente tesis. Ademas discutimos brevemente las técnicas implementadas en este trabajo.

Un espacio afin tridimensional real, es una terna (€3, E3, @) formada por un conjunto
E3, un espacio vectorial real E? y una aplicacion @ : £3 x £2 — E3 que cumple

» VP € &y Vii € B3 existe un tinico Q € £ tal que &(P, Q) = .

» &(P,Q)+P(Q, R) = (P, R) para todo P, Q, R € &3.
A los elementos del conjunto £ los denominaremos puntos y diremos que E? es el espacio
afin asociado a (€3, E3, ®).

Notaremos por - a los elementos de un espacio Euclideo. Dados los vectores @ =

(a1,...,a,)" y b= (by,..., b,)T de RV, el producto interno esta definido por
n
<C_i, b> = Z aibz-,
i=1

y la norma asociada esta definida por |@| := (@, @)'/2.
Dadas dos matrices, A = (a;;) y B = (b;j) en R¥*¥  definimos el producto vectorial
de Hadamard por

| —

AxB:= (aijbij).
1. Resultados sobre analisis funcional

Sean Hj, Hy dos espacios de Hilbert, notamos respectivamente por (-,-) g, || - ||z, €l
producto interno y su norma asociada en H;. Notamos ademéas por L(Hy, Hs), el espacio
de todos los funcionales lineales y acotados de Hi a Hs. Este espacio con la norma

V| 2y m) = sup | Fvl|m,, VE € L(Hy, Ha)
vEH,|[v|| gy =1

es un espacio de Banach si Hy es de Banach 13, 19, Teo. 2.10-2].

Definicién 1.1. Sea H un espacio de Hilbert. El espacio L(H,R) es llamado espacio dual
de H y es notado por H*. Notamos por (F,v)y= g €l producto en dualidad con F' € H* y
veH.

Teorema 1.1. (Riesz). Sea H un espacio de Hilbert con dual H*. Dado un F en H*,
existe un unico f € H tal que

(F,v)p=p = (f,v)g Vv € H.

Ademds se verifica

1Al = Fla-
DEMOSTRACION. Ver [3, Teo. V.5, pag. 81] O

Definicién 1.2. Sea V un espacio vectorial normado, una sucesion (v,) C V se dice
débilmente convergente hacia v € V si

nh;f{.lo<f, vp)vev = (f,v)v- v Vf e V"

7



8 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Utilizaremos la notacion v, — v, para sefalar la convergencia débil de la sucesion (vy,)
hacia v.

Sea H un espacio de Hilbert, gracias al teorema de Riesz, una sucesion (v,) converge
débilmente a v € H si

lim (v, 2)g = (v,2)g, Ve € H.
n—o0

Teorema 1.2. Sea H un espacio de Hilbert y sea (vy,) C H

1) Si v, — v, entonces existe una constante K > 0 tal que ||v,|| < K y ||v||lg <
liminf, o ||vn | H-
ii) Siwv, — v fuertemente, entonces v, — v.
iii) Sea C' > 0 una constante independiente de vy, tal que ||v,| < C. Entonces existe
un v € H y una subsucesion (vy,) tal que v, — v en H, cuando k — oo

DEMOSTRACION. Ver [3, Prop. III.5 y Teorema II1.28| O

2. Espacios funcionales

En esta seccién introduciremos los espacios funcionales y algunos resultados importan-
tes utilizados en este trabajo. Para un estudio detallado, recomendamos [3].

2.1. Definicién y propiedades elementales de los espacios LP. En esta seccién
definiremos los espacios LP y estudiaremos algunas de sus propiedades basicas.

En todo lo que sigue € designa un subconjunto abierto de R? con frontera de Lipschitz
r.

Definicion 1.3. Sea 1 < p < oo, se define
LP(Q) ={f:Q —R: f es medible y / |f(z)[Pdx < oco}.
Q

Este espacio esta dotado de la norma

1/p
1l = [ / |f<x>\Pdm] .
Definicién 1.4. Se define

L*(Q) ={f:Q —R: f es medible y existe una constante C' > 0 tal que|f(z)| < C
en casi todo punto de Q}.
Este espacio estid dotado de la norma
| fllpee :=nf{C : |u(x)| < C en casi todo punto de Q}.
LP(©2) no es un espacio funcional, es decir, sus elementos no son funciones, es un espacio
cuyos elementos son clases de equivalencia de funciones, y dos funciones pertenecen a la

misma clase, si éstas coinciden en casi todo punto (c.t.p.) de 2. En otras palabras, tenemos
la siguiente relacion de equivalencia

f~gsiysolosi f(z)=g(x), c.t.p. en Q.

Esta relacion de equivalencia divide LP(£2) en clases de equivalencia, y cada clase con-
siste en todas las funciones que son equivalentes a una dada. Sin embargo, es usual relegar
este hecho a un entendimiento téacito y considerar LP(2) como un espacio de funciones [13,
Cap. 1, pag. 17]. En esta tesis seguiremos este razonamiento.

Lema 1.3. Sea f € L'(f) tal que / fvdz = 0, para todo v € Cp(2). Entonces, se tiene
Q
que f =0 ctp en Q.

DEMOSTRACION. Ver [3, Lem. IV.2] O
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Teorema 1.4. El espacio LP(S) es un espacio de Banach para 1 < p < oo, es reflexivo
para 1 < p < oo y separable para 1 < p < 0o. Ademds, si 1 < p < 00, el espacio dual de

/ 1 1
LP(Q) estd dado por LV (Q), donde — + — = 1. El espacio dual de L'(Q) es L>(2) y el
p P
espacio dual de L>(Q) contiene estrictamente a L'(Q).
DEMOSTRACION. Ver [3, Sec. IV.3., pag. 59-66| O

Para L%(Q) se define el producto interno de la siguiente manera:
(u,v) 20 = /Qu(x)v(x)dac,
obteniéndose una estructura de espacio de Hilbert.

/ 1 1
Teorema 1.5. (Holder). Sea uw € LP(Q2) y v € LP (Q) con — + — = 1. Entonces uv €
p D
LY(Q) y

[ lut@)otaids < lullalol-
DEMOSTRACION. Ver [3, Teo. IV.6, pag. 56| O
De aqui en adelante usaremos la notacion LP() := LP(Q) x LP(Q) x --- x LP().
Estos espacios estan dotados de la norma || - ||pr, que para el caso de L? es inducida por el

producto escalar
(u,v)2 == / (u(x),v(x))dz,¥ u,v € L*(Q)
Q

2.2. Espacios de Sobolev. En esta seccion estudiaremos algunos resultados im-
portantes sobre los espacios de Sobolev que se utilizaran en los siguientes capitulos. Para
empezar, definiremos estos espacios.

Definiciéon 1.5. Sea €2 C R" con frontera regular I' y sea p € R con 1 < p < oco. El espacio
de Sobolev W1P(Q) esta definido como:

Existe g1, ..., gm € LP(2) tal que
WhP(Q) = ue LP(Q D fqu ‘gg"dx = — |, gipdx, para todo ¢ € C(Q)
paratodot=1,...,n
Se nota H'(Q) = WhH2(Q).
Para u € W1P(Q), se tiene que
ou ou Ou ou
=gy VU= (o oy,
ox; Yy VY (@xl 0xo 3:1:n)
Esta definicion tiene sentido, ya que g; es tnica [13, 3.
Estos espacios estan dotados con la norma

[ullwre == (llull e +Z ||7|pr )77

Teorema 1.6. El espacio WP (Q) es un espacio de Banach para 1 < p < oo, es refleivo
para 1 < p < oo y separable para 1 < p < o0.

DEMOSTRACION. Ver [3, Prop. IX.1, pag. 150] O

Definiciéon 1.6. Sea 1 < p < oo. Wol’p(Q) denota la clausura de C§°(Q) en WHP(Q).
Ademis, denotamos H{(Q) = Wol’Q(Q).
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El espacio VVO1 P(Q)), dotado con la norma inducida por WP(Q), es un espacio de Ba-
nach separable. Es también reflexivo si 1 < p < oo. H}(Q) es un espacio de Hilbert con
el producto escalar inducido por H'(€2). Ademaés es posible mostrar que si {2 es suficiente-
mente regular, el espacio H&(Q) puede ser representado por

HX(Q)={veH(Q) : v=0enT}.
Proposicion 1.7. Todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo y por tanto reflexivo.
DEMOSTRACION. Ver [3, Proposicion V. 1] O

Teorema 1.8. (Desigualdad de Poincaré). Sea Q@ C R™ un conjunto abierto con frontera
de Lipschitz, y sea 1 < p < 0o, entonces existe una constante C, dependiente de 2, tal que

ulle < C||VullLe, para todo u € WP ().
La desigualdad de Poincaré implica que en Wol P(Q) se cumple la equivalencia
el = IVl
En H}(Q) la expresion
/ (Vu, Vv)dz,
Q

es un producto escalar el cual induce la norma ||V - |12, la cual es equivalente a la norma
Il - || En esta tesis utilizaremos este resultado.

En adelante, usaremos la notacion H'(Q) := H'(Q) x HY(Q) x --- x H(Q). Estos
espacios estan dotados de la norma producto usual, || - ||¢-

3. Diferenciabilidad

En esta seccién introduciremos las definiciones de algunas derivadas necesarias para
nuestro estudio. Adicionalmente, introduciremos el concepto de derivada de Newton, la
cual es esencial para el desarrollo de los métodos generalizados de Newton.

Definicion 1.7. Sean V' y W dos espacios normados. Se dice que una funcion F : V — W
es Lipschitz continua si existe una constante positiva L tal que

|F(v1) — F(va)|lw < L|jvy — va]|y, para todo vy, vy € V.
Definiciéon 1.8. Sean X e Y dos espacios normados. Sean adicionalmente D C X un
conjunto abierto no vacioy f : D — Y una funcion dada.
m Si, parax € Dy h € X, el limite
h) —

a—0 (%

existe, se dice que la funcion es direccionalmente diferenciable. Ademas, f'(x)(h)
es llamada la derivada direccional de f en x, en direccion h.

» Si la derivada direccional f'(z)(h) existe para todo h € X y f'(x) es un operador
continuo de X a Y, entonces se dice que f es Gateaux diferenciable. Ademaés, si
f'(x) es lineal, es llamada derivada de Géateaux de f en z.

Definicion 1.9. Sean X e Y dos espacios normados y sea f : X — V una funcién continua
definida en un conjunto abierto A C X. Se dice que f es Fréchet diferenciable en z € A si
existe un operador lineal y acotado f'(x) € L(X, V) tal que

1f(z+h) = f(x) = f(@)M)]ly = o(l|hllx)-

f'(x) es llamada diferencial de Fréchet de f en .
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Definiciéon 1.10. Sean X e Y dos espacios de Banach. Sean adicionalmente D C X un
conjunto no vacio y f : D — Y una funciéon dada. f es llamada Newton diferenciable en
D si existe una familia de funciones G : D — L(X, Y) tal que

[f (@ +h) = fz) = Gylx+ h)hlly = ol x),
para algiin Gy € G'y todo x € D. Llamaremos a G, derivada de Newton para f en D.

De aqui en adelante, diremos que una funcién f es semisuave en D, si es Newton
diferenciable en D.

Si comparamos la definicién de derivada de Newton ( Definiciéon 1.10) con la definicion
de derivada de Fréchet (Definicion (1.9)) varias diferencias aparecen. Primero, la derivada
de Fréchet es tinica, mientras que la funcion Gy € G no es necesariamente tinica para
ser derivada de Newton. Ademas, la diferencial de Fréchet f’ esta definida sobre z, y la
diferencial de Newton estd definida sobre x + h. Gracias a esto, varias funciones como
max: R™ — R", son Newton diferenciables atin cuando no son Fréchet diferenciables. En
el Capitulo 4, analizamos la semisuavidad de funciones definidas en el espacio Euclideo, en
otras palabras, de funciones del tipo f : D C R™ — R™. A continuacién, presentamos la
regla de la cadena para funciones diferenciables en el sentido de Newton.

Teorema 1.9. Sean X, Y y Z tres espacios de Banach y sea B : X — Y un mapeo
afin definido por Bx = Az + b, con A € L(X, Y) yb e Y. Ademds, asumimos que F :
D CY — Z es Newton diferenciable en un subconjunto abierto D, con derivada de Newton
G. Si B7Y(D) es no vacio, entonces FoB es Newton diferenciable en B~(D) con derivada
generalizada dada por G(Axz +b)A € L(X, Z)

DEMOSTRACION. Ver [13, Cap. 1, pag 24 y la bibliografia citada ahi] O

Ejemplo 1.10. Sea & € R™ un vector con todas sus componentes igual a uno y g > 0
una constante. La funcion ¥ — max(gé€, ), de R™ a R™, es Newton diferenciable en R".
Ademas, la matriz diagonal G,,, definida por

s 1if 4, >0, paral <i<n,
Cmi ()i = { 0 if 5 <0

es una derivada de Newton para esta funcion.

El esquema de demostracion seria el siguiente: de [13, y la bibliografia citada ahi]
sabemos que la funcion § — méx(0, ) es Newton diferenciable. De hecho, tenemos que
Gm € L(R™) y |G7] es acotado para todo y € R™. A continuacion, es posible mostrar que

Iméx (0,7 + 7) — max(0,7) — G (F + h)h| = 0 si ||2]|os < min{|y;| : y; # 0},
lo que implica que G, es una derivada de Newton de ¢ — max(O, 7). Adicionalmente, el
resultado sigue el Teorema 1.11, dado que

méx(ge, i) = max(0,§ — g”"e) + ge.

4. Analisis convexo

En esta seccién resumimos algunas definiciones y resultados importantes del anélisis
convexo, los cuales juegan un rol fundamental en los siguientes capitulos. De aqui en
adelante tomaremos a X como un espacio de Banach real

Definicién 1.11. Un funcional F': X — R se dice convexo si
F((1=XNz1)+ F(Axe) < (1 = N)F(21) + AF(22)

para todo x1, 22 € X y A € (0,1).
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Definiciéon 1.12. Un funcional F' : X — R se dice semicontinuo inferior (s.c.i) en z € X
si
F(z) <liminf F(y).

Yy—x

F se dice débilmente semicontinua inferior (s.c.i), si es s.c.i. para todo z € X

Ejemplo 1.11. [27, Cap. 2, Ejemplo 2.6 - 2.9|

(a) La funcion f: R — R, f(x) := |z|, es convexa, pero no estrictamente convexa.

(b) Para todo p €]1, 00], la funcion f, : R = R, f,(z) := |z|P, es estrictamente convexa.

(¢) Sea C un subconjunto convexo de un espacio vectorial normado X, entonces, para
todo p €]1, 00], la funcion N, : €' — R, Ny(x) := ||z||P, es estrictamente convexa.

Lema 1.12. |27, Lema 2.10| Sean X, Y dos espacios vectoriales reales, sean C; C X, Cy C
X convexos y consideremos f1 : C1 = R, fo: Co — R.

(a) Sea A > 0, si f es (estrictamente) convexa, entonces Af] es (estrictamente) con-
vexa.
(b) Si f1 y fa2 son (estrictamente) convexas, entonces

(fi+f2):CrxCr =R, (fi+ fo)(u,v) := fi(u) + fa(v),

es (estrictamente) convexa.
(c) Si f1y fason convexas, y S : Cy — C; es un funcional lineal

f:C2 =R, f(u):= fi(Su) + fa(u),

es convexa. Si al menos una de las siguientes hipotesis se satisfacen, entonces f es
estrictamente convexa:

e f es estrictamente convexa y S inyectiva.

e fy es estrictamente convexa.

Definicién 1.13. Un funcional F' : X — R se dice débilmente semicontinuo inferior
(d.s.ci) en x € X si
F(z) <liminf F(z,)
n—oo

para toda sucesion (x,) débilmente convergente a z. F' se dice débilmente semicontinuo
inferior (d.s.c.i), si es d.s.c.i. para todo z € X.

Definicion 1.14. El epigrafo de F estéa definido por epi(F) := {(z,¢) € X xR : F(z) < c}.

Teorema 1.13. Las siguientes tres definiciones son equivalentes

» Fes s.ci.
» epi(F) es cerrado.
» Las curvas de nwel S, : {z € X : F(x) < a} de F son cerradas para cada o € R.

Ejemplo 1.14. La funcién caracteristica 14 : H — R, definida por
lifre A
La(w) = { 0ifze H\A
es d.s.c.i. si y solo si A es abierto. Adicionalmente, la funcién indicatriz x4 : H — R es
d.s.c.i. si y solo si A es cerrado.
Teorema 1.15. Sea (X,|| - ||) un espacio normado real, S un subconjunto no vacio y
convezo de X y f: S — R una funcion dada, entonces:

» [ es convexa si y solamente si epi(f) es convero.
» Si f es convexa, para todo o € R el conjunto Sy :={x € S: f(z) < a} es convezo.

DEMOSTRACION. Ver [16, Teo. 2.8, pag. 12]. O
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Definicion 1.15. Sea (X, || - ||) un espacio normado real, S un subconjunto no vacio y
convexo de X y f: S — R una funciéon dada. Si para todo a € R el conjunto S, := {x €
S: f(z) < a} es convexo, el funcional f se dice cuasiconvexo

Corolario 1.16. Todo funcional convero es cuasiconvero.
DEMOSTRACION. Ver |16, Teorema 2.8| O

Lema 1.17. Sea (X, ||-||) un espacio normado real, S un subconjunto no vacio y convexo y
cerrado de X y f : S — R una funcién dada. Si el funcional f es continuo y cuasiconvexo,
entonces f es d.s.c.i.

DEMOSTRACION. Ver [16, Lema 2.11, pag. 15]. O

Teorema 1.18. Sea S un conjunto convero, cerrado, acotado y no vacio de un espacio de
Banach reflexivo, y sea F' : S — R un funcional continuo y cuasiconvero. Entonces F' tiene
al menos un punto minimo en S. Si adicionalmente f es estrictamente convexo, entonces
el punto minimo es unico.

DEMOSTRACION. Ver [16, Cap. 2, pag. 15 |. O
PRUEBA. Ver (67, Teo. 3.1].

5. Método de Newton Generalizado

Empezamos esta seccién definiendo la tasa de convergencia de un algoritmo. Para un
mayor detalle ver [13, y la bibliografia citada ahi].

Definiciéon 1.16. Sea {z,} C RY y 2* € RY. Entonces
= 1, — =¥ cuadraticamente si x,, — x* y hay unK > 0 tal que
lznt1 — 2™ < K [|lzn — 22
s 1, — x* cuadraticamente con factor o > 1 si &, — 2™ y hay un K > 0 tal que
@ —2*| < Kz, — o],
= 1z, — =¥ superlineal si

*
S |
lim ———— =0,
n—oo |z, — x|
» z, — z* Lineal con factor a € (0, 1) si
* *
[2nt1 — 2™ < o [lan — 27,
para n suficientemente grande.
Observacion 1.17. Una sucesion superlineal convergente es también una sucesion con-
vergente con factor «, para cualquier a > 0. Adicionalmente, una sucesiéon cuadratica
convergente es superlineal convergente con orden 2.

En el Capitulo 4, estaremos interesados en encontrar las soluciones de un sistema del
tipo
(1.1) F(z) =0,

donde F' : R™ — R™ es una funcioén local de Lipschitz.

En el capitulo mencionado, propondremos un algoritmo generalizado de Newton y

analizaremos su tipo de convergencia
Proponemos el siguiente algoritmo tipo Newton para resolver estas ecuaciones

(1.2) " = oF — VI R(R), Ve e Rk =0,1, ...

Si tenemos que Vj, € 9, F(x*), donde 0, F representa la derivada en el sentido de Bouligand
de F, tenemos el siguiente teorema de convergencia.
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Teorema 1.19. Sea T una solucion de (1.1). Asumimos que F es semisuave en T y que
todo V € O,F(T) es no singular. Entonces, el método de iteracion (6.2) estd bien definido
y converge a T superlinealmente en un vecindario de T.

DEMOSTRACION. Ver [13] y la bibliografia citada ahi. O

Adicionalmente, si asumimos que F' es Newton diferenciable en un vecindario de 7 y
Vi = G(2%), donde G es Newton diferenciable para F, entonces la iteracion (1.2) esta bien
definida y converge a T superlinealmente en un vecindario de  (ver [38, Teo. 1.1] ).

Para beneficio del lector, recordemos la definicién de la derivada de Bouligand

Definicion 1.18. Sea F': A C R” — R", donde A es un conjunto abierto. Se dice que F' es
Bouligand diferenciable en x € A, si F' es Lipschitz continua localmente y direccionalmente
diferenciable en x. Si F' es diferenciable en el sentido de Bouligand en x, llamaremos a la

derivada direccional F'(z)(h), derivada en el sentido de Bouligand de F en x en la direccion
h.

En este trabajo, analizaremos iteraciones del tipo (1.1), donde Vj resulta de las modi-
ficaciones a las derivadas de Newton de F'. Para este caso, usaremos dos de los siguientes
resultados

Teorema 1.20. Supongamos que F : R™ — R" es una ecuacion de Lipschitz localmente en
un conjunto convexo y abierto D C R™ y que T € D es una solucion de (1.1). Supongamos
que F es semisuave en algin T con una derivada de Newton no singular G(T). Ademds,
supongamos que existen constantes positivas p y Ap tal que si 20 € D, |x0 -7 <p, y
existe Wy, € O, F (%) tal que
Vi = Wil < A,

entonces la sucesion de puntos generada por (1.2) estd bien definida y converge a T lineal-
mente en un vecindario de T.

DEMOSTRACION. Ver [13] y la bibliografia citada ahi. O

Por otra parte, podemos obtener una convergencia superlineal asumiendo algunas pro-
piedades adicionales en Wp.

Teorema 1.21. Supongamos que F' : R™ — R" es una ecuacion de Lipschitz localmente
en un conjunto convexo D C R™. Supongamos que F' es semisuave en algin T € D con una
derivada de Newton no singular G(T). Sea {Vi} una sucesion de matrices no singulares en
R™ ™ 4 supongamos que para algin x° € D la sucesion de los puntos generados por (1.2)

permanecen en D 1y satisface x* # T para todo k, y ka F = 7. Entonces, {xy} converge
— 00

superlinealmente a T, y F(T) = 0 si y solo si exviste Wy, € O, F(x*) tal que
Vi — Wi)s"
i (Ve ' K _ g,
k—ro0 |S ‘
donde ¥ = xF 1 — gk,

DEMOSTRACION. Ver [13] y la bibliografia citada ahi. O



Capitulo 2

Introduccion a la mecanica de fluidos

En este capitulo se introduciran los aspectos més relevantes de la mecanica de fluidos.
Se iniciara analizando la descripcion del movimiento de una particula material, luego se
estudiaran las diferentes configuraciones utilizadas para la descripcion del movimiento, las
variables cinéticas fundamentales y su interpretacion fisica. A continuacién se enumeraran
algunos movimientos especiales y se presentaran las ecuaciones gobernantes mas generales
que rigen el movimiento de los fluidos. Finalmente se presentard la forma del tensor de
esfuerzo para fluidos viscosos no lineales y algunas caracteristicas de los fluidos con limite
elastico.

1. Cinematica

En esta seccidon se estudiaré brevemente la cinematica necesaria para describir el movi-
miento de los fluidos visco-pléasticos. Iniciaremos analizando la forma de describir el movi-
miento de una particula material en un cuerpo continuo, las variables cinéticas fundamen-
tales tanto para solidos elasticos como para fluidos visco-plasticos y su significado fisico.
Finalmente describiremos algunos tipos de movimientos especiales.

1.1. Descripcion del movimiento de una particula material en un cuerpo
continuo. Si bien, la discontinuidad en la distribucién de la masa es una propiedad inhe-
rente de la materia, ésta se puede asumir continua cuando en el problema fisico de interés
se ven inmersas magnitudes de longitud y tiempo a escalas macroscopicas, siendo en es-
te caso una suposicion valedera, la existencia de un funcién continua de densidad p que
depende de la posicién y el tiempo.

Conceptualmente podemos definir un medio continuo como una porcién finita de ma-
teria, cuyas propiedades fisicas son independientes de su tamafno actual y de la escala de
tiempo sobre la cual dichas propiedades son medidas y un cuerpo continuo como una co-
leccién de particulas materiales, las cuales al ser consideradas juntas, dotan al cuerpo de
propiedades fisicas locales independientes de su tamano actual y de la escala de tiempo
sobre la cual dichas propiedades son medidas, entendiéndose en este contexto una particula
material como un volumen infinitesimal de materia.

Para iniciar nuestro estudio, consideremos un cuerpo continuo B, y notemos por Py
S, una particula y un subconjunto arbitrarios de B, respectivamente.

Sea x el punto del espacio, el cual notaremos por £3, ocupado por la particula P de B al
instante ¢, y sea x su vector posiciéon asociado respecto al origen O de una base ortonormal
en el espacio vectorial E3. Definimos por y; : B — £ la configuracién de B al instante ¢,
la cual asumimos invertible y diferenciable tantas veces como sea necesaria.

Utilizando x; podemos definir el movimiento de B por

X: BxR — E3
(Pt) — X(Pt):=x(P)=x,

la cual es una funcién inyectiva, invertible, para todo t fijo, y diferenciable tantas veces
como sea necesario en espacio y tiempo |9, Cap. 1, pag. 3|.

Esta funcién representa la descripciéon material del movimiento del cuerpo ya que su
dominio consiste en la totalidad de particulas materiales del cuerpo, como también del
tiempo. Esta descripcién, a pesar de sus propiedades mateméticas, es de limitado uso

(2.1)

15
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practico, ya que no hay forma directa de cuantificar la trayectoria de las particulas en el
cuerpo. Por esta razon, discutiremos a continuaciéon dos configuraciones alternativas.

De todas las configuraciones posibles, tomamos una, es decir kg = xy,(B) al tiempo
t = tg, la cual denominaremos configuracion de referencia. Ahora notemos por X, el punto
que ocupa P al tiempo tg, el cual esté asociado con el vector X en E3, es decir

(2.2) X =X(P, to) = xt,(P).
Asi podemos escribir
(2.3) x =X(P,1) = X(xg, (X), 1) = Xy (X, 1)

Si identificamos a cada particula P de B por su posicién con respecto a la configuracion
de referencia kg, la funcion x,, : E? x R — E3, donde

(2'4) X = Xko (Xv t) = Xt(X)

representa la configuracion referencial o Lagrangeana del movimiento del cuerpo y determi-
na la posicion que ocupa P en el instante ¢ respecto a la configuracion de referencia. Esta
configuracion considera implicito el hecho de que la configuracion de referencia es dada.
Ahora supongamos que el movimiento del cuerpo B es descrito con respecto a la configu-
racion k(t), es decir en funcion de (x,t). Llamaremos a esta configuracion, configuracion
espacial o Euleriana y notaremos por x(t) := x;(B) a la configuracion de B al instante ¢ la
cual seréd llamada configuracion actual.

Notaremos por Rg con frontera cerrada dRg la regiéon ocupada por B en kg y su region
correspondiente en k(t) serd notada por R(t) con frontera cerrada OR(t). De manera
similar, notaremos por Vy con frontera cerrada 9V la regiéon ocupada por S en kg y su
region correspondiente en x(t) sera notada por V(t) con frontera cerrada 0V (t).

Dado que para nuestro estudio solo necesitamos definir una configuraciéon de referencia,
podemos prescindir del subindice kg en (2.4).

Notemos en este punto, que toda funcién f de espacio y tiempo, puede ser expresada
equivalentemente en configuraciéon material, referencial o espacial, es decir

(25> f:.f(Pat):fT(th):f(Xat)'

Ahora, dada una funcién f en configuracion referencial, definimos la derivada material de
f como

Df _9f(X,t)
Dt ot
De esta definicion es claro que la derivada material de una funcién, representa la tasa de
variacion de una funcion tomando la posicion de referencia X (y por tanto la particula P
asociada con esta posicion) fija.

Si alternativamente, f es expresada en configuracion espacial, es decir f = f(x,1),
entonces

(2.6)

Df _9f(xt)  0f(xt) Ix(X.1)

Dt 0Ot Oz ot
0f (x.t) ;XX 1)
2.7 =27 LAY
27 o TV T
Los vectores velocidad y aceleracion pueden ser definidos a través de (2.4) por
Ix(X, 1) Ox*(X,t)
2. = A g A
teniéndose que la ecuacion (2.7) puede ser expresada por
Df  of(x,t A
(2.9) J_M+vf.y.

Dt Ot
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Enfocdndonos especialmente en las configuraciones referencial y espacial, es facil ver
que la velocidad y aceleraciéon pueden equivalentemente ser expresadas como

(210) y = S’(X, t) = y(X, t)) a= é(X7 t) = é(x> t)a
donde, por ejemplo, y = y(x,1) es
Dy _ 9y(x,1) .
2.11 A /A sin ks .
(2.11) Dr 5 TVYY

1.2. Gradiente de deformaciéon y otras medidas de estiramiento y defor-
macion. Durante la deformaciéon o movimiento, un elemento infinitesimal dX en kg se
transforma en dx en k(t). Este cambio de longitud y orientacion del elemento infinitesimal
dX a dx puede ser expresado gracias a (2.4) y la regla de la cadena por

_ ox(X, 1)

donde F:= w es un tensor de segundo orden, denominado gradiente de deformacion.

Recordemos que el movimiento del cuerpo B, x, se asume invertible para un ¢ dado,
con lo cual el teorema de la funcion invertible del analisis real, para el caso de la funciéon
X, se puede expresar de la siguiente manera: Para un tiempo ¢ dado, sea x; : Rp — R

X,

continuamente diferenciable y sea X € Rg, tal que det 8)357)(3() # 0. Entonces, hay un
conjunto abierto Vy de X en Ry y un conjunto abierto V de R, tal que x:(Vo) =V y x¢
tiene una inversa continuamente diferenciable x; (V) = Vy. Ademas, para todo x € V,

axy H(x —
Pt = (X, 1)

El teorema de la funcién inversa establece que la funcién x es invertible en el punto X
para un ¢ dado, si el Jacobiano del movimiento, J = det(%) = det F, es no nulo para
toda particula material. De esta manera se tiene que J, es estrictamente positivo, debido
a que F =1 en movimientos rigidos y a la continuidad del movimiento, también asumida,
ya que cualquier cambio de signo en J necesariamente implicaria que existe algin tiempo
t en el cual J = 0 para alguna particula material.

Consideremos ahora la relacion existente entre el volumen infinitesimal dv de un con-
junto de particulas materiales dado en la configuracion de actual y el volumen dV del
mismo conjunto de particulas materiales en la configuraciéon de referencia. El elemento
volumétrico en la configuraciéon referencial es definido con un paralelepipedo infinitesimal
de lados, dX, dY y dZ. De igual manera su imagen a través de x tiene por lados a dx, dy
y dz, donde dx, dy y dz son las imagenes de dX, dY y dZ a través de y, respectivamente.

Notemos que, gracias al triple producto mixto el volumen infinitesimal en la configu-
racion de referencia viene dado por

(2.13) dV = dX - (dY x dZ) = [dXdYdZ).

Ademas este producto satisface [dXdYdZ] = [dYdZdX] = [dZdXdY] y [dXdYdZ] =
det(dX,dY,dZ), con lo cual el volumen dv en la configuracion actual esta dado por

dv = dx - (dy x dz)
= (FdX - (FdY) x (FdZ))
— det(FdX, FdY, FdZ)
— (det F)(dX, dY, dZ)

(2.14) dv = JdV.
Adicionalmente, la derivada material de Jacobiano es tal que
DJ
(2.15) —=JV.y.

Dt
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Como veremos méas adelante, el tensor de esfuerzo (stress tensor), restringe su de-
pendencia en F si las condiciones de invarianza son satisfechas, como consecuencia, los
tensores izquierdo y derecho de Cauchy-Green, B = FF! y C = FTF, respectivamente,
son de utilidad en la discusion de los modelos constitutivos para solidos elasticos.

Gracias a las propiedades de J, B y C son tensores simétricos definidos positivos y se
reducen a la identidad en movimientos rigidos. Una forma sencilla de utilizar estas variables
es para definir medidas de deformacion. Las deformaciones Eulerianas y Lagrangianas estan
definidas por

(2.16) o= %(I—B_l) VE = %(C—I),

respectivamente.

El significado fisico de B, C, e y E puede ser analizado de la siguiente manera. Consi-
deremos el cambio de orientaciéon y longitud de un elemento infinitesimal dX en kg a dx
en k(t). Supongamos que dX = dSM y dx = dsm donde, dS y ds son sus magnitudes y
M y m los unitarios. De (2.12) se tiene que

dx - dx = ds’>m - m = ds>

dx - dx = FdX - FdX = dS’MTFTFM = d$’M”CM = dS*M - CM,

y por tanto el estiramiento al cuadrado es definido por: A\? := ds’ — M . CM.

TSQ =
Por otro lado, de (2.16), se tiene
1 1, ds? ds? — dS?
M-EM=-M-(C—I)M=-(%_ _ 1)=& — 9
2 ( ) 2<d52 ) 2dS?

Resumiendo, tenemos que

ds® ds? — dS?
es decir, el cuadrado del estiramiento A, estd dado en términos de C, y en funcion de E se
tiene una “medida” de la deformaciéon respecto a la configuracion de referencia.
En paralelo a (2.17) se puede mostrar que
ds? ds?> — dS?
Asi en términos de B! esta dado el inverso del estiramiento, y en funcién de e se tiene
una ‘“medida” Euleriana de la deformacién.

— M- EM,

1.3. Gradiente de velocidad y el tensor de deformacién. Mientras que para
los solidos elasticos, la variable cinética fundamental es el gradiente de deformacién, para
lo fluidos visco-plasticos lo es el gradiente de velocidad L = Vv.

Como se discutira posteriormente, el tensor de esfuerzos dependerd de L si las condi-
ciones de invarianza son satisfechas. En consecuencia, generalmente estamos interesados en
la parte simétrica de L, £ = %(L + LT), denominado tensor de deformacién, ya que “mide”
la deformacion del material mientras este se mueve.

Para analizar este significado fisico consideremos como antes dX = dSM y dx = dsm.
Por (2.12) podemos escribir

dx = FdX = FMdS

(2.19) = mds,
y asi
d
(2.20) Am =FM con \ := £ el estiramiento.

De det F > 0, se sigue directamente que A > 0.
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Si tomamos las derivadas materiales de ambos lados de (2.20) obtenemos la relacion

DA Dm DF DM
DA o T oM E
(2.21) = LFM = L(Am) = ALm,

donde % = 0 pues es la direccion de P en kg, y %]’;:LF, gracias a la regla de la cadena

y a la suposicion de que % es continua.
Tomando el producto punto de cada lado de (2.21) con m se sigue que

DX Dm
(2.22) ﬁm-m+)\ﬁ-m—/\m~Lm.
Dado que m es un vector unitario, m - m = 1, lo que simplifica la ecuacién anterior a
DX

Se tiene que la parte antisimétrica de L, A = %(L — LT) satisface

(2.24) m-Am=m - (—A")m,

por tanto m - Am = 0, con lo cual podemos reescribir (2.23) como
D\

o alternativamente como
Dln A

(2.26) DI; —m Em.

Asi, el tensor £ determina completamente la derivada material del logaritmo natural del
estiramiento para un elemento infinitesimal lineal con direccion m en la configuraciéon
actual.

1.4. Movimientos especiales.

Movimiento rigido. En un movimiento rigido, la distancia entre dos particulas ma-
teriales permanece constante para todo ¢, por tanto, la derivada material de ds es cero
para todos lo puntos del cuerpo durante el movimiento.

El movimiento rigido méas general puede ser escrito como

(2.27) x = xo(t) + Q(t) - X,

donde @ es un tensor propio ortonormal de segundo orden [9, Cap. 1, pag. 8|.

De (2.25) podemos notar que una condiciéon necesaria y suficiente para que el movi-
miento de un cuerpo sea rigido es que £ sea cero para todos los puntos del cuerpo, durante
todo el periodo de movimiento.

En este punto, es conveniente introducir la nocién de movimiento de un cuerpo rigido
superpuesto (superposed rigid-body motion). Con este fin, consideraremos los movimientos
de B, x y xT tal que x = x(X,t), como antes y x* = x7 (X, t). Entonces podemos escribir

(2.28) xP=x"(X ) = xT 0 (%)) = X (x, 1),

o equivalentemente

(2.29) x" =x (X) =X/ (%) = % (xe(X)),

y dado que esto se satisface para toda particula material se sigue que
(2.30) X5 =X o,

es decir, que x y x* difieren solo por el movimiento de un cuerpo rigido superpuesto.
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Movimiento isocérico. Un movimiento isocorico es aquel en el que el volumen de un
conjunto de particulas dado permanece constante durante el movimiento, es decir, J = 1.
De esta definicion se concluye que las condiciones necesarias y suficientes para que un
movimiento sea isocorico son

(2.31) J =1, dv:dV,—tzo,V-yzo, tr(€) =0,
para todas las particulas materiales durante el movimiento.

Se debe notar que un material no necesariamente tiene que ser incompresible para
presentar un movimiento isocérico.

Cizalla simple. Este es un ejemplo de movimiento isocorico, en el cual la velocidad
es estacionaria, totalmente desarrollada (fully developed) y unidireccional. La magnitud
de la velocidad depende linealmente de las componentes perpendiculares a la direcciéon del
movimiento, por ejemplo, si tomamos coordenadas rectangulares z1zox3 y suponemos que
la direccion del flujo es paralela al eje x3, la orientacion y origen del sistema de coordenadas
puede ser tomado de tal forma que el campo de velocidades puede ser escrito como

(232) Yy = f($1,332)€3,

donde e; es el vector unitario paralelo al eje ;.

La medida de la velocidad de deformacion de cizalla por unidad de tiempo esta dada
por 4o = [V ],

Un ejemplo del movimiento de cizalla simple es el flujo laminar en tuberias de secciéon
constante.

El flujo de cizalla simple puede ser generado entre placas paralelas para un gran ntimero
de fluidos denominados fluidos simples. Motivo por el cual, muchos reémetros son disenados
para aproximar estos fluidos. Con esto en mente, consideraremos el flujo de cizalla simple
entre dos placas paralelas separadas una distancia h, cuando la placa superior se mueve
a una velocidad U sobre e; y el origen del sistema de coordenadas coincide con algin
punto de la placa inferior. Considerando las condicién de adhesion se tiene que 49 = U/h,
obteniéndose que el tensor de deformacion para este caso esta dado por

DJ
D

/010
(2.33) 5:? 100
00 0

Flujo laminar. Cuando entre dos particulas en movimiento existe gradiente de velo-
cidad, o sea, una se mueve més rapido que la otra, se desarrollan fuerzas de friccion que
acttian tangencialmente a las mismas.

Las fuerzas de friccion tratan de introducir rotacion entre las particulas en movimiento,
pero simultaneamente la viscosidad trata de impedir la rotaciéon. Dependiendo del valor
relativo de estas fuerzas se pueden producir diferentes estados de flujo.

Cuando el gradiente de velocidad es bajo, la fuerza de inercia es mayor que la de
friccion, las particulas se desplazan pero no rotan, o lo hacen pero con muy poca energia,
el resultado final es un movimiento en el cual las particulas siguen trayectorias definidas,
y todas las particulas que pasan por un punto en el campo del flujo siguen la misma
trayectoria. Este tipo de flujo se denomina laminar, queriendo significar con ello que las
particulas se desplazan en forma de capas o laminas.

2. Ecuaciones gobernantes del movimiento de fluidos

En esta seccion estudiaremos las ecuaciones gobernantes mas generales aplicables al
movimiento de fluidos. Para su estudio, se enunciara y demostrara el teorema de transporte
de Reynolds [9, Parte I, Cap. 2, pag. 9|, el cual nos permitira obtener la forma local de
las ecuaciones desde su forma integral. Luego enunciaremos algunas restricciones sobre las
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ecuaciones gobernantes, las cuales se detallan de una manera mas amplia en |9, Cap. 1,
Secc. 2, pag. 9].

Teorema 2.1. (Teorema de transporte) Sea S un subconjunto arbitrario de B, el cual
ocupa las regiones Vo y V(t) en las configuraciones referencial y actual, respectivamente.

Sea f = f(X,t) = f(a:, t) una funcion de espacio y tiempo a valores escalares o tensoriales
cualquiera. Entonces se tiene que

D : [ of YR
(2.34) Di /V(t) f(z, t)dv = b Ot ——(z,t)dv + /BV(t) flx, t)y(z, t) - nda.

donde n es el vector normal externo a OV(t).

DEMOSTRACION. Ver [30, Cap.1, pag. 6. O

2.1. Conservaciéon de la masa. Notemos por M, la masa de un subconjunto S de
B, la cual al instante ¢ esta dada por

(2.35) M= [ pxt)dv = / (X, 1) JdV.
V(t) Vo

Gracias al Teorema de transporte (2.1) y a la representacion (2.10), se tiene que la derivada
material de M viene dada por

DM _d [ . 9p(x,1) 5(x. )9
S -al [ bty / 050 40 + /a O30
_ / 3/’ / )9, 1)) do
0

_ /v@ 3” ), / §(x, )dv + /v(t) A1) (V- §1(x, 1)) do
— ZPx,t) + p(x, (V- §(x, 1)) | do.
/() [DDt ]

Por otro lado, el principio de conservaciéon de la masa establece que la masa M de un

conjunto de particulas materiales dado no varia en el tiempo, es decir, DD—t = 0, y por
tanto

Dp . N
(2.36) —(x,t) + p(x,t)(V - y(x,t))| dv = 0.

Si asumimos que el integrando de (2.36) es continuo y dado que S (y por tanto V(t))
es arbitrario, se obtiene la forma local del principio de conservacion de la masa

Dp“(

2. —
(237) ox,

t) + ﬁ(X, t)(v ’ S’(X,t)) = 0.

2.1.1. Implicaciones de la conservacion de la masa para fluidos incompresibles. El
volumen de una regiéon ocupada por particulas materiales de un fluido incompresible no
varia en el tiempo, teniéndose que un fluido incompresible solo puede presentar un movi-
miento isocorico, por tanto, éste satisface todas sus condiciones y en especial V -y = 0.
De esto se sigue, que la forma local del principio de conservacion de la masa (2.37) para
fluidos incompresibles se reduce al hecho de que la densidad permanece constante durante
el movimiento de un fluido incompresible, es decir, %f(x, t) = 0Vt
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2.2. Balance de la cantidad de movimiento lineal. El principio de balance de
la cantidad de movimiento lineal establece que la tasa de variacion de momento lineal de
una region V(t) ocupada al tiempo ¢ por un subconjunto S, del cuerpo, es igual a la suma
de las fuerzas externas resultantes sobre dicha regién, esto significa que

D p(x,t)y(x,t)dv = /

2.38 —
(2.38) Dt vy V(t)

p(x, t)b(x, t)dv + / t(x,t,n)da
V(t)

donde b= f)(x, t) es la fuerza del cuerpo por unidad de masa en la configuracion actual,
t = t(x,t,n), llamado vector de esfuerzo de Cauchy (Cauchy stress vector), es la fuerza
por unidad de area de 9V(t) en la configuracion actual y n es el vector normal exterior a
la frontera de V al tiempo t.

Utilizando (2.38) se puede mostrar el lema de Cauchy [25], el cual establece que los
vectores de esfuerzos que actiian sobre un punto x en lados opuestos de la misma superficie,
son iguales y opuestos, es decir

(2.39) t(z,t,n) = —t(z,t,—n)

Adicionalmente, utilizando el principio de balance de la cantidad de movimiento lineal y
el lema de Cauchy en una regiéon en forma de tetraedro suficientemente pequena, se puede
mostrar la existencia de un tensor de segundo orden T [25], denominado tensor de esfuerzo
de Cauchy, el cual es independiente de n, y satisface

(2.40) t(x,t) = T(x,t) - n.

Al considerar la expresion anterior podemos reescribir (2.38) como

o | a3 e = [

— p(x, t)b(x, t)dv + / T(x,t) - ndv
Dt Jy) V(1)

(2.41) v)

= / p(x, t)b(x, t)dv + / V- T(x,t)dv.
V(t) V()

Utilizando el principio de conservacion de la masa, el lado izquierdo de la ecuacién anterior
puede ser expresada por
D

o [vstx st oo = [

d . R ~ ~
v(t)dt(py)(x,t)dwr/ plx, )y (x,1) (V- 3(x,1))

V(t)
d . X A q
B /wt) <(dtp (3, 1)y (¢, 8) + plx, ) 23 (%, t)> dv
+ [ a3t (7 3x.0) do
V(t)

y(x,t)| dv

=

_ /V ., [(;ltﬁ(x, D) + P, OV - §(x, t)) §(x, 1) + px, 1)
_ /V P DaGe

como lo anterior se satisface para cualquier subconjunto S, se tiene la forma Euleriana
local del balance de momento lineal

A~

(2.42) p(x,t)a(x,t) = p(x,t)b(x,t) + V- T(x,t).

En ocasiones es conveniente expresar T como la suma de una parte esférica y una parte
deviatorica,

(2.43) T=f+7
donde tr(r) = 0y por tanto ¢ = 3tr(T).
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Cuando el tensor de esfuerzo de Cauchy, se descompone de esta manera a —t se le
denomina presiéon y se nota por p.
Utilizando (2.43), la forma local del balance de momento lineal se puede reescribir como

(2.44) p(x, a(x,t) = —Vp(x,t) + V - 7(x, 1) + p(x,t)b(x, 1)

Para fluidos comprensibles p es la presion termodindmica. Una ecuacion de estado que
relacione la presion con otras variables termodinamicas como la densidad y la temperatura
es necesaria.

Para fluidos incompresibles p es la presion mecénica, que se origina en la restriccion de
incompresibilidad. No se necesita otra ecuacion de estado, p se determina como parte de
la solucién del problema.

2.3. Balance de momento angular. El principio de balance del momento angular
establece que la variaciéon de momento angular de una region material V(¢) ocupada al
tiempo ¢ por un subconjunto § de B es igual a los torques combinados del cuerpo.

La forma integral del balance de momento angular puede ser expresado por

(2.45) D/ x X p(x,t)y(x,t)dv = / x X p(x,t)b(x, t)dv +/ x X t(x,t,n)da
Dt Jy V(t) V()

La parte izquierda de la ecuacién representa la variaciéon del momento angular de la
region material V(¢). Las integrales del lado derecho son los torques resultantes de las
fuerzas de contacto y superficie respectivamente.

Una vez maés, gracias al principio de conservaciéon de la materia podemos reescribir
facilmente el término del lado derecho de la ecuaciéon (2.45) como

d

RO

{d x X p(x,0)y(x,t) + (x X p(x,t)y(x,t))V - y(x, t))} dv

dt
[5X Ip(x,t) . dy(x, t)} g
ot

)¥(3%,8) +x x —2—=F(x,8) +x % px, )

\\\\

® \

(x x p(x,t)y(x,1t))V - y(x,t))dv

= o {x X (apgz’t) + p(x,t)(V - y(x,t))> y(x,t) + x x p(x, t)é(x,t)} dv

1%
(2.46) :/ x X p(x,t)adv.
v(t)

Como resultado, el principio de balance de la cantidad de momento angular viene dada
por

(2.47) / x X p(x,t)a(x,t)dv = / x X p(x, t)b(x, t)dv —|—/ x x t(x,t,n)da,
V(t) V(t) aV(t)

de lo cual se puede mostrar que (2.45) se reduce al requerimiento de que el tensor de

esfuerzo de Cauchy es simétrico [25], es decir

(2.48) T =17

2.4. Restricciones en las ecuaciones gobernantes. En esta seccién se estudiaran
ciertas restricciones impuestas sobre las ecuaciones constitutivas ya enunciadas, adicional-
mente se descartard toda influencia no mecanica y asumiremos que el estado actual del
cuerpo estd completamente determinado por su historia cinematica. Para un analisis méas
detallado, el lector puede referirse a |9, Cap. 1, Secc. 2, pag. 9].
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2.4.1. Principio de invarianza. La ecuaciones constitutivas son independientes de el
sistema de coordenadas utilizadas para la descripcion del movimiento de un cuerpo.

2.4.2.  Principio de determinismo. El esfuerzo en un cuerpo esté determinado por la
historia del movimiento del mismo y es independiente de su comportamiento futuro.

2.4.8.  Principio de accion local. Las fuerzas de contacto sobre un particula material
son independientes del movimiento fuera de un vecindario arbitrario de la particula.

2.4.4. Principio de equipresencia. Una cantidad que aparece como variable indepen-
diente en una ecuacién constitutiva de un material debe estar presente en las otras a menos
que viole alguna ley fisica o el principio de invarianza.

2.4.5. Principio de indiferencia material. La descripcion del comportamiento de un
material no es afectada por su posicion y orientacion (cambio de observador).

2.4.6. Bien definido. El problema de valor inicial asociado con las ecuaciones go-
bernantes de la teorfa mecénica, originadas de la conservacion de la masa, balance de la
cantidad de movimiento lineal y de la ecuaciéon constitutiva del tensor de esfuerzo, debe
estar bien definida. Esto significa que la existencia, unicidad y dependencia de la solucion
en los datos puede ser mostrada.

2.4.7. Respuesta material. En esta seccidon nos enfocaremos en las restricciones que se
pueden imponer a los fluidos incompresibles simples. Un fluido incompresible simple, es un
fluido incompresible cuyo esfuerzo en cualquier instante estéd determinado por la historia
de la deformacion.

El comportamiento mecéanico de este tipo de fluidos esta completamente determinado
en algunos flujos, denominados flujos viscométricos, una vez que tres funciones materiales
son conocidas para este flujo, entendiéndose por funcion material a aquella que solo depende
de la naturaleza del material. Nos referiremos a estas tres funciones como viscométricas.

Un ejemplo de este tipo de funciones para el flujo de cizalla simple generado por
placas paralelas son la viscosidad, el primer y segundo coeficiente normal de esfuerzo, las
cuales, estan definidas con respecto a las componentes rectangulares de T y son dadas
respectivamente por

Ty Ty — T

. . . Toy — T
(2.49) n(Y) = 7027 V1(%0) = o V2 (j0) = %

con “g # 0.

3. Fluidos viscosos no lineales

La forma més general del tensor de esfuerzo para fluidos viscosos incompresibles, esta
dada por

(2.50) T = —pI+ (L),

donde p es el multiplicador de Lagrange asociado con la restricciéon de incompresibilidad
y T no necesariamente es el tensor deviatorico definido anteriormente |9, Cap. 1, Secc. 3,
pag. 18|.

Usando la invarianza del tensor de los esfuerzos bajo el movimiento de un cuerpo rigido
superpuesto y el teorema de representacion para funciones tensoriales simétricas isotropi-
cas, se puede mostrar que la forma més general de (2.50) que satisface los requerimientos
de invarianza es

(2.51) T = —pL+ ¢1 (&1, E111)E + d2(Er1, Er11)E2.

Fluidos incompresibles de la forma anterior se denomina fluidos de Reiner-Rivlin.
El fluido de Navier-Stokes es un caso especial de un fluido de Reiner-Rivlin con ¢o = 0

y ¢1 = cte..
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3.1. Restricciones en la ecuacién de Reiner-Rivlin por comportamiento de
fluidos reales. La ecuacion constitutiva més general de la forma T= T(L) esta dada por

(2.52) T=—pl+ 2?7(5[[,5[[[)8,

en la cual se desprecia la dependencia de i en 771 , debido especialmente al comportamien-
to mostrado por fluidos reales y a la incapacidad de la mayoria de reémetros en determinar
dicha dependencia [9, Cap. 1, Secc. 3, pag. 19|. Por otro lado, dado que &7 no es una
cantidad positiva para movimientos isocéricos, se introduce una métrica para la velocidad
de deformaciéon notada y definida como

(2.53) i = 2tr(n?) = VAIEn],
la cual coincide con g en el flujo de cizalla simple.
En resumen, (2.52) puede ser escrita como

(2.54) T = —pIl + 2n(§)€ con 4 = /4|&r1],

donde p es la presion mecénica.

Fluidos con un tensor de esfuerzo como el anterior, se denominan fluidos Newtonianos
generalizados. El concepto de fluido Newtoniano generalizado fue desarrollado para explicar
el comportamiento no-Newtoniano similar al comportamiento lineal Newtoniano de algunos
fluidos y esté caracterizado por la relaciéon no lineal entre T y £.

Una de las restricciones de este modelo constitutivo es no ser capaz de modelar los
efectos del esfuerzo normal no nulos en fluidos reales.

4. Fluidos con limite elastico

Para describir matematicamente este tipo de fluidos y en especial el criterio de quiebre
(yield criterion), es necesario primero seleccionar una medida para el tensor de esfuerzos.

En el flujo de cizalla simple generado por placas paralelas, esto es trivial, ya que los
tinicos componentes no nulos del tensor de los esfuerzos son idénticos, 115 = 1. En este
caso la métrica vendria dada por |112| y el criterio de quiebre podria ser escrito de manera
simple como |2| = g, teniéndose que cuando |T12| < g, el material se comporta como un
solido rigido, presentando una deformacion no continua y cuando |712| > ¢ el material se
comporta como un fluido visco-plastico, presentando una deformaciéon continua.

Por otro lado, si el movimiento es un tanto méas complejo que este flujo de cizalla
simple generado por placas paralelas, el criterio anterior no es suficiente, pues no satisface
el principio de invarianza de coordenadas, por lo cual, es necesario definir una métrica méas
general.

Para determinar dicha métrica, suponemos que el limite elastico del material no de-
pende p y que es una funcién de las invarianzas de 7, es decir

(2.55) 9 =§(r1, 711, 7111),

donde 77 = tr7, 777 = %((tI‘T)Q —tr7?), 7777 = detT.
En |9, Cap. I, Secc. 4, pag. 21|, se afirma que la forma mas simple para la métrica
buscada y que satisface nuestras expectativas es

(2.56) f(rr, 1, i) = /)l

siendo el correspondiente criterio de quiebre

(2.57) g =/|m11l-

En el siguiente capitulo, definiremos un fluido de Casson, postularemos el sistema que
gobierna su movimiento en una tuberia y analizaremos el flujo estacionario y laminar de
este tipo de fluidos.






Capitulo 3

Modelo de Casson: Flujo laminar en una tuberia

En este capitulo estudiaremos el flujo estacionario y laminar de un fluido de Casson
en una tuberia de seccién constante circular o cuadrada bajo el efecto de una pérdida
de presion lineal y constante con condicién de adhesion en la frontera. Iniciaremos defi-
niendo el tensor de esfuerzo para este tipo de fluidos, luego deduciremos desde las formas
més generales de las ecuaciones gobernantes el sistema constitutivo para nuestro problema
en particular, posteriormente adimensionalizaremos dicho sistema y deduciremos su for-
ma variacional. A continuacién mostraremos que dicha forma variacional es una condicién
necesaria de un problema de optimalidad, a través del cual mostraremos la existencia y
unicidad de soluciones para nuestro problema original. Posteriormente caracterizaremos
dicha solucion y finalmente introduciremos una familia de problemas regularizados y mos-
traremos la convergencia de las soluciones de dichos problemas hacia la soluciéon de nuestro
problema original.

1. Modelo de Casson

El modelo de Casson es comtunmente utilizado para la simulacién de fluidos no-New-
tonianos como la sangre, chocolate liquido, tinta, entre otros. Inicialmente este modelo
reologico fue desarrollado para representar el limite elastico y el comportamiento pseudo-
plastico de suspensiones formadas al dispersar varios tipos de pigmentos en barnices lito-
graficos pero en la actualidad es utilizado en el desarrollo de modelos de oxigenadores de
aire, hemodiélisis, etc. [4, y la bibliografia ahi].

Las ecuaciones constitutivas de este modelo estan orientadas a explicar la relacién no
lineal existente entre T y £ a través de una expresion de la forma

T =—pl+7(&),

donde 7, para este caso, viene dada por la relacion |9, Cap.1, Secc. 4, pag. 25]

Vit <g = &;=0

2
g
Eij = QL (1— V9 ) Tij
3.1 H 4/
( ) /|7'II‘ >g = V | H| )

VI e
’ (‘/ﬁ+ :1/4|5u!> .

En la siguiente seccion deduciremos a partir de (3.1) y del principio de conservacion de la
masa para fluidos incompresibles, las ecuaciones constitutivas que rigen el flujo estacionario
y laminar de un fluido de Casson en una tuberia de seccién constante con condicién de
adhesion.

T ]

2. Flujo laminar en una tuberia

Del balance de la cantidad de movimiento lineal y la implicacién del principio de conser-
vacion de la masa en fluidos incompresibles, se sabe que el sistema que rige el movimiento

27
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de un fluido de Casson es

(3.2) pa=—Vp+V-7+pb
(3.3) V.y=0,

sobre ) donde 7 esta dado por

2
o V9
i <\/ﬁ+ vV 4|5H\> ‘

Para flujos estacionarios la ecuacion (3.2) se reduce a
(3.4) —Vp+V.-174pb=0.
Adicional a esto consideramos la condicién de adhesion
(3.5) y=0¢€el.

Por otro lado, entenderemos por tuberia a una estructura tridimensional, como un
cilindro, cuyos generadores son paralelos al eje x3 en el sistema ortonormal zjzexs, es
decir, es una estructura que genera un movimiento de cizalla simple. Recordemos que para
este tipo de movimiento el campo de velocidades puede ser escrito como

y = f(z1,22)e3.

Esto es equivalente a decir que y = (0,0, y) y que y depende solo de x; y x2, lo cual implica

oy _
que%—

Sea © € R? la seccion transversal de la tuberfa. Estudiaremos el flujo entre dos secciones
transversales 3 = 0y x3 = [, donde [ es una constante positiva. Para generar movimiento,
impondremos valores de presion en estos puntos, es decir

(3.6) P(x3)]2a=0 = 0y p(23)|a=1 = —cl

donde la constante positiva ¢ representa el decaimiento lineal y constante de la presion
por unidad de longitud. Consideraremos ademéas que el fluido se mueve solo bajo el efecto
del decaimiento de la presion en la tuberia, es decir, consideramos que no hay fuerzas de
contacto actuando sobre el material, es decir que b=0.

Por lo expuesto anteriormente, se tiene que el tensor de deformacién para nuestro caso
esta dado por

le]

[0 0 g

(3.7) =5 0 0 =
0 0

ey Oz U

Consecuentemente la ecuacion (3.2) puede ser escrita como

op

By 0

dp
(3.8) 072_0

@ B dm31 0730
8:1:3 N 8:51 81‘2 '

Del sistema anterior se sigue directamente que

(3.9) p = —cx3.
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Resumiendo, buscamos un campo de velocidades y = y(x1,x2) en £ que satisface

87'31 87’32

(3.10) o T aa, = G0
(3.11) y=0enT
2
(3.12) T3 = 2 (x/ﬁJr 7 ﬁm) Ezi i€y #0parai=1,2,

VTl < g si & =0 para i =1, 2.

Con el fin de expresar el sistema anterior de manera adimensional, se utilizaré el cambio
de variable propuesto en [33], en el cual se nota por L, el radio de la seccion transversal
y por U = ¢L/u la velocidad caracteristica, con la correspondiente tasa de flujo dada por
@ = UL?. El nimero de Oldroyd generalizado es expresado como

-9
(3.13) Od= "~

el cual representa la relacion entre el limite elastico y el esfuerzo viscoso y se asume en
el intervalo [0,1/2]. Adicionalmente se define x = Lz, y = Uy, 7;; = cL7y;, & = %"yij y
p = cLp, lo cual significa que en el sistema adimensionalizado ¢ = 1.

Al implementar el cambio de variable se tiene que

(3.14) tr (£2) = tr <Z§72> = <I£>2tr("vz)

y por tanto
1 (U\? AN
(3.15) (el =5 (L) tr (£7;) = (L) [Yr1l.
Calculando explicitamente £2 y |Ef;| se tiene
2
Jy dy Oy
X (aTcl) o 7 0
2 _ - dy 0 0
(3.16) €= 2 (8732) 2 0 aE
0 0
oo () (@)
y por tanto
(3.17) el = Leeeny = L (2) 4 (2] 2 Loy
. H = 2 a 4 al’l 81‘2 N 4 g

Si utilizamos el hecho de que y = Uy e introducimos la convencion V = L'V, donde
V es el Laplaciano respecto a la nueva variable Z, entonces podemos escribir la ecuacion
anterior de la siguiente manera

1 U 2 ~~2
(3.18) el =5 (L) Vyl7,

por lo que se deduce directamente que
. 1l =
(3.19) 1| = ZW?JR

A continuacion, si expandemos (3.12) se obtiene

v Hg g
(3.20) T3 =2 p+2 + Esi.
VA€l 4|l
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Al introducir el cambio de variable la ecuacién anterior se escribe

VHY U
(321) clLty; =2 (,u + 2 ’731
(%)1/2 V 4|"m| Tv 4’711’

Al despejar 7;; y reducir términos, se tiene que

2 uUyg Od .
(3.22) T3 = 2 (1 + . 278 T . Vai

\4/4!711! \/4|’7H|

- ( \4/4!711 Va0 \/4|'YH ) i

Considerando (3.19) y 43, = 5—85, la ecuacion anterior se puede escribir de la siguiente
K3
manera

Od 1/2 Od 8§ ~
(3.23) e (”2 (\vg@)r) ! W@(wﬂ) 2.

Descartando, por simplicidad, la notacién con sombreros nuestro problema se reduce a
encontrar un campo de velocidades y = y(x1, x2) que satisface

(3.24) —V-7(z)=1, en Q
(3.25) y(r)=0en T
1/2 )
(3.26) <1 +2 (%) + ngﬁx)') Vy(z). siz e A

|7(z)| < Odsix e,
con los conjuntos A e Z, de activos e inactivos, definidos respectivamente como
(3.27) A={zxecQ:|Vyx)|#0} eZ :={zecQ:|Vy(x)| =0}.

El conjunto de activos A representa las regiones del material donde se satisface el criterio
de quiebre, es decir, las regiones donde el material presenta una deformaciéon continua. Por
el contrario, el conjunto de inactivos Z, representa las regiones donde no se satisface el
criterio de quiebre, es decir, donde el material se comporta como un sélido rigido.

Finalmente, introducimos la variable ¢, la cual representa la parte plastica del modelo
y reescribimos nuestro problema de la siguiente manera

(3.28) —Ay(z) =V -q(z) =1, en Q
(3.29) y(r)=0en T
1/2 '
(3.30) 4= <2 <|V2(dx)|> + \vy( )> Vy(z).siz € A

lg(x)] < OdsixeZ,

Si bien el sistema (3.28)-(3.30) describe el movimiento de un fluido de Casson en una
tuberia, nuestro interés esté en una formulacién variacional del mismo, por lo cual presen-
tamos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Sean gy la solucion del sistema (3.28)-(3.30). Entonces, se tiene la si-
gquiente desigualdad variacional

od \'*\__ . )
(3.31) /Q (1 2 <W(~T>|> ) Viy(z) - V(v —g)(r)dr + Od/§2(|vv(ﬂj) — | V()| da

—/<v—g><x>d:czo
Q
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para todo v € HY(Q).

DEMOSTRACION. Sea v € H}(f2), multiplicamos (3.29) por v — § e integramos de
manera formal sobre {2 obteniendo

- [(20@) + ¥ @) - e = [ (0= )i
Q

Q
A continuacién integramos por partes el lado izquierdo de la ecuacion anterior, resultando

/ (Vi(x) + a(x), V(v — 7)(2))da = / (v - §)(x)de.
Q

Q
Al reemplazar (3.30) en la expresion anterior, podemos reescribirla como

od \'* od i IO i}
/ <1+2(|VW)|> +W$)|)<Vy<m>,v<v—y><x>>— =

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz se sigue que

/ 9 (Gp(a), V(v — g)())dz = Od /
Q

(Vy(z), V(v —5)(2)) ,

Vg ()] 0 Vg ()] !
- (Vi(@), Vo(@) (Vi(@), Vi)
- Od/g v Od/Q Vo)

< Od/ |Vv(x)|dm—0d/ |\Vy(z)|dz,
Q Q

de lo cual obtenemos lo deseado.

0

La proposicién anterior nos es de utilidad en el anélisis de existencia y unicidad para
nuestro problema, ya que (3.31) es condicion necesaria de un problema de optimizacién no
restringida, tal como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2. La desigualdad variacional (3.31) es condicion de optimalidad necesaria
del problema siguiente

1 4
(3.32) min J(y) = / |Vy|2da:+v0d/ |Vy|gdx+0d/ |Vy|dx—/ydaz.
yeH{ (Q) 2 Jo 3 0 0 Q

DEMOSTRACION. Ver [33, Seccion 3, pag 129]
]

A continuacion, analizaremos la existencia y unicidad de (3.32), para lo cual nos ayu-
daremos de las siguientes definiciones.
Sean

Ji:HY Q) — R
y = h) =5 foVylPde — [qyd,
Jo: L?(Q) — R
p = ha(p) = VOd [y lpl3d + Od [, |pld,
dos funciones continuas y el operador A € L(H(Q), L*(9)), dado por
Ay = Vy.
Ahora notemos que J se puede expresar como:

J(y) = J1(y) + J2(Ay).

En el siguiente Lema analizaremos las propiedades de convexidad J a través de la
convexidad de Jj y Js.

Lema 3.3. J es una funcion convexa.
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DEMOSTRACION. Para nuestra demostracion utilizaremos el Lema 1.12, que menciona,
que si dos funciones f1 : C1 — Ry fs : Co — Rson convexas, y A : Co — C lineal, entonces

[0 =R, f(u) = fi(Au) + fa(u),
es convexa. Ademas, si al menos una de las siguientes hipotesis se satisface, entonces f es
estrictamente convexa:

= f| es estrictamente convexa y .S inyectiva.
» fo es estrictamente convexa.

Para demostrar la convexidad de Ji(y) se analizard por separado cada uno de sus
términos. Primero, en el Ejemplo 1.11 se menciona que para todo p € (1,00), [|z|[P es
estrictamente convexa en todo espacio normado, entonces [|y[|g1(q) = Jo |VyPdz es es-
trictamente convexa. Del primer literal del Lema 1.12 se tiene que el producto de una
funcion estrictamente convexa con un escalar no negativo es estrictamente convexo, por
tanto %HQHH(%(Q) = 1 [ |Vy[?dz es estrictamente convexo. Por otro lado, de la linealidad

de la integral se sigue directamente que — fQ ydx es convexa, y dado que la suma de una
funcién convexa y otra estrictamente convexa es estrictamente convexa, se concluye la
convexidad estricta de Ji(y).

A continuacién, analizaremos la convexidad de Jy. Sean p, ¢ € L3(Q2) y t € (0,1),
entonces

4
Tty + (1= 0)q) = 3v0d [ [tp+ (1 =0 Fdr+0d [ [+ (1~ ala.
Q Q
De la convexidad de |- [P : R — R con p € [0, 00[ (ver Ejemplo (1.11), se tiene que

4
3@/ I[tp+(1—t)q]|3dx+0d/ tp+ (1 — t)q)lde
Q Q
< 4\/Odt/ |p\3dx+(1—t)/ \q|3da;+0dt/ yp|da;+(1—t)/ lqda
3 Q Q Q Q

~ 1304 [ pfido+0d [ ipidsal + (=0 [ laftde+ [ Jalds
= tJ2(p) + (1 = 1) J2(q)-

Con lo cual se tiene la convexidad de J2(p).
Dada la convexidad estricta de Ji(y), la convexidad de Ja(p) y la linealidad de A, se
tiene que se satisfacen las condiciones del Lema 1.12, de lo cual se concluye lo deseado. [

Teorema 3.4. El problema (3.32) posee una tinica solucion i en HZ(Q).

DEMOSTRACION. Del Teorema 1.18 se sabe que todo funcional continuo y cuasiconvexo
F : S — R definido sobre un subconjunto convexo, cerrado, acotado y no vacio .S de un
espacio de Banach reflexivo tiene al menos un punto minimo en S. Si adicionalmente f es
estrictamente convexo, entonces el punto minimo es tnico.

A continuacién verificaremos si J satisface las hipotesis de dicho teorema.

Se sabe que J es continua, y gracias al lema anterior es estrictamente convexa y por
tanto cuasiconvexa (Corolario 1.16). Adicionalmente dado que J esta definido sobre Hi (),
el cual es un espacio de Hilbert, y dado que todo espacio de Hilbert es reflexivo, se satisfacen
las demas hipoétesis del Teorema 1.18, pudiéndose concluir que J tiene al menos un punto
minimo en Hj (). Adicionalmente de la convexidad estricta de J se concluye la unicidad
de la soluciones. O

3. Procedimiento de regularizacion

Dado que la ecuacion (3.28) incluye el operador divergencia, la solucion del sistema
(3.28)-(3.30) no es unica [11], lo cual puede ocasionar inestabilidad en el esquema numé-
rico. Por tanto en esta seccién se introducira una familia de problemas regularizados, con
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los cuales aproximaremos nuestro sistema, este método de regularizaciéon estd motivado
por la regularizaciéon del tipo Huber del modelo estacionario de Bingham estudiado en
[13]. Posteriormente formularemos variacionalmente el problema regularizado y finalmente
demostraremos la convergencia de las soluciones en los espacios respectivos.

3.1. Regularizacion. En esta seccion introduciremos una familia de problemas re-
gularizados para el sistema (3.28)-(3.30) inspirados en la necesidad de encontrar una expre-
sion de g(z) en la vecindad de = € € tal que |[Vy(z)| = 0. Esta aproximacion fue sugerida
por la regularizacion del tipo Huber utilizada en [13], pero a diferencia de esta, la presente
regularizacion fue obtenida a través de una “Huberizacion” directa del problema, la cual se
presenta a continuacion.

Dado un pardmetro v > 0, buscamos un y, € H3(€2) tal que

(3.30) — Ayy(z) =V -gy(x) =1, en Q
(3.31) yy(z) =0en T
od \'"?  od
(3:32) () = 2 <\Vy7(x)]> + \Vy,y(:v)]) Vy,(xz) ct.p. en A,
(2v7 +7)Vy,(z) c.t.p. en Z,.

Siendo en este caso definidos, los conjuntos activo e inactivo, respectivamente, por
(3.33) A, ={xeQ:v4|Vy,| >0d} yZ, := Q\A,.

La regularizacion ¢, caracteriza de forma continua ¢ en todo €2. Una de las propiedades
méas importantes de este procedimiento es que mantiene invariante la funcién ¢ salvo en
una vecindad de z en la que |Vy,| = Od, es decir, donde la forma de la funcién g no es
conocida.

Si bien el sistema (3.30)-(3.32) regulariza el sistema que describe el flujo de un fluido
de Casson en una tuberia, nuevamente nuestro interés esté en una formulacién variacional
del mismo, la misma que se analiza en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5. Sean y, la solucion del sistema (3.30)-(3.32). Entonces y, € HL() y
satisface la formulacion variacional

(3.34) /Q (Vg (@), Vo)) dz + /

(gy(z), Vo(x)) = / v(z)dz Vv € HY(Q).
Q

Q

DEMOSTRACION. Multiplicamos (3.30) por v € HZ(£2) e integramos sobre 2 obtenien-
do

—/(Ayv(x) + V- gqy(2))v(z)dr = / v(z)dz.
Q Q

A continuacion integramos por partes el lado derecho de la ecuacion anterior, resultando

/Q (Vyy(z) + ¢y(2), Vo(z))dz = / v(z)dz.

Q
O

A continuacion demostraremos dos resultados que nos permitiran reescribir el sistema
(3.30)-(3.32) de una forma mas conveniente.

Proposicién 3.6. Sea x € (). Entonces v € Ay si y solamente si

2
(2v7 +9)[Vyy (2)] > Od c.t.p. en Q.
20d-1/2|Vy,(z)| + 1

(3.35)
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DEMOSTRACION. Sea x € A, entonces

2y + NIV (@) @IV @)V, ()] + 4] Vs (2)]
20d-172|Vy, (z)] + 1 20d-172|Vy, (z)] + 1
- 20d"?|Vy, (x)|*/? + Od
= 20d712|Vy,(z)] +1
_ (20d7V2|Vy,(2)| +1)0d _ Od
20d-1/2|Vy,(z)| + 1
Reciprocamente, si x €  es tal que satisface (3.35), entonces
292V, ()] + 4|V (2)] = 204Y2|Vy, ()| Y2 + Od.
Pasando todos los términos al lado izquierdo
292V, ()] + 1|V, ()] — 20d"2|Vy, (2)]'/* — Od > 0.

Agrupando el primer término con el tercero y el segundo término con el cuarto en la
inecuacion anterior se tiene

(3.36) 2(y"2(Vy (@)['2 = Od'7?)|Vy, (2)] /2 + (7] Vy, (2)| = Od) > 0.
Si suponemos que |Vy, ()| < Od, entonces v'/2|Vy, (z)|*/? < Od"/? y por tanto
2(y' 2|V yy ()2 = Od'?)|Vy, ()] + (4] Vy, (2)| - Od) <0,
lo cual contradice (3.36). Por tanto necesariamente v|Vy,(z)| > Od. O

Proposicion 3.7. La ecuacion (3.32) puede ser equivalentemente escrita como

2v7 + )V, (o)

=(2 0dv t.p. en Q.
20d—172|Vy, (z)] + 1 gy (z) = (27 +7) yy(x) c.t.p. en
DEMOSTRACION. De (3.37), se tiene que
(27 +7)0dVy,

[ CVvF+H9)IVYy, |
max {Od’ 20d—1/2|Vy,|+1

(3.37)  méx {Od,

(3.38) 0, () =

c.t.p. en €.

Ahora mostraremos que (3.38) implica (3.32). Para esto supongamos que Od < v|Vy,|, es
decir en el conjunto de activos. Por tanto gracias a la Proposiciéon 3.6 podemos reescribir
(3.38) como

(27 + v)0dVy,

€Tr) =
(@) @AVl
20d~1/2|Vy,|+1

(2,7 +7)0dVy,(20d" ' |Vy,| + 1)
2y + )|Vl
Vy, (2)

= (20d2|Vy, (2)|'/? + 0d) ="

od \'"?  od
= (2 <|Vy7(m)|> + W) Vy,(x) c.t.p. en A,.

De manera similar, del la Proposicion 3.6 se tiene que si
2./ + 7)|Vy~(x
(27 +7)|Vyy(2)] > Od c.tp. on O
20d-1/2|Vy,(x)] + 1
entonces x € .AW, y por tanto si x € 7, entonces

27 +7)Vy,(@)]
20d-1/2|Vy,(x)] + 1

< Od c.t.p. en £
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de lo cual se concluye que

¢v(z) = (2¢/7 +7)Vyy(z) c.t.p. en Z,.

Reciprocamente, para probar que (3.32) implica (3.38), distinguiremos entre los dos casos
de (3.32). Supongamos que v|Vy(x)| > Od c.t.p., entonces, gracias a la Proposicion (3.6)
se tiene que

. (27 +7)Vyy ()] 2y +9)IVy,(2)]
mix {04 200V, (@) + 1 oo @)

©20d-12|Vy, ()] + 1
= (27 +7)0dVyy(z) c.t.p. en A,.
Al despejar ¢, (x) de la ecuacién anterior obtenemos
(20d-1/2|Vy, (x)| + 1)0dVy, ()
V()]

od \'"?  od
= (2 (W%@)\) + W) Vy,(x) c.t.p. en A,.

De manera similar, si suponemos que v|Vy(x)| < Od c.t.p., se tiene, gracias a la Proposicion
(3.6), que

4y(z) =

2y + )| Vyy ()]
20d-172[Vy,(z)| + 1

max {Od, } ¢ () = Od g ()

= 0d(2/7 4+ 7)Vyy(z) c.t.p. en Z,.
g

Las proposiciones anteriores nos permiten reescribir nuestro problema regularizado
como

(Vyv(:c),VU(x»dx%—/(q«,(:p),Vv(:r»d:r _ /Qv(x)dx Yo HA(Q),

Q
2y + )|V, (2)]
20d-12|Vy,(z)| + 1
En el siguiente teorema demostraremos la convergencia de las soluciones del problema
regularizado hacia las soluciones originales, para esto supondremos lo siguiente.

(5y)

max {Od, }qv(x) = (27 +7)0dVy,(z) c.t.p. en €.

Suposicion 3.8. Supongamos que existe un M > 0 tal que |Vy(x)| < M c.t.p. en €.

Teorema 3.9. Sean (y,q) y (yy,qy) las soluciones del sistema original (3.28)-(3.30) y
reqularizado (3.30)-(3.32) respectivamente. Sea v € (0,00). Entonces la solucion y del
problema reqularizado converge fuertemente a la solucion i del problema original en HS(Q)
Ademds, g, converge débilmente a q en L*(12)

DEMOSTRACION. Iniciemos recordando que las soluciones (4,q) v (y-,¢,) satisfacen
las ecuaciones

/Q (Vi(x), Vo(z))dz + / (§(2), Vo(z))dz = /Q o(z)dz,

Q

/Q(Vyv(:c),Vv(:v))dm—i-/ﬂ(qy(x),Vv(m»dx = / v(x)dr ¥ v € HH(Q),

Q
Restando las dos ecuaciones anteriores se tiene

/(Vy(:v) — Vy,(x), Vu(z))dx = / (gy(x) — q(z), Vo(z))dx Y v e H&(Q),
Q Q

Tomando v := ¥ — y, en la ecuacion anterior obtenemos
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(3.3 196 =)@z = [ (af0) = @), 90 - 7))
A continuacién estableceremos cotas puntuales para

(gy(2) = (), V(7 = y7)(2)),

en los siguientes conjuntos disjuntos ANA,, ANZ,, AyNZyINZI,.
En AN .A,: Aqui utilizaremos el hecho de que

o od \'* = od )
q@)—(Q(w) *ww) v

od \? Od
@ = <(2 (ow) rvwn) Vi)

con lo cual tenemos la siguiente estimacién puntual

IVy(2)[[Vy, ()]

i 1/2
() — (), V(5 — y)()) < 2(%) ;0

Vy(z V()]
I Od 1/2 Od )
! 2(\V?M(ﬂf)!> +W IVy(z)|[Vyy(z)]
I Od 1/2 Od o
) 2(wy<x>|> +W V5(@)
Od 1/2 o )
- (\Vyy(a:)! \v% Vyy ()]

20d1/2( V()3 Vy, (z )|+\Vy( NVys (2)['/?)
—20d2(|V5(x) P2 + |V (2)]2)
=20d"%|V5(x)|?(|Vy, (z)] — |VE(z)])
+20d'?|Vy, ()2 (IVg(2)] — [Vy,(2)])
50 2002V ()2 — [V ()2 V95 ()] — [V5(a)).

Si a y b son dos nimeros positivos, y suponemos que a < b, entonces al/? < pt/2 y por tanto
(a — b)(b"/? — a'/?) < 0. De igual manera, si suponemos que a > b, entonces a'/? > b/ y
(a —b)(b"/? — a'/?) < 0. De esta forma, si tomamos en (3.40), a = |[Vg(z)| y b = |[Vy,(z)]
entonces inmediatamente se tiene que

(V5@ = [Vyy (2)|2)(|Vyy (2)] = [Vg()]) <0,

y por tanto

(3.41) (g7 (2) = q(x), V(5 = y)(x)) <0 c.t.p. en Q.
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1/2
En ANZ,: Aqui utilizaremos el hecho de que ¢(z) = <2 (%) + WZ%) Vy(z),
¢y = (27 +7)Vyy(x) ¥y 7|Vy,(x)| < Od, con lo cual obtenemos

{47(2) = 4(2), V(7 = y5)(2))

Od 1/2 Od _
< |2y7+7+2 (Vy(x)l) gy | VIV @
1/2
— 2V +7)IVy (@) — (2 (IVE/‘)(dxﬂ) " |V(;Z”)|> vr

= 2\/7IVy(2)[|Vyy (z)] + 7| Vy ()| Vy, ()]
+20d' 2 |Vy(2)| 2| Vy,(z)] + Od|Vy, (2)|
— 27|V, (2)|* = 7|V, (2)]? = 20dY?|Vg(2)[*? — 0d| V()|
Od|V7y O3\ Vy(x)|M?2  Od?
| 1512(96)\ + 0d|V()| +2 V()| N
v v v
— 27|V, (2) [ = 4|Vy,(z)]* — 20dY2|VG(2)[** — 0d|V(z)]
_ 3/2 77 ( 1) |1/2 2
< QOd]Vy(x)\ +20d |Vy(z)| n Od .
y1/2 v v
De la Suposicién (3.8) se puede concluir que

- B OdM  _Od3?*MY?2  Od?
(3.42) (¢y(z) — q(2), V(7 — yy)(2)) <2 i +2 5 +=

En A, NZ: Aqui utilizaremos el hecho de que

) od \? Od
Viy(z) =0,y ¢y = ((2 <‘V%($)’> + W) Vy, (),

<2

c.t.p. en €.

de donde tenemos
(1) — (2, V(3 — 3) ()
1/2
- - ((2 (ot )" %) Vo (2) 2+ (), Vi (2)
< [q(@)|[Vy, (@) = 0d|Vy, (2)| — 20d"*|Vy, ()
(3.43) = (|g(x)| — Od)|Vy, (z)| — 20d"/?|Vy, (z)[** < 0.
En Z, N Z: Aqui utilizaremos el hecho de que Vy(z) = 0, ¢y = (2/7+7)Vyy(2), 7|Vyy(2)] <
Od y |g(x)| < Od, con lo cual obtenemos
(a0, () — (@), V(5 — 9,)(@) < = (297 + )|V @) + (a(@), Ty (@)
< 1g@) > @) = 2y + )l (@)
< Odly, ()| = 2y + )|y (@)
Od?

(3.44) = (0d = ylyy () )]y (@)] = 2]y (2)]* < o

Dado que los conjuntos disjuntos AN A, ANZ,, A,NZy INZ, generan una particion
de Q, (3.39) y las estimaciones (3.40), (3.41), (3.42) y (3.43) implican que

OdM  _Od3?MY?  Od?
3.45 / V(g — x 2olgc</ 2 +2 + dx.
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De esta forma se tiene que y, — ¢ fuertemente en H}(f2) cuando y — oc.
Adicionalmente se tiene que g, — ¢ débilmente en V(H}(R)), gracias a que y, — ¥
fuertemente en HE(Q) v a (3.39), donde

V(HL(Q)) == {q € L*(Q) : Jv € H}(Q) tal que ¢ = Vou}.
O

Observacion 3.1. La Suposicién 3.8 es un resultado cuya demostracion escapa a los
alcances de este proyecto de titulacion. Sin embargo, es un resultado de regularidad que
puede ser probado mediante métodos variacionales como aquellos utilizados en [7]| para el
caso de fluidos de Bingham. En efecto, en |7, Teorema 3.4.4] se concluye que la solucion
del problema de Bingham tiene regularidad C**(9), donde X es una constante adecuada.
Esto implica que Vu € C%(Q), lo que implica la acotacién puntual del gradiente.

Observacion 3.2. Gracias a la convergencia de las soluciones del sistema (S,) hacia las
soluciones de nuestro problema original mostrada en el teorema anterior, en el siguien-
te capitulo propondremos un algoritmo para la solucién numérica de nuestro problema,
motivados por [13] y la bibliografia citada ahi.



Capitulo 4

Simulacién numérica del flujo

En este capitulo se discretizara el sistema de optimalidad regularizado (.S,), luego se
estudiara el problema tipo Newton relacionado y se calcularan los tamanos de paso en las
variables involucradas. Finalmente se desarrollarda un algoritmo tipo Newton y se mostrara
su convergencia superlineal.

1. Discretizacion del sistema de optimalidad

En esta seccion discretizaremos el sistema (S,,) utilizando elementos finitos. De aqui en
adelante identificaremos las cantidades discretizadas por el superindice h. Para un vector
U € R™ cualquiera, notamos por D(%) := diag(¥) la matriz diagonal n x n cuyas entradas
diagonales son las componentes de v. Adicionalmente notamos por * el producto vectorial
de Hadamard, es decir, 7' x @ = (viwy, . .., vawy)?.

Sean los espacios de dimensién finita V* ¢ H}(Q) y W C L?(Q), definimos la apro-
ximacién en elementos finitos de (S,) a través del siguiente problema: encontrar y* € V*
y ¢" € Wh, tal que

/<Vyhavvh>dx+/<qh,Vvh>dx = / vhdx Yo e VP
Q Q Q

4.1
(4.1) (2912 + )| Vy|

20d-12|Vyh| + 1

max (Oal7 > ¢" = 0d(29"? + 7)Vy", c.t.p. en Q, Vv > 0.

Dado que nuestro objetivo es aproximar este sistema con elementos finitos de primer orden,
tomamos como V" y WW" los siguientes espacios de dimension finita

Vhi={neC(Q) :n|lr € , para todo T € T"}
Wh={¢" = (¢, d}) € L*(Q) : ¢f |7, g} |7 € o, para todo T € T"},

donde @, representa el espacio de todos los polinomios sobre R™ de grado menor o igual a
k, T" es una triangulacion regular de © en el sentido de Ciarlet, es decir, los nodos de la
malla estan en los vértices del triangulo y los elementos de la malla son disjuntos [1].

Tomamos la base B"} ={p1,.. ., on}y BI’}V = {p1,...,pam} de V" y W" respectiva-
mente, donde dim (V") = n y dim(W") = 2m. De esta forma tenemos que, y" = o Vi
v q" =380 qkpr-

Gracias a esta definicion, la primera ecuacion en (4.1) puede ser escrita de forma
equivalente por

(4.2) A+ Qhg= "

donde los componentes de los vectores i € R" y ¢ € R?*™ son los coeficientes de las bases
nodales B"} y B{}V de la pareja de elementos finitos (v, ¢") y las matrices A" € R y

39
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Q" € R"2™ con respecto a las bases V" y W’ estan dadas por

Al = (aij), donde a;; := Z / (Vpi, Voj)dx, parai,j=1,.
TeTh

Q" = (gjx), donde gjj, := Z / (pk, Voj)dx, paraj=1,....nyk=1,...,2m.
TeTh
El lado derecho f" esta dado por

f" = (f;), donde f; = Z /(p]dm para j =1,.

TeTh

Aproximaremos f” siguiendo [1, pag. 123], es decir

r1 I3 — 1
dxmfdet
/% (yz—m y3—y1>

donde (x;,v:), 4,5 = 1,2,3, son los vértices de T'. Aqui consideramos que € C UpcpnT'.
A continuacién analizaremos la segunda ecuaciéon en (4.1). Primero, dado que y" €
Vh c H}(9Q), concluimos que Vy" € W" € L?(). De esta manera, la ecuacion

(2912 + )| Vy"|
20d-12|Vy[1/2 + 1

(4.3)  méx <Od, ) " = 0d(27"? + 9)Vy", ctp.en Q, ¥y > 0,
es una relacion puntual en el espacio W,

Ahora, construiremos una formulacion equivalente de (4.3) en términos de los vectores
iy vy q, respectivamente.

Iniciemos notando que

lenT,eTh
(4.4) pr(x) = :
0 caso contrario,
conk=1,...,2m.
Asi que, proponemos la siguiente version discreta del gradiente
ah
(4.5) V= ( ) ) e R,
3
donde 9% := a“g;gl 7, y 0% = 845;2 1., para ¢ = 1,....,ny k = 1,...,m. Notemos
que Bgle T, ¥ 8g;x)|Tk son los valores constantes de a%( ) y a“g;( 2) en cada tridngulo

T}, respectivamente. Esta definicion fue tomada de [13, Cap 3, Secc. 6, pag. 82|, donde
la siguiente caracterizacion de Vy"(x) en términos de las funciones de prueba py, k =
1,...,2m, es introducida

a—yh(m)—1 Z 23: Oi,, (x), parai=1 n, k=1 m
83:1 _2 8x1yl k pk 7p - YT - 2 )

h =1
(4.6) . T "
oy 1 D -
87372(17)25 Z <Z<8l‘2yl ) pk(x)7 paralzl,...,n,kzl,...,m.
T,eTh \i=1
[Vy"|

Para calcular en términos de 7, definimos la funciones ¢ : R?™ — R?™ y

CToN VeI IvENs )
¢ : R?™ — R?™ por

(€0 = (€@ = (pr Do)
(4.7) _ _ 1 _ 1

(D= Bt = TPl TP 1~ 2002 4 1
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conp€eR?*™ k=1,...,m.
De esta manera, (£(V"7)), representa el valor de |Vy" ()| en cada triangulo T}. Utilizando
las definiciones dadas, podemos escribir el problema discreto equivalente de (4.3) como

(48)  mix (0dE (29" + 9)E(V'G) (V")) T = 0d(29"/ +7) V"G, ¥ > 0,

donde € € R*™ es un vector donde todas sus componentes son uno.
Finalmente se tiene que el sistema de optimalidad discreto esta dado por
A'G+ QY= f

4.9
9 méx (Od & (2v"% + 7)E(V"g) x C(Vh??)) *q = 0d(2y"? + ) V", vy > 0.

Observacion 4.1. Para una malla uniforme, se tiene que
Q" =T|(VMT,

donde |T| representa el area constante de cualquier triangulo en 7" [13, Cap. 3, Secc. 6].

2. Paso de Newton aproximado

En esta seccién estamos interesados en el problema
F(g](j} L= Ahg"i_Qh(T_ fh
(4.10) méx (0d e, (292 +9)E(VG) * ((V'])) % §— Od(24'/? + 7) V"G
=0

De los resultados expuestos en [13, Cap. 3, Secc. 6, y la bibliografia citada ahi|, sabemos
que el operador méx, y la funcién norma £ son semisuaves. Ademas, por los teoremas de
regla de la cadena, tales como [13, Cap. 1, Secc. 4, Teorema 1.15] y [31, Cap. 2, Prop. 2.7
y Prop. 2.9], se obtiene la semisuavidad de { y se garantiza la semisuavidad necesaria en
la funciones que componen (4.10).

Se sabe adicionalmente por (1.10), que el Jacobiano generalizado del operador max(Od ¢, -) :
R™ — R"”, es la matriz diagonal definida por

1siy; > Od,
(4.11) (G () )it = { Y

ara 1 <17 <n.
< Od, P -
De esta forma, se tiene que el Jacobiano generalizado de F', esta dado por la matriz
REm+n)x(2m+n) qefinida por

0 siy;

h h
(4.12) Gr(y.q) = [ —(271/21—41—7)Khvh D?mh) ] )
donde
G (mix (0dE, (2912 + E(V") % (V")) % 7= 0d(24'/2 +7)9"F)
= G (max (0d&, (2912 + )EV') (V")) *7) — G (0d(291/2 +7)V"7)
= D" D(PG((2y"? + 1)ENV") * (V")) — 0d(2y'? + 7)V"
= (292 +9) (D(t") [P"(V"7)DC(V"9) + RM(V"9)DEV" )| D(@) — Od Lo ) V"
= =272+ )K"V,
K" := (0d Iy, — D(t") [PP(V"§)D(((V"5)) + RM (V') D(E(V"§))] D(@)),
mh := méx (Od €, (272 + 7)&(V ) x ((VH)) v t* es tal que
(i), { Lsi (2912 + ) (E(V" SV )i = 0d

0 de lo contrario.
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Con el fin de expresar t" de forma méas compacta, presentamos el siguiente resultado
Proposicion 4.1. (2v124~)(£(V"))i(C(V"7)); > Od si y solamente siy(£(V"5)); > Od.

DEMOSTRACION. Supongamos que V"))i > Od, entonces de (4.7) obtenemos que
gl

} L (@Y E )
(2'71/2 + 7)(£(vhy))z(£(vhy))z = 20d71/2(f(vh37))i +1
@2 PE ) EFN A EV )
- 20d-12(£(Vhg))i + 1
_ 20d(£(V"));* + 0d
= 20d-12(£(Vhg))i + 1
(20d~'2(£(V"))i +1)0d

= =0d
20d-12(5(Vh)); + 1

Reciprocamente, si (272 4+ ~)(£(V"%));(¢C(V"%)); > Od, entonces por las definiciones de
&y ( se tiene

29 2E(V )i+ AEV )i = 2042 (V) + Od,
o lo que es equivalente
291 2(E(V )i + 1€V — 2042V )}* — 0d > 0.

Agrupando el primer término con el tercero y el segundo con el cuarto se sigue
(413)  2M2EV); - 04V EV" ) + (EV" )i - 0d) > 0.
Si suponemos que v(£(V")); < Od, entonces 71/2(£(Vh17))i1/2 < Od'? y por tanto

20y (V)% = 0d ) eV} + (HE(V )i — 0d) <0,
lo cual contradice (3.36). Por tanto necesariamente (£(V"%)); > Od. O

Gracias a la proposicion anterior t* puede ser reescrita como

(4.14) )
0 de lo contrario.

(t"); == { 1 si (V")) > Od

Adicionalmente, notamos por P" y R" los Jacobianos generalizados de ¢ y ¢ respectiva-
mente, es decir, para p € R?™, se tiene que

o0& o0& G G
hi= . Op;  Opjim hisy . opj  Opjim .
Pi(p) = Oivm O&im | Y1 () : OCiim  OCiym | PUELI=1oom,
8pj 8pj+m 8]7]' 8pj+m
donde las matrices diagonales que los componen estan definidas por
Di .
0%(p)  Oivm(p) st (pi, Piym)" # 0
p) - o - 51’]’ |(pz7pz+m) |
P Pj €1 si (pis Piym)” =0
Pi+m .
0(p) _ Oim(p) _ 5 m si (pi, pism)” # 0
ODj+m Opj+m o si (pi, pigm)” =0
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oG (p) _ ag@-ﬁ-m (p)
apj apj

pi .
{ si (pis Piam)’ #0
= 5ij

O 2| (pi, pin)T172(20d1 2 (pis i) T2 +1)2
2 st (pi; piym)” =0

9Gi(p)  0Citm(p)

8pj+m apj+m
Pi .
i si (pi, piym)? #0
= 0ij

~Od 2| (pis i) T2 (2042 (pis i) T2 + 1)2
12 si (piy pigm)T =0

con €1, €2, 1] ¥ Vo ntimeros reales, tal que, |(e1,62)T| < 1y |(v1,v2)T| > 1 (ver [31, pag.
23]).

Con lo expuesto, podemos obtener el paso de Newton aproximado para (4.10) a través
de

Lo 1) Lo
G+ (Y, Tk ( 5 > = —F (¥, Gk,

q

es decir,
(4.15) [ Al Q" ] [ dy ] _ [ — AN — Q"G + 1 }
—(2y"2 ) KRV D) | | 6 —D(m})Gi + Od(2y* + )V, |
con
mjt = max (0dE, (292 + )&(V"Gi) % C(V"G) ) € R
y

Kf = (0d I = D(t}) [ PM(V"5) DIC(V" ) + B (V') DE(V" )| Dl )

Como D(m!) es una matriz invertible, podemos eliminar &, del sistema (4.15). Para
ello, notemos que de la segunda ecuaciéon del sistema anterior se tiene que

(4.16) D(m})éy = —D(m) G + (27"/? + 1)[0dV" i + KpV"5,).
De la invertibilidad de D(m!), inmediatamente se sigue que
(4.17) 5, = =G + (292 +4)D(mP) " OdV" i, + KIV"6,).

Al reemplazar (4.17), en la primera ecuacion de (4.15), obtenemos
(4.18) A6, + Q" (G + (292 +7) D(mi) ~HOAV G, + K[V"8,]) = — A5 — Q"o+ 1",
y por tanto
(819 [A" + (292 + )Q"D(m}) ' K[V, = — AN, + 1
' — 0d(27"? + ) Q"D (m}) V" .

Si notamos
Sy = A"+ (292 +9)Q"D(mp) LKV
M = = A+ [ = 0d(29"? +7)Q"D(mj))~' V" i,
podemos reescribir (4.19) por

(4.20) Sy k0y = Ny ks

donde =, es una matriz n x n y representa el complemento de Schur de D(m’,}:) en el
sistema de matrices (4.15).
En este punto, analizaremos las propiedades cualitativas de la matriz =, .



44 4. SIMULACION NUMERICA DEL FLUJO

Primero, observemos que =, en general no es simétrica, ya que K ,? no lo es. Sin
embargo es posible mostrar que en la solucion, es decir, para (¥k, ¢x) = (¥,q), la matriz
K es simétrica. De hecho de (4.8) se tiene que

(4.21) (@): = Od(E(V" i) (C(V i) (V" Gin),
para todo i € {1,...,2m} tal que v(£(V"4)); > Od. De esta manera
D(")D(Gi) P" (V" 5i) D(C (V"))

D)D) DT I DET )

—0dD () (D(E(V ) 2D(V"5i) (

D
D
L ho _9 Dy Do

=0dD(ty)(D(E(V"Gi))) < Dy Dj )

D(t")D(Gi) R" (V") D(E(V"5i))

— — Od"Y2D(t) D(G) D(C(V"55) 2(D(E(V "))~ ( D Do )

1Yk k
— - 00 DED(T RN ) 2D ) () D )

D
D
=— 0d"2D(t}) D(C(V" i) (D(E(V" )~ ( D, D, )

donde
Dy = D(01)*
Dy := D(019x) x D(92i)
Ds == D(923x)°,
con A2 = Ax A.

De esto se concluye que

D(t}) [PM(V* ) DC(V" ) + RN (V"5 D(E(V"5)) | D(d)
= D(t})[0d(D(E(V"5i)))* — 0d"2D(¢(V"5i))(D(E(V ")) /7] ( Dy D, > :

y gracias a la Observacion 4.1, en la solucion, la matriz K ,? es simétrica. Claramente se
tiene que esto es cierto también para = .

En el resto de esta secciéon analizaremos las condiciones bajo las cuales la matriz =, j
es definida positiva y las propiedades relacionadas con este hecho.

Iniciaremos estudiando K ,i‘ Siguiendo [14], reordenaremos los indices de

[Ph(vhﬁk)D(C(Vh?J’k)) +RM(V"Gi) D(E(V" i) | D(dk)

de manera que esta matriz se transforme en una matriz diagonal por bloques, donde cada
uno de estos bloques es una matriz 2 x 2 con la estructura

(O)i = [(COV" )€V 7)) — O™V )2 (V" 5i)); )

(4.22) < ()i (019 )i (k)i (029 )i >
(@k)itm(O19k)i  (qk)itm (O2Uk)i
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para todos los i para los cuales [(019)s, (O29k)i]T # 0. Ademas se tiene que

493 mo— (0 (@ier (Gk)ie
(4.23) (i) < (Qk)ivmer  (Qk)irmEe
para todos los i para los cuales [(019)s, (O2k)s]T = 0.
Gracias a este reordenamiento, la matriz K IZL es transformada en una matriz diagonal
por bloques con los siguientes bloques diagonales

(1.21) =0 | o § | = b

Claramente, (“Z)iv es definida positiva para todos los indices inactivos, es decir, para todos
los i tal que (#!'); = 0. A continuacién, buscaremos condiciones bajo las cuales (k}); es
definida positiva para los indices activos, es decir, para (tf = 1). De [18, Rem. 1] se
sabe que una condicién suficiente para que la matriz (’%) sea definida positiva es que su
componente simétrica (/1’,;”)2, sea definida positiva. Por tanto analizaremos la matriz

(4.25) <Rz>i=W:[vk,§%M Z’”]

2 2k
donde
uni 1= O0d = (V"G (V" Ge)); ! = O™ (V") F (€T o )@ Oniie)
ok = [T GAET i) = Od™ V(T G 2T Te)); (@i 02 ):
wii = —[(C(VG(ET )7 — Od= (VG2 (E (T 57 2@ i (D150)s
s 1= 0d = [T T )7 = 047 2T ) HET" ) )i (027

Como estamos considerando el caso (t%) = 1, se sabe que 1 > (((V"5,)); > 0y (£(V %))t >
0, por tanto las expresmnes anteriores estan bien definidas. A continuacién probaremos que
€(qk)i < Od(¢(VMi)); !, para i = 1,...,m, es una condicién suficiente para que K} sea
una matriz definida positiva.

Proposicion 4.2. Supongamos que §(qk)i < Od(C(th'k));l, parai=1,....myk €N,
entonces la matriz Kh es semidefinida positiva.

DEMOSTRACION. Iniciemos recordando el criterio de Sylvester, el cual establece que
(R!); es definida positiva si y solo si det(((}););) > 0, para j = 1,2, donde ((R});); con
j =1,2, es la submatriz j x j superior izquierda de (i});, (ver [10]). Se sabe que

ug,; =det(((R)i)1)
=0d — [(C(V"7))i(E(V"Gi))i T — Od 2 (VG2 (V" 5)); ) @)i (070
=0d — (C(V"5))i (€(V"Fr)); " ()i (0171 )s

+Od~ Y2V G HEY G)); (@i (i)

=0d — Od(E(V" 7)) 72 (0nd)? + 0dY2(C(V 5))i (€(V 7))y (01772
=0d — Od(E(V"5:))7(Onii)?

+OdY2(C(V )V G)); P IEV T)); P (0180

>0

)

gracias a que 1> (C(V"Gk)); > 0, (€(V'5);" > 0y gl < 1.
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A continuacién tenemos,
) N Py
[Uk,z + wk,z] — AU iRk

= [(C(V"G))i (V)7L — Od~2(C(V i) 2 (e (Vi) )

1(@)i (Do )i + (Ti)itm (D13 )i)* — 40d?

+40d[(C(V 5i))i(€(V"G))it = Od (Vi) A€V 7)) )
(@) (F)i + (@) iem (Paiie)i] — AUV (E(V i)

— 0d YAV TN T2 EV TN P2 (G)i (@) im (0150)i (o7
= —[(C(V" G (E(V )i = Od AV 1)) 26V )i T
[(G)i(Or): + (@)

— 0d~ 2 (¢(V" i) HE(V k), )

Do >] 40d + [(G)? + (@) 1m)

: EV TN 2V Gi))? + Od ™ (V")) (S (V" Gi)) Y]
= —{20d — [(C(V"G))i(E(V" )it = Od™ (V5T 2E(V 1)) )
(@) i (O Fk)i + ()i (023)i]}> + [(@)F + (@) )

(V" k))? = 20d7 (V" Gi) 2 GV Gi))? + Od ™ (E(V k) (C (V)]
= —{0d + 0d"(C(V"5i))i(6(V"5i));* 1 + [(@)? + (@) ]

(VP G))? = 20d 2 (E(V ) 2 (C(V k)P + Od ™ (E(V i) (C(V" k)]
< —Od? — 20d%*(C(V"Gi)i(E(V"1))} " — 0d(C(V i) 2 (6 (V" Gr))s

+Od? — 204 (C(V"5))i (€(V"Gi)) 1 + Od(C(V 5)) 2 (E(V"G1))i

< —40d*2 (V7)) (V7)) < 0,

lo que implica que det(((R});)2) > 0, y por tanto se sigue el resultado deseado. O

Proposicion 4.3. Supongamos que §(qk)i < Od(C(Vhyk))Z ,parai=1,...,m y k € N.
Entonces para todo k € N, la matriz E4 j, es definida positiva y Amin(E+.5) > )\mfn(Ah) > 0.
Ademds la sucesion {E;}C}keN es uniformemente acotada.

DEMOSTRACION. La primera parte se sigue inmediatamente del hecho que A" es simé-
trica definida positiva y de la Proposicion 4.2. La segunda parte del teorema (Amin (2 %) >
Amim (A") > 0) se sigue de la siguiente caracterizacion

T Ah 2 1/2 hD h _lKhvh
Amin(Ey ) = min | S @7+ V)@ Dmy) T Ky Ve
7 z#0 xTx

Por ultimo, de |21, pag. 2|, se sabe que

=1 =—1\T (=1 =1 =1
H Hsz) Amax((E k> (:%k)) = Amax((2 k)2) = Amix (2 'yk)27
donde || - ||sp representa la norma espectral de matrices. Por tanto del hecho que

1 1
)\méx E_l = < )
( %k) )\ml’n(E'y,k) o )\min(Ah)

se concluye la demostracion. O
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Gracias a las proposiciones (4.2) y (4.3) sabemos que si se cumple &(g;); < Od(¢(V )i

para todo i = 1,...,m, la solucion de (4.20) existe para todo k y su solucion es una direc-
cion de descenso hacia la soluciéon de nuestro problema. Sin embargo esta condicion solo se
satisface para i = 1,...,m y k € N. Para sobrellevar esta dificultad, construimos siguien-

do, [13] y las referencias ahi citadas, un algoritmo globalizado de Newton al modificar los
términos involucrados en

|PH(V ) DT )) + BNV DE(V" )| D(@).

para los indices i tales que &(q); > Od. Esto se logra al reemplazar ) por
-1

Od (mix(Od, (§(a):(C(V"5)D)  (ah)is (@h)im):
al ensamblar la matriz =, x, es decir, proyectando la variable g sobre el conjunto

Chy={7€R: &(q) < Od(C(V"Gr)), i =1,...,m}.

Esto garantiza que £(gx) < Od(((V"4)) para todoi = 1,...,m. Ademas, gracias a
este procedimiento y recurriendo al mismo reordenamiento de indices que usamos en esta
seccion, obtenemos las siguientes matrices por bloques

4.26 T
(4.20 (= | s e

donde

ki = 0d — 0d (méx(Od, (€(g)(¢(V"yl)0)

T GV i) = Od™ AV G HET" )i 2 (@) (D15 )i
vy = —Od (mix(Od, (€ (V"))

VG (€T )it = Od™ 1/2<<<vhyk>> (E(V"5); " )(d)i (Do)
wii o= —~0d (méx(Od, (6@)i(¢(V*9}))0))

Y G EV i) = Od AV G HE T 2@ ivm (Or50):
s = 0d — 0d (méx(Od, (€(a)(C(V"5}))1))

AV G EV )i = OdT AV G RE G1))i P (@) iom (o)

h

Esta proyeccion satisface ty; > 0y Zx; > 0. Ademas la simetrizacion de las matrices ¢y, es
definida positiva, para todo ¢ = 1,..., m. Finalmente retomando el reordenamiento de los

indices resulta una matriz modificada Ej > due reemplaza a =, i, sobre la cual podemos
b
demostrar el siguiente resultado

Corolario 4.4. La matriz E;ﬁk es definida positiva,y )\(E;k) > ANA") > 0. Ademds la
sucesion {(Eik)*l}keN es uniformemente acotada.

DEMOSTRACION. La demostracion se sigue inmediatamente de la demostracion de la
Proposicion 4.3. De hecho, la proyeccion de g sobre Cg 4 Vuelve a la matriz K ,’C‘ semidefinida
positiva ya que las matrices bloque 6’,2, que lo componen son semidefinidas positivas. La
demostracion continua de manera similar a la ya mencionada. Notemos que, donde £(gx) <
Od(C(V"1.)), se tiene que (62)z = (cZ)l U
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3. Algoritmo Globalizado Tipo Newton.

En esta secciéon definiremos un algoritmo globalizado tipo Newton. Este algoritmo
utiliza la matriz =+ i en los puntos donde se desconocen lo forma de g, mientras que en
los lugares donde la forma de dicha variable es conocida se utiliza E, k- Los resultados de
convergencia, se probaran posteriormente y estan basados en los resultados expuestos en
(14, 13].

Algortimo (GSSN)

1. Inicializamos (o, @) € R™ x R?™ y definimos k = 0.
2. Estimamos los conjuntos activos, es decir, determinamos x4, , € R2mx2m

3. Calculamos Ejk, si desconocemos la forma de (gi);, para todo i = 1,...,m. De lo

contrario tomamos E;r i = S+,k- Resolvemos con respecto a 4y,
b

=+ _
“"y,ké‘y = Ty k-

4. Calculamos &, = —@; + (292 + ) D(m})~HOdV" g, + KFV"6,).
5. Actualizamos 41 = Yk + 0y ¥ Gk+1 = Gk + Ig-
6. Se detiene o vuelve al paso dos con k := k + 1.
Notemos que durante la iteracién de nuestro algoritmo, a la variable ¢ se le permite
tener una forma desconocida. Esta propiedad del algoritmo evita la posibilidad de un mal
condicionamiento en tamano de pasos pequenos (ver [14]).

3.1. Convergencia del algoritmo GSSN. En esta secciéon estudiaremos las pro-
piedades de convergencia del algoritmo anterior. Iniciaremos con la siguiente proposiciéon

Proposicion 4.5. Sean i, ¢y las soluciones del sistema (3.30)-(3.32). Supongamos que
Gk — Gy Y Yk — Y. Entonces Ejk — B4k cuando 7y — 0.

DEMOSTRACION. Esta demostracion vuelve a usar el reordenamiento de indices an-
terior. Estudiaremos cada matriz de (4.26) por separado. Notemos que para los indices
inactivos, es decir, para los i tal que (tZ)Z = 0, las matrices bloque original y modificada
coinciden y el resultado se sigue inmediatamente. Por otro lado, para los indices activos, es
decir, paralos i tal que (£}); = 1, de la continuidad de € y (, se tiene que (&(qk)): — (£(75))i,
(C(V"Gk))i = (C(V"G))i y por tanto (£(G))i(C(V"Fi))i = (£(8))i(C(V"F,))i < Od. Esto
implica que

Od (mix(Od, (E(@))i(C(V"G)0))  (@)is (@)itm) = (@)is (@)ism):
Ademas, si (£(¢))i(C(V"i,)); < Od, existe un ko € N tal que (£(qk))i(¢(V"%k))i < Od

para todo k > kg. De esta forma todas la matrices bloque modificadas convergen hacia las
originales cuando k — co. Retomando el ordenamiento inicial de las matrices concluye la
demostracion. O

A continuacion presentamos el teorema que establece la convergencia superlineal local

del Algoritmo GSSN.

Teorema 4.6. Las iteraciones (i, qk) del algoritmo convergen superlinealmente a (4, ¢y)
cuando (Yo, o) es suficientemente cercano a (i, qy).

DEMOSTRACION. Recordemos que F' es semisuave. Del Corolario (4.4) y de la Propo-
sicion (4.5) se concluye la existencia de las constantes A; > 0, A2 > 0 y el radio p > 0 tal
que

implica
126 =S54 < Avy 12D, < Ao
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De esta forma, las condiciones de [29, Teo. 41| son satisfechas, pudiéndose concluir
que las iteraciones (¥, gi) del algoritmo convergen linealmente a (%, ¢,) cuando (%o, qo)
es suficientemente cercano a (i, ¢y). Por otro lado de la Proposicién (4.5) implica que
E?k — 2,k y con esto se son satisfechas las condiciones de [29, Teo. 42|, lo que nos lleva

a que las iteraciones convergen superlinealmente de forma local. ]






Capitulo 5

Resultados Numéricos

En este capitulo se presentardn algunos experimentos numéricos con el objetivo de
ilustrar las principales propiedades de los métodos generalizados de Newton en la resolucion
numérica del flujo laminar de un fluido de Casson en una tuberia de seccion circular o
cuadrada. Ademas se comparard el método desarrollado en esta tesis con el método de
Lagrangeanos extendidos estudiado en [6, 15, 33|, entre otros. Finalmente se mostrara
graficamente algunas de las diferencias entre los fluidos de Bingham y Casson para distintos
niumeros de Oldroyd.

1. Flujo laminar al interior de una tuberia de seccién cuadrada

En esta seccion se considerara el flujo laminar y estacionario de un fluido de Casson
al interior de una tuberia con seccion cuadrada Q = (—1,1) x (—1,1). Suponemos que se
satisface la condicion de adhesion, es decir, el valor de la velocidad en la frontera es cero.

Para el desarrollo de la experimentacion se inicializa la variable y como la solucién de
la ecuacién de Poisson Ahyg =1y qg = 0 y se considera una malla uniforme, como se
muestra a continuacion, con tamano de paso h = 0,025. (y por tanto el numero de nodos
es de N = 6561).

(1-1) h h h h

N h
h
" 'h
‘h
(D) @ (L

Figura 1. Region en donde se define la funcion ¢;

Entonces los elementos finitos considerados para un nodo cualquiera x; = (z;,y;) son
funciones las {¢;}Y | definidas de la siguiente forma

51 Ly —y)+1, si. xel={x€eRz>u,y<—(x—z)+uy},
f%(xfxi)+1, sio xcIl={xcR3ly> —(z—x:) +uyi, y <uil,
—%(m—xi)—%(y—yi)—&—l, si xEIII:{x€R2|y2yi,y§—(a:—:ci)+y,-+h,a:>mi},

oi(x) = —%(y—yi)—i—l, si XGIV:{X€R2|x§xi,y>—(w—mi)—i—yi},
%(xfxi)+1, i xeV={xcRy< —(z—ax:)+uyi,y>ul,
%(m—xi)—&—%(y—yi)—i—l, si erII:{x€R2|y§yi,y2—(m—xi)+yi—h,x<$i}

=

para otros valores de x

51
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Estas funciones tienen la siguiente caracteristicas

(1 sioi=j
Por otro lado, de aqui en adelante se notara por || - || 1.~ a la versiéon discreta de la
0

norma H{ (), la cual para nuestro caso es ||y|| (57" Ai7)1/2 Adicionalmente se notara

1,h —
HO

por 1/,? a la tasa de convergencia dada por

1F541 = Frll e

l/]]; T = )
1Y% — yquHé,h
la cual es de utilidad para verificar la tasa de convergencia superlineal del método numérico.
Por motivos de comparacion, se toma como criterio de parada a ||5Z||H1,h = ||¥rt1 —
0

Vil HL < 1075, Finalmente se fija el parametro de regularizacién v = 103

De la experimentacion numérica, en la Figura 2 se muestra la velocidad del flujo simu-
lado, asi como la vista axial del mismo para distintos nimeros de Oldroyd. Estas graficas
ilustran las propiedades mecéanicas esperadas del material, es decir, dado que la velocidad
de cizalla decrece hacia el centro de la tuberia, el fluido presenta un movimiento rigido en
este sector.

En los cuadros 1, 2 y 3 se muestran las propiedades de convergencia del algoritmo
GSSN a través de las magnitudes H(;]}clHHéh y v'. Dado que ||5Z||Héh decrece, numeérica-

mente comprobamos la convergencia de g, hacia /. Notemos que la tasa de decrecimiento
aumenta en las tltimas iteraciones, lo que confirma la convergencia superlineal del método.
Esta informacion se muestra de manera grafica en la Figura 3 en escala logaritmica. En
los cuadros mencionados, adicionalmente se muestra el tamano del conjunto de activos, es
decir, el nimero de triangulos en A en cada iteracion. Notemos que esta region decrece
a medida que el nimero de Oldroyd aumenta, lo que implica que el tamano de la zona
inactiva es mayor, lo cual explica que el algoritmo necesite un mayor numero de pasos para
resolucion del problema, ya que como se mencion6 necesita aproximar una zona mayor.

En la Figura 4 se muestra una aproximaciéon del conjunto de activos asi como una
familia de 9 curvas de nivel del campo de velocidades resultante.

En el Cuadro 4 se resume el comportamiento del algoritmo GSSN para diferentes
valores de Od. Particularmente mostramos la aproximaciéon numeérica del conjunto final de

activos |A,| y el residuo H(S,}CLHHL;,,.
0

Iteracion o7 e | Agt1]
1 4,1172790 1 4,11727°1 [ 25596
2 1,1678 91 | 2.83637°1 | 25596
3 2,4181792 [ 2,07077 91 | 25584
4 2,5540793 | 1,0561°T | 25500
5 2,9824794 [ 1,16777°1 | 25304
6 5,004579 | 1,67807°T | 25112
7 9,097379 [ 1,8178 79T | 24980
8 1,4231796 | 1,56437°1 [ 24960
9 1,1051797 [ 76353702 | 24960
10 1,1314799 [ 1,0239792 [ 24960

Cuadro 1. Flujo laminar de un fluido de Casson en una tuberia de seccion cuadrada. Para cada iteraciéon k:
el residuo ||67||, tasa de convergencia v} y ntimero del conjunto de activos |Aj1| para Od = 0,1.
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Iteracion 07| v | Akt1]
1 4,87257 01 [ 48725791 | 25596
2 1,393079T | 2,8589~°1 [ 25596
3 3,9221792 | 2.8185701 | 25548
4 8,3159793 [ 2,1203°T | 25236
5 1,2148793 11,4608~ 01 | 24412
6 2,119679% | 1,74487°1 | 23532
7 4,18957% | 1,9808~° | 22976
8 7,8786795 | 1,8765 01 | 22724
9 9,3928707 [ 1,1922791 | 22724
10 4,1107798 [ 4,3764702 | 22724

Cuadro 2. Flujo laminar de un fluido de Casson en una tuberia de seccién cuadrada. Para cada iteracion k:
el residuo ||6£L||, tasa de convergencia u,’; y namero del conjunto de activos |Ag41| para Od = 0,2.

Iteracion o7 vl | Ag41]
1 5,5718 91 [ 5,57187°T | 25596
2 1,389379T | 2,4934-01 [ 25596
3 3,6528702 [ 2,6292701 | 25424
4 1,081479%2 12,9605~ 9" | 24060
5 3,3976703 | 3,14197°T | 20816
6 9,06047%% [ 2,6667°1 | 17196
7 1,8977-9% 12,0645~ °1 | 14628
8 3,98687° | 2,09037° | 13276
9 6,2536-96 [ 1,57647°1 [ 13016
10 3,6897707 [ 5,890379% | 12984
11 2,94807%% [ 7,990979% | 13012

Cuadro 3. Flujo laminar de un fluido de Casson en una tuberia de seccién cuadrada. Para cada iteracion k:
el residuo ||<5£||7 tasa de convergencia V;Cl y namero del conjunto de activos |Ag41| para Od = 0,4.

Od | Iteracion s | Agt1]
0.1 10 1,1314799 | 24960
0.2 10 4,1107798 [ 22724
0.4 11 2,9480~%% [ 13012

Cuadro 4. Flujo laminar de un fluido de Casson en una tuberia de secciéon cuadrada.

53



54 5. RESULTADOS NUMERICOS
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Figura 2. Flujo de un fluido de Casson en una tuberia de seccién cuadrada (arriba) y su corte transversal
(abajo). a) Od=0.1, b) Od=0.2, ¢) Od=0.4
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Figura 3. La tasa de convergencia v} (arriba) y el residuo ||§l,};HHl,;1 (abajo), en la simulacion del flujo para
0
a) Od=0.1, b) 0d=0.2, ¢) Od=0.4

©

Figura 4. Aproximacion del conjunto de activos (arriba) y curvas de nivel (abajo) para los ntmeros de
Oldroyd a) Od=0.1, b) Od=0.2, ¢) Od=0.4.
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Se puede concluir después de analizar las tres simulaciones anteriores que las propie-
dades del algoritmo son independientes del ntimero de Oldroyd seleccionado.

2. Comparacion GSNN con el método de Lagrangeanos extendidos.

En esta secciéon mostraremos las ventajas del uso de los métodos generalizados de
Newton en la resoluciéon numérica del flujo laminar de un fluido de Casson frente al método
de Lagrangeanos extendidos, el cual es el método mas usado para la resoluciéon de este
tipo de problemas. Con este propdsito se considera un dominio circular, con centro en el
origen y radio unitario, una triangulaciéon uniforme, cuyas componentes estan inscritas en
un circulo de radio » = 0,05, tal como se muestra en la siguiente figura. Para generar
esta malla utilizamos un codigo de MATLAB para la generacion de mallas triangulares y
tetraedricas denominada distmesh desarrollado por Per-Olof Persson y Gilbert Strang y
mostrado en [26].

AV TATEYAVav
SPEORRET
PVAYAVAY,vivavivAYAVAVAVL N
YAVAYAVAVAVAV AVAVAVAVAVAVAVAV, V)N

RROOOOOKRKR
NVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVI VA
R

Loorrss

Figura 5. Discretizaciéon del dominio circular.

Como en la seccién anterior, para la resolucion numérica del problema utilizando el
método generalizados de Newton, se inicializa la variable y, como la solucién de la ecuacion
de Poisson Ahyg =1y qg = 0. En esta seccién se utilizara la norma euclideana en lugar

de || - || ;1.n pues son equivalentes al estar definidas sobre un espacio de dimension finita,
0

por tanto el criterio de parada es || < 107C.

2.1. Meétodo de Lagrangeanos Extendidos. A continuacion se introducira el
método de Lagrangeanos extendidos para la solucion numeérica del problema (3.32) (para
un estudio mas detallado del método ver [23] y [33]). En lugar de (3.32) consideramos el
problema equivalente

(5.3)
1 4
min J(y,p) :/ |p|2d:L‘+\/Od/ |p|gdx—|—0d/ ]p|dx—/ydm.
2 Ja 3 Q Q Q

yeH} (Q),peL?(Q);p=Vy

A continuacion relajamos la restriccion Vy — p = 0, con el uso de multiplicadores de
Lagrange, asi que, definimos el funcional Lagrangeano

(5.4) L(y,p,A) == J(y,p) + /Q A (p— Vy)dz,
con y € HY(), p, A € L%(Q), y para r > 0 el funcional Lagrangeano extendido

)
(55 L5, N) = LN + 5 [ o= Vo,
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De esta forma, el problema (3.32) es equivalente a encontrar el punto de ensilladura
de L(y,p,A). Como (3.32) tiene una tunica solucion, existe un punto de ensilladura de
L(y,p,A) tal que Vy — p = 0, el cual es también un punto de ensilladura de L. (y, p, \).
De [22, 33| se sabe que el algoritmo para hallar el punto de ensilladura de L, (y, p, \) esta
basado en el siguiente esquema iterativo.

Algoritmo (LE)

1. p° A' € R? son arbitrarios y cuadraticamente integrables sobre el dominio €.
2. Con p™~ !, A™ conocidos, encontrar y™ tal que

(5.6) —rAY" =14V A" —pV.p"L

donde ¢y = 0 en 02 param =1,2,3,....
3. Obtener p™ de

(5.7)
p" =0 si Od > |\ + rVy™|
{ (0dVOd|p™|~1/2)p™ = (A™ + rVy™) (1 - wﬁ%) , de lo contrario.
4. Obtener \™*! de
(5:8) A= AT p (VY™ = P,

donde p" es una sucesion de constantes.

Con este algoritmo se tiene la siguiente convergencia (ver |22, pag. 3|):

(5.9) y™ — y fuertemente en H}(Q),
(5.10) p™ — p fuertemente en L?(Q),
(5.11) AL\ 0 fuertemente en L%(12),

Teniendo por tanto que el criterio de parada para este algoritmo es [[A™T1 — A 10 < €
con € > 0 [23], siendo € = 107° el utilizado en esta seccion.

Al igual que en [33], r y py, se fijan como la unidad y se toma como iniciales q” = 1y
A=o.

2.2. Comparaciones numeéricas. En los Cuadros 5 - 7se muestra el comporta-
miento del algoritmo GSNN y el de Lagrangeanos extendidos para distintos nimeros de
Oldroyd y de tamanos de malla. Como parametro de comparacion se toma el ntmero de
iteraciones, el tamano del conjunto de activos aproximado por cada método, la norma en
HU del criterio de parada y el namero de sistemas lineales resueltos hasta alcanzar el
criterio de parada.

En las Figuras 6, 8 y 10 se muestra las soluciones numéricas del algoritmo para diferen-
tes ntimeros de Oldroyd y se compara las zonas inactivas obtenidas a través del algoritmo
GSNN y Lagrangeanos extendidos. Estas graficas muestran el efecto del nimero de Ol-
droyd en las soluciones del algoritmo, ya que se puede evidenciar que la velocidad del flujo
de piston (plug flow velocity) decae evidentemente cuando el nimero de Oldroyd aumenta.
Ademés el tamano de la zona rigida aumenta a mayor nimero de Oldroyd, Od. En las
Figuras 7, 9 y 11 se compara graficamente la tasa de convergencia v, el residuo |62/ ;1.n
y en namero del conjunto de activos Ay en la tltima iteracion realizada con el método
GSNN (parte superior) y Lagrangeanos extendidos (parte inferior).
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od| n Iteraciones | Ap41] Criterio de parada | Sistemas lineales
GSNN|[ LE [GSNN| LE | GSNN LE GSNN [ LE
0.1] 0.2 6 196 | 280 | 274 [4,3216796]9,907379 6 196
0.1] 0.1 7 3244 1284 [ 1282 7,7328796 [ 9998906 7 3244
0.1]0.05 8 5662 | 5388 | 5356 | 2,4565-° | 9,997176 8 5662

Cuadro 5. Comportamiento numérico del algoritmo GSNN y Lagrangeanos extendidos para distintos tamanos
de malla con Od=0.1.

Solucion del problema para Od=0.1 GSNN Lagrangeanos extendidos

Figura 6. Flujo de un fluido de Casson en una tuberia de seccién circular (izquierda) y aproximacion de zona
la inactiva con GSNN (centro) y Lagrangeanos extendidos (derecha) con Od=0.1.

: Tasa de convergencia SNN Residuo GSNN Conjunto de activos GSNN
10 10 e g

o738
& 107 10

Lt —
10 \/
B 1077

are
i " 10

Lagrangeanos extendidos Residuo Lagrangeanos extendidos Conjunto de activos Lagrangeanos extendidos

10' 10° V‘H

177 ’J

10° 107° H

3727
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> 3
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 7. Ejemplo 1: Flujo de un fluido de Casson en una tuberia de secciéon cuadrada (izquierda) y su corte
diagonal (derecha). Od=0.2.

Para el namero de Oldroyd, Od = 0,1 y diferentes tamanos de malla (Cuadro 5), se
puede evidenciar las ventajas del algoritmo GSNN sobre el algoritmo LE. Si se compara el
numero de sistemas lineales a ser resueltos, se tiene que que en la malla méas fina el algoritmo
GSNN resuelve 8 sistemas, mientras que el algoritmo LE resuelve 5562. Se observa ademaés,
que el tamano del conjunto de activos es similar para los dos algoritmos. En la Figura 7 se
puede observar que la tasa de convergencia del algoritmo LE permanece estable, mientras
que la velocidad en que el algoritmo GSNN converge hacia la respuesta es mucho mayor.
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od| n Iteraciones | Ap41] Criterio de parada | Sistemas lineales
GSNN| LE [GSNN| LE | GSNN LE GSNN | LE
02] 0.2 9 3757 260 | 256 | 1,2869796 | 9,9958~06 9 3757
02 0.1 8 4705 | 1142 [ 1132 | 8,7514796 ] 9,9997-96 8 4705
0.2 [0.05 9 9535 | 4808 | 4736 | 7,66807°7 [ 9,9983776 9 9535

Cuadro 6. Comportamiento numérico del algoritmo GSNN y Lagrangeanos extendidos para distintos tamanos
de malla con Od=0.2.

Solucion del problema para Od=0.2

GSNN Lagrangeanos extendidos

Figura 8. Flujo de un fluido de Casson en una tuberia de seccién circular (izquierda) y aproximacion de zona
la inactiva con GSNN (centro) y Lagrangeanos extendidos (derecha) con Od=0.2.

Tasa de convergencia SNN Residuo GSNN Conjunto de activos GSNN

Lagrangeanos extendidos Residuo Lagrangeanos extendidos Conjunto de activos Lagrangeanos extendidos
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Figura 9. Ejemplo 1: Flujo de un fluido de Casson en una tuberia de secciéon cuadrada (izquierda) y su corte
diagonal (derecha). Od=0.2.

Para el namero de Oldroyd, Od = 0,2 y diferentes tamanos de malla (Cuadro 6), se
puede evidenciar las ventajas del algoritmo GSNN sobre el algoritmo LE. Si se compara el
numero de sistemas lineales a ser resueltos, se tiene que que en la malla méas fina el algoritmo
GSNN resuelve 9 sistemas, mientras que el algoritmo LE resuelve 9535. Se observa ademaés,
que el tamano del conjunto de activos es similar para los dos algoritmos. En la Figura 9 se
puede observar que la tasa de convergencia del algoritmo LE permanece estable, mientras
que la velocidad en que el algoritmo GSNN converge hacia la respuesta es mucho mayor.
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odl n Iteraciones | Agt1] Criterio de parada | Sistemas lineales
GSNN| LE |[GSNN| LE | GSNN LE GSNN | LE
041 0.2 9 7105 | 142 | 132 | 3,9853796 | 3,985396 9 7105
041 0.1 10 [ 24502 | 438 | 420 |3,150779719,99957% | 10 724502
0410.05] 10 [26603| 2444 [22783,7597-97 19,9997 | 10 26603

Cuadro 7. Comportamiento numérico del algoritmo GSNN y Lagrangeanos extendidos para distintos tamanos

de malla con Od=0.4.

Figura 10. Flujo de un fluido de Casson en una tuberia de seccion circular (izquierda) y aproximacion de

Solucion del problema para Od=0.4

GSNN

Lagrangeanos extendidos

zona la inactiva con GSNN (centro) y Lagrangeanos extendidos (derecha) con Od=0.4.

Figura 11. Ejemplo 1: Flujo de un fluido de Casson en una tuberia de seccion cuadrada (izquierda) y su corte

Tasa de convergencia SNN

Residuo GSNN

Conijunto de activos GSNN

Lagrangeanos extendidos

Residuo Lagrangeanos extendidos

Conjunto de activos Lagrangeanos extendidos

a3

diagonal (derecha). Od=0.4.
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Para el namero de Oldroyd, Od = 0,4 y diferentes tamanos de malla (Cuadro 7), se
puede evidenciar las ventajas del algoritmo GSNN sobre el algoritmo LE. Si se compara
el numero de sistemas lineales a ser resueltos, se tiene que que en la malla mas fina el
algoritmo GSNN resuelve 10 sistemas, mientras que el algoritmo LE resuelve 26603. Se
observa ademas, que el tamano del conjunto de activos es similar para los dos algoritmos.
En la Figura 11 se puede observar que la tasa de convergencia del algoritmo LE permanece
estable, mientras que la velocidad en que el algoritmo GSNN converge hacia la respuesta
es mucho mayor.
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3. Comportamiento del modelo de Bingham

En esta seccion se realizard una breve comparacion entre las soluciones de los fluidos
de Bingham y Casson utilizando métodos generalizados de Newton. Como en las secciones
anteriores, se inicializa la variable y, como la solucién de la ecuacién de Poisson A"yl = 1
v i = 0y se fija como criterio de parada ||| ;1. < 1075,

3.1. Fluido de Bingham. Un fluido de Bingham, es un fluido visco pléstico que al
igual que el modelo de Casson, presenta un comportamiento rigido hasta que cierto nivel
de esfuerzo es alcanzado, luego de lo cual fluye como un fluido viscoso.

Las ecuaciones constitutivas de este tipo de fluidos se pueden reducir a encontrar un
campo de velocidades y = y(z1, z2) en  que satisface

(5.12) — Ay(x) =V -q(z) =1, en Q
(5.13) y(x)=0en T

q(z) = %V@/(w) size A
lg(x)] < Od six €T,

con los conjuntos A e Z, de activos e inactivos, definidos respectivamente como
(5.15) A={zecQ:|Vy(z)| #0} eZ :={zcQ:|Vy(x)| =0}.

3.2. Comparaciones numéricas. Estas las Figuras 11 - 14 se puede evidenciar
el decaimiento que sufre la velocidad del flujo de piston (plug flow velocity) cuando el
numero de Oldroyd aumenta, siendo este efecto mas fuerte en el fluido de Casson que en
el de Bingham. Adicionalmente se tiene, que el nimero de tridngulos en la zona inactiva
es igual en ambos fluidos en los dos primeros casos analizados (ver Cuadro 8), algo no tan
sorprendente dado que las zonas activas e inactivas de ambos flujos se definen de forma
idéntica.

(5.14)

Od
01 | 02 | 04
| Akt
GSNN 19208 | 17772 | 10060
LE 19208 | 17772 | 11152

Cuadro 8. Conjunto de activos para distintos nameros de Oldroyd.

Fluido de Bingham Inactivos Bingham Controrno Bingham-Casson

oA 4 1 -1 -0.5 [ 05 1

Fluido de Casson Inactivos Casson Numero de Activos Bingham-Casson

AN

Figura 12. Solucion del sistema, conjunto de inactivos, corte transversal y tamano del conjunto de activos
de los fluidos de Bingham (parte superior) y Casson (parte inferior) para Od=0.1.
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Fluido de Bingham Inactivos Bingham Contromo Bingham-Casson
02 o1 Bingham
Casson

0.08
. "
0.04

Fluido de Casson Inactivos Casson Numero de Activos Bingham-Casson

10"
o'

Figura 13. Solucién del sistema, conjunto de inactivos, corte transversal y tamafno del conjunto de activos
de los fluidos de Bingham (parte superior) y Casson (parte inferior) para Od=0.2.

Fluido de Bingham Inactivos Bingham Controrno Bingham-Casson

0015

0.005

Bingham
Casson

Fluido de Casson Inactivos Casson Numero de Activos Bingham-Casson

Figura 14. Solucién del sistema, conjunto de inactivos, corte transversal y tamafno del conjunto de activos
de los fluidos de Bingham (parte superior) y Casson (parte inferior) para Od=0.4.

De las comparaciones anteriores se puede verificar que ambos fluidos presentan las pro-
piedades mecénicas caracteristicas de fluidos con limite elastico, es decir se puede constatar
la existencia de una zona rigida que en ambos fluidos presentan dimensiones similares aun
cuando el modelo de Bingham muestra una velocidad de flujo superior a la del modelo de
Casson.






Capitulo 6

Conclusiones

El principal objetivo de esta tesis fue desarrollar un algoritmo de segundo orden para la
simulacién numérica de un flujo laminar y estacionario de un fluido de Casson en tuberias
de seccion constante, con condiciones de adhesion en la frontera. Con este fin iniciamos
estudiando las variables cinemaéticas y las ecuaciones constitutivas fundamentales para el
desarrollo de este tipo de fluidos. A continuacién deducimos sus ecuaciones gobernantes
generales para el flujo de un fluido de Casson, bajo ciertas suposiciones que garantizaban
entre otras cosas su invarianza con respecto al sistema de coordenadas elegido, la coheren-
cia con la respuesta real del material modelado y la correcta definicion de las ecuaciones
involucradas. Como siguiente paso, deducimos el sistema que rige el movimiento especifico
para nuestro caso, calculamos explicitamente su tensor de deformacién y adimensionaliza-
mos nuestro sistema con el objetivo de escribirlo a manera de una desigualdad variacional
de segundo orden, y de esta manera asociarlo con un problema de optimizacién no res-
tringida, a través del cual se demuestra la existencia y unicidad de las soluciones para el
problema en anélisis.

Como nuestro problema asociado incluye el operador divergencia, el esquema de solu-
cion numérica puede sufrir un mal condicionamiento, razoén por la cual se introduce una
familia de problemas regularizados localmente, a través de una regularizaciéon continua del
tipo Huber, el cual puede ser reescrito como un sistema de complementariedad que incluye
una ecuacion en H} () y una ecuacion en L?(Q). Esta regularizacion nos permite aproxi-
mar las soluciones de nuestro problema a través de la sucesiéon formada por las soluciones
de los problemas regularizados. Se muestra, que esta sucesiéon es convergente a la soluciéon
de nuestro problema al finalizar el Capitulo 3.

Tras escribir nuestro problema como un sistema de complementariedad, discretizamos
dicho sistema utilizando elementos finitos y caracterizamos cada una de las matrices que
componen nuestro sistema discreto. A continuaciéon desarrollamos un algoritmo globali-
zado tipo Newton para la resolucién numérica de nuestro problema, el cual se muestra
convergente globalmente de formal lineal y localmente de forma superlineal, proveyendo
una metodologia eficiente para la simulacion numérica de este tipo de fluidos.

En el Capitulo 5 se muestran los resultados numéricos de la implementacion del mé-
todo generalizado de Newton y mostramos las propiedades de convergencia del algoritmo
GSSN a través de las magnitudes ||67(| y v, observandose que |07 || decrece, comprobando
numéricamente la convergencia de g, hacia ¢,. Ademas se observa que la tasa de decreci-
miento aumenta en las ultimas iteraciones, lo que confirma la convergencia superlineal del
método.

Posteriormente se desarrolla la comparacion entre el método GSNN y el método de
Lagrangeanos extendidos mostrandose las claras ventajas de los métodos generalizados de
Newton.
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Capitulo 7

Recomendaciones

Después de probar nuestra metodologia y mostrar las ventajas de los métodos genera-
lizados de Newton en la resolucion numeérica del flujo laminar y estacionario de un fluido
de Casson en una tuberia de secciones cuadrada o circular, estamos seguros que ésta tesis
contribuye al desarrollo del analisis de fluidos visco plésticos y se recomienda continuar su
estudio y extenderlo en otros fluidos sin limitarse al caso estacionario, ya que este trabajo
puede servir de base para el anélisis del movimiento de este tipo de fluidos en reservorios,
canales y cavidades o de problemas con viscosidad dependiente de la temperatura, entre
otros.
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