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Notacilones

B{zo,r} = {z;||lx — x| <1} Bola abierta, centrada en cero, de radio r.
M+ Complemento ortogonal de M.

Ker(A) Ntcleo del operador A.

Rg(A) Rango del operador A.

c.t.p. Casi todo punto.

Ay = 21’:1% Laplaciano de u.

R+ Reales positivos.

o, u Derivada normal exterior.

signf(x) Funcion signo de f.

oN="T Frontera de €.

C(Q) Funciones continuas en €.

Ck(Q) Funciones k veces continuamente diferenciables en €.
C%(Q) Funciones Holder continuas en (2.

whe whte wmr H' H} Espacios de Sovolev.



Introduccion.

En este trabajo, se hard una presentacién mas o menos sintética de los elementos basicos de
la teoria del grado topolégico de Brouwer y su extensién a espacios de Banach de dimension
infinita, adema&s se dardan a conocer los resultados principales de la Teoria de Bifurcaciones.

Asimismo, destacamos una serie de aplicaciones de dichas teorias en problemas relaciona-
dos con las ecuaciones diferenciales parciales, para los cuales se tratard de hallar la forma
que tienen sus ramas de bifurcacién, dandonos a conocer la existencia y multiplicidad de
soluciones. Ademds se veran ciertos ejemplos de aplicaciones en el andlisis y el dlgebra.

La bibliografia relativa la Teoria de Grado Topoldgico es muy extensa y los primeros articulos
pueden ubicarse a fines del siglo XIX; en particular sus antecedentes se refieren al trabajo
de Kronecker. No obstante, el primer autor que dié una definicién del grado de una funcion
continua fue Brouwer en un articulo publicado en el ano 1911, a partir de alli fue denominado
grado topoldgico de Brouwer.

En un célebre trabajo realizado por Leray y Schauder en 1934, se define el grado topologico
para ciertas funciones definidas sobre conjuntos abiertos y acotados de un espacio de Banach
arbitrario. La clase de funciones para las cuales se definid, fueron llamadas a posteriori trans-
formaciones de Leray-Schauder, que resultan ser perturbaciones compactas de la identidad,
es decir ® = [ —T con T un operador compacto. La idea central de la definicién de grado de
Leray-Schauder que la estudiaremos en el Capitulo 4, consiste en aproximar la transforma-
cién compacta mediante transformaciones de rango finito y posteriormente utilizar la teoria
del grado topoldgico de Brouwer, vélida para un espacio de dimension finita.

En el capitulo 5, se enunciaran los memorables teoremas de Rabinowitz y Krasnoselskii, los
cuales son una aplicacién del grado de Leray-Schauder. Ademas, se dardn a conocer ciertos
resultados de la teoria de bifuraciones aplicados a problemas elipticos.

En el capitulo 6 se realizard la parte principal de esta tesis, que consiste en generalizar [2],
pero en nuestro caso aplicado a problemas elipticos no lineales perturbados con condiciones
de Dirichlet homogéneas. Permitiéndonos de esta manera hallar resultados de existencia
de soluciones positivas para este tipo de problemas. Mas aun, dando ciertas condiciones
al problema, podremos conocer la forma que tendran las ramas de bifurcacién y asi se



podré aumentar o disminuir el nimero de soluciones.

Para finalizar haremos una aplicacién de los resultados obtenidos en el capitulo 6, estudiando
los problemas elipticos no lineales con condiciones de Dirichlet no homogéneas, los cuales
son una generalizacion de los modelos usados para estudiar las llamas solares en ausencia de
gravedad.
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Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Calculo diferencial
Sean X, Y espacios de Banach y sea L(X,Y) el espacio de los operadores lineales continuos
de X en Y. Dotamos a L(X,Y’) con la norma

[All L xyy = sup{l|Azlly : [lzfly <1}, Ae L(X)Y),

Con esta norma L(X,Y’) es un espacio de Banach. Si U C X es un abierto, C(U,Y’) denota
el espacio de las funciones continuas de U en Y.

Definicion 1. Decimos que f : U — Y es Fréchét diferenciable en u € Ucon derivada
df(u) € L(X,Y) si

fu+h) = f(u) +df (u)[h] + o(]|R]]), con h — 0

f se dice diferenciable en U si f es diferenciable en todo punto u € U.

De la definicién se sigue que si f es diferenciable en u € U, entonces f es continua en wu.
Sea f: X xY — Z, consideremos la funcién f, : v — f(u,v), respectivamente f, : v —
f(u,v). La derivada parcial de f con respecto a u, respectivamente v, en (u,v) € X x Y

estd definida por 0, f(u,v) = df,(u), respectivamente 0, f (u,v) = df.(v).

En particular, 0, f(u,v) € L(X,Z) y 0, f(u,v) € L(Y, Z). Es facil ver quesi f : X XY — Z es
diferenciable en (u,v), entonces f es parcialmente diferenciable y 9, f(u,v)[h] = df,(u)[h] =
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df (u,v)[h, 0], respectivamente 0, f(u, v)[k] = df.(v)[k] = df (u,v)[0, k]. Mas atin, se satisface
el siguiente resultado:

Proposicion 1. Si f posee derivada parcial con respecto a v y v en una vecindad N de
(u,v) y las funciones u — Oy f y v — O,f son continuas en N, entonces f es diferenciable
en (u,v) y

df(“? U)[h7 k] = auf<uv U)[h] + avf(uv U)[]{I]

Demostracion. Ver referencia [7], pagina 162. O

Sea f e C(U,Y),u* € Uyv* = f(u*) € Y. Decimos que f es localmente invertible en u* si
existen vecindades U* y V* de u* y v* respectivamente y una funcién g € C'(U*, V*) tal que

9(f(u)) =u, YueUr, flg(w)) =v, YoeV~

Teorema 1. (Teorema de inversion local)
Supongamos que f € C*(U,Y) y df (u*) es invertible (como una aplicacién lineal en L(X,Y)).
Entonces f es localmente invertible en u*, f~' es de clase C' y

df '(v) = (df(w))™", VYo eV* dondeu= f""(v)

Mds atin, si f € C*(U,Y), entonces f~* es de clase C*.

Demostracidon. Ver referencia [7], pagina 172. ]
Definicion 2. Sea X un espacio de Banach y T un operador continuo en X.

T se dice Compacto si para toda sucesion acotada (x;) en X, la sucesion (T'z;) tiene una

subsucesion convergente. Equivalentemente, si ) es un conjunto cerrado y acotado, diremos
que T es Compacto si la imagen T(Q)) es relativamente compacto.

En todo lo que sigue, se considerard la funcién u : Q@ — R donde u := u(x), la misma
notacion se usara para todas las funciones que dependan de x € Q C R™.
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1.2. Ecuaciones elipticas.

Consideremos el problema lineal con condiciones de Dirichlet en la frontera,

—Au=h en (1.1)
u=0 en 00

donde h es una funcién dada en Q C R". Si h € L*(Q2), una solucién débil de (1.1) es una
funcién v € H}(Q) tal que

/VU.VU dr = / hv dz, Vv e C;°(2).
Q Q

Teorema 2. Sea ) C R™ un dominio acotado.

» SiheLP(Q),1<p< oo, entonces (1.1) tiene una tinica solucion débil u € HJ ()N
H??(Q) tal que
[ull o < c IRl

» (Estimaciones de Schauder)Si Q es de clase O y h € C%%(Q) entonces u € C>(Q)
es una solucion cldsica de (1.1) y

ull co.a < ¢[|P]] o
Demostracidn. Ver referencia [6], pagina 317. ]

Observacion 1. Las estimaciones de Schauder se siguen satisfaciendo cuando reemplazamos
—A por el operador eliptico de sequndo orden

—Lu = — Zamax o1, +Zb

donde a;;,b;, ¢ son de clase C*(), ¢ >0 en Q y Ik > 0 tal que

Y a4y = k| CP VeeQ(eR"
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1.3. Valores propios del problema lineal con condi-
ciones Dirichlet en la frontera.

Consideremos el problema lineal de eigenvalores

—Au=Xu en (1.2)
u=0 en 00

con 2 C R™.

Se sigue que (1.2) es equivalente al problema u = AK (u) donde K = (—=A)™!, con u € L*(Q)
ou € C%(Q).

Ahora es conveniente tomar en cuenta las siguientes propiedades para un operador A €
L(X,X) donde X es un espacio de Banach.

(RFy) Ker(A) es de dimension finita, Rg(A) es cerrado y tiene codimension finita,;
(RFy) Rg(A) = [Ker(A")]* ={ue X : (¥,u) =0,V € Ker(A*)};

(RF3) Im > 1tal que Ker(A*) = Ker(A*1),Vk > m. Més atin, 3k > m tal que Rg(A*) =
Ker(AF), X = Ker(A™)@Rg(A™) y larestriccién de A a Rg(A™) es un homeomorfismo
lineal de Rg(A™) sobre si mismo.

(RFy) Ker(A) ={0} < Rg(A) = X.

Para la siguiente definicién vamos a considerar Ay = I — AK.

Definicién 3. Un nimero real X\ tal que Ker(Ay) # {0} es un eigenvalor de (1.2). El
entero m tal que (RF3) se satisfece (con A = Ay) es llamada la multiplicidad de A. Cuando
la multiplicidad es igual a 1 decimos que el eigenvalor es simple.

Ahora partiendo de la definiciéon anterior se tiene el siguiente resultado:
Teorema 3. (i) La ecuacion (1.2) tiene una sucesion de eigenvalores Ay, tal que
O< M <A< < )\ J+o0

El primer eigenvalor A\ es simple y sus correspondientes eigenvectores no cambian de
signo en . Mds aun, A\ es el unico eigenvalor con las siguientes propiedades:

Denotaremos por ¢y al eigenvector correspondiente a Ay tal que ¢1 > 0 y [[¢1]| ;2 = 1.
Tambien denotaremos por @; los eigenvectores correspondientes a \; tal que:

/ Orerdr = Opy,
Q

14



(ii) Se satisface
A= ml’n{/ | Vu|*dz:ue H&(Q),/ﬁdaj =1}
Q Q

(i) Sea Wi ={u e Hy(Q) : [, VuVpdr =0} para h=1,....k — 1 se tiene que

A\ = min{/ | Vu |*dz:ue Wk(Q),/ uide =1}
Q Q
Demostracion. Ver referencia [6], paginas 336-344. O

Las propiedades (i) y (ii) son caracterizaciones variacionales de los eigenvalores. De (i7)
podemos deducir que

Al/uzd:r S/ | Vu [ dz (1.3)
Q Q

1.4. Soluciones positivas.

Los métodos mads utilizados para probar la positividad de las soluciones, estan basados en el
uso de los principios del maximo. Los cuales indican que:

Teorema 4 (Principio del maximo fuerte).
Supongamos que u € C*(2) N C(Q) es armdnica en Q. Entonces,

(i)
MAax u = maxu
Q Fl9)

(i1) Si 2 es conexo y existe un punto xg € Q tal que

u(zg) = maxu
)

entonces u es constante dentro de Q.

Demostracion. Ver referencia [6], pagina 27. O
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Observacién 2. El principio del mdzimo fuerte afirma que si Q es conexo y u € C*(Q) N

C(Q) satisface

—Au=0 en Q
u=g en 0N

donde g > 0, entonces u es positiva en € si g es positiva en OS2.

Teorema 5 (Principio del méximo).
Sea 0 C R™ un dominio acotado con frontera suave y sea A < Ai. Supongamos que u €

C%*(Q) U C(Q) satisface

—Au>du  en
u>0 en 00

Entonces u >0 en Q. Mds aun, u >0 en Q ou=0 en 2.

Demostracion. Ver referencia [1], pagina 12. O

Observacion 3. El principio del mdzimo afirma que si u > 0 en OS2, entonces u es positiva

en €.

1.5. Sub y super-soluciones

Consideremos el problema

—Au = f(u) en Q (1.4)
u=0 en 0N

donde Q C R" y | f' |< C para alguna constante C.

Definicién 4. (i) Decimos que u € H*() es una supersolucién débil del problema (1.4)
51

/ VuVudr > / f(@)vdz (1.5)
Q Q
para cada v € HY(Q) yv >0 c.t.p.
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(ii) Decimos que u € H'(Q) es una subsolucién débil si

/ VuVudr < / fw)vdx (1.6)
Q 0
para cada v € HY(Q) yv >0 c.t.p.
(iii) Decimos que u € H}(Q) es una solucién débil si
/ VuVudr = / fuw)vdz (1.7)
Q Q

para cada v € HY(Q) yv >0 c.t.p.

Observacién 4. Siu,u € C*(Q), entonces de (1.5) y (1.6) se sigue que

—AT > @), —Du< fu) en

Teorema 6. Asumimos que eziste una sub y una supersolucion del problema (1.4) que
satisfacen
>0, u<0en dQyu<uen )

Entonces existe una solucion débil u del problema (1.4) tal que

u<u<u ctp. enf)

Demostracion. Ver referencia [6], pagina 508. O
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Capitulo

Grado topolégico de Brouwer.

El grado topolégico de una funciéon es una herramienta muy 1til para resolver ecuaciones
funcionales. Este fue introducido por L. Brouwer para dimensiones finitas y luego extendido
por J. Leray y J. Schauder a dimensiones infinitas.

A continuacion se hard una demostracién minuciosa de la construccion del grado topolégico
de Brouwer, cabe recalcar que todas las demostraciones presentadas en este capitulo las
realicé en base a las pruebas parcialmente desarrolladas y a las indicaciones que son dadas
en [9].

Ademads se daran algunos ejemplos que permitiran ver la utilidad de esta herramienta
matematica en las ramas del dlgebra y el cédlculo.

2.1. Teorema de Bolzano

Teorema 7. Si f : [a,b] — R es continua y

fla).f(b) <0

Entonces f tiene un cero en [a,b.

Demostracion. Como f es continua y [a,b] es conexo, entonces f([a,b]) es conexo en R,
es decir es un intervalo, ahora como f(a).f(b) < 0, se tiene que f(a) y f(b) tienen signos
distintos, se puede suponer que f(a) < f(b) y asi f(a) < 0 < f(b) pues estamos en un
intervalo, es decir 0 € f([a,b]) y asi 3 x €]a,b] tal que f(x) = 0. O

18



2.2. Método del disparo

Sea el problema de Dirichlet:
u(t) = F(t,u(t)) (2.1)
u(0) =u(1l)=0 (2.2)

donde F': [0,1] x R — R es una funcién continua y acotada.

Ahora para cada ( € R denotamos por u(t, () una solucién del problema (2.1) con u(0,{) =0
y u(0,¢) = ¢, asi definimos f : R — R, f({) = u(L,().

Para resolver el problema de Dirichlet debemos mirar los ceros de f, de esta menera habremos
hallado una solucién u(t, () que satisface (2.1) y (2.2), a esto se lo conoce como el método
del disparo. Nosotros verificaremos el método probando el siguiente resultado.

Teorema 8. Si F' es una funcion continua y acotada entonces el problema de Dirichlet tiene
al menos una solucion.

Demostracidon. Se tiene u(t, ) que satisface:
t
u(t.0) = Gt+ [ (¢ = 5)F(s,u(s,0))ds
0
Si| F(t,u) |< M Y(tu),

| u(t,¢) —Ct|< M/t(t — 5)ds < %tQ

entonces

M
FO-CIS5 VCeR
asi,
M M
—5 = fOs 5 +¢
ahora como lim¢_, 4 f(¢) = %00, f tiene al menos un cero. ]
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2.3. Grado en R

Sea f : [a,b] — R es continua, f(z) # 0 si x = a o x = b. Definimos el Grado Topolégico de
Brouwer como:

1 sif(a) <0< f(b),
deg(f,]a, b)) = 4 —1 si f(b) <0< f(a),

0 otros

2.3.1. Reformulacion del Teorema de Bolzano
Teorema 9. Si deg(f,]a,b]) # 0, entonces f tiene un cero en |a,b.
Demostracion. La demostracién es una consecuencia del Teorema de Bolzano. ]

Puesto que, dado un conjunto abierto y acotado 2 € R, puede ser expresado como la unién
disjunta y contable de intervalos abiertos, es decir Q = J, I,,, podemos dar la siguiente
definicion.

Definicién 5. Si f : [a,b] — R es continua, f(z) #0 Va € 09, definimos el grado como
deg(f,Q) = X, deg(f, 1)

Teorema 10. Si se asumen las condiciones anteriores, entonces f se anula solo en un
numero finito de componentes I, .

Demostracion. Suponemos por contradiccién que f(z,) = 0 con z,, que pertence a un unico
I5(n)- Extrayendo una subsucesién convergente (z, ) tal que z,,, — z, por continuidad f(z) =
0, asi « € I, para algin m, por lo tanto x, € I, con n suficientemente grande, lo cual es
una contradiccion. O

Definicién 6. Asumamos ahora que f € C'a,b], f(z) #0 six =a o x =b. Dado un cero
¢ €la, b] decimos que es simple si f'({) # 0.

Una férmula importante:
Por el Teorema 10 tenemos que existe un numero finito de ceros de f, supongamos ahora
que todos ellos son simples, los cuales pueden ser ordenados de la siguiente manera:

a<(G<G<...<GG<b

20



Teorema 11. Si f € Cla,b], f(x) #0 siz =a ox =b, entonces

deg(f,]a,b]) = S signf'((;)

donde

. / o 1 st f/(l') > O’
signf’(z) = { -1 si f'(z) <0,

Por convencion supondremos que Y 4 = 0.

2.4. Grado en R?

Lema 1. Asumamos que « : [a,b] — R*-{0} es continua. Entonces existe una funcion
continua © : [a,b] — R tal que

a(t) = r(cos(O(t)),sin(O(t))), t € [a,b]

con r = |la|| (norma euclidiana). Mds ain, O(t) es unica, salvo por la aditividad de 2.

Demostracion. Primero probaremos la unicidad.
Si ©1,0; : [a,b] — R son funciones continuas, por tanto se tiene que,

(cos(O1(t)),sin(O1(t))) = (cos(O2(t)), sin(Oa(t)))

entonces Oy(t) = O1(t) + 2wk(t) para cada t, con k(t) € Z. Como t — k(t) es continua y a
valores reales, se tiene que k es constante.

Eristencia para o € C([a, b], R?).
Antes de realizar la prueba asumiremos que el resultado es vélido y trataremos de encontrar
una férmula para ©,

o =7(cosO,sin0) = & = 7(cos O, 5in O) + 7O (—sin O, cos O)
asi tomando la matriz ortogonal se tiene que:
0 -1
=10
de donde se tiene que (d, Ja) = r20 (esta ecuacién se satisface tomando a = (o, ag) ).
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Ahora podemos empezar la prueba: definimos

o =6, + [ I F i),

a a1(s)? + aa(s)?

con O escogida tal que a(a) = ||a(a)|| (cos Oy, sin Oy).

Asf la funcién © es C' y 11 = cos O, 25 = sin © es una solucién del sistema de ecuaciones
(Ifl = —G(t)l’g, 113:2 = @(t)(IJl

Ahora probaremos que y; = %' y y» = “2 también son una solucién del sistema
anterior. Asi,

7"2 = Oé% + Oég = rr = a0 + Qs
ar —aopr ar? —aogrr apr? — afd; — ajasnds

ji = = =
7-2 T3 7.3

= —@(t)y2

013021 — (110{2022 . 042021 — 011022 Qo

73 72 r

de manera similar se puede probar que xy = @(t)xl.

Como las soluciones x1,xy v y1,yo satisfacen la misma condicion inicial el ¢ = a, por la
unicidad del problema de Cauchy se tiene que x1 = y1, o = yo, por tanto:

a1 =1cos®, as=rsin®

Ahora probemos que si | ©; — O, [< 7, entonces | ©1 — O, |< V2 | €1 — 02

Para esto, primeramente probaremos que:

0§9§%:>@§\/§|6i@—1]

Asi, '
e© —1|>|sin® |>| cos¢ | ©

para algin ¢ € [0, 7]
. 1
9
= | —-1]>—=06
| > 7
Ahora, tomando © = ©; — O, se tiene que:
| @1 _ @2 |§ \/5 ‘ ei@l-’i@z _ 1 |: \/5 | ei@1€—i@2 _ 6i@26—i@2

S \/5 | e*i@z || eiel _ ei@Q |§ \/5 | 61'@1 _ ei@Q
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Existencia para o continua
Sea (a,) € C'([a, b]; R™) tal que v, — « uniformemente. Tomar en cuenta que para cada o,
existe ©,, tal que V t € [a, b]

an(t) = [lan]| (cos(On(t)), sin(On(t)))

= (cos(0,(1)),sin(0,(t))) = 1

Ahora puesto que «,, — « se tiene que () es de Cauchy y por tanto (||c,||) también lo es,
pues,

[ o[l = llewmll 1< flan = am]| — 0

asi se tiene que (||av,||) es convergente.

Tomando n,m > N para un N suficientemente grande se tiene que,
lom || = llamml| = K

y asi usando la estimacion hecha anteriormente,

an () _ (1)
lem]| e

| ©ult) = On(t) [ < V2| 010 — 0 < V3 | |

<2 y(t) — anft) |0

por tanto (0,(t)) es de Cauchy y asi (©,(t)) converge uniformemente a O(t), donde O es el
argumento buscado. ]

Lema 2. Asumamos que «, : [a,b] — R*-{0} es una sucesidn de funciones continuas,
uniformemente convergentes a « : [a,b] — R2-{0}. Si ©,(a) — O(a), entonces ©,, — O
uniformemente.

Demostracion. Puesto que (ay,) es una sucesién de funciones continuas, para cada «,, puedo
hallar ©,, tal que
v (t)
[l

= (cos(O,(t)),sin(O,(t))) = e©»®
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Ya que «,, — «, se tiene que («,) es de Cauchy y por tanto (|la,||) también lo es, asi se
tiene que (]|a,||) es convergente.
Tomando n,m > N para un N suficientemente grande se tiene que,

[l = llcwml| = &

y asi usando la estimacion hecha en el teorema anterior

V2

[ ©n(t) = Ou(t) |< —= [ au(t) — aw(t) |- 0

por tanto (0,(t)) es de Cauchy y puesto ©,,(a) — ©O(a), se concluye que (0,(t)) converge
uniformemente a ©(t) donde O es el argumento buscado. ]

Definicién 7. Dado la funcion continua o : [a,b] — R2-{0}, definimos el niimero W N de
la curva a(t) alrededor del origen por:

WN = = [0() - 6(a)]

2T

Se puede ver que el niimero W N es independiente del argumento elegido.

Proposicién 2. Si la curva es cerrada (a(a) = a(b)), el WN es un entero.

Demostracion. Como a(a) = a(b) = ||a(a)|| = [|a(b)|], se tiene que

(cos(©(a)),sin(O(a))) = (cos(O(b)),sin(O(b)))

entonces O(b) = O(a) + 2wk con k € Z, asi

WN = L [00) — 6(a)] = 2i 2rk] = k € Z

2 T
L]

Asumimos ahora que 2 es un Dominio de Jordan en R2. Esto significa que €2 es la componente
acotada de R2-T', donde T es la curva de Jordan. Asumamos que « : [0,1] — R? es una
parametrizacién positiva de I', tal que,

ol es inyectiva,V I <1
a([0,1]) =T

'WN son las siglas de "Winding Number”, que en espafiol significa ”Ntimero Zigzagueante”.
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Definicién 8. Dada f : Q — R? continua, f(x) #0 VYo € 0Q =T, definimos
deg(f,Q) =WN de (foa) alrededor del origen

Para una mejor comprencion de lo hecho anteriormente, se resolveran algunos ejemplos que
fueron tomados de los ejercicios propuestos en [9].

Ejemplo 1.
i) C=R? f(z2)=2",n=1,2,.., Q=disco unidad, a(t) = *™*. Hallar deg(f,?).
Solucién: Se tiene que f(a(t)) = e2™™ y por tanto || f(a(t))|| = 1, ahora

» f(a(1)) = e*™ = (cos(2mn), sin(27n)), asi

cos(2mn) = cos(O(1)) y sin(27n) = sin(6O(1))

= O(1) =2mn

» f(a(0)) =¥ = (cos(0),sin(0)) = (1,0), asi
cos(©(0)) =1 y sin(O©(0)) =0

=0(0)=0
por tanto .
deg(f.9) = 5-[6(1) = ©(0)]
= %[271’% —0l=n

ii) C=R, f(z) =z, Q= disco unidad, a(t) = €™, Hallar deg(f,<).

—2mit

Solucién: Se tiene que f(a(t)) =e y por tanto ||f(«(t))|| = 1, ahora

s f(a(l)) = e 2™ = (cos(—27), sin(—27), asi
cos(—2m) = cos(O(1)) y sin(—2m) =sin(O(1))
= 0(1) =—27
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s f(a(0)) = €% = (cos(0),sin(0)) = (1,0), asi
cos(0(0)) =1 y sin(6©(0)) =0
=0(0)=0

por tanto

deg(,2) = 5-[0(1) ~ O(0)

= Ll-2r—0]= -1

Proposicion 3. El grado es una funcion continua

Demostracion. Sean f,, f : @ — R? continuas, f, # 0,f(z) #0 Vo € 0Qy fo — f
uniformemente, entonces por el Lema 2 se tiene que deg(f,,2) — deg(f, Q). ]

Ademés, como deg( f,, ) es un entero para todo n > 1y puesto que deg( f,,, ) — deg(f,),
se tiene que la sucesién (deg(f,,2)) deber ser constante a partir de un cierto N. De aqui se
deduce la siguiente propiedad:

Definicién 9. Una Homotopia es una funcion H = H(\,x) tal que H € C([0,1] x Q,R?)
donde Q es un subconjunto abierto y acotado de R?.

Definicién 10. Una homotopia es admisible, si H(\, z) # 0 para todo (A, x) € [0,1] x 0.
2.4.1. Propiedad de Homotopia

Si H es una homotopia admisible, entonces deg(H (-, A),2) es independiente de .

Demostracion. Tomemos una sucesién (H, (-, \)) que converge uniformemente a H (-, \) con
A € [0,1], como deg(H (-, \),Q2) es continua, se tiene que,
deg(Ho (- 0), 9) — deg(H (- 1), )

como deg(H, (-, \),2) toma solo valores enteros, se concluye que deg(H (-, \), {2) es constante
VAel0,1]. O
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2.4.2. Propiedad de existencia

Teorema 12. Si f : Q — R? es continua, f(z) # 0 Vo € 0Q, deg(f,Q) # 0 entonces f
tiene un cero en €.

Demostracion. » Si (2 es la bola unidad y definimos H(x, \) = f(Ax). Por el absurdo, si
f no tiene ceros, H es una homotopia, lo que implica que

deg(H(',O),Q) - d€g<H('v 1)7Q) - deg(f7 Q) 7& 0

pero H(x,0) = f(0) y puesto que funcién constante tiene grado cero, se produce una
contradiccion.

s Si ) es un dominio de Jordan, tomamos:
P, A) = f(®(, N)

donde B B
O:Qx[0,1] = Q es continua

(-, 1) = identidad
®(-,0) = constante

Asi por el absurdo, si f no tiene ceros, H es una homotopia lo que implica que
pero H(x,0) = f(®(x,0)) = f(k) con k constante, lo que produce una contradiccién.

]

2.5. Aplicacion del grado en el plano

2.5.1. El Teorema Fundamental del Algebra

Teorema 13. Seap € Clz] yn > 1, p(z) = 2" 4+ ap_12""' + ... + a1z + ag un polinomio
donde los a; e RY i € {0,1,...,n — 1}. Entonces p tiene al menos una raiz.

Demostracion. Primeramente recordaremos (ref. [3])que la siguiente es una estimacién para
una posible raiz ( de p;
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| ¢ |< méx{1,|ag | +....4+ | an_1 |}

Definimos
H(z,A) = 2" 4+ Xap_12"" + ... + darz + Aag

y sea  la bola centrada en el origen con radio R > max{1,| ag | +....4+ | a,—1 |}. Entonces
H(z,A\) #0 V(z,A) € 9Q x [0,1] y asi

deg(pa Q) = deg(H() 1)7 Q) = deg(H(a 0)’ Q) =n>0
Entonces la propiedad de existencia implica que p tiene un cero en (). ]
2.5.2. Teorema del punto fijo de Brouwer

SiA={reR?:|jz|| <1}y ®: A — A es continua. Entonces ® tiene un punto fijo.

Demostracion. Asumamos que ®(x) # = Vo € 0A y definimos
H(z,\) =2 — \0(x)
y observemos que si ||z]| = 1, € [0, 1],

[H (2, M| = llz]] = A[@(@)] =1 =A >0

Asi, H(z,\) #0si (x,\) € 0A x [0,1] y por tanto

deg(I — ®,A°) =deg(H(-,1),A°) = deg(H(-,0), A°) = deg(l,A°) =1

donde A° = {x € R*: ||z|| < 1}. Entonces I — ® tiene un cero y este es el punto fijo de la
funcién ®. O

2.5.3. Generalizacion del Teorema de Bolzano. (Poincaré-
Miranda)

Teorema 14. Si Q =] —a,a[x] —b,b] y

fl(avy) >O>f1(_a7y) Vye [_bvb}
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fo(x,b) <0< fo(x,—b) V x € [—a,d]
f=(fi,f2) :Q—R? continua

Entonces f tiene un cero en ).

Demostracion. Observaremos primero que la funcion f* = (ff,f3) = (z,—y) satis-
face las condiciones del problema. El grado de esta funcion es facil de calcular, siendo
deg(f*, Q) = —1 (pues f* le da una vuelta a (0,0) en sentido horario).

Definimos
H(z,y,\) = Mi(z,y) + (1= Mo, Ma(z,y) — (1= A)y]

Se puede observar que para cada A € [0,1], H(-, -, \) satisface las condiciones del teorema y
asi H(z,y,\) # 0siz = +a o x = +b, es decir si (z,y) € 9.
Por tanto,

deg(f,§2) = deg(H(-,1),2) = deg(H(-,0),Q) = deg(f*,2) = —1

entonces f tiene un cero en ). ]

2.6. Algunas propiedades del grado

Para lo que sigue, serd 1til tomar en cuenta lo siguiente:
- Dadas dos funciones continuas oy : [a,b] — R*{0}, ay : [c,d] — R?-{0} tal que a;(b) =

as(c), podemos yuxtaponerlas y asi obtener una nueva funcién a; * ay : [a,d] — R?-{0}
definida por:

ay * aot) = () sia<t<b
PR T agle—b+t) sib<t<b+d—c

- El WN es aditivo.

Asumamos ahora que tenemos tres dominios de Jordan como se indica en la figura:
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y f:Q — R? continua, f(x) #0 Vo € 0Q;|J0,. Entonces

deg(f? Q) = d€g(f, Ql) + deg(f: QQ)

(note que 092 C 09 |J 0€22).

A esta propiedad se la conoce como Propiedad de aditividad.

Con un argumento similar podemos deducir la Propiedad de excision:
Sean €2, €y dorginios de Jordan, ©; C € como se ve en la figura, f : Qs — R? continua,
f(z) #0 Vo e Q- entonces

deg(f, ) = deg(f, <)

q

EQW) T
Demostracion. Por la aditividad del grado y por la gréafica

ot
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se tiene que

deg(f,Qz) = deg(f. Q) + deg(f. Q) + deg(f. Q)

ahora como f(x) # 0 Vo € Qy-Q, por la negacién de la propiedad de existencia se tiene
que deg(f, ) = deg(f,QF) =0y asf

deg(fa Ql) = d€g(f7 Q?)

2.6.1. El grado de una aplicacién lineal

Asumamos que L es una matriz 2 x 2 con det L # 0 y sea {2 la bola unidad centrada en el
origen. Observe que Lz # 0 Vz € 0f2. Definimos el conjunto

GI(R?) = {L € Ma(R) : det L # 0}

que puede ser dividido en dos componentes: matrices con determinante positivo y negativo.

Asumamos ahora que det L > 0. Entonces podemos definir una funcién continua
A€ [0,1] — Ly € GI4(R?) con Ly = L, Ly = Id. Asf la funcién

H(xz,\) = Lyx
satisface la propiedad de homotopia pues Lyz = 0 = x = 0, de donde
d€g<L07 Q) = d€g<L7 Q) = deg([7 Q) =1

Si det L < 0, podemos hacer una homotopia con
1 0
0 —1
ademds sabemos que esta es una funcién con grado —1  (z — 2)

Resumiendo,
1 si det L > 07
deg(L7Q) - { —1 si detL<0>

2.6.2. Linearizacion y grado

Asumamos que €2 es un dominio arbitrario de Jordan y f : @ — R? es C''. Més atn, f tiene
un tdnico cero x, € Q y este cero es simple (det(f'(z.) # 0). Entonces,

deg(f, Q) = deg(f'(x.),Q) = sign(det f'(z.))
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Una férmula importante:
Asumimos que Q es un dominio de Jordan y f : Q — R? es C! con f(x) # 0 Vo € 09,
ademas todos los ceros (;....¢, € Q) son simples. Entonces

deg(f, Q) = Z sign(detf'(¢;)) (2.3)

Demostracion. Primeramente, haremos pequenos discos §2; alrededor de cada (; como se
indica en la figura

NCRE

Entonces aplicamos la aditividad y la principio de linearizacién a:

I0A

Asi, se tiene que
deg(f, Q) =Y deg(f. Q) = sign(detf'(¢))
i=1 i=1

O

Ahora resolveremos uno de los ejercicios propuestos en [9], el cual nos permitira hacer uso
de las propiedades y definiciones antes expuestas.
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Ejemplo 2. Calcular el grado de f(z,y) = (e*¥ —1,e*Y — 1) en una vecindad del origen.

Solucion: Primero veamos cuales son los ceros de f, ast,
flz,y) = (" —1,e"Y — 1) = (0,0)
= V=1 y V=1
= TV =¢"Y
= TH+Yy=r-—yY
= x=y=0
ahora calculemos f'(z,y),

e:c—i-y ex+y
f/(xvy) = |: echy _6x7y :|

det(f’(x, y)) — _€Z+y€Z—y _ ez+yez—y — _2€x+y
= det(f'(0,0)) = -2

= deg(f,Q) = deg(f'(0,0),Q) = sign(detf'(0,0)) = -1

2.7. Grado en R?

Dado © C R abierto y acotado, f : Q — R? continua con f(x) # 0 Vx € 95.

En este capitulo definiremos el deg(f, {2) tal que las propiedades de existencia, homotopia y
de excision se mantengan. La idea es usar la férmula anterior, para formar la nueva definicién
de grado, esto lo haremos en tres pasos.

Paso 1: f es C* y todos sus ceros son simples, asf

deg(f,9) = S sign(detf'(¢) (2.4

i=1

con f71(0) = {¢.....¢x }. Por convencién Y, = 0.
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Ejemplo 3. Sea d =2, R =C, f(2) = 22 —¢,e > 0, Q la bola unidad. Calcular el grado.

Solucién: Se tiene que f~1(0) = {\/€, —\/€} y su derivada es,
, | 2z 2y
por tanto se tiene que:
detf'(z,y) = 42* + 4y°
Y ast,
detf'(Ve) =4e y detf (—/e) = 4e

por tanto

deg(f,€2) =2

Paso 2: f es C! pero sus ceros no son necesariamente simples. Aplicaremos el Teorema de
Sard, el cual dice que casi todos los vectores v € R? son valores regulares de f, esto significa
que si f({) = v entonces det f'(¢) # 0. Puede ser que el vector v = 0 no sea un valor regular,
pero esto no es problema pues podemos encontrar una sucesién de vectores v, € R? tal
que sean valores regulares que converjan a 0. Asi podemos aplicar el paso 1 a la funcién
fa(z) = f(x) — v, y definimos

deg(f,9) = lim deg(f,, )

Para que esta definicién tenga sentido, se debe probar que la sucesion deg( f,,, €2) se transfor-
ma eventualmente en una constante y también que el limite es independiente del v,, escogido.

Unicamente probaremos lo antes dicho para d =2 y ) un dominio de Jordan.

Demostracién. Puesto que f,, f : Q — R? son continuas,

fa#0,f(x) #0  Va € 0

y fn — f uniformemente en OS2, entonces

deg(fn, Q) — deg(f, Q)

Como deg(fn,€2) es un entero, este debe hacerse finalmente constante e igual a deg(f, ).
Ahora para demostrar que la definicién no depende de (v,), tomemos otra sucesion (u,) que
también converja a cero, asf se tiene que f,(r) = f(z) —vn y f,(z) = f(2) — u,, por tanto

fn(@) = fu(2) = vn — tp, de donde f, (z) — fu(z), entonces deg(f,,, ) — deg(fn, ). O
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Ejemplo 4. Sea d =2, R> = C, f(z) = 2%, Q la bola unidad. Hallar el grado de f.

2

Solucién: Tomemos f.(z) = z* — €, asi por el ejemplo anterior,

deg(f,Q) = h’r% deg(fe,2) = h’r%2 =2

Paso 3: Suponemos que f es continua, por tanto la podemos aproximar por una sucesién
de funciones f, de clase C'. Esto significa que f, — f uniformemente en Q, donde las
funciones f, satisfacen que f,(z) # 0 Vx € 9 para un n lo suficientemente grande, por
tanto deg(f,,?) estd definido acorde al paso 2.

Definicién 11. Sea f : Q@ — R? continua con f(x) # 0 Vo € 0%, definimos el grado
topolégico de f por

deg(f,9) = lim deg(f,, )

donde f, € C*(Q) Vn y f, — f.

Ejemplo 5. Sea f(zy,....,xq) = (| 21 |, 29, ..., xq) ¥ Q la bola unidad en RY.

Solucion: Definamos la funcion
fe(x, oy xg) = (W22 + &, 29, ..., T4q)

se puede ver que f.(x) — f(x) cuando ¢ — 0. Asi, de acuerdo con el paso 1, deg(f.,Q) =0
pues esta funcion no tiene ceros, y por tanto deg(f,§2) = 0.

Ejemplo 6. Supongamos que f: R? — R? es una funcion continua y ademds existe M > 0
tal que ||f(x) —x|| < M Vz € RY. Entonces f tiene al menos un cero.

Demostracion. Sea f(x) =z + ®(x),

y por tanto || ®(z)|| < M.
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Ahora, definimos la homotopia

H(z,\) = Af(z)+ (1 =Nz, Xe]0,1]

H(z,N)=0 & z4+\0(z)=0

por tanto se tiene que
0= [lz+A®(2)[| = [Jzf| = A[@(x)]]

= |zl < A[e)]| < [ @)} < M

Sea (2 la bola de radio mayor que M centrada en el origen. La propiedad de homotopia
implica que

deg(f,Q) = deg(H(-,1),Q) = deg(H(-,0),Q) =deg(I,Q) =1

entonces f tiene al menos un cero en Q. m
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Capitulo 3

Grado topolégico de Leray-Schauder.

3.1.  Definicion del grado de Leray-Schauder

Sea D un subconjunto abierto y acotado de un espacio de Banach X. Se define por pertur-
bacién compacta de la identidad a un operador ® € C(D, X) tal que ® = I — T, donde
T :D — X es un operador compacto en X.

Probemos que ®(0D) es un cerrado en X.

Demostracion. Sea x,, € 0D, tal que ®(z,) = z, — T'(x,) — y. Puesto que T' es compacto,
podemos encontrar una subsucesién convergente que la llamaremos nuevamente (z,,) tal que
T(x,) — z,asl x, — z+y =ax € 0D y por la continuidad de T se tiene que v — T'(z) = v,
lo que prueba que ®(9D) es cerrado. ]
Ahora, si b & ®(0D), por lo anterior
r = dist(b, ®(0D)) > 0
Teorema 15. T : D — X es un operador compacto si y solo si T es el limite uniforme de
operadores continuos de rango finito.

Demostracion. Ver referencia [8], pagina 19. O

Asi, por el teorema 15, existe una sucesién Ty € C(D, X) tal que T}, — T uniformente en D
y

Ty(D) C E, C X,  con dim(Ey) < (3.1)
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A continuacién, lo que se hara es definir el grado de I —T como el limite del grado de I — Ty,
para lo cual vamos a notar algunos preliminares que nos permitiran dar una definicién mas
formal del grado.

Consideremos la funciéon S € C(Q,R™), donde @ C R" y m < n. Puesto que podemos
identificar R™ como un subconjunto de R"™ cuyas n — m iltimas componentes son cero, es
decir,

R ={zeR": 21 ==z, =0}

la funcién S puede ser considerada como una funcién con valores en R™ entendiendo que las
n — m tltimas componentes son cero: Sy = -+ = S, = 0. Sea g(x) = x — S(z) y sea
gm € C(QNR™ R™) que denota la restriccién de g a Q2 NR™.

Teorema 16. Si b € R™\g(09Q) entonces
deg(g,2,b) = deg(gm, 2NR™ D) (3.2)
Demostracion. Sea x € Q tal que g(x) = b, esto significa que z = S(x) + b, asi z € QN R™

v gm(x) = g(x) = b. Esto muestra que g~*(b) C g¢,,}(b), puesto que la contenencia inversa es
trivialmente verdadera, se sigue que

g (b) = g5, (b) (3.3)

Podemos suponer que Q NR™ #£ 0y g-1(b) = 0 y por (3.3), g7*(b) = 0. Como es usual,
suponemos que S es de clase C' y més ain, que b es un valor reqular de g,,, es decir que el
Jacobiano J,, (z)es diferente de cero para todo x € g,,'(b). Entonces, de acuerdo con (2.4),
se tiene que

deg(g,,0) = Y sign[J,(z)]
z€g=1(b)
Ahora la derivada de g tiene forma triangular
/ _ 9 (7) ’
g (ﬁ,y) - |: 0 IRn—m :|
y ast sign[Jy(x)] = sign[J,, (z)], de esto y de (3.3) se tiene que

deg(g,2,0) = Y sign[Jy(x)] = > sign[J, (x)] = deg(gm, QNR™,b)

z€g~1(b) zegmt(b)

lo que prueba (3.2). ]

La precedente discusion nos permitird definir el grado de una funcién g tal que g(z) =
x — S(x), donde S(D) estd contenido en un espacio de dimensién finita E de X.
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Definicién 12. Sea b € X tal que b & g(D) y sea Ey un subespacio de X que contiene E 1y
b. Definamos

deg(g, D,b) = deg(g1, D N E1,b) (3.4)

donde g, = 9/DnE, -

Mostremos ahora que la presente definicion es independiente de F;. Sea Fy otro subespacio
de X tal que E C Ey y b € Es, entonces E C E1NEy y b € E1N By, aplicando (3.2) se tiene
que:

deg(gi, D NV E;,b) = deg(giprp,ng,» D N E1 N B, b), i =1,2

esto justifica la definicién dada en (3.4).
Ahora regresemos a la funciéon ® = I — T, con T compacto. Sea (T;) una sucesién que
converge a Ty que satisface (3.1). Sea &5, = [ — T}, tomando k tal que

sup [|T(z) — Ti(x)[| < r/2 (3.5)

€D

Tomando b € ®(D), tiene sentido considerar el grado deg(®y, D,b) definido como en (3.4).

Definicién 13. Sea b ¢ ®(0D), donde ® =1 —T con T compacto. Definimos
deg(q)7Dab) = d@g([ - TkuDvb)
para todo Tj, que satisface (3.1)y (3.5).

Para que la definicién anterior tenga sentido, debemos justificar que el grado no depende de
la aproximacién Tj,. En efecto, sea T;, i = 1,2, tal que (3.1)-(3.5) se satisface. Sea E; espacios

de dimension finita tal que T;(D) C E;. Si E es el espacio generado por E; y Es, usando la
definicién (3.4) tenemos que

deg(®;, D,b) = deg((P:) prp: D N E,b), i=1,2 (3.6)

Consideremos la homotopia
h(A, ) = AM®1)pre + (1 = A (P2) prp
es facil ver que h es admisible en D N E'y asi
deg((®1)prg, D N E,b) = deg((®2)png, DN E, )

lo que justifica la Definicién 13.
A continuacién se enunciaran las principales propiedades del grado de Leray-Schauder, para
tener una idea de los métodos usados en sus demostraciones, es recomendable ver: [1] p.

35-36, [3] p. 2-3, [5] cap. 11.
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» Propiedad de normalizacién:

deg(I,D,b) =1 si be D

= Propiedad de aditividad:
Asumigos que D; y D5y son subconjuntos abiertos, acotados y disjuntos de D. Si
b (D \ (D;UD,)), entonces

deg(CD, Dub) = deg((pthb) + deg((vaQ;b)

= Propiedad de horgotopl'a:
Sea S € C([0,1] x D, X) una funcién compacta y definimos H(t,u) = u — S(t,u). Si
b:10,1] — X es continua y b(t) & H([0,1] x D) entonces

deg(H(t,-),D,b(t)) = cte Vt € [0,1]
De las propiedades anteriores es facil probar las siguientes:

» deg(P,0,0) = 0.

= Propiedad de existencia:
Si deg(®, D, b) # 0, entonces existe u € D tal que ®(u) = b.

= Propiedad de excision:
Si K C D es cerrado y b & ®(K), entonces

deg(®, D,b) = deg(®, D — K, b)

Slop =T|ep = deg((I —S),D,b) =deg((I —T),D,b)

» Propiedad general de homotopia: B
Sea () un subconjunto abierto y acotado de R x X y sea H : () — X una aplicacion
compacta. Para todo A\ € R se considera el conjunto

Qy={ue X:(\u) e Q}
y la funcién Hy : @y — X dado por
H)\ = H()\,U)

Si
u—Hy(u) #£b YuedQ,, VAe]a,l]

entonces el grado topoldgico deg(I — Hy, @y, b) esta bien definido y es independiente
de .
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s Continuidad

a)Continuidad respecto a b
El grado es constante en cada componente conexa de X — ®(9D).

b)Continuidad con respecto a T
Existe una vecindad V de T en el espacio K (D, X ) de los operadores compactos de D
en X tal que

deg((I — S), D,b) = cte(= deg(®, D,b)) VS eV

3.2. Teorema de Leray-Schauder

Sea X un espacio de Banach real, sea D un subconjunto abierto y acotado de X, sea a < b
y sea T : [a,b] x D — X una operador compacto. Para A\ € [a, b] consideremos la ecuacién

d(Nu)=u—TA\u)=0, uweX (3.7)

Algunas veces, pondremos en evidencia la dependencia de (3.7) de A y nos referiremos a este
por (3.7),. Observemos que podemos encontrar una familia de operadores compactos

Th(u) =T(\u), ueX
similarmente denotamos ®, = I — 7). Definamos también el conjunto
Y ={(\u) € [a,b] x D: ®(\,u) =0}
usaremos ademas la notacién X, para definir:
Sy={ueD:(\u)ex}

Teorema 17. Asumimos que X es un espacio de Banach real, D un subconjunto abierto y
acotado de X y @ : [a,b] x D — X estd dado por ®(A\,u) =u—T(\,u) con T un operador
compacto. Supongamos también que

SN\ u) =u—T(A\u)#0, VY(\u)€la,b] x 0D
Si
deg(®,, D,0) # 0 (3.8)

entonces

1. (8.7)y tiene una solucion en D para todo a < \ < b.

2. Mas aun, existe un conjunto compacto conexo C C X tal que

CNE,#0 y CNEp#0
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Demostracion. Ver referencia [3], paginas 4-6. O

3.3. Aplicaciones del Grado de Leray-Schauder

3.3.1. Teorema del punto fijo de Schauder
En esta seccién se mostrara como el grado nos permite obtener un resultado clasico sobre la
existencia de puntos fijos en operadores compactos.

Teorema 18. Sea D un conjunto abierto, convexo y acotado de un espacio de Banach X,
tal que 0 € D y sea T € C(D, X) un operador compacto tal que T(D) C D. Entonces T
tiene un punto fijo en D, es decir existe v € D tal que T'(z) = x.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
T(x)#x, NredD (3.9)

Asi, podemos definir el grado deg(I — T, D,0) y por tanto el teorema quedard probado si
logramos mostrar que deg(I — T, D,0) # 0. Definimos

h(\x)=x—X(z), AX€[0,1], z€D

Para cada A € [0, 1] la funcién x +— h(A, ) es un perturbaciéon compacta de la identidad en
X. Nosotros afirmamos que

h(\z)#0, VY(\z)e[0,1]x D (3.10)
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En efecto, supongamos que existe z € 0D y A € [0, 1] tal que h(\,x) =0, asi z = AT'(x), de
(3.9) se sigue que A < 1. Puesto que T(D) C D, se tiene que T(x) € D, entonces A < 1 y la
convexidad de D implican que A\T'(z) € D, lo que contradice el hecho que \T'(xz) =z € 9D.
Puesto que (3.10) se satisface, podemos usar la propiedad de homotopia del grado para
encontrar que

deg(I —T,D,0) =deg(I,D,0) =1

ya que 0 € D. Usando la propiedad de existencia, podemos asegurar que existe x € D tal
que x — T'(z) = 0. O
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Capitulo 4

Teoria de Bifurcaciones

Como referencia de la teoria que serd expuesta a continuacién, se puede mirar: [1] p. 65-74,
2] p. 411-421, [3] p. 13-29.

4.1. Bifurcacion de la solucién cero

Sea X un espacio real de Banach y sea ® : R x X — X una aplicaciéon compacta que satisface
SN\ u)=u—TN\u) =0, VXER (4.1)

Denotemos por ¥* la clausura en R x X del conjunto de pares (A, u) € R x X con u una
solucién no trivial de la ecuacion (4.1), es decir

Y={(\u) eRx X :u#0,®\u)=0}

En la siguiente definicién se dard la nocion de bifurcacion en cero para el problema antes
mencionado.

[l
A
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Definicion 14. Se dird que \* € R es un punto de bifurcacion de la solucion trivial para
(4.1) si (A\*,0) € ¥X*. Equivalentemente, si eziste una sucesion (A,, u,) en X* tal que A\, — \*,
lun|| — 0, ||un]| >0V >1y ®(\,,u,) =0.

Observacion 5. 1. Observe que puede ocurrir que A, = \* ¥ n > 1 (bifurcacion vertical).

2. Si ®(\,u) = u— ALu, con L un operador lineal compacto, entonces \* € R\ {0} es un

. ., . .1 .
punto de bifurcacion si y solo si 5z es un valor propio de L.

3. Supongamos que ®(\,u) = u— ALu+ N(\,u), donde L es un operador lineal compacto y
N es un operador compacto que satisface

N\ u)

11m
lul—0 ||l

uniformemente en conjuntos acotados de valores . St \* € R\{0} es un punto de bifurcacion,

entonces % es un valor propio de L.

4.1.1. Una condicion necesaria

Proposicion 4. Asumamos que ® es Fréchet diferenciable y que \* es un punto de bifur-
cacion de cero. Entonces la derivada de ® con respecto a u en (A\*,0) es no invertible:

d,(A*,0) & Inv(X)

Demostracion. Es una aplicacion directa del teorema de la funcién inversa. ]

Ejemplo 7. Para un subconjunto abierto y acotado Q € R™ y f € CY(R) tal que f(0) =0y
f'(0) # 0, se considera el problema no lineal a valores en la fontera

—Au=\f(u), =€ (4.2)
u=0, xe€d

Observe que encontrar soluciones para este problema es lo mismo que hallar los ceros de un
operador ®, definido por

O\ u) =u— N=A)"[f(w)] =0, ueC@)

Ast, la Proposicion 4 implica que si \* es un punto de bifurcacion para (4.2), entonces la
deriwada

O, (A%, 0)(v) = v = X(=A) T [f'(0)], veC(Q)
es no invertible. Esto significa necesariamente que \*f'(0) es un valor propio del operador
Laplaciano con condiciones de Dirichlet cero.
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Observacion 6. La condicion necesaria dada en la Proposicion 4 no es suficiente, como se
puede ver en el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 8. Tomamos X =R? y ®: R x X — X dada por ®(\,z,y) = Az — y*, \y + 2°).
FEs facil probar que la ecuacion ®(\,x,y) = 0 no tiene puntos de bifurcacion. Mds ain,
®,(0,0,0) =0, por tanto ®,(0,0,0) es no invertible y ast, si la condicion fuera suficiente se
tendria que X = 0 es un punto de bifurcacion, lo que es un absurdo.

Observe que si A € R no es un punto de bifurcacién, entonces (A, 0) es una solucién aislada
de (4.1). Para este tipo de soluciones es ttil la siguiente definicién.

4.1.2. Indice de un cero aislado

Sea ® =1 —T con T : D — X un operador compacto. Si ug € D es una solucién aislada de
la ecuacion ®(u) = 0, es decir es la tnica solucién de esta ecuacién en una vecindad de uy,
entonces, para ro > 0 suficientemente pequeno, se puede deducir de la propiedad de excisién
que

deg(®, B, (up),0) = deg(®, B, (up),0) Vr e (0,79)

donde B, (ug) = {u € D : |ju — uo| < r}.

Definicion 15. El indice de ® respecto a uq estd definido por

Z((I)a U’O) = ll/_r% deg(q)v BT(UO)v O)

4.1.3. Bifurcacién global de Krasnoselskii y Rabinowitz

En esta seccién se enunciaran los conocidos resultados de bifurcaciéon hechos por M. A. Kras-
noselskii y P. Rabinowitz para el problema (4.1). Si se desea profundizar los conocimientos
sobre este tema, es recomendable ver: [2] p. 52-65, [3] p. 9-11.

Teorema 19. (Krasnoselskii-Rabinowitz)

Sean \* € R y g9 > 0 tales que el conjunto (\* — g9, \* + £9) \ {\*} no contiene puntos de
bifurcacion de (4.1). Asumimos también que para todo A € (\* — g9, A*) y X € (A, \* + &)
se satisface que

i(P),0) #i(Py, 0) (4.3)

Entonces
1. El valor \* es un punto de bifurcacion de (4.1).
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2. La componente conexa Cy+ de ¥* que contiene a (A*,0), satisface al menos una de las
siguientes condiciones:

i) C\« no es acotada en R x X.

ii) existe un punto de bifurcacion \* € R\ {\*} tal que (\*,0) € C)-.

Demostracion. Ver referencia [3], paginas 9-11. O

Observacidén 7. Puesto que (\* — g9, \* 4+ €0) \ {\*} no contiene puntos de bifurcacion, la
propiedad de homotopia implica que

i(Py,up) =cte VA€ (N —ep, \Y)

i(Px,up) = cte YA € (A, N + &)

4.2. Problemas lineales asintoticos

En esta seccién estudiaremos la existencia de soluciones positivas para el problema a valores
en la frontera,

—Au=Af(u), x€ (4.4)
u=0, x€odf

donde 2 es un subconjunto abierto y acotado de R", u := u(z) donde z € Q, A > 0y
[ € C([0,4+c[), ademds f(0) =0y f(0) > 0.

Ahora, tomaremos X = C(€), y consideramos el operador ® : [0,00) x X — X dado por
D\, u) =u— AN—=A)"[f(u)], para todo A > 0 y u € X. Observe que podemos reescribir el

problema (4.4) como hallar los ceros de @, es decir, resolver la ecuacién
(A, u)=0

En los siguientes teoremas, denotaremos por A; > 0 al primer valor propio del operador de
Laplace con condiciones de Dirichlet homogéneas y por ¢; > 0 una funcién propia asociada
a A con |¢1]|2 = 1.

Teorema 20. Si f(0) =0y f1(0)! > 0, entonces A\g = f,’\—(lo) es el inico punto de bifurcacion
+

de cero de soluciones positivas de (4.4). En adicidn, el continuo que nace de (X\,0) es no
acotado.

1f_/~_(x) = limy,_,q+ 7“%“2_“%)
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Demostracion. Ver referencia [3], paginas 13-15. O

4.3. Bifurcacion de infinito

Definicién 16. A\, es un punto de bifurcacion de infinito del problema (4.1), si existe una
sucesion (Ap,u,) € R x X que satisface

An = Aoy |un|| = +o00, PN, u,) =0
Teorema 21. Sea 2 C RY un abierto y acotado, ademds f € C*([0,00]) tal que
f(s) = moos + g(s)

donde g satisface

h’mﬁzo

§—00 S
Entonces Ao = A\ /Moo es el tinico punto de bifurcacion de infinito de soluciones positivas
de (4.4). En adicidn, el continuo que nace de (Ao, 00) €s conero y no acotado.

Demostracion. Ver referencia [3], pagina 16. O

Observacion 8. Asumamos que las hipdtesis de los Teoremas 20 y 21 se satisfacen.

» Sea a un nidmero positivo. Si f(s) > as para todo s > 0, entonces el problema (4.4)
no tiene soluciones para A > % En este caso, la rama de bifurcacion de (Mg, 0) es la
misma que la que nace de (Aso, 00).

I floe

Ao A

Figura 1:Diagrama de bifurcacion.
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» En el caso que exista 0 < 01 < 0y tal que f(s) < 0, para todo s € (01,0,), entonces
se puede verificar que el problema (4.4) no tiene soluciones (A\,u) en la franja de

R, x C(Q) dada por 0; < ||lu|| < 6s.

LB

o
& /

Figura 2:Diagrama de bifurcacion.

4.4. Bifurcacién de infinito a izquierda y derecha

Finalmente es posible dar condiciones que permitan conocer la forma de las ramas de bifur-
cacién, obteniendo ramas que nacen hacia la izquierda o derecha de sus respectivos puntos
de bifurcacion.

En el siguiente teorema damos un resultado ya conocido que nos permite determinar la forma
de una rama de bifurcacion de infinito.

Teorema 22. Supongamos que las hipotesis del Teorema 25 se satisfacen. Si

7" =liminf g(u) > 0 (4.5)
0
7" = limsup g(u) < 0 (4.6)

Entonces la rama de bifurcacion de infinito nace hacia la izquierda, respectivamente a la
derecha, de (Moo, 00).
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Demostracion. Ver referencia [1], paginas 70-72. O

A continuacién se va a presentar un resultado inédito que nos permitird conocer la forma
que tiene la rama de bifurcacién de cero cuando nace del punto (A, 0).

Lema 3. Sea f € C'([0,+00[) tal que f(0) =0y f1(0) > 0, entonces existe una constante
c > 0 tal que
| s 1f(s) < c cuando s — 0

Demostracion. Si tomamos s € R tal que s — 0, por definicién de derivada se tiene que

f(s) = f(0)+ f1(0)s +o(] s [)

puesto que f(0) = 0, tenemos que

f(s) = fi(0)s +o(| s )

del hecho que o] s |) — 0 cuando s — 0% tenemos que

s (0 0 (0 0
Asi concluimos que
F6)]
. =

Teorema 23. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis del Teorema 21 con f' (0) = M.
Si existe € > 0 tal que
g(s) >0 Vse(0,¢)

entonces la bifurcacion de cero del Teorema 20 es a la izquierda. Si se tiene la desigualdad
en sentido contrario, entonces la rama de bifurcacion serd hacia la derecha.

Demostracidn. Sea (A, u,) € RT x X soluciones del problema

—Au=Af(u) z€
u=0 x€0df

con X, — do = 2l v | = 0
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Dividiendo la ecuacién u, = A, (—A)7[f(u,)] por ||u,||, por el Lema 3 y del hecho que

(—A)~! es un operador compacto podemos hallar una subsucesion (Hqi—"”) tal que

U,

[

mas aun, se puede probar que v = ;.

Usando ¢, como funcion test, se tiene que:

— AUy 1 = AyMooUnpr + Ang(Un )1

Q Q Q

/ Vu,Voidr — O upprds = /\nmoo/
Q

Upprda N, + )\n/ g(uy)prde
Q

o0 Q

N / Y, Virds = A / w1z + A / o(un)prda
Q Q Q

ademas usando u,, como funcién test en el problema —Ap; = A1y

—Ap1u, = M1y,

—/Agplundx:)\l/ungoldx
Q Q

/Vuanoldx—/ 6,,901unds:)\1/un<p1da:
0 a0 0

= /Vuanoldx)\l/uncpldx
Q Q

asi

Al/unwldw:)\nmoo/ungolda:—i-/\n/g(un)goldx
Q Q Q

(A — )\nmoo)/unsoldx = )‘n/ g(un)prdz
Q Q

ahora, puesto que (u,) converge uniformemente a 0, se tiene que g(u,) > 0 y asi

(A — Amiso) / Upprdr >0
Q

puesto que u, > 0 Vn y ¢, > 0 se deduce que

iz)\n
Moo

o1



lo que indica que los A, estan a la izquierda de Aq.

Cuando se tiene la desigualdad en el otro sentido se realiza una demostracion similar. O
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Capitulo 5

Problemas elipticos no lineales
perturbados con condiciones de
Dirichlet homogéneas.

El objetivo principal de este capitulo serd hallar resultados de existencia y multiplicidad de
soluciones, para el problema:

—Au=Af(u+a) z€Q (5.1)
u=0 x€0df

donde Q es un subconjunto abierto y acotado de R™ (n > 2), u := u(x) con x € Q, A > 0,
f e [0,+00]) y a € RT.

Para ello, se hard una generalizacién de los resultados obtenidos en [1] por Ambrosetti-Hess,
pero en nuestro caso aplicado al problema (5.1) donde a > 0.

Consideremos ademas que f es una funcién asintéticamente lineal, es decir

f(s) =meos + g(s)
donde
Me >0, geC™"(R"R), [g(s)|[<k ¢(0)>0
ademds f(s) > 0 para todo s € [0, a].

Ahora probaremos la positividad de las soluciones para el problema (5.1) bajo las condiciones
antes impuestas, para ello es conveniente considerar la funcién f definida por f(u) = f(u)
para u > 0, tal que f(u) = f(0) para todo u < 0. Por tanto, escribiremos f(u) = moou+g(u),
por supuesto g(u) = g(u) para todo u > 0. Consideremos el problema

—Au=Af(u+a) z€Q (5.2)
u=0 x€0Q
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Tomemos X = C(£2), entonces para algin A > 0, supongamos que existe una solucién no
trivial u del problema (5.2) y sea z* € € tal que u(z*) = ming u(x). Por reduccién al absurdo
asumamos que u(x*) < 0, entonces u(z*) + a < a,

i) Siu(z*) +a <0, puesto que f(u) = f(0) > 0 para u < 0, se tiene que
—Au(z*) = Mf(u(z*) +a) >0

asi por el principio del maximo deducimos que u(z*) > 0, lo que es una contradiccion.

i1) Si 0 < u(z*) + a < a, puesto que f(u) = f(u) > 0 para todo u € [0, a], se tiene que

—Au(z*) = Af(u(z*) +a) >0

por el principio de maximo se tiene nuevamente una contradiccion.

Asi, concluimos que el problema (5.2) tiene soluciones no negativas, es decir v > 0. Més ain,
por las condiciones impuestas sobre f, se sigue que existe 6 > 0 tal que f(u+ a) + du > 0
para todo u > 0. Puesto de —Au+ Aou = A(f(u + a) + du), el principio del maximo implica
que u > 0 en €.

El trabajo desarrollado a continuacion nos permitira hallar resultados de existencia para
el problema (5.1), ademds haciendo uso de los Teoremas de Krasnoselskii y Rabinowitz
podremos encontrar ramas de bifurcacién continuas, ya sea de cero o de infinito.

5.1. Bifurcacién de cero

Los lemas citados a continuacién, nos permitiran encontrar una rama de bifurcacién de la
solucion cero para el problema (5.1).

Lema 4. Si f € C'([0,+00]) tal que f(a) =0 y fi(a)! > 0, entonces existe una constante
c > 0 tal que
| st f(s+a)|<c cuando s — 0

Demostracion. Si tomamos s € R tal que s — 0, por definicién de derivada se tiene que

flats) = fla)+ fi(a)s+o(| s )

, fath—fa)

Lf (@) = limp g
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puesto que f(a) = 0, tenemos que

fla+s)=fi(a)s+o(] s )

del hecho que o] s |) — 0 cuando s — 0" deducimos que

fls+a)  fila)s ols]) _ fila)s o s ) :
LT o 2t A 08 4 22D )
Y por tanto
fs+al_,

S

Lema 5. Sea A\ = f/)‘—(la), entonces para cada intervalo A C [0, +00) \ {A\o}, eziste un e > 0
+

que satisface

SN\ u)#£0, VYAeA, VO<]|ul<e
donde ®(\,u) = u — A—=A)"'[f(u+a)] con f(a) =0y fi(a) > 0.

Demostracion. Por el método del absurdo, aseguramos que existe una sucesion (A, u,) €
A x X que satisface
A = A# Ao, ual| — 0

SN\, up) =0, wu, >0

Dividiendo la ecuacién u, = A\, (—A) [ f(u, + a)] por |lu,l|, por el Lema 4 y del hecho que
(—A)~! es un operador compacto podemos hallar una subsucesion (HZ—Z”) tal que

Uy,
[[wnl

ahora, ya que ||u,|| — 0 cuando n — oo, se tiene que

v=A=A)"fi (@], ol =1

Usando ¢, como funcion test en el problema de valores propios, se tiene que:

—Avp; = A} (a)vps
—/Avgpldx:)\fjr(a)/vcpldx
0 0

dyvprds = A f'(a) / vprdx

/ VoVpidr —
Q Q

o
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= /VvVgpldx:)\f;(a)/vcpldaﬁ
Q Q

ademas usando v como funcion test en el problema: —Ap; = Ay
tenemos que
—AgDﬂ) = )\1Q01U

—/Agplvdx:)\l/vgolda)
Q Q

/VvVgpld:c—/ Gygplvds:)\l/vgoldx
Q a0 Q

= /VvVgpldx:)\l/vcpldaz
Q Q

)\1/91)901 :)\fﬁr(a)/ngl

de aqui concluimos que A = A/ f} (a), lo cual es una contradiccién, ya que supusimos que

A £ No. 0

asi

Lema 6. Para cada A > A\ existe 6 > 0 tal que
SN\ u) #1p1, VO<|ul| <o, Vr>0
Demostracion. Para esto fijaremos A > )\ y asumimos por contradiccién, que existen suce-
siones u,, € X y 7, > 0 que satisfacen u,, > 0 en €, ||u,|| =0y
(A, un) = Tuipr
o equivalentemente

U = A=) [f (un + a)] + Tuipr

Dividiendo la ecuacién anterior por ||u,||, por el lema 4 y usando la compacidad de (—A)™!,

se deduce que existe una subsucesién de ((—A)*l[%]) que es convergente a un valor U,
puesto que
Un apflunta), T
T = A= a)7 I+
[ [ ]l ™
se tiene i ) A )
B Uy, + a _ Uy + a _ _ _
S [ e KL XA
el el
entonces
Tn Un _ f(un + CL) Un -1 f(un + CL) -
=y = a2y < e | o < veacere
lnll Il [ [ ]
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Tn
llwn

y asi (72-) es acotada.

Tn
[

Puesto que podemos encontrar una subsucesién mondtona, es posible suponer que
Un

7 > 0, asi se tiene que - — v con v € X satisfaciendo

flunll

—

—Av =Afl(a)v+Thp1, z€Q

v=0, x€di
ol =1

Ahora, usando ¢, como funcion test en el problema de valores propios, se tiene que:

—Avp; = )\fjr(a)vgol + T)\1<(p1)2 > )\fjr(a)vcpl
— / Avprdr > M f' (a) / vprde
Q Q

/ VoVprdr — dyvprds > Af! (a) / v dx
Q Q

00
= /VUV<p1da: > )\fjr(a)/vgpldzzj
Q Q

ademas usando v como funcién test en el problema —Ay; = A1, se tiene el mismo resultado
que en el Lema 5, asi

)\1/11@1 > )\fjr(a)/vgpldx
Q Q

puesto que v > 0y ¢; > 0, deducimos entonces que A\g > A y asi se tiene una contradiccion.
]

Teorema 24. Si f(a) = 0 y fi(a) > 0, entonces N\g = M/ f (a) es el inico punto de
bifurcacion de cero de las soluciones positivas de (5.1). En adicion, el continuo que nace de
(Ao, 0) es no acotado.

Demostracion. Para poder aplicar el Teorema 19, tenemos que probar que el indice cambia
de valor al cruzar A = \.

Asi, como consecuencia del Lema 5, se tiene que:
a) El inico punto de bifurcacién posible de soluciones positivas es A = \g

b) Si A < A\g y tomando A = [0, A], por la propiedad de homotopia se tiene que

i(®y,0) = i(Pg,0) = i(1,0) =1
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Ahora del Lema 6 se sigue que, para todo A > Ag,
1(@)\,0) :i(q))\—Tgﬁl,0>, V>0

asi, usando nuevamente el lema anterior, se tiene que i(®) — 7¢1,0) = 0 y por tanto

i(®5,0) =0

HH‘(

Ao

Figura 3: Bifurcacion de cero

Observacion 9. FEs importante notar que hasta ahora no hemos usado la condicion de que f
es una funcion asintoticamente lineal, lo que implica que los resultados anteriores son validos
ain cuando la funcién f es solamente C*([0, +o00]).

Definiciéon 17. Sean los conjuntos
Loo={(A\,u): tal que (X, u) pertenece a la rama de bifurcacion de Ao del problema (5.1)}

Foo={A: (A\,u) € Lo, para alguna solucion u}

5.2. Bifurcacion de infinito

Ahora vamos a ver un resultado de bifurcaciéon de infinito, el cual es una adaptacion del

Teorema 21 y nos permitird hallar un punto de bifurcacién de infinito para el problema
(5.1).
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Para esto, asumimos que

O\ u) =u—T(\u)

con T un operador compacto. Tomando la transformada de Kelvin
u
2=—=, u#0
Il

se deduce que

O\, u) =0 z—|l2lPT(A, Z2) =0
{ £ & { Z%Oun

Mas aun, definimos

-_— 2 .
& T\, = 0,
()\,Z) = % HZH ( ) ”ZH ) S% z #
0 siz=0,

Observacién 10. Se deduce que Ao es un punto de bifurcacion de infinito para ®(A,z) =0
si y solo si Moo €s un punto de bifurcacion de cero para (A, z) = 0.

A continuacién vamos a citar algunos lemas que nos permitaran encontrar una rama de
bifurcacion de infinito.

Lema 7. Ewiste una constante ¢ > 0 tal que | s7'f(s+a) |< c Vs > 1.

Demostracion. Puesto que g € C%*(Q) y por el hecho que s > 1y a € [0,1] se tiene que
| 9(s+a) | —1g(a)|<[g(s+a)—gla) |[<T[s["<Ts

por tanto
| g(s+a) |[<7s+|ga) |<Ts+k < (T+k)s
Puesto que f(s) = mes + g(s) tenemos que

s+ a MooS M@ sS+a
[flsta)| _mas  maa | gls +a)|
s S S S

Mool

< Mg + +7+k

<Moo +Ma+7+k=c
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Lema 8. Sea A\, = n’}—;, entonces para cada intervalo A C [0, +00) \ {A\}, existe un e >0
que satisface N
(N, 2)#0, VAeA, VO<]|z]<e

Demostracion. El problema a tratar sera:

- 2 —_ -1 _Z _z .
S1z=U,

Aseguramos, por contradiccion, que existe una sucesion (A, z,) € A X X que satisface

A = A# Ao, |20l = 0

CDO‘mZn) =0, %20

Puesto que (—A)~! es un operador compacto, por el Lema 7, podemos hallar una subsucesién
(ﬁ) tal que

Zn y
[Iznl
ademads se tiene que
Zn, 1 Zn B B 9(_;:2 +a)
R N Y O e e e
n n [[znl

puesto que ||z,]| — 0, se tiene que m — 00, ademas

k<g(-ta) <k
[EA|
Zn 5
= —k ||zl < HZ"”l < k|2
llznl
concluimos que
9(p ta)
lim ————=0
llzn ]| —0 T
l[znl

y por tanto, si n — oo, de la ecuacion (5.3) se tiene que

V=AM (—A) v 2 €Q
v=0 x€df

Usando ¢, como funcion test en el problema de valores propios, se tiene que:

—Avp; = AMsvPr

—/Avgpld{f: )\moo/vgoldx
Q Q
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/VUchld:c — d,vprds = )\moo/vgoldx
Q

0N Q

= / VoV dr = /\moo/ vprdr
Q Q
ademés usando v como funcién test
—Apr = Ay

—Ap1v = A\

—/Agplvdl’:)\l/vgpldzx
Q Q

/VvVgpld:U — O, p1vds = A\q / vprdr
Q

o Q

= /VvVgoldxz)\l/vgoldx
Q Q

)\1/1)901 :)\moo/U901
Q Q

de aqui concluimos que A = \;/mq, lo cual es una contradiccién, ya que supusimos que
A # Ao ]

asi

Lema 9. Para cada A\ > Ay existe § > 0 tal que

DN, z2) £ 1o, VO0<|z|<d, ¥Yr>0

Demostracion. Para esto fijaremos A > A\, y asumimos por contradiccion, que existen suce-
siones z, € X y 7, > 0 que satisfacen z, > 0en Q, ||z,|| = 0y

D(N, 2,) = Twipn

o equivalentemente

Zn = A ||zn]|2 (—A) 1[moo—2 + Moot + g(—— + a)] + Thir
[EA (B

Por un procedimiento similar al realizado en las demostraciones anteriores, suponiendo que
Z

— 7 > 0, se tiene que podemos hallar una subsucesién (H'z—"H) tal que = — v Tomando

n l[2n ]

Tn
llunl] .
n — 00, se tlene que

—Av = Mg v +TA 01, T €S
v=0, x€df
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lofl =1

Ahora, usando ¢; como funcién test en el problema de valores propios anterior, se tiene que:

—Avp; = AMavpy + TAL(@1)? > AMaevr

—/Avgoldx > )\moo/vgoldx
Q Q

/VvVgpldx—/ 8yv<p1d32)\moo/v<p1dx
Q o9 Q

= /VUV(pld:E > )\moo/vgpldx
Q Q

ademads usando v como funcion test en el problema

—Apr = Ay

se tiene que

/VUV(plda::)\l/vgpldx
Q Q

Al/vcpl > )\moo/vapl
Q Q

puesto que v > 0y 7 > 0, deducimos entonces que Ao, > Ay asi se tiene una contradiccion.
]

asi

Teorema 25. Sea Q C RY un abierto y acotado, sea f € C*([0,00]) tal que

f(s) = moos + g(s)

donde g satisface
[ g(s) |<k

Entonces Moo = A\ /Mmoo es el tinico punto de bifurcacion de infinito de soluciones positivas
de (5.1). En adicion, el continuo que nace de (A, 00) es conexo y no acotado.

Demostracion. Por la observacion 10, tenemos que probar que A, es un punto de bifurcacién
de cero para .

Al igual que en la demostracién del Teorema 24, tenemos que probar que el indice cambia
de valor al cruzar A = \.

Como consecuencia del Lema 8, se tiene que:
a) El inico punto de bifurcacién posible de soluciones positivas es A = A\
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b) Si A < A\ y tomando A = [0, \], entonces

i(®y,0) = i(Pg,0) = i(1,0) =1

Como consecuencia del Lema 9 se sigue que

/L.(é)\v O) = Z(i)/\ - TS01>0>7 VT >0

asi, usando nuevamente el lema anterior, se tiene que z(fi) x — T¢1,0) = 0y por tanto

i(®5,0) =0

Il

el T o g PR A iy

Figura 4: Bifurcacion de infinito

Definicion 18. Sean los conjuntos
Lo a={ (A, u): tal que (X, u) pertenece a la rama de bifurcacion de Ao del problema (5.1)}

lwa={A: (A\,u) € Le o para alguna solucion u}
5.3. Ramas de bifurcacion
Lema 10. Si existe so > a tal que f(so) < 0, entonces el problema (5.1) no tiene solucion

paraw € X con ||lul| = so — a. Ademds Log N Logq = 0.
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Demostracion. Sea (A, u) una solucién del problema

—Au=Af(ut+a) z€f
u=0 x€0Q

con A > 0y |ju, = so — a, entonces se tiene que 0 < u < 59 — a en §2. Sea m > 0 tal que
f(v) + muv sea creciente para todo v € [0, o). Ademads

—Au+ Am(u+a) = AN f(u+a) +m(u+a))
y del hecho que f(sp) < 0 se tiene que
Amsy > A(f(so) +msp)

por tanto
(—A + xm)(sp —a—u) = =A(—u) + Am(sg — a) — Amu
= Imsg — (—Au + dm(u + a))
> M f(s0) + msog — f(u+a) —m(u+a)) >0

asi tan pronto como sy — a > u en JS2, por el Principio del Méaximo se tiene que sy — a > u
en Q y por tanto ||u|, < sy — a, lo que es una contraccion.

Ahora, si (A, u) € Lo, entonces existe una sucesion (A;,w;) tal que ||u;]|,, — 0, de igual
manera si (A, u) € Lo 4, existe una sucesién (\;, u;) tal que ||| — oo.

Por tanto, si Ly, N Looe # @, podriamos encontrar un punto (A, u) con |jul|, = sp —a, lo
que contradice lo hecho anteriormente. ]

-l

S — (=== mmmmmmm e e eooo oo

Figura 5: Diagrama del Lema 10
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Teorema 26. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis de los Teoremas 24 y 25 y ademds
existe so > 0 tal que f(so) < 0. Entonces el problema

—Au=Af(ut+a) z€
u=0 x€df)

tiene al menos dos soluciones para todo X\ €] max(Ag, Ao ), 00|

Demostracion. Puesto que f(a) =0y fi(a) > 0, por el Teorema 24 se tiene que Ay = f/A_(Z)
+

es un punto de bifurcacién de cero. Ahora puesto que | g(s) |< k, por el Teorema 25 se tiene
que Ay = n;\—; es un punto de bifurcacién de infinito.

Ademds ya que existe sp > 0 tal que f(so) < 0, por el Lema 10 se tiene que Ly, N Looq = 0,
asi se concluye que el problema

—Au=Af(u+a) z€Q

u=0 x€0dQ
tiene al menos dos soluciones para cada A €] max(Ag, Awo), 00/ O
[R[pe
1
|
[}
|
§0 — Q== =emmmmmmsemesde o e T
[}
i
' A
Ao Asc

Figura 6: Diagrama del Teorema 26

Teorema 27. Supongamos que las hipotesis del Teorema 25 se satisfacen. Si

7" =liminf g(u) > 0 (5.4)
0
7" =limsup g(u) <0 (5.5)

Entonces Lo o bifurca a la izquierda, respectivamente a la derecha, de (A, 00).
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Demostracion. Supongamos que (5.4) se satisface, ademas tomemos el compacto J = [Ay, A
donde A > Ay. Del hecho que A\, es un punto de bifurcaciéon de infinito, podemos hallar
Aj = Ao ¥ |Jui]| , — oo tal que

—Au; =\ f(u; +a) ze€l
UjZO x € 0f)

por consiguiente

B N TEAC Ral] Ry (5.6)

sl s

por el lema 7 y por el hecho que (—A)™! es un operador compacto, se tiene que existe una
subsucesion v; = u—’” tal que v; — v en X, asf tomando el limite cuando j — oo en (5.6) se

[
tiene que
V= Aoo(—A) T Mo

=  —Av=Agmeu, con |v|| =1yv>0

Ahora, usando ¢; como funcién test en el problema de valores propios, se tiene que:

—Avp; = AoMeaoVP1

—/Avcpldx)\oomoo/vcpld:ﬁ
Q Q

/VvVgoldx — d,vp1ds = )\oomoo/vgolda:
Q

N Q

= /VUchldx:)\oomoo/vcpldx
Q Q

ademas usando v como funcién test en el problema:
—Ap; = A1

= —Ap1v = A\jp1v

—/Agplvdw:)\l/vwldaﬂ
Q Q

/VvVgpld:t:—/ &,gplvds:)\l/vgoldz
Q a0 Q

= /VUV(pld:U:/\l/vgold:c
Q Q

/\1/UQ01 = )\oomoo/vgpl
Q Q

de aqui concluimos que A\ = A\ oMo, v por tanto v = ¢

asi
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Asi, v > 0en Qy u; = v;llu;|| — oo Vo € €. Ahora tomemos u; = sjp; + w; con
S5 = fQ ujcpld$ >0y fQ w;pi1dr = 0. Por tanto,

—AUJ' = )\jf(uj + a)

tomando ¢; como funcién test, se tiene que

SiA — /Qijgolda: =) /Q(moo(uj + a)prdr + )\j/Qg(uj + a)prdx

S\ — /Qijgpldx = \jMmss; + )\jmooa/ggpldx + )\j/Qg(uj + a)prdx

pero
/ij¢1d$:/8uwj<ﬁ1d8—/ijVgoldx
Q r Q
= —/ Vw;Vodx
Q
:/Acpleda;—/ﬁytplw]ds
Q r
:/Agpledx
Q
= —)\1 / (pledl' =0
Q
por tanto

Sj>\1 = )\ijOSj + )\jmooa/ggaldx + )\]’ /S; g(u] + a)gpldx

asi, dividiendo la ecuacién anterior por mg, se tiene que

A
Sj/\oo = )\ij + /\ja/ﬂgﬁldw + m_]/ﬂg(u] + a)(,OldLE

puesto que Ao < A
s
Q Moo JO

= /g(uj +a)prdr <0
Q

Por el Lema de Fatou se tiene que

U;j—00 Uj—00

’y’/ prdx = / liminf g(u; + a)p1 < lim inf/ g(u; +a)pr <0
Q Q Q
lo que es una contradiccién con el hecho que 7/ > 0.

Una demostracién similar se puede hacer cuando se asume que 7" < 0. O
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Teorema 28. Supongamos que se satisfacen las hipotesis del Teorema 26 con Ao < Moo ¥
ademds
7" =liminf g(u) > 0

Entonces existe \*, tal que el problema

—Au=Af(u+a) z€Q
u=0 x€0dQ

tiene al menos tres soluciones para todo X\ €] max(A*, A\g), Aol
Demostracion. Puesto que 7 > 0, por el Teorema anterior deducimos que la bifurcacién
de infinito es a la izquierda y como Lo, N Lo, = 0, se tiene que, de la rama que bifurca

de infinito podemos hallar dos soluciones para cada A €]A\*; \o[ donde A\* = min A tal que
(A, u) € Lo g

Ademas se puede hallar una solucién al problema

—Au=Af(u+a) x€f
u=0 x€0dN

para cada A €]\, 00| la cual pertenece a la rama de bifurcaciéon Lo, por tanto, se tiene que
existen al menos tres soluciones para todo A €] max(A*, Ag), Aso[ Puesto que Ay < As. O

Il

S) —(pmmmemmesmeshatism s m e w e

il

1
Ao A Ak

Figura 7: Diagrama del Teorema 28
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Lema 11. Supongamos que existe o > 0 tal f(s+ a) > as. Entonces A = % > 0 es tal que
el problema

—Au=Af(ut+a) z€
u=0 x€df)

no tiene soluciones positivas para X > A. Ademds Lo, = Lo o-

Demostracion. Si (A, u) es tal que

—Au=Af(u+a) z€Q
u=0 x€0Q

entonces
—Au = \f(u+a) > dau

multiplicando por ¢; e integrando, encontramos que

Al/ugoldx > )\oz/ugoldx
Q Q

Puesto que u > 0 se sigue que A < % =A.
Ademas, por el hecho que A\, es el unico punto de bifurcacién de infinito y la rama de
bifurcacién de cero es no acotada, por lo demostrado anteriormente se tiene que Ly, tiene

que cortar a Lo q. ]

-l

Figura 8: Diagrama del Lema 11
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Teorema 29. Supongamos que f’ (a) = ms. Si existe € > 0 tal que
g(s) < —mgya Vs € (a,a+e)

entonces la bifurcacion de cero del Teorema 24 es a la derecha.

Demostracion. Sea (An,u,) € RT x X una sucesién de soluciones del problema

—Au=Af(u+a) z€Q
u=0 x€0d

con )\n—>)\0:%y |lunl| — 0

Dividiendo la ecuacién u, = A\, (—A) [ f(u, + a)] por |lu,l|, por el Lema 4 y del hecho que

(—A)™! es un operador compacto podemos hallar una subsucesion (HZ—“”) tal que

Unp,

[

—) U
ma&s ain, se puede probar que v = .

Usando ¢, como funcién test en el problema:
—Au, = Ny (U, + a) + A\g(u, + a)

se tiene que
—Aun(,Dl = Anmoo<un + a)@l + Ang(un + @)(,01

— / Ay prdr = \ymeg /(un + a)pidx + )\n/ g(u, + a)prdx
Q Q

Q

O upprds = )\nmoo/

/ Vu,Vyidr —
Q Q

(up + a)prdr + )\n/ g(u, + a)prde
09 Q

= / Vu,Vordr = \ymeo /(un + a)pidx + )\n/ g(u, + a)prdx
Q Q Q

ademas, usando u,, como funciéon test en el problema

—A801 = )\1Q01

tenemos que
—Aprun, = Aipru,

—/Agplundx:/\l/ungoldw
Q Q

/Vuanold:L’—/ 8Vg01und5:)\1/un<p1dx
Q 0 Q
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= /Vuanoldx:)\l/ungoldx
Q Q

ahora, puesto que (u, + a) converge uniformemente a a, se tiene que g(u, + a) + mo.a < 0,
por tanto

mooa/gpldx+/g(un+a)g01dx§0
Q Q
asi

A / upprda = Anmoo/(un + a)pidr + An/ g(un + a)prdz
Q Q

Q

(A1 — Aumoo) / Upprda = )\nmooa/ prdr + )\n/ g(u, + a)prdr <0
Q Q Q

(A — Ameo) / upprdr <0
Q

se deduce que

Teorema 30. Supongamos que f' (a) = mo. Si se satisfacen las hipdtesis del Teorema 28
y ademds existe € > 0 tal que

g(s) < —mya Vs € (a,a+e)
Entonces existe \*, tal que el problema

—Au=Af(ut+a) z€
u=0 x€df)

tiene al menos dos soluciones no triviales para todo \ €]J\*, ool.

Demostracion. Puesto que ' > 0, por el Teorema 27 deducimos que la bifurcacion de infinito
es a la izquierda y como Lo, N Ly, = 0, se tiene que, de la rama que bifurca de infinito
podemos hallar dos soluciones para cada A €]A\*, A\ [ donde \* = min A tal que (A, u) € Ly 4.

Ahora puesto que existe € > 0 tal que

g(u) < —mgya  Yu € (a,a+€)
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se tiene que la rama que bifurca de \yg = A, es hacia la derecha, asi podemos hallar dos
soluciones para cada A €]\g, oo[, una que pertenece a la rama de bifurcacién de infinito y la
otra que proviene de la rama que bifurca de cero.

Asi de lo anterior se deduce que existen dos soluciones para cada A €]J\*, ool. ]

B[

S0 — Qfmmmmm——————

i e v o S et e o O

LT

-
e
2

Figura 10: Diagrama del Teorema 30
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Capitulo 6

Problemas elipticos no lineales con
condiciones Dirichlet no homogéneas.

En el presente capitulo enunciaremos algunos resultados de existencia de soluciones, para el
problema:

—Au=MAf(u) en Q (6.1)
u=h en 09

donde € es un subconjunto abierto y acotado de R™ (n > 2), u := u(z) con x € Q, A > 0,
f € CHRT R), ademéas supondremos que h es una funcién no negativa, acotada, h # 0..

Para ello se hara uso de algunos de los resultados obtenidos en el capitulo anterior, ademés
se tratara de aplicar el teorema de sub y supersoluciones que fue descrito en el capitulo 1.

Para facilitar el trabajo, tomaremos el cambio de variable v = u — =, asi
—Au=-Av—Ay=Af(v+7v) enf)

u=v+y=h en df)

Por tanto al problema anterior lo podemos separar en:

—Ay=0 z€ (6.2)
vy=h x €N
y
—Av=Af(v+7~v) z€Q (6.3)
v=0 x€dQ

Asi, nuestro trabajo se centrara en resolver el problema (6.3).
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Puesto que h es una funciéon no negativa, acotada y h # 0, por el Principio de Maximo se
tiene que la solucién + del problema (6.2) satisface:

vy>0 Vre

y asi

= mi < < ma =
0<a wmin h(z) < ~v(z) < gééa%(h(x) b

En el presente capitulo, se considerara nuevamente que

f(5) = mas +g(s), me >0, gecC"R"R), |g(s)|<k
ademds f(s) > 0 para todo s € [0, a].
Observacion 11. Un problema trivial de estudiar seria:

—Au=Af(u) x€Q
u=h x€0d

con h(z) = a, f(a) =0, fi(a) >0 donde "a” es una constante positiva. Asi tendriamos los
problemas asociados

—Ay=0 z€9 —Av=Af(v+7v) z€Q
vy=a x €0 4 v=>0 x € 0}

de donde se obtendria que v = a y ast

—Av=Af(v+a) z€
v=0 x € 0N}

y por el Teorema 24 se deduce que \g = es el unico punto de bifurcacion de cero de

A1
fi(a)
soluciones positivas.

Teorema 31. Supongamos que f € C1(RT R) es una funcién creciente en [a, 00| y f(a) = 0.
Si existe T > 0 tal que Ta > b y

g(tv+7) < 7g(v+a)

para toda solucion v de (5.1). Entonces para cada X € Iy, existe al menos una solucion no
trivial del problema (6.3). Mds ain, para cada solucion (A, u) del problema (6.3) existe una
solucion (\,v) € Lo, tal que

v<u<TU Vo € Q
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Demostracion. Ya que f(a)=0y como
a+h>a = fla+h)>0

donde h € R*, se tiene que

>0

f) = 1 O 0@ St h)

h—0+ h—0+ h

asi por el Teorema 24, \g = es un punto de bifurcacién del problema (5.1) y por tanto

A
fi(a)
tiene sentido hablar de A € I'g,.

Para todo lo que sigue en la demostracion tomemos (A, v) € Lo, por lo tanto

—Av=Af(v+a) z€Q
v=0 x¢€dN

pero como
v+a<v+y = flvt+a)<flv+7)

se tiene que

—Av < Af(v+7v) z€Q
v<0 ze€df

lo que indica que v es una subsolucién de (6.3).

Puesto que existe 7 >0 tal que ra > b >~y
g(tv+7) < 7g9(v+a)

se tiene que
tma + 7g(v+a) > my+ g(tv +7)

Tmv + 7ma + 7g(v + a) > Tmv + my + g(tv + )
Tim(v+a)+ g(v + a)] > m(tv +7) + g(tv + )
=  1flv+a) = f(rv+7)

Por tanto,

—Atv =7(=Av) =TAf(v+a) > Af(tv+7v) z€Q
T0 >0 x € 02

lo que indica que 7v es una supersolucién del problema (6.3).

Ya que 7a > b > a se tiene que 7 > 1, por lo tanto v < 7v Va € €, asi existe una solucién u
del problema (6.3) tal que v < u < Tw. O
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Figura 11: Diagrama del Teorema 31

Observacién 12. Puesto que (A\,v) € Ly,, se tiene que v > 0 Vo € €, asi por el Teorema
anterior va a existir una solucion u del problema (6.3) que satisface

v<u<TU Vx € Q)
para cierto T > 1, de aqui podemos concluir la positividad de las soluciones del problema

(6.3).

En el teorema anterior puede darse el caso en el existan varios 7 que satisfagan la condi-
cién requerida, a continuaciéon enunciaremos un resultado que nos muestra que la solucién
encontrada en el Teorema 31 es independiente de la eleccién de 7.

Lema 12. Supongamos que \ > W’)—l

Si u satisface el problema
—Au > Ameou

conu =0 en 02, entonces u =0 en €.

Demostracion. Usando (; como funcion test, se tiene que:

—Aup; > MM ey

—/Awpldx > )\moo/wpldx
Q Q

/Vquoldx — O uprds > )\moo/wpldx
Q

o Q
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= /Vqupldx > )\moo/ugpldx
Q Q

ademas usando u como funcién test en el problema

—Apr = Ay

/Vqupld:U:)\l/ugoldx
Q Q

Al/ugol > )\moo/wpl
Q Q

Si suponemos que u > 0 se tendria que A < n’)—l, lo que es una contradiccion. Por tanto u = 0
en 2. ]

se tiene que

asi

Lema 13. Supongamos que se satisfacen las condiciones de Teorema 31. Si f' (a) = ms y
g es una funcion estrictamente decreciente en [a, o0[, entonces para todo \ > 72_; la solucion
del problema (6.3) hallada en el Teorema 31 es independiente de la eleccion de .

Demostracion. Sea (A, v) € Lg,, por reduccién al absurdo, tomemos 71 y 7 tal que ma > b
v Toa > b.
Asi, por el Teorema 31 podemos hallar soluciones diferentes u; y us que satisfacen:

v<u <Tv

V< Uy < THU

Puesto que las dos soluciones estan definidas en 2 y tienen las mismas condiciones de frontera,
siempre se va a poder encontrar subconjuntos de €2 en los cuales u; < us 0 uy < uy.

Asi, basta probar el teorema cuando u; < us 0 us < uy en §2.

(i) Supongamos que u; < us, puesto que g es decreciente, se tiene que
—A(ug — ug) = Mmoo (ug — uz) + glug +7) — gluz + 7))
(=A = Mmoo ) (ur — uz) = A(g(u1 + ) — glug +7)) >0

por tanto
(—A — Ameo)(ug — ug) >0

ya que u; — up = 0 en 02, por el Lema anterior se concluye que u; = uy en €2, lo que
es una contraccion.
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(ii) Supongamos que uy < ug, puesto que g es decreciente, se tiene que
—A(ug —u1) = Mmoo (uz — ur) + g(ug +7) — g(us +7))

(—A = Amgo)(ug — u1) = Mg(ug +7v) — g(us +7)) >0

por tanto
(—A — Amoo)(ug —uq) >0

puesto que us — u; = 0 en 02, por el Lema anterior se concluye que uy = u1 en €2, lo
que contradice el hecho que uy < u;.

Por tanto, se concluye que u; = uy en 2. ]

El siguiente resultado nos permitira conocer el comportamiento de las soluciones del problema

(6.3).

Lema 14. Las soluciones halladas en el Teorema 31 convergen hacia (Ao, 0).

Demostracion. Puesto que Ay = f’/\_@) es un punto de bifurcacion de cero para el problema
+ p—

(5.1), por definicién existe una sucesion (A, v,) € Rt x C(Q) tal que A, — Ay [[vnll, — 0
donde (A, v,) satisface

—Av, =\ f(v,+a) x€Q
v,=0 1z €90

ademas por el Teorema anterior, para cada v, puedo hallar una solucién u,, del problema
(6.3) tal que u, < Tv, ctp Q y asi

[tn]l oo < 7 [Vn]log — 0

por tanto hemos hallado una sucesion (A, u,) tal que A, — Ag, ||un]|,, — 0 donde (A, u,)
satisface el problema (6.3). O

Teorema 32. Existe € > 0 tal que la bola
B((Xo,0),€) = {(\u) : A € B(Xo,€), |lu|]l € B(0,¢)}

contiene una rama continua de soluciones del problema (6.3) que converge hacia (Ao, 0).
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Demostracion. Por el Lema anterior se tiene que (Ag,0) es un punto acumulacién de solu-
ciones del problema (6.3), asi se puede hallar € > 0 tal que todo (A, u) con | A\g — A |< ey
||lul|, < € esté lo suficientemente cercano a (A, 0).

Sea (A1,v1) v (A2, v2) en B((Ag,0),€) soluciones del problema (5.1), entonces se tiene que
llvi]| < €y |lv2]| < e, ademds por el Teorema 31 se tiene que existen soluciones u; y us del
problema (6.3) tal que u; < 7v; v us < 7wy y asi

[irlle < T llillee < 7€y luallo < 7 llvall < 7e

ademas
||l = MJuzll | = [Juell < flusl] < 7llorl] < 7 [ foall = fJoal| | +7 [[va|

= [l = lluall 1< 7 [ o]l = fJoal] | +7 [Joa]] + [Juz]]
puesto que vy y vy pertenecen al continuo de soluciones del problema (5.1), se tiene que si

M= Xf<ea = |ull, = lloefl [<9

por tanto se tiene que
| urlleg = lJuallo [< 7(0 +2¢) = ¢

]

Ahora, al igual que lo hecho para la bifurcacién de cero, lo que se tratara de hacer es buscar
soluciones del problema (6.3) que converjan a (A, 00), donde A, es el unico punto de
bifurcacién del problema (5.1).

Teorema 33. Supongamos que se satisfacen las hipotesis del Teorema 25 y f es una funcion
creciente en |a, 00[. Si existe T > 0 tal que Ta > by

g(tv+7) < 7g(v+a)

para toda solucion v de (5.1). Entonces para cada X € ' 4, eziste al menos una solucion no
trivial del problema (6.3). Mds ain, para cada solucion (A, u) del problema (6.3) existe una
solucion (AN, v) € Lo 4 tal que

v<u<TU Vo € Q

Demostracion. La demostracién es similar a la realizada en el Teorema 31. OJ

Lema 15. La soluciones halladas en el Teorema 33 convergen hacia (Ao, 00).
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Demostracion. Puesto que Ao = -1

Moo

es un punto de bifurcacién de infinito para el problema

(5.1), por definicién existe una sucesion (A, v,) € RTxC(Q) tal que A, = A ¥ ||vn ]|, — o0
donde (A, v,) satisface

v, =0 x €00

ademds por el Teorema anterior, para cada v, puedo hallar w,, solucién del problema (6.3),
tal que v,, < w, ctp €, puesto que ||v,||,, — oo, deducimos que ||u,||,, — oo. Por tanto,
hemos hallado una sucesién (A, u,) de soluciones del problema (6.3) tal que A\, — A,
l|un |, — oo O

Lema 16. Si se satisfacen las condiciones del Teorema 33 y ademds g € CY(RT,R) es una
funcion estrictamente decreciente en [a,o0[, entonces para todo A > "’t—l, la solucion del
problema (6.3) hallada en el Teorema 33 es independiente de T.

Demostracion. Se realiza una demostracion similar a la realizada en el Lema 13. O]
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Capitulo 7

Conclusiones y recomendaciones

7.1.

Conclusiones

. Se comprobd que el grado topoldgico es una herramienta matematica muy potente,

por medio de la cual pudimos resolver ciertos problemas encontrados en ecuaciones
diferenciales parciales.

. Fue posible generalizar la mayor parte de los resultados obtenidos por Ambrosetti-

Hess en su articulo: Positive Solutions for Asymtotically Linear Elliptic Eigenvalue
Problems, pero esta vez aplicados a los problemas elipticos no lineales perturbados con
condiciones de Dirichlet homogéneas.

. Mediante el uso de teoremas, que son basados en los trabajos de Rabinowitz y Kras-

noselskii, se pudo probar la existencia de soluciones para el problema eliptico no lineal
perturbado con condiciones homogéneas en la frontera tipo Dirichlet.

Se pudo deducir las condiciones que nos permitieron manejar la forma que tienen las
ramas de bifurcacion y de esta manera pudimos aumentar o disminuir el nimero de
soluciones del problema, hallando asi, en algunos casos, multiplicidad de soluciones.

. Se llego a la conclusion de que bajo ciertas hipotesis sobre la funcién asintoticamente

lineal, se pueden usar los resultados obtenidos en los problemas perturbados para hallar
soluciones al problema eliptico no lineal con condiciones de Dirichlet no homogéneas.

. Se hallaron resultados que nos permitieron conocer el comportamiento de las solu-

ciones encontradas para el problema eliptico no lineal con condiciones de Dirichlet no
homogéneas.

Se llegé a la conclusién de que los puntos de bifurcacién del problema perturbado (5.1)
asociado al problema no homogéneo, no son necesariamente puntos de bifurcacién para
el problema (6.3).
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7.2. Recomendaciones

1. Para una mejor comprencion de la Teoria de Grado Topoldgico tanto en dimension
finita como infinita, es recomendable leer [3] y [8].

2. Como continuacion de esta tesis se pueden seguir buscando condiciones que nos per-
mitan generar una rama de bifurcacién de cero que nazca hacia la izquierda para el
problema perturbado (5.1).
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