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RESUMEN

Los modelos de riesgo de crédito CreditMetrics'™ y CreditRisk", Credit Portfolio View
han constituido ser excelentes herramientas para determinar la distribucion de pérdida en
mercados desarrollados; asi también el modelo CyRCE se ha constituido en una de las
pocas herramientas capaces de medir el nivel de concentracion que se presenta en una
cartera de crédito donde la informacidn es escasa o poco confiable. Estos modelos, logran
que una institucion financiera pueda constituir de manera coherente las provisiones y el
capital econdmico para cubrir un cierto nivel de riesgo asumido por la colocacion de
créditos. El desarrollo tedrico de los modelos de riesgo de crédito permite generalizarlos a
partir de los modelos de mixtura y de las funciones copulas; y logra determinar que la
concentracion de una cartera incide directamente en el riesgo de crédito. Estos conceptos
facilitan la comprension de los modelos de créditos y transparenta la calibracion e

implementacion de los mismos en cualquier cartera.

Para la implementacion de estos modelos en una cartera crediticia de una institucion
financiera ecuatoriana, primero se tiene que segmentar a la cartera crediticia en grupos
homogéneos donde los créditos tienen similares calidades crediticias. Posteriormente, para
cada grupo homogéneo se construye informacion historica de las tasas de incumplimiento
y el nivel de exposicion, siendo estos la informacion necesaria para calibrar los modelos de

riesgo crédito por medio de los modelos de mixtura.

Una vez identificado los parametros de cada modelo se determina la distribucion de
pérdida del portafolio a través de dos métodos, el primero por medio de la simulacion de
MonteCarlo para lo cual se tiene que determinar el modelo por umbrales que sea
equivalente al modelo de mixtura previamente obtenido; el segundo método se lo obtiene
por medio de una expresion cerrada la cual se fundamenta el modelo CyRCE. Para validar
si los modelos de riesgo de crédito logran capturar la dindmica de las pérdidas del
portafolio analizado, se tiene que realizar pruebas de consistencia (backtesting) donde se

evidenciara cual es el modelo que mejor se ajusta a la realidad de la institucion financiera.

Una vez calibrado los modelos de riesgo de crédito se construye la frontera eficiente y se

analiza si los montos de los créditos estan acorde con el nivel de riesgo asociado.



PRESENTACION

En el negocio bancario, el principal activo productivo es la cartera de créditos, por
consiguiente es necesario una adecuada administracion de la misma que conlleve entre
otros, a obtener una valoracion acertada de la tasa de interés del crédito, en la cual deberia
estar implicito factores como: la rentabilidad, los riesgos, los costos y los gastos, etc. para
la institucion financiera; siendo el riesgo uno de los factores fundamentales por determinar.
En una cartera de créditos, el principal riesgo que se presenta es cuando el deudor no
cancela el saldo del crédito ya que puede convertirse en pérdida y por tanto, la institucion
financiera debe tener un resguardo para cubrirla. Tal resguardo esta constituido por las
provisiones por incobrabilidad y por capital, mismos que se lograsen constituir
adecuadamente si la institucion financiera conociere a priori el comportamiento de las
pérdidas de la cartera de créditos; pero, este objetivo es dificil conseguir en la realidad
ecuatoriana, debido a que la mayoria de modelos de pérdida fueron elaborados en paises
desarrollados donde existe una buena cantidad de informacién, lo cual, no acontece en
paises como el nuestro en donde la cultura de almacenamiento de informacion es escasa.
En este sentido la Superintendencia de Bancos y Seguros del Ecuador, preocupada por
velar por la estabilidad del sistema financiero, ha disefiado una normativa encaminada a la
administracion del riesgo de crédito donde se exige a las instituciones financieras que
dispongan de un proceso de crédito orientado a identificar, medir, mitigar y monitorear el
riesgo de crédito tal como se menciona en Basilea II.

La piedra angular del proceso de crédito es el desarrollo de modelos de portafolio de
crédito capaces de realizar una adecuada medicion del riesgo, los cuales permitiran una
acertada definicion de politicas orientadas a obtener un nivel de rentabilidad en funcion del
riesgo asumido por la institucion.

Adicionalmente, la mayor preocupacion que tienen los administradores de riesgo de crédito
es la ocurrencia desproporcional de incumplimientos conjuntos que pueden darse en un
portafolio de préstamos ya que tienen un impacto directo en el nivel de pérdidas y por ende
en el capital econdmico de la institucion financiera. Tal ocurrencia normalmente se le
conoce como riesgo de crédito extremo, por lo que un adecuado modelo de portafolio de
crédito debe ser capaz de cuantificar este riesgo para asi medir la pérdida que puede tener
el porfolio en un horizonte de tiempo dado.

Ante esta situacion, es importante poner en conocimiento de las instituciones financieras

del pais que los modelo de portafolio de crédito, internacionalmente conocidos como
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CreditMetrics'™ , CreditRisk”, KMV, CreditPortfolioView y CyRCE son adaptables a sus
instituciones, permitiendo determinar de manera consistente y confiable, el
comportamiento de las pérdidas de su cartera de crédito con el proposito de disponer

indicadores de riesgo para una acertada toma de decisiones.
1. Formulacion y Sistematizacion del Problema

La formulacion del problema se plantea mediante la siguiente pregunta de investigacion,

con la cual se espera responder el problema propuesto
e ,Existe un modelo de referencia para portafolio de crédito en el Ecuador?

Para la sistematizacion se proponen varias subpreguntas sobre temas especificos como las

siguientes:

e /Cual es la informacion que debe disponer una institucion financiera en el pais para

desarrollar un modelo de portafolio de crédito?

e Como se pueden acoplar los modelos de portafolio de crédito internacionales en

instituciones financieras del pais?
e ,Cuales el impacto en las pérdidas por causa de la concentracion de riesgo de crédito?

o /Qué efecto se produce en las pérdidas crediticias al suponer independencia entre
incumplimientos?
e Como se puede determinar limites en los créditos?

e ,Como se puede conocer si el nivel de capital y provisiones permiten cubrir las

pérdidas a un nivel de confianza determinado?
e Cdmo se puede construir la frontera eficiente para un portafolio de crédito?

e Qué informacién brinda la frontera eficiente de un portafolio de crédito para tomar

decisiones basadas en riesgo y rentabilidad?

e Como se calibra los modelos internacionales de portafolio de crédito para medir

adecuadamente el riesgo extremo?
2. Objetivos de la Investigacion
El presente trabaja plantea como objetivo general el siguiente:

e Cuantificar adecuadamente las pérdidas de un portafolio crediticio de una institucién
financiera.

Como objetivos especificos tenemos:
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4.

Proponer algunos modelos de portafolio de crédito.

Mejorar la administracion del riesgo de crédito de institucion financiera.
Optimizar el capital econdmico de una institucion financiera.

Medir el nivel de concentracion crediticia aceptable en una cartera de crédito.
Asignar limites adecuados a los créditos individuales.

Disefiar politicas para diversificar una cartera de crédito.

Construir una frontera eficiente para un portafolio de crédito.

Calibrar los modelos de portafolio de crédito en una cartera de una institucion

financiera del pais.

Validar la consistencia de los modelos de portafolio de crédito en una cartera de una

institucion financiera del pais.
Hipétesis de Trabajo

Los modelos de riesgo de crédito internacionales a pesar de ser implementados en
mercados desarrollados se los pueden acoplar en instituciones financieras donde la

calidad de informacion crediticia es escasa.
Se esquematiza de manera abstracta a los modelos de riesgo de crédito internacionales.

La aplicacion del modelo de riesgo de crédito en el Ecuador permite construir mejores

indicadores de riesgo para monitorear el comportamiento del portafolio de crédito.

La asignacion adecuada de montos de créditos se la obtiene a partir de la medicion del

nivel de riesgo que la institucion asume en cada crédito.

La frontera eficiente de un portafolio de crédito le permite a la institucion financiera
medir de manera adecuada el nivel de riesgo asumido segun una rentabilidad esperada

objetivo.

Metodologia

El presente trabajo estd compuesto de 7 capitulos con sus respectivas referencias

bibliograficas y anexos, como se presenta a continuacion:

En el capitulo 1 se efectiia una introduccion al riesgo de crédito en donde se comenta sobre

las metodologias tradicionales y modernas para medir tal riesgo.

En el capitulo 2 se aborda toda la teoria que existe detras de los modelos de riesgo de

crédito que tienen un enfoque moderno, estos modelos son KMV, CreditMetrics™ y

v



CreditRisk” cuyo objetivo es estimar la distribucion de pérdidas de un portafolio de

créditos.

En el capitulo 3 se aborda el modelo CyRCE por separado de los demas modelos, ya que es
un modelo que a mas de analizar las pérdidas por riesgo de crédito, enfoca el riesgo de
concentracion de créditos, los limites de créditos, la suficiencia de capita y la suficiencia de

provisiones por riesgo de crédito.

En el capitulo 4 se abordan los modelos de dependencia para riesgo de crédito donde se
trata de cuantificar la dependencia entre créditos incumplidos ya que una de las principales
caracteristicas de una cartera de crédito son las pérdidas extremas, también conocido como
riesgo extremos donde se presenta con mayor frecuencia el incumplimiento conjunto de los
créditos, situacion que no permite capturar las distribuciones normales multivariadas por lo

que es fundamental utilizar las funciones cépulas.

En el capitulo 5 se presenta la metodologia para determinar la frontera eficiente de un
portafolio de crédito donde se hallan portafolios con minimo riesgo y maxima rentabilidad

para lo cual se utiliza como medida de riesgo al Valor en Riesgo Condicional.

En el capitulo 6 se presenta la aplicacion de los modelos para portafolios crediticios en una
cartera automotriz de una institucion financiera, donde es posible calibrar los modelos
CreditMetrics™, CreditRisk”, Credit Potfolio View, CyRCE vy la cépula t student a partir
de la informacién disponible de tasas de incumplimiento, dando lugar a que la institucién
pueda constituir de manera adecuada el capital econémico y la provision; ademas, se
desarrolla indicadores adelantados con la calidad crediticia a partir de la medicion de la
concentracion de la cartera crediticia, asi también se logra disponer de una herramienta que
relaciona el riesgo y la rentabilidad de la cartera de créditos dando lugar a que la
institucion pueda asignar los recursos consistentemente de tal forma que obtenga la mayor

rentabilidad.

En el capitulo 7 se presentan las principales conclusiones y recomendaciones desde el
punto de vista tedrico practico de tal manera que se puede evidenciar la fortalezas y
debilidades de la teoria para portafolios crediticios, asi como también el impacto de éstos

en la aplicacion en la cartera de créditos automotrices.
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Capitulo 1

Introduccién al Riesgo de Crédito

1.1. Generalidades

La principal actividad de un Banco' es la intermediacion financiera la que permite
transferir los recursos entre individuos que poseen un sobrante a individuos que necesitan
dinero extra para consumirlo e invertirlo. Esta actividad econémica conlleva ciertos as-
pectos que pueden ocasionar pérdidas al banco, por ejemplo puede darse el evento de que
todos los depositantes reclamen sus ahorros al mismo tiempo y el banquero no disponga
del suficiente dinero en sus cajas para cubrir la demanda de los depositantes, por otro
lado puede ocurrir que algunos de los acreedores de los créditos no paguen y provocar

pérdidas.

La intermediacién financiera puede ocasionar que el banco aumente la posibilidad de
enfrentar pérdidas e incumplir las deudas contraidas, lo que forzaria al banco a salir del
negocio. Para mitigar las pérdidas es necesario que se desarrolle metodologias y/o politicas
para gestionar el riesgo?, éstas permiten a los administradores planear adecuadamente la
forma de anticiparse a posibles resultados adversos. Especificamente la gestién de riesgo

permite establecer esquemas eficientes de administracién y control del riesgo® y de esta

LA pesar que nos referimos a los Bancos éste se generaliza también para Cooperativas, Mutualistas y
Sociedades Financieras.

2La palabra riesgo proviene del latin riscare, que significa atreverse a transitar por un sendero peligroso
y tiene un significado negativo, relacionado con peligro, dano, siniestro o pérdida

3Existen diferentes riesgos a los que estdn expuestas las instituciones financieras, siendo los principales:
Riesgo de Mercado, Riesgo de Crédito, Riesgo Operativo y Riesgo de Liquidez.

14
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manera asegurar la calidad de sus portafolios. El principal objetivo de la administracién
del riesgo es el de garantizar que el riesgo asumido por el banco sea cubierto por un
cierto capital capaz de absorber las méximas pérdidas que puede incurrir en la institucién

financiera.

Dentro de los principales riesgos que presenta una institucién financiera, el riesgo
de crédito es el que mayor importancia tiene en términos de las pérdidas potenciales.
Existen una gran cantidad de definiciones para el riesgo de crédito; sin embargo, segiin la
normativa de la Superintendencia de Bancos y Seguros del Ecuador (SBS), el riesgo de

crédito se puede definir de la siguiente manera:

Es la posibilidad de pérdida debido al incumplimiento del prestatario o la contraparte
en operaciones directas, indirectas o de derivados que conlleva el no pago, el pago parcial

o la falta de oportunidad en el pago de las obligaciones pactadas.

Por otro lado, se ha determinado que existen dos tipos de riesgos de crédito, el primero
es el riesgo por incumplimiento y se refiere a la pérdida potencial que se presenta cuando
un deudor no puede cumplir sus obligaciones financieras, el segundo es el riesgo de mercado
que es la pérdida potencial que se presenta cuando se deteriora la calidad crediticia de
un deudor?, en este tltimo caso, la calificadora considera que el deudor ha aumentado la
probabilidad de que incumpla y por tanto el crédito vale menos ya que se descuenta a una

tasa mayor.

Hay que tomar en cuenta que una institucién financiera debe disponer de indicadores
que permitan medir la pérdida potencial por riesgo de crédito que puede sufrir el portafo-
lio de crédito y a partir de estos indicadores mitigar la pérdida utilizando el capital de la
institucién financiera. Estos indicadores se elaboran a partir de la distribucién de proba-

bilidades de las pérdidas y ganancias asociadas a los créditos de la cartera, estos son:

= Valor en Riesgo (VaR): Es el cuantil de la distribucién de pérdidas y ganancias
asociadas a la cartera de crédito, para un periodo de tiempo y un nivel de confianza

dado.

1Comité de Supervisién Bancaria de Basilea (1999) pp52
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Mérmas Pérdidas Perdidas
normales no esperadas totalmente inesperadas
anticipadas poco frecuentes menas frecuentes
pero manejables pero catastroficas
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Estimacion Esperada VaR Estrés
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de Riegos Resultados VaR por Estrés

Figura 1.1: Esquematizacion de las provisiones y del capital econémico a través de la
distribucién de pérdida de un portafolio de crédito

» Déficit Esperado (ES): Es la pérdida esperada durante N dias, condicionado a
que la pérdida sea mayor que un cierto percentil de la distribuciéon de pérdida. Es
una medida que produce mejores resultados que el VaR®, a veces es referido como
un VaR condicional. El VaR hace la pregunta Cudl puede ser mi mayor pérdida,
en cambio el ES hace la pregunta Si las cosas van mal, cudl puede ser mi pérdida
esperada. El ES al igual que el VaR, es funcién de dos pardmetros, el horizonte de

tiempo en dias y el nivel de confianza.

» Pérdida Esperada (PE): Es la media de la distribucién de pérdidas y ganancias,
indica cuanto se puede perder en promedio y estd asociada a la politica de reserva

preventiva que la institucién debe tener contra los riesgos crediticios.

» Pérdida no Esperada (PNE)°: Es la pérdida por encima de la esperada por el
incumplimiento de sus deudores. Permiten determinar el Capital requerido por el

acreedor para hacer frente las pérdidas no anticipadas

®John Hull, ha explicado recientemente las limitaciones que tiene el VaR y las relativas ventajas de
una medida alternativa como es el caso del déficit esperado.
6Esta medida puede estimarse como la diferencia entre el VaR y la pérdida esperada.
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Las pérdidas esperadas son calculadas con base a un andlisis estdtico de la condicién
general de cada uno de los créditos que integran la cartera, estas pérdidas representan el
porcentaje del crédito original que las autoridades financieras esperan que se pierda dado
el deterioro actual de la cartera, a estas pérdidas se suelen hacer frente con las provisiones
obligatorias que las instituciones tienen que acumular como fondo de contingencia para
proteger la cartera de crédito. Hay que tomar en cuenta que la suma de las pérdidas
esperadas a nivel individual es la pérdida esperada de la cartera y por lo tanto es el valor

que se debe disponer como provision.

Las pérdidas no esperadas estdn asociadas a cambios en la calidad de la cartera de
crédito en el tiempo. Estdn compuestas por riesgos crediticios en la cartera que no se
consideran como probables o estimables en la fecha de evaluacién, pero pueden ocurrir en
el futuro. A este tipo de pérdidas se suele hacer frente con el capital de la institucién.

Se puede observar en la Figura 1.1 que a partir de la distribuciéon de pérdida del
portafolio de crédito se puede identificar la pérdida esperada y la inesperada del portafolio

y a partir de ésta se puede estructurar la provisién y el capital econémico.

Cabe mencionar que las provisiones y el capital econémico no son las tinicas politicas
para mitigar el riesgo de crédito, més bien existen otras que las complementan como es
el caso de los limites de crédito, siendo éstas las politicas mds utilizadas por los bancos
ya que permiten limitar las pérdidas en caso de incumplimiento. Los administradores de
riesgo de crédito deben desarrollar procesos de autorizacién para los limites de crédito,
con los cuales se establece el monto méximo en riesgo que se estd dispuesto a asumir con

un cliente actual o futuro.
Especificamente los limites de crédito permiten alcanzar los siguientes objetivos:
= Evitar que la pérdida en un solo crédito ponga en peligro al banco.

= Diversificar los compromisos de otorgamiento de crédito y por lo tanto reducir el

nivel de concentracion.

= Evitar otorgar crédito a cualquier persona o grupo por un monto tal que exceda su

capacidad de endeudamiento.
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El capital de un banco ayuda a establecer limites, sobre todo si se considera la necesidad
de diversificacién del crédito. Dos elementos bésicos a considerar en el establecimiento de
limites son la orientacién del Banco y su plan anual de negocios, elementos que también
serviran para establecer los criterios de diversificacién de la cartera.

En términos generales la base sobre la que se debe desarrollar los limites de crédito es
el plan anual de negocios, ya que en éste se plantea el monto total de crédito a otorgar
durante un periodo dado. En el plan de negocio se debe determinar el monto méximo de
crédito a otorgar por acreditado individual y por grupo econémico; es decir, establecer el

monto maximo que por acreditado puede soportar el banco en caso de incumplimiento

De lo mencionado anteriormente se puede hacer hincapié en que el conocimiento de la
distribucién de pérdida de un portafolio de crédito permiten definir politicas adecuadas
tales como el nivel de provisién, capital econémico, asignar limites de crédito segin el nivel
de riesgo que se quiera asumir, y diversificar la cartera, sin embargo, para conocer esta
distribucién se debe identificar primero ciertos elementos bédsicos del crédito, los mismos

que se pueden agrupar de la siguiente manera:
Elementos del riesgo a nivel individual
» Probabilidad de incumplimiento’ (PD): Es la medida de que tan probable es
que un acreditado deje de cumplir con sus obligaciones contractuales, su valor se

encuentra comprendido entre cero (imposibilidad de incumplir) y uno (es seguro que

incumple)

» La exposicién (E): Es lo que debe el deudor en el momento del incumplimiento,

toma en cuenta el capital y el interés de la operacion crediticia

» La severidad de la pérdida (LGD): Es una proporcién de la deuda que no se

podré recuperar una vez que la contraparte a caido en incumplimiento.

Elementos del riesgo a nivel de portafolio

"Se declara incumplimiento de pago cuando un pago programado no se ha realizado dentro de un
periodo determinado, o se efectia con posterioridad a la fecha en que estaba programado dicho pago.
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= Dependencia entre incumplimientos: La correlacién a pares mide la depen-
dencia o grado de asociacién entre el comportamiento crediticio de los deudores.
Su valor estd comprendido entre -1 y 1. Una correlacién positiva indica que el in-
cumplimiento de un deudor hace més probable el incumplimiento de otro, cuando es
negativa ocurre lo contrario. Hay que tomar en cuenta que la correlacién cero, indica
que el incumplimiento de un deudor no influye en el comportamiento crediticio del

otro deudor.

= La concentraciéon de la cartera: La cartera concentrada significa que hay mucho
crédito en pocas manos, lo cual puede producir grandes pérdidas y se agrava maés
cuando se presenta en segmentos de alto riesgo. Por ejemplo, la concentracién se
puede dar en un sector econdémico, o en alguna regién geogrifica, o por tipo de
crédito. Normalmente se mide a través de algin indicador que resume en un solo

nimero cémo estdan distribuidos los saldos de una cartera, el indicador més utilizado

es el indice de Herfindahl Hishmann (IHH).

1.2. Metodologias de medicién del riesgo de crédito

Durante los siglos XV y XVI, en Europa el oro fue regularmente utilizado como dinero
en las grandes transacciones, donde dicho oro era utilizado como moneda o lingotes; sin
embargo, éste no estaba seguro en ningtn lado. A través del tiempo la gente se dio cuenta
que no tenfa que transportar el oro en persona cuando realizaba un pago, lo tnico que
necesitaba era darle una carta en la que le pedia al orfebre® que transfiera una cierta
cantidad de dinero a dicho sujeto, con esto el portador de dicha carta podia llevarse el
oro o dejarlo ahf a su nombre.

Por otro lado, los orfebres se dieron cuenta de que en sus cajas fuertes habia grandes
cantidades de oro ocioso; es decir, oro sin utilizar, fue asi como surgié la oportunidad
de otorgar créditos, pues el orfebre detecté que podia prestar parte del oro depositado

cobrando un determinado precio, de esta manera los orfebres se convirtieron en banqueros

8Los orfebres trabajaban con el oro y posefan cajas fuertes y en algunas ocasiones hasta disponian de
guardias para resguardar el oro.
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logrando la transferencia de recursos entre individuos que posefan un sobrante a individ-
uos que necesitan dinero extra para consumirlo e invertirlo, dando asf la intermediacién

financiera.

El orfebre como banquero otorgaba el préstamo confiando en que no todos los de-
positantes reclamarfan su oro al mismo tiempo, por lo que prestaba una parte de este y
otra la reservaba para hacer frente a los reclamos de los solicitantes. Adicionalmente el
banquero podfa estudiar a sus acreedores y estimar que tan buenos pagadores eran, asf al
suponer quienes probablemente no le pagarfan podia estimar las posibles pérdidas en las
que incurrirfan.

Sin embargo existen factores que no pueden conocerse con exactitud, por ejemplo el
caso de un agricultor al que el banquero le otorga el crédito pensando que éste le pagaria
con la venta de la cosecha; sin embargo, si se presenta una helada toda la siembra se
pierde, por lo que el agricultor no podré saldar su deuda. La pérdida en que incurre el
banquero debido al mal tiempo, no pudo ser prevista al momento de analizar al acreedor;
es decir, no se trata de una pérdida esperada sino de una pérdida no esperada.

Hasta principios del siglo XX, el negocio bancario se mantuvo con pocos cambios,
existia una mistica del banquero exquisito con un ojo clinico infalible que conocia per-
fectamente a sus potenciales deudores, clientes y competidores, de manera que sabia por
oficio a quien le podia prestar y a quien no. Ademads tenfa una audacia calculada que le
permitia hacer cosas inauditas, la cudl implicaba mucho riesgo pero cuya recompensa era

mas generosa.

En la segunda mitad del siglo XX, y particularmente en las iltimas dos décadas, ha
existido un cambio radical en la forma de percibir y administrar el riesgo de crédito.
Esto es debido al aumento en la complejidad del negocio del crédito, que se fundamenta

principalmente por:

= La gran cantidad de créditos que se realizan dia a dfa, siendo imposible la evaluacion

de los créditos con los métodos tradicionales”.

9El modelo més conocido en este 4&mbito es el de las cinco C del crédito (Cardcter, Capital, Capacidad,
Colateral y Ciclo), también llamado modelo experto.
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= Las fuertes crisis financieras que se han presentado en las iltimas décadas donde
los métodos tradicionales, sistemas expertos y los sistemas de calificacién fueron

incapaces de predecir y prevenir tales crisis.

= La globalizacién que da lugar que una crisis en un lugar del mundo puede replicarse

en alguna regién vecina o alcanzar proporciones globales.

= Cambio en el valor de las garantias y en el colateral de los créditos debido a los

cambios ocurridos en el entorno econémico y en el negocio financiero.

= La proliferacién de instrumentos y operaciones que se registran fuera de balance y

conlle-van al riesgo de contraparte!.

Falta de regulaciones capaces de prevenir o amortiguar crisis financieras.

Los banqueros en respuesta a la complejidad del negocio crediticio presentada en los
dltimos anos, vieron la necesidad de desarrollar politicas mds acordes a la realidad, para
lo cual han desarrollado una gama de modelos capaces de gestionar los riesgos de crédito.
En la literatura existen dos grandes modelos para la estimacion del riesgo de crédito, los
modelos tradicionales y los de enfoque moderno, a continuacién detallamos cada uno de

ellos.

1.2.1. Modelos tradicionales

Hay que tomar en cuenta que estos modelos han sido la piedra angular para el desar-
rollo de los modelos con un enfoque moderno. Los modelos tradicionales se los pueden

agrupar en dos modelos: los sistemas expertos y los sistemas de calificacion de créditos.

Los sistemas expertos se fundamentan en criterios y en el juicio o la experiencia del
analista de cartera. El mds comun de estos es de las cinco C del crédito (Caracter, Capital,

Capacidad, Colateral y Ciclo), también es llamado modelo experto.

10Es el riesgo contingente implicito en un contrato en el que la contraparte del tenedor del titulo
incumple con la obligacién contraida.
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En este tipo de modelos, es de suma importancia tomar en cuenta la experiencia, el
juicio subjetivo y la evaluacién de ciertos factores por parte del analista del crédito para

otorgar o no el crédito. Los factores que se analizan en este sistema son los siguientes:

1. Caracter: Mide la reputaciéon de la firma, su voluntad para pagar y su historial de
pago, se ha establecido empiricamente que la antigiiedad de creacién de una empresa

es un indicio adecuado de su reputacién de pago.

2. Capital: Mide la contribucién de los accionistas en el capital total de la empresa y
la capacidad de endeudamiento, estos se ven como buenos indicios de la probabilidad

de quiebra.

3. Capacidad: Mide la habilidad para pagar, la cual se refleja en la volatilidad de los

ingresos del deudor, es decir en la viabilidad de las ganancias del acreditado.

4. Colateral: En el caso de incumplimiento, la entidad tendria derecho sobre el colat-

eral pignorado (dejado en garantia) por el deudor.

5. Ciclo Econémico: Es un elemento importante en la determinacién de la exposicién

crediticia, sobre todo en aquellos sectores econémicos que dependen de él.

Los sistemas expertos enfrentan dos problemas principales, la Consistencia y Subje-
tividad; debido a que el analista debe determinar cudles son los factores importantes a
medir para cada acreditado y adicionalmente debe tomar la decisién de cudles factores

son importantes para el otorgamiento o no del crédito.

Los sistemas de calificacion de crédito se pueden encontrar en todos los tipos de an4lisis
de crédito, desde los créditos de consumo hasta los préstamos comerciales. La idea es
parecida a los sistemas expertos, es decir, se tiene que pre identificar ciertos factores
clave que determinen la probabilidad de incumplimiento y combinarlos en una calificacién
cuantitativa. En algunos casos, la calificacién puede ser interpretada como la probabilidad
de incumplimiento y en otros casos se utiliza como un sistema de calificacién, ya que
permite colocar a un acreditado en un grupo malo o bueno. En este tipo de modelos se

puede incorporar los modelos de Z de Altman, Z-score y el modelo Zeta, siendo modelos



1. Introduccién al Riesgo de Crédito 23

econométricos que tratan de agrupar a las empresas en buenas o malas a partir de un

combinacion lineal de ciertos factores.

1.2.2. Modelos con un enfoque moderno

De los elementos bdsicos del crédito, la probabilidad de incumplimiento es una de
las varia-bles principales que se puede considerar que su comportamiento sea aleatorio o
estocdstico; es decir, se le considera desconocido y es justamente donde la mayoria de los
modelos de riesgos tratan de modelarlo o estimarlo, de tal manera que se pueda determinar
la distribucién de pérdida de la cartera de crédito.

Existen algunas maneras para determinar la probabilidad de incumplimiento, siendo

las mas importantes las siguientes:

= Esquemas de calificaciéon: Esta es la primera aproximaciéon para cuantificar la
probabilidad que un cliente no cumpla con sus pagos; mediante estos sistemas se
pretende dar una calificacién crediticia a los deudores, representando un indicativo
de la posibilidad de que un deudor incumpla con sus compromisos. El principal uso
que se les da en los bancos es en las decisiones de otorgamiento de crédito, los cudles
llevados a sus tltimas consecuencias son piezas clave para medir adecuadamente el

nivel de riesgo de crédito que tienen los bancos.

= Tasas de morosidad: También son conocidas como tasas de incumplimiento y es
la razén entre los deudores que incumplieron con el pago de su obligacién crediticia,

respecto de los que estaban sirviendo puntualmente su deuda.

= Matrices de transicion: Esta metodologia permite aplicar la teorfa de cadenas de
Markov, finitas y discretas para modelar los procesos aleatorios que caracterizan los
cambios en la calidad de los créditos en el tiempo mediante matrices de transicién,

éstas contienen la probabilidad de migracién de un nivel de calidad a otra.

Otro de los factores de riesgo que se puede considerar como una variable aleatoria, es
la tasa de severidad de pérdida, ésta se puede estimar a partir de modelos antes menciona-

dos. A partir de la estimacién de la probabilidad de incumplimiento es posible calcular
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la pérdida esperada promedio del portafolio, misma que es importante tanto para las au-
toridades reguladoras como para los propios bancos, ya que es un estimador individual de

las reservas que deben constituir cada banco para hacer frente a sus pérdidas esperadas.

Hasta el momento, el andlisis se ha centrado en torno de la medicién del riesgo de un
crédito individual, a través de una estimacién de la probabilidad de incumplimiento del
deudor. Si un banco otorgase solamente un crédito, el andlisis pudiera ser suficiente, pero
evidentemente esto no es asi. Aunque la probabilidad de incumplimiento de los deudores
es la piedra angular de la medicién del riesgo de crédito, falta definir cémo se comporta

una cartera de crédito en su conjunto.

La medicién de riesgo de crédito de una cartera es complicada por varias razones,

siendo estas:

= Folta de informacion publica y de datos. La escasa informacién respecto a datos
de crédito es el principal obstdculo para usar métodos estadisticos en el riesgo de
crédito, esto se empeora debido a que el horizonte para la administracién de riesgo
de crédito es al menos un ano. De lo anterior, se puede decir que el problema de la
escasez de los datos de crédito es el principal obstdculo para la adecuada calibracién

de los modelos de crédito.

= Sesgo en la distribucion de pérdida. Tipicamente la distribucién de pérdida de los
créditos es fuertemente sesgado, con una relativa cola pesada a la derecha como se
puede apreciar en la Figura 1.1, esto se debe a la misma actividad crediticia, ya
que de todos los crédito otorgados en un perfodo dado, la mayoria de ellos pagan
seglin los términos establecidos al inicio del contrato, dando al banco una pequena
ganancia relacionada con la tasa de interés pactada, y existen unos pocos créditos
que no pagan segtn lo establecido, permitiendo que se pierda el capital y el interés
de los mismos, esto produce que los montos de pérdida del portafolio de crédito sean
grandes respecto a la rentabilidad obtenida. Es por esta razén que es necesario que

el banco disponga de grandes montos de capital para cubrir estas pérdidas.

s Necesidad de incorporar dependencia en el modelo. Otro de los grandes inconve-

nientes que tiene la administracién del riesgo de crédito para un portafolio es la
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Figura 1.2: Comparacién de la distribucién de pérdida de dos portafolios homogéneos
de 1000 créditos con probabilidad de incumplimiento del 1% y diferente estructura de
dependencia

ocurrencia des-proporcional de una gran cantidad de incumplimientos de los créditos
para un periodo particular. Este riesgo es directamente relacionado con la depen-
dencia entre los eventos de incumplimiento, de hecho la dependencia tiene un gran
impacto en la cola de la derecha de la distribucién de pérdida para un portafolio
que tiene muchos créditos. En la Figura 1.2 se compara la distribuciéon de pérdi-
da de un portafolio con 1000 créditos donde los incumplimientos son independientes
(portafolio 1), con un portafolio més real donde los incumplimientos son ligeramente
dependientes (portafolio 2), en este sentido la correlacion es del 0.5 %. Se observa
que el portafolio 2 presenta un sesgo en la cola de la derecha siendo més pesada
que la del portafolio 1, tipicamente se puede observar que la dependencia tiene un
impacto directo a lo largo de la cola de la derecha de la distribuciéon de pérdida.
Adicionalmente, la dependencia entre incumplimientos se justifica a partir de cier-
tas razones econémicas, por ejemplo la salud financiera de algunas empresas varia
con la fluctuacién aleatoria de ciertos factores macroeconémicos, tales como el crec-
imiento econémico. Dado que ciertas empresas son afectadas por factores comunes

macroecondmicos, esto ocasiona la dependencia entre estas empresas.

= Gran nidmero de créditos en el portafolio. Este es uno de los mayores inconvenientes
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para modelar la pérdida de un portafolio, y se hace mucho mds complejo cuan-
do se toma en cuenta que cada crédito presenta diferentes niveles de exposicién,
provocando que las pérdidas de cada deudor sean distintas de deudor a deudor; por
ejemplo, si dos créditos diferentes presentan la misma probabilidad de incumplim-
iento, la pérdida es diferente dependiendo si incumple el crédito de monto mayor o
el de menor. En resumen el riesgo de la cartera depende de la exposicién, nimero

de créditos y concentracién de la cartera.

A nivel mundial se ha desarrollado una variedad de modelos econométricos para cuan-
tificar el riesgo de crédito en un portafolio, los cuales tratan de incorporar los aspectos
antes sefialados para un portafolio!!. Dependiendo de la formulacién que se haga a los
modelos de riesgo de crédito, éstos pueden ser divididos en dos grupos, los modelos es-

tructurales y los modelos de forma reducida.

Modelos estructurales

El progenitor de estos modelos es el modelo de Merton (1974), el cual presenta un
mecanismo para cuantificar el incumplimiento de una empresa en términos de la relacién
entre los activos y sus obligaciones que deben ser cubiertas al final de un periodo. Més
especificamente, en los modelos estructurales se presenta el incumplimiento en el momento
en que una variable que es normalmente representada por los activos de la empresa cae
por debajo de cierto umbral que es representado por las obligaciones de la empresa. Més
cominmente a los modelos estructurales se les conoce también como modelos por umbrales,
en estos modelos para cuantificar la dependencia multivariada entre los créditos se utilizan
las funciones cépulas!?.

Los modelos més conocidos a nivel mundial que se les puede catalogar dentro de este

esquema son: CreditMetrics’, KMV y Credit Portafolio View.

CreditMetrics™

Este modelo fue desarrollado en 1997, por un grupo de instituciones financieras estando

HEstos modelos tratan de cuantificar la dependencia entre incumplimientos, usar métodos estadis-
ticos para la calibracién de modelos con datos reducidos, estimar la probabilidad de incumplimiento de
los créditos, medir la concentracién de la cartera, etc

12En capitulos posteriores se detalla més a fondo este tipo de funciones que permiten cuantificar la
dependencia entre créditos.
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a la cabeza J.P Morgan. El propdsito del modelo es estimar el VaR de crédito, donde se
supone que el riesgo de crédito depende de los cambios de la calificacién crediticia que es
reflejado a través de una matriz de transicién, que provee el mecanismo probabilistico que
modela la migracién de la calidad de los créditos. A través de un proceso de simulacién
de MonteCarlo, se determinan las pérdidas resultantes por el incumplimiento del deudor
y de los cambios en la calidad crediticia debido a la migracién. El proceso de simulaciéon
depende en gran medida de un supuesto de normalidad que permite establecer una relacién

entre la calidad del crédito y el valor de los activos de las empresas deudoras.

KMV

Esta metodologia es la que trata de llevar a la practica el modelo de Merton de la forma
més directa. Difiere significativamente de CreditMetrics’ | ya que utiliza las frecuencias
esperadas de impago'®, como probabilidades de incumplimiento, en vez de depender de
las probabilidades de transicién asociadas a algiin esquema de calificacién, sean éstas las

internas de cada banco o las producidas por alguna agencia calificadora.

Credit Portafolio View

En este modelo como paso inicial segmenta al portafolio de acuerdo a la localizacién
geogréfica y la actividad econémica de los créditos, y por medio de funciones logit, trata
de explicar las probabilidades de incumplimiento de cada segmento del portafolio, donde
los indices de variables macroecondémicas son consideradas como variables explicativas,
las mismas que representan el estado de la economia.

Al igual que el CreditMetrics”™ , Credit Portafolio View también recurre a la simu-

lacién de MonteCarlo para la estimacién de las distribucién de las pérdidas del portafolio.

Modelos de forma reducida

Un enfoque alternativo a los modelos estructurales es el de los modelos de forma re-
ducida, en estos modelos, la probabilidad de incumplimiento de los créditos es explicada a
partir de ciertas variables exdégenas, dando como resultado que la distribucién del portafo-
lio sea representada a partir de una forma analitica. El modelo més conocido que se puede

catalogar dentro de este esquema es el CreditRisk™.

I3En el capitulo 2, se explicard a detalle los principales modelos de riesgo de crédito
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CrreditRisk™

En este modelo se considera que cada deudor puede estar solamente en uno de los
dos estados al final de un periodo, siendo estos, cumplimiento o impago. En el evento de
impago de algin deudor, el acreedor pierde una cantidad fija que constituye la exposicién
del acreedor al deudor. Los modelos de impago se derivan a partir de conceptos de tipo ac-
tuarial y tiene una caracteristica que las probabilidades de incumplimiento son explicadas
por ciertos factores de riesgo, cada uno de ellos distribuido de acuerdo con una distribu-
cién gamma independiente. De esta manera, las probabilidades de impago pueden cambiar
en el tiempo segin el movimiento de los factores de riesgo que los explican. Al realizar
supuestos distribucionales y funcionales, sobre los factores de riesgo, permite calcular la

distribucién de pérdida de manera analitica.

De los modelos antes mencionados, hay que hacer notar los supuestos que utilizan:

Disponen de una amplia informacién crediticia

La teoria desarrollada hace énfasis en portafolios de créditos corporativos

El nimero de créditos que conforman el portafolio no es tan grande.

La distribucién multivariada de los créditos siguen una ley normal, lo que permite

cuantificar la dependencia entre los créditos a partir de la matriz de correlacién.

En el caso Ecuatoriano, donde los portafolios crediticios van direccionados al segmento
de consumo, con la caracteristica que estdn conformados por un amplio nimero de créditos
y cuya informacién histérica es limitada, resulta complicada la implementacién de éstos.
En resumen, implementar este tipos de modelos en mercados emergentes es complicado
va que la falta de informacién no permite garantizar consistencia en los modelos.

De lo explicado anteriormente, es necesario buscar metodologias alternativas para
cuantificar el riesgo de crédito, que sean capaces de ser implementados en mercados emer-
gentes donde la cantidad de informacion es escasa, estos modelos son el CyRCE y COP-

ULA.

CyRCFE
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La principal fortaleza del modelo es su aplicacién para mercados emergentes, que se
caracterizan por la carencia de informacién lo que no existe en los paises con mercados
desarrollados. Este es un modelo simple que no requiere de enormes recursos de cémputo,
es lo suficiente general para ser aplicado por cualquier banco que le interese medir el riesgo
de crédito.

Este modelo se puede catalogar dentro de los modelos de forma reducida ya que permite
obtener una expresién analitica para la distribucién de pérdida del portafolio, logrando
determinar ademds el capital requerido y provisions para enfrentar el riesgo, los limites
individuales de crédito que se deben imponer a los diferentes segmentos de la cartera para
propdsitos de diversificacién, y logra medir el impacto que tiene la concentracion de la
cartera en la distribucién de pérdida. Este modelo permite ser calibrado con informacion
limitada de la cartera sin sacrificar precision.

Otra virtud del modelo CyRCE a diferencia de los otros conocidos, es que no estd
limitado con algun criterio de segmentacién de la cartera en particular, como sucede con
los otros paradigmas, ya que por construccién estan obligados a segmentar la cartera en
funcion de las calificaciones y en el caso de CreditRisk™ por el nivel de pérdidas en el caso

de incumplimiento.

COPULA

De manera general, podemos decir que el conocimiento a priori de la distribucién
conjunta de los incumplimientos de una cartera de crédito, permite obtener la distribucién
de pérdida del portafolio, y por lo tanto determinar de manera exacta el capital econémico
y las provisiones necesarias para cubrir el nivel de riesgo incurrido en la institucién. Por
lo anterior, es necesario disponer de metodologias para estimar la distribucion conjunta
de variables aleatorias, situacién que en la actualidad es resuelta por la funcidn cépula,
la misma que permite determinar la distribucién conjunta de variables aleatorias a partir
de la relacién de dependencia existente entre distribuciones marginales.

La funcién cépula no realiza supuestos sobre las distribuciones marginales de las vari-
ables aleatorias, ni tampoco sobre la relacién de dependencia entre ellas, permitiendo que
capture la dindmica real entre las variables aleatorias y por lo tanto obtener una distribu-

cién conjunta lo mds aproximada a la real. Una de las caracterfsticas importantes de la



1. Introduccién al Riesgo de Crédito 30

Crédito 2
Crédito 2

Crédito 1 Crédio 1
Las distribuci ginales siquen una di n normal standard Las ginales siquen una distribucién weibull

Figura 1.3: Comparacién de las distribuciones de pérdidas de dos portafolios crediticios,
cuya distribucién conjunta es normal con una correlacién de 70 %, pero las marginales
del primer portafolio siguen una distribucién normal esténdar y para el segundo es una
distribucién weibull.

distribucién de pérdida de un portafolio de crédito, es la presencia de una cola pesada a la
derecha, indicando que existe alta dependencia entre las pérdidas de los créditos, debido
a que los incumplimientos del portafolio se presentan de manera conjunta; sin embargo,
todos los modelos de crédito suponen que la distribuciéon multivariada de las pérdidas y
las marginales siguen una ley normal, las que no permiten capturar la dependencia en las
colas.

Por ejemplo en la Figura 1.3, se comparan dos portafolios de crédito formado por
dos créditos que parten del supuesto que las pérdidas se distribuyen conjuntamente como
una normal multivariada cuya correlacién entre los créditos es del 70 %. En el primer
portafolio se supone que las distribuciones marginales siguen una ley normal estdndar y

en el segundo portafolio siguen una weibull.

A pesar que ambos portafolios tienen una distribucién conjunta normal y tienen la
misma correlacion, claramente se evidencia que la relaciéon de dependencia en los portafo-
lios son diferentes, ademds en el segundo porfolio se observa como existen méas puntos
concentrados cuando la calificacién de los créditos son bajos, siendo este portafolio méds
real ya que captura la dependencia en el momento de la pérdida del portafolio.

Cabe mencionar que la funcién cépula de los incumplimientos de los créditos se com-

plementan con la simulacién de MonteCarlo para obtener la distribucién de pérdida del
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portafolio, por lo que esta metodologia se la puede catalogar dentro de los modelos es-

tructurales o por umbrales.



Parte 1

Fundamento Tedrico de los modelos

de crédito
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Capitulo 2

Modelos con un enfoque moderno

2.1. Introduccién

Un banco debe estar preocupado con la estimacién del riesgo por incumplimiento de un
especifico acreedor, ya que ésta es la base para valorar un préstamo y cargar al solicitante
del préstamo con una apropiada tasa de interés. Pero al mismo tiempo, el banco deberfa
observar la cualidad de su portafolio de crédito como un todo, ya que la estabilidad del
banco depende de gran manera del funcionamiento de su portafolio y del tamano de
pérdida que puede incurrir en un periodo dado. El andlisis del portafolio de crédito puede
afectar a la manera de otorgar créditos individuales y al volumen de crédito a prestar que
debe ir acorde con el nivel de riesgo que quiera incurrir el banco.

La buena administracién de un portafolio de crédito permite conocer el valor del
portafolio en un cierto tiempo futuro T, de tal manera que se puede conocer las pérdidas
del portafolio y a partir de ellas, desarrollar politicas de crédito para anticiparse a los
eventos adversos.

Supdnganse que se dispone de un portafolio con N préstamos o bonos, y el admin-
istrador quiere conocer el valor del mismo al final de un ano, el primer inconveniente
para determinar dicho valor es conocer el comportamiento que puede tener cada présta-
mo. Un préstamo al final del ano puede estar en uno de los siguientes estados: cumplir o

incumplir el pago del préstamo segiin lo pactado, desde el punto de vista estadistico, este

33
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comportamiento se puede considerar como un experimento de Bernoulli, y se lo define de

la siguiente manera:

 _ 1 con probabilidad p;
b 0  con probabilidad 1 — p;

donde, la variable X;, toma el valor de 1 cuando el préstamo ¢ a incumplido, con
una probabilidad p;, es decir, p; = P{X; =1} y esto ocurre para todos los préstamos
1=1,...,N.

Si el estado del préstamo es el incumplimiento en un periodo futuro T, entonces el
prestamista solamente recibe un porcentaje del total de la deuda, cuyo porcentaje cor-
responde a la tasa de recuperacién, esta tasa se considera aleatoria ya que dependen de
la calidad crediticia del préstamo; es decir, si el préstamo tiene una mala calificacién por
ejemplo E, entonces la tasa de recuperacién serd baja, ya que para recuperar el monto
prestado se tiene que incurrir en costos legales, operacionales y de cobranza, situacién que
sucede lo contrario cuando tienen una buena calificacién crediticia.

Si denotamos por 7; a la tasa de recuperacioén, y L; al valor del préstamo, entonces la

pérdida del porfolio en un periodo de tiempo T sera:

N
i=1

Asi tan pronto conozcamos la distribucién multivariada del vector aleatorio
(X1,..., XN, 71, ..., 7N) , la distribucién de pérdida del portafolio al periodo T queda

completamente especificado.

Dado que la dependencia entre la tasa de recuperacion y el incumplimiento no es tan
facil de comprender, los modelos de riesgo crediticio que se han desarrollado a nivel inter-
nacional (KMV, CreditMetrics”™ | RiskMetrics™) asumen que la tasa de recuperacion se la
puede considerar deterministica, de tal manera que solamente es necesario conocer la dis-
tribucién multivariada del vector aleatorio (X7, ..., Xy ), para determinar la distribucién

de pérdida del portafolio de crédito.
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Desde el punto de vista estadistico existen tres problemas a tomar en cuenta cuando

se modela la distribucién de pérdida de un portafolio de crédito:

1. Dependencia entre incumplimientos
2. Numero de créditos del portafolio

3. Falta de informacién histérica

Histéricamente se ha dado a conocer que la suposicién de independencia entre (X;)
es demasiado fuerte dando resultados inadecuados, es por esta razén que hay un reto por
encontrar modelos que puedan manejar tales problemas.

A inicios de 1990, se incrementaron sustancialmente el interés en los modelos de riesgo
de crédito debido fundamentalmente por el alto nimero de créditos incumplidos después
de la depresiéon econdémica ocurrida a finales de 1980; es por esta razon, que es necesario
desarrollar modelos para portafolios de crédito de tal forma que puedan anticiparse a tales

eventos, dando alta probabilidad de pérdida en caso de recesiones econémicas.

2.2. Modelo KMV!

2.2.1. Generalidades

La corporacion KMV, es una empresa que se especializa en el andlisis de riesgo de
crédito, y ha desarrollado una metodologia de riesgo de crédito y una base de datos para
evaluar la probabilidad de incumplimiento y la distribucién de pérdida relacionada con el
incumplimiento y la migraciéon de la calidad crediticia.

La metodologia KMV, utiliza la frecuencia de incumplimiento esperado (EDF) de cada
empresa, en vez de utilizar la frecuencia de transicién histérica promedio de cada categoria
de crédito que es generada por las agencias de calificacién para estimar la distribucién de
pérdida del portafolio de crédito a través de la simulaciéon de MonteCarlo. La EDF es la

estimacion de la probabilidad de incumplimiento de cada empresa y se la obtiene a partir

KMV es la marca comercial de la corporacién KMV. Stephen Keallhofer, John McQuown y Oldrich
Vasicek fundaron la Corporacién KMV en 1989
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Figura 2.1: Comparacién de la distribucién de los activos de una empresa con las obliga-
ciones en el periodo T

del modelo de Merton (1974). En el Modelo de Merton se determina que la probabilidad

de incumplimiento es funcién de las siguientes variables:

» La estructura de capital de la empresa®
= La volatilidad de los activos de la empresa, y

= El valor actual de la empresa

La medicion de riesgo de crédito por medio de la aproximacién KMV es obtenida a
través de la dindmica del valor de los activos de la empresa, es decir dada la estructura
de capital de la empresa y un proceso estocdstico que representa el activo de la empresa,
se puede obtener la probabilidad real de incumplimiento, para un horizonte de tiempo
que puede ser un ano, dos anos, etc. En la Figura 2.1 se describe como la probabilidad de
incumplimiento de una empresa se asocia con la distribucién del retorno de los activos y

con la estructura de capital.

Para el desarrollo del modelo KMV se asume que la empresa i tiene una estructura de

capital muy simple, donde la empresa es financiada por acciones E} y un instrumento de

2Se refiere al financiamiento del activo a través de acciones, deudas de corto y mediano plazo, bonos
convertibles, etc.
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deuda cero cup6n, cuyo vencimiento es en el tiempo T y los valores de ejercicio y mercado
son D; y B, respectivamente?. La hoja de balance de la empresa i puede ser representada

de la siguiente manera:

A, = Bi(D;) + Ei
N—— ~~
Activo Deuda con valor de ejecicio D;  Acciones

En esta estructura, se supone que existen procesos estocdsticos que describen el com-

portamiento del valor de los activos y de las acciones de la empresa i, es decir:

= Al es el valor total de los activos de la empresa i en el tiempo t, t € [0, 7]
» E! es el valor total de mercado de las acciones de la empresa i en el tiempo t

El incumplimiento de la empresa i se presenta al vencimiento de las obligaciones de
deuda cuando el valor de los activos es menor que la promesa a pagar D;; mateméti-

camente se puede expresar de la siguiente forma:
X, — 1si A < D; (2.1)

0si A > D;

La variable X; sigue un experimento de Bernoulli y mide el incumplimiento de la em-
presa 1, el valor de uno indica que la empresa @ a incumplido y cero que no ha incumplido.
Las acciones de la empresa pueden ser vistas como una opcién call sobre los activos,
cuyo precio de ejercicio es igual al valor en libros de la deuda de la empresa D;. De lo
anterior se puede definir una variable Call} que representa el valor de una opcién call para

la empresa i en un tiempo t con un precio de ejercicio D; y con vencimiento en T, es decir:
Cally; = max(A; — D;,0)
Cally, = E}
Se puede interpretar que las acciones pueden valer cero cuando los activos de la empresa

no avancen a cubrir las deudas. Para obtener una forma analitica de Clall;, KMV utiliza

la estructura de Merton y el método de valoracién de opciones de Black & Scholes.

3El subindice t representa el tiempo en el que se encuentra la institucion i y que va desde 0 hasta T
que es la fecha de vencimiento del bono cupén cero.
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2.2.2. Probabilidad de incumplimiento de una empresa

El modelo de Merton (1974) es un modelo alternativo para la determinacién de riesgo
de incumplimiento y se fundamenta en el precio de las acciones de una empresa. Este
modelo trata a las acciones como semejantes a una opcion® call Europea sobre los activos
de la empresa i, con un precio de ejercicio’ determinado por el valor nominal de la deuda
y cuyo vencimiento es equivalente al vencimiento de la deuda analizada.

Los supuestos sobre los que se basa, ademds de los implicitos en la teorfa de valuacién

de opciones son:

1. Una empresa i tiene dos clases de obligaciones, una deuda simple, como es el caso

del bono cupén cero y las acciones

2. Las especificaciones del bono emitido son las siguientes:

a) La empresa i promete pagar el total de la deuda D; a los tenedores de los bonos

en la fecha de vencimiento T,

b) Sien dicho momento el pago no es realizado, los tenedores de los bonos pueden
apropiarse inmediatamente de la empresa, y los tenedores de las acciones no

reciben nada.

¢) La empresa no podra adquirir ninguna otra obligacién que ofrezca mejores o
similares condiciones a las anteriores, no podra pagar dividendos ni recomprar

acciones antes del vencimiento de la deuda adquirida

3. Precio del activo sigue un movimiento browniano geométrico®

“Una opcién es un contrato que le otorga a su tenedor (comprador), mediante el pago de una suma
de dinero (prima), el derecho de comprar (vender) un determinado activo a un precio especifico (precio
de ejercicio) en o hasta la fecha determinada.

®Precio de ejercicio es el precio que se tiene derecho a comprar o vender un determinado activo si se
hace uso del derecho implicito en un contrato de opcién.

SEl nombre Movimiento Browniano Geométrico, tiene su origen en la fisica y en el plano financiero
describe la distribucion del precio futuro de una accién. El supuesto bésico del modelo es el siguiente: el
retorno sobre el precio de un activo entre el presente y un momento futuro muy corto (At) estd distribuido
normalmente. La media de la distribucién es p veces la cantidad de tiempo y la desviacién estdndar o
veces la raiz cuadrada de la cantidad de tiempo.
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El modelo de Merton es una extensién del modelo de Black-Scholes a diferencia que
en Merton las acciones reparten una tasa continua de dividendos durante la vida de la
opcién, dado que el supuesto de dividendos continuos es irreal por tanto solamente puede

utilizarse en opciones Europeas.

Si se supone que la empresa i puede negociar en el mercado de manera continua y con
el supuesto que el precio del activo sigue un movimiento browniano geométrico, entonces

lo anterior se puede definir mediante la siguiente ecuacién diferencial:
dAL = Al(pidt + oM dw)) (2.2)

dado que el bono cupén cero tiene una tasa de rentabilidad r entonces se la puede

definir por medio de la siguiente ecuacién

dBt = 'I"Btdt (23)
donde
(W{)tepr; = Movimiento Browniano estandar
= Media para el activo de la empresa i
o = Volatilidad para el activo de la empresa i
r = Tasa de interés continua
By, = Valor inicial de las deudas segtin libros contables

La ecuacién diferencial (2.2) y (2.3) son vélidas para cualquier t € [0, 7] . La ecuacién
(2.2) y (2.3) se la resuelve por medio de integracién y por el cdlculo de Tto respectivamente.

Las soluciones a estas ecuaciones estdn dadas por:

Bt = 6”

. Ain2 . .
A = Aée(“A’lt‘i(g oMW

Bajo el supuesto de no arbitraje se determina que el precio de la opcién call para

cualquier tiempo t € [0, T| estd dada por la férmula de Black-Scholes:
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Calli = Aig(d.) — DT (dy) (2.4)

con

i oA 1)2
log(3t) + (r+ “52)(T — 1)
oM T —t
dy = di—o™VT —t
d

1 2
d) = — [e=d
od) = o= [eda

Debido a que las acciones pueden considerarse como una opcién call sobre los activos
de la empresa i, y con la férmula (2.4) para valorar opciones entonces se puede definir las

acciones de la siguiente manera:

Ef = Aj¢(dy) — Die' TV g(dy) (2.5)

Hay que tomar en cuenta que bajo el supuesto que la distribucién normal de los
retornos de los activos y si adicionalmente se considera que las deudas de una empresa
i fueran comerciali-zadas en el mercado todos los dias, luego la ecuacién (2.5) estarfa
completamente explicada. En la préctica solo el precio de las acciones y algunos tipos
de deuda son comercializados por lo que es dificil encontrar una solucién a la ecuacién
(2.5); sin embargo, una solucién alternativa es asumir que la estructura de capital de una
empresa i estd formada solamente por las acciones y las deudas de corto y largo plazo.

Aplicando el lema de Ito a la ecuacién (2.5) se obtiene la siguiente relaciéon entre

volatilidades de los activos y las acciones de la empresa:

oPIUE) = otio(d) (26)
O'E’Z(Eé) — O_E,z

la ecuacién (2.6) indica que si disponemos de informacién de la volatilidad de las

acciones, precios iniciales de los activos y de las acciones entonces podemos inferir en la
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volatilidad de los activos, ademds si disponemos de informacién histérica de los activos
de la empresa i entonces se podria resolver la ecuacién (2.5), situacién que en realidad es
aceptable.

De lo anterior podemos inferir en la probabilidad de incumplimiento de una empresa

1 de la siguiente manera:

pi = P[A%<Di]

[ A,i 7(0A’i)2 Ajiviri
- p Age(,u T s 1T+o WT)<D1:|

r . oA1)2 i
= P|Wr<

oA

) oAiY2 i
s () (=22 )

= PlZ; < , 2.7
O'A’Z\/T ( )
i -DD;
donde

El cuantil -DD; es el limite de incumplimiento para la empresa ¢, KMV a este cuantil
lo denomina "distancia al incumplimiento”. Este es el numero de desviaciones estdndar
entre la media de la distribucion del valor de los activos y un umbral critico llamado punto
de incumplimiento (DPT) el mismo que es igual a las deudas de corto plazo més la mitad

de las deuda de largo plazo. Matematicamente se puede expresar de la siguiente manera:

B(A!) - DPT
Valor esperado del retorno de los activos obligaciones de corto y mediano plazo
DD; = A

a

volatilidad del retorno de los activos
Af Ai _ (ohh)?
ln(DpT) + (_:u - 2 )T
odi/T

De lo anterior se aprecia que KMV solamente utiliza la férmula de Black-Scholes para

calcular el indice de incumplimiento DD; de la empresa i. Adicionalmente se observa

que los supuestos de Merton son violados debido a que en la realidad los activos de las
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empresas no son comercializados por lo que la probabilidad de incumplimiento p; dado
por (2.7) es incorrecta. Sin embargo KMV utiliza DD; para estimar la probabilidad real

de incumplimiento de la siguiente manera:
1. Con la informacién histérica de cada empresa se calcula los DD;
2. Se agrupan empresas que tengan valores aproximados de DD;

3. De las empresas que tengan valores aproximados de DD; se observan cuantas han
imcumplido, y esta se convierte en la probabilidad real de incumplimiento }91 KMV

al pAZ lo denomina como la frecuencia de incumplimiento esperado (EDF).

4. KMV corrige la DD; de tal forma que la probabilidad de incumplimiento sea igual
a la EDF es decir:

A

2.2.3. Distribucién de incumplimiento conjunta

En el andlisis de un portafolio de crédito es necesario medir la ocurrencia de incumplim-
ientos conjuntos de créditos debido a que permite calcular indices de riesgo tales como
la méxima pérdida del portafolio de crédito en un periodo dado. La distribucién de in-
cumplimiento conjunta cuantifica los incumplimientos que puede tener un portafolio y
con esto determinar las maximas pérdidas; cuando se supone que la distribucién de in-
cumplimiento es normal, esta queda completamente especificada a partir de la correlacién
entre los incumplimientos de dos créditos iy j (p;;), matemdticamente podemos escribir

la correlacién entre incumplimiento asi:

Pig = \/Var
— PiPj
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Para determinar completamente la correlacién entre incumplimientos (ecuacién 2.8)

es necesario conocer la distribucién conjunta de incumplimientos, que es igual a

D; Dj

Boi= 1,2, = 1) = / / oo (@, y)dady (2.9)

~o0—00
donde fp{fj (x,y) es la funcién de densidad normal bivariada esténdar del retorno de los
activos con coeficiente de correlacién pf}j. El modelo KMV utiliza la distribucién conjunta
entre los activos para cuantificar la dependencia entre incumplimientos, para detallar este
proceso, primero revisemos algunos supuestos.
Si utilizamos el hecho que la suma ponderada de M variables aleatorias independientes
((Wtj)tG[O,T])j:L..,,M con Movimiento Browniano estdndar sigue también un Movimiento

Browniano estdndar entonces al precio de un activo tal como se presenta en la ecuacién

(2.2) se la puede expresar de la siguiente manera

M
dA} = Aj(pidt + " oM dwy), i=1,..N (2.10)

Jj=1
y de manera conjunta se puede expresar los precios de los activos a partir de notacién

vectorial”

dA, = A, (pAdt + ot dW). (2.11)
Al comparar (2.11) con (2.2) se determina que la solucién de (2.10) debe ser:

A,iN2 M . .
. s A,
A= 5 o W)
i=

. o (p
Ap = Ale (2.12)

donde (04%)? se define de la siguiente manera

(UA,i)Q _ Z(U;},i)2

A partir de la ecuacién (2.12) el evento de incumplimiento puede ser descrito asf

"Un vector se lo puede expresar de la siguiente manera:
= T
T=(21,...,TN)
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) M A ) D (UA,Z')2 "
7 )t J ? K
A < D¢<Z>EO'j dWT<10g<Aé>+(2—M >T

j=1
] gA)2 .
& Sy <log(gé)+((2)_um>T N(0,1)
0,7€;j , €57 ,
i J J \/T J
Mo
e ) o Ai)2 .
B (@) (521
= - <
O’A77' UA7Z\/T
Aji
Z:laj €;
s = —— < DD
%UA ‘ej
: J J— —
Si definimos Z; = FIUT, luego se concluye que la distribucién conjunta Z ~ N (0, X2)®

,donde Var(Z;)=1.
Cabe mencionar que las variables (Z),_; , son generadas por las mismas variables
normales (g;),_, ,, entonces esto permite incorporar dependencia entre las (Z;),_; , a

partir de la matriz de correlaciéon X cuyos elementos estdn dados por

M . .
Yool
_ s=1
Ely == xi a (2.13)
Z; representa retorno del precio del activo estandarizado de la empresa i. En la prictica

se presentan algunos problemas para estimar las correlaciones entre los retornos de los

activos:
1. Falta de informacion histérica de los valores de los activos

2. Alta carga computacional para un portafolio con N créditos, donde el nimero de

correlaciones a estimar es %(N — 1), por ejemplo si el nimero de créditos es 1000

entonces en nimero de correlaciones es 499 500.

8 A pesar que los precios de los activos son generados por variables estocasticas independientes que
siguen un movimiento browniano estdndar, existe correlacién entre los precios de los activos siendo estos:
(X1, = E(Z:Z;) — E(Z:))E(Z;)

ij

M M )
5], = sxisarE <kz—:10’?715’“l§0f”€z>

A A
o, oL

[X];; = caroas
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Una forma de estimar las correlaciones es utilizando un modelo factorial que tiene la

siguiente estructura:

K
Zi = Z (Zinj +&; (214)
J=1
donde
{(R;);, (&:):} son independientes (2.15)

R, ~ N(0,1),j=1,..K

g, N(O,d“),lzl,,N

la. idea principal de los modelos factoriales’ es que los retornos de los activos son
explicados por un reducido nimero de factores R; que son comunes para todas las empresas
7y por un factor especifico ; que es tinico para cada empresa i. El nimero de factores
comunes que son explicativos es menor que el nimero de empresas o créditos del portafolio,
se los representa a través de las variables macroeconémicas de un pafs o con variables de

un sector econémico en especial.

2.2.4. Distribucién de pérdida para un portafolio

Una vez que KMV a estimado la probabilidad de incumplimiento utilizando la es-
tructura de Merton y la distribucién de incumplimiento conjunta a partir de los modelos
factoriales, se puede determinar la distribuciéon de pérdida del portafolio de crédito a

partir de la simulacién de MonteCarlo, y los pasos utilizados son:

1. Definir un portafolio con N créditos o empresas
2. Definir un horizonte de prediccién

3. Simular M escenarios para los precios de las acciones del portafolio de crédito a

través de la distribucién normal conjunta.

9En el Apéndice A se detallan los modelos factoriales
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4. Simular M escenarios para los incumplimiento X; del portafolio de crédito apli-
cando (2.1), donde se compara los precios futuros de las acciones con el indice de

incumplimiento DD;

5. Calcular la pérdida del portafolio de crédito a través del incumplimiento, exposicién

y severidad, es decir:

N
Ly => Xk (1—r% EF | k=1,.M
~—~ ; ~— —— =~

(2

Perdida k del portafolio =1 Incumplimiento Severidad Exposicién

6. Construir la distribucién de pérdida del portafolio como una distribucién empirica
a partir de {Ly, ..., Ly} y a partir de estos calcular las medidas de riesgo como es

el VaR y el déficit esperado.

2.3. Modelo de CreditMetrics!™

2.3.1. Generalidades

El modelo CreditMetrics” fue desarrollado en 1997 por un grupo de instituciones
financieras encabezadas por J.P Morgan. Este modelo tiene como propdsito estimar el
VaR de crédito en el contexto del paradigma de mercado, es decir, el modelo supone que
el riesgo de crédito depende de los cambios en la calificacién crediticia y de las tasas
de incumplimiento de los deudores. De igual manera permite calcular directamente los
beneficios de diversificacién o identificar altas concentraciones potenciales en el portafolio.

CreditMetrics” | se denomina un modelo de marcar a mercado en donde su compo-
nente principal es la matriz de transicion que esté relacionada con el sistema de calificacion
el cual modela la migracién de la calidad de los créditos (Figura 2.2) y donde las matrices
de transicion son estimadas a partir de informacién histérica de calificaciones de créditos.

CreditMetrics™ fundamenta la estimacién de una distribucién de probabilidad de

pérdidas y Ganancias crediticias discreta, en lo que se denomina modelos de migracion.

Los modelos de migracion es una metodologia basada en la estimacion futura de la dis-

tribucién de los cambios del valor del portafolio de préstamos y de productos financieros
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Figura 2.2: Cambio en la calidad crediticia de un bono en un periodo de tiempo

tipo bonos para un cierto horizonte de tiempo, usualmente un ano. Los cambios en el valor
estdn relacionados con la mejora o deterioro en la calidad crediticia del deudor asi como
también toma en cuenta el incumplimiento de los créditos. Esta aproximacién se funda-
menta en informacién histérica de la calificacién de ciertos bonos que son proporcionados
por agencias de calificaciéon o en base a informacién interna de los bancos. En este modelo
como en KMV se modela la dependencia entre los créditos a partir de la correlacién entre
el retorno de los activos de los créditos, donde la correlacion es estimada utilizando los

modelos factoriales.

2.3.2. Sistemas de calificacién y probabilidades de transicion

Fl ingrediente principal de este modelo es el mapeo de las empresas o créditos en un
sistema de calificacion'’ donde cada deudor se le califica de acuerdo a la probabilidad que
cumpla con sus obligaciones durante un determinado lapso de tiempo. A cada sistema de
calificacién le corresponde una matriz de transicién que indica la probabilidad de migrar
de un estado inicial a cualquiera de los estados dentro del sistema a lo largo de un periodo
dado. Una suposicién realizada por CreditMetrics”™ es que todos créditos que pertenecen

a una misma calificacién presentan el mismo riesgo de crédito; es decir, estos créditos tiene

10Es una opinién actualizada sobre la capacidad financiera en general (calidad de crédito) de un emisor
para cubrir con sus obligaciones financieras. Esta opinién se centra en la capacidad y voluntad del emisor
para hacer frente a sus compromisos financieros o crediticios, en el momento que se presente la obligacién
de pagarlos sin que se refiera a una obligacién especifica
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Calificacién Calificacién Final (%)
Inicial | AAA AA A BBB BB B C Default
AAA | 9081 833 0.68 0.12 0 0 0 0
AA | 07 9065 779 0.64 0.06 0.14 0.02 0
A 0.09 227 91.05 552 074 026 0.01 0.06
BBB | 0.02 033 595 8693 5.3 117 1.12 0.18
BB | 0.03 014 067 773 80.53 8.84 1 1.06
B 0 0.11 024 043 648 83.46 4.07 5.2
C | 0.22 0 0.22 1.3 2.38 11.24 64.86 19.79

Cuadro 2.1: Probabilidad de la migracién de una calificacién de crédito a otra dentro de
un ano (Matriz de transicién)

la misma probabilidad de transicién y de incumplimiento.

La calificacién crediticia consiste en definir D clases o grupos de créditos Ay, .., Ap,
donde los primeros D-1 grupos describen el posible estado de no incumplimiento de la
empresa y se declara que una empresa a incumplido si se encuentra en el estado Ap.

Dentro de los D-1 estados de no incumplimiento se identifican al estado A; como el

que tiene alta calidad crediticia y Ap_; el que tiene baja calidad crediticia.

En otras palabras la matriz de transicién sirve para estimar la probabilidad de pasar
de un estado inicial en el que se encontraba un deudor en un cierto periodo t a otro estado
en el perfodo t+1.

Por ejemplo, del Cuadro (2.1) se puede apreciar que los créditos que se encuentran
en la calificacién AAA tienen una probabilidad del 90.81 % de mantenerse en la misma

calificacién durante el préximo ano.

Si se denota a X' la calificacién o estado que puede tener un crédito ¢ en una unidad
de tiempo nAt, n € N y toma valores de {1, ..., D} y representan las calificaciones de los
créditos, entonces los supuestos utilizados en el modelo de CreditMetrics’™ para cuan-

tificar la distribucién de pérdida del portafolio se puede expresar de la siguiente manera:

= Los créditos que pertenecen a una misma calificacion se consideran créditos homogé-

neos con la misma probabilidad de transicién

X]'= X' = P[X["™" = Ay] = P[X[" = Ay
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= La probabilidad de transicién de los créditos dependen solamente del estado inicial

de calificacién

P[XinJrl - Akn+1 | in - Akn] - P[XinJrl - Akn+1 | in - Aknv 7Xzo - Ako}

= Las matrices de transicién son estacionarias; es decir no dependen del tiempo

PIX! = Ay, | X = Al = PIX] = Ay, | X7 = Ay,

2.3.3. Estimacion del valor futuro un bono simple

Para conocer el valor futuro que puede tener un respectivo bono en un portafolio, se
tiene que estimar la distribucién del cambio del valor del bono para un horizonte de tiempo
dado (por ejemplo un ano), hay que tomar en cuenta que el horizonte de tiempo debe ser
consistente con la matriz de transicién. Para determinar la distribucién del cambio del
valor del bono se debe estimar el posible valor futuro para todos los posibles eventos de
migracién.

Del Cuadro (2.1) se observa que para un bono que se encuentra en BBB puede tener en
el futuro diferentes estados que van de AAA hasta CCC, donde el evento mas probable es
que el bono se mantenga en el mismo estado al final del afio (Un bono con calificaciéon BBB
tiene una probabilidad del 86.96 % de mantenerse en la misma calificacién) y otro evento
de migracién menos probable es que el bono deteriore su calificacién (La probabilidad que
un bono vaya a BB en un afo es del 5.3% ).

Para cada evento de migracién de crédito se utiliza las curvas cero cupoén para de-
terminar el valor presente del bono. Las curvas cero cupoén se utilizan como tasas de
descuento de los flujos futuros del bono donde estas tasas son diferentes para cada posi-
ble estado futuro de calificacién. Se observa del Cuadro (2.1) que la matriz de transicién
tiene siete estados de créditos que van de AAA (Alta calificacién crediticia) hasta C (Baja
calificacién crediticia) y para conocer el valor presente del bono en un afo se tiene que
disponer de siete curvas cero cupén, cada una de ellas para cada posible calificacién del
bono, tal como se observa en el Cuadro (2.2).

Por ejemplo, un bono que tiene un valor principal de 100 usd, tasa cupén del 6 % por

cinco anos y que su calificacién futura en un ano serd de BBB entonces el valor futuro
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Calificacién | Anio1 Ano2 Ano3 Ano4
AAA 3.6 4.17 4.73 5.12

AA 3.65 4.22 4.78 5.17

A 3.72 4.32 4.93 5.32

BBB 4.1 4.67 5.25 5.63

BB | 5.55 6.02 6.78 7.27

B | 6.05 7.02 8.03 8.52

C | 15.05 15.02 14.03 13.52

Cuadro 2.2: Curva cero cupén para cada categorfa de crédito en un ano

Calificacién al Valor ($)
Final del Ano

AAA 109.37
AA 109.19
A 108.66
BBB 107.55
BB 102.22
B 98.1
C 83.64
Default 51.13

Cuadro 2.3: Precios futuros en un ano para un bono con calificacién BBB

para el préximo afno es:

6 6 6 106

+ +

Virs = 6
BB +1,0410 1,04672 1,05253+1,05634

= 107,55

Si se replica este cdlculo para los posibles estados del bono, entonces los posibles valores
en un afno se presentan en el Cuadro (2.3)

Cuando el bono estd en el estado de incumplimiento no se supone que se pierde todo
el principal, mds bien se supone que recupera una parte y se la representa a partir de una
tasa de recuperacion el mismo que depende del tipo de bono. En este caso se supondra
que la tasa de recuperacion es del 51.13%. De lo anterior se obtiene la distribucién del
valor del bono en un ano con su respectiva pérdida (Cuadro 2.4), aproximadamente la
pérdida que puede tener el bono en un ano con un nivel de confianza del 99 % serd de

-23.91 usd.
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Calificacién al  Prob (%) Precio Cambio en
Final del Afio Futuro ($) el valor ($)
AAA 0.02 109.37 1.82
AA 0.33 109.19 1.64

A 5.95 108.66 1.11
BBB 86.93 107.55 0
BB 5.3 102.22 -5.33
B 1.17 98.1 -9.45
C 0.12 83.64 -23.91
Default 0.18 51.13 -56.42

Cuadro 2.4: Distribucién del valor de un bono de calificacién BBB en un ano

2.3.4. Estimacion del valor futuro de un portafolio de bonos

Anteriormente se presenté la manera de determinar el valor futuro de un bono, a conti-
nuacién se centra en la estimacion de los cambios potenciales que puede tener un portafolio

de crédito cuando estos cambios son generados tinicamente por riesgo de crédito.

Un factor importante en la valoracién de un portafolio es la correlacion entre los cam-
bios de las calificaciones crediticias y los incumplimientos de dos deudores. La correlacién
entre incumplimientos se espera que sea alta para empresas que pertenecen a la misma in-
dustria o se encuentran en la misma regién geogréfica, adicionalmente la correlacién varia
de acuerdo al estado de la economfia especificamente del ciclo econémico. Si la economia
se encuentra en una fase de recesién, se esperaria que el valor y la calidad de los ac-
tivos de una empresa disminuyan y la posibilidad de multiples incumplimientos aumente
sustancialmente. Lo opuesto sucede cuando la economia se comporta bien, en la cual la

correlacién entre incumplimientos decrese.

De esta manera no podemos esperar que el incumplimiento y la probabilidad de mi-
gracién de la calidad crediticia de una empresa se mantenga estacionaria en el tiempo. Es
claro que se necesita un modelo estructural que relacione los cambios en las probabilidades

M ge determina

de incumpli-miento con alguna variable en particular. En CreditMetrics”
la depedencia entre la probabilidad de incumplimiento y migracién de los créditos a partir
de la correlacién entre los activos de las empresas, donde el precio de las acciones de la
empresas se utiliza como un aproxi del valor de la empresa debido a que no es directamente

observable.
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Calificacion: Default (CCC| B BB BBB| & |A&4 | A88

Prob (%%): 1.06  |1.00 | 884 30.53 773067 | 0.14] 003

Umbral = e Zg Zon A Z,, Zaus
230 204 123 137 239 293 343

Figura 2.3: Distribucién normal estdndar del retorno del activo de una empresa con cali-
ficaciéon BB

El modelo de Merton es utilizado por CreditMetrics” para modelar los cambios que
puede tener la calidad crediticia de un bono, para hacer, esto se tiene que seguir los

siguientes pasos:

1. Dividir en bandas a la distribucién normal del retorno de los activos que tiene una

calificacion inicial

2. El drea de cada banda estd relacionada con la probabilidad de transicién de la

calificacion inicial a una determinada calificacién final

3. Los limites del drea de cada banda se relacionan con el fractil de una distribucién
normal de tal manera que se relaciona la probabilidad de transicién con la distribu-

cién normal.

En la Figura 2.3 se presenta la distribucion estdndar del retorno del activo de una
empresa, donde el umbral para cada calificacién crediticia es calculado a partir de las
probabilidades de transicién del Cuadro (2.1) donde la empresa tiene una calificacion BB.
El drea que va desde el lado derecho de la distribucién hasta el umbral Z 444 corresponde
a la probabilidad de que el deudor que se encuentra en la calificacion BB pase a AAA

en un ano y tiene un valor de 0.03 %. Luego el drea que se encuentra entre los umbrales
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Calificacién  Deudor con calificacién A | Deudor con calificacién BB
en un Anio  Probabilidad (%) Umbral | Probabilidad (%) Umbral
AAA 0.09 3.12 0.03 3.43

AA 2.27 1.98 0.14 2.93

A 91.05 -1.51 0.67 2.39

BBB 5.52 -2.3 7.73 1.37

BB 0.74 -2.72 80.53 -1.23

B 0.26 -3.19 8.84 -2.04

C 0.01 -3.24 1 -2.3
Default 0.06 1.06

Cuadro 2.5: Relacién entre la probabilidad de transicién y los umbrales de calidad cred-
iticia para dos deudores con calificacién BB y A

Ziaa y Zaaa, corresponde a la probabilidad de mejorar la calidad crediticia de BB a AA.
Finalmente el drea que va desde el lado izquierdo de la distribucién hasta el umbral Zoeo
corresponde a la probabilidad que la empresa incumpla que es de 1.06 %.

En el cuadro (2.5) se presenta la relacién que existe entre la probabilidad transicién
v los umbrales de crédito para dos deudores con calificacion A y BB respectivamente,
donde los umbrales son obtenidos como los fractiles de la distribucién normal estdndar;

por ejemplo, la probabilidad que una empresa que tiene calificacién BB pase a A en un

ano es:

P[X!=A|X)=BB]| pans = P(Zs) — ®(Zppp)
®(2,39) — ®(1,37)

0,67 %

Para el caso que una empresa con calificacién BB incumpla en un ano se puede definir

asi:

P [X} = Default | X{ = BB] Ppefautt.ns = ®(Zooe)
d(—2,30)
p[Z < Zeoc|

1,06 %
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donde Zgceo es el umbral de incumplimiento en el caso que el retorno del activo de una
empresa se distribuya normalmente con media cero y varianza uno. De lo presentado
anteriormente se observa como la implementacién de Merton permite relacionar las prob-
abilidades de transicién con la distribuciéon normal standar de los activos de una empresa,
esto logra también cuantificar las correlaciones entre incumplimientos de dos empresas,
por ejemplo, la probabilidad conjunta que dos empresas con calificaciéon A y BB incumplan

eS:

P [X} = Default, X] = Default] = p;;
= P[Za < Zccco, Zes < Zecc]

= P[ZA < =3,24,7p < —2,30}

_324-23
= / /fp(ZAy Zpp)dZsdZpp

—00 —00
Se observa que la distribucién conjunta de las calificaciones crediticias de dos empresas
se puede expresar a través de la distribucién multivariada de los retornos de los activos
de las empresas que presentan una correlaciéon p. De lo anterior se puede determinar la

correlacién entre incumplimientos de la siguiente manera:

corr(X} = Default, X} = Default) = Pij — Piby (2.16)

Vi = p)p;(1—p))

De la ecuacion (2.16) se observa que el factor que permite determinar la dependencia

entre el incumplimiento entre dos deudores es la correlacion entre los retornos de los
activos de la empresa. De lo anterior se puede decir que para cuantificar la dependencia
entre los estados de los créditos de un portafolio, se utiliza la distribucién multivariada
de los retorno de los activos cuya matriz de correlacion es 32, la misma que es obtenida a
partir de los modelos factoriales.

CreditMetrics” utiliza la simulacién de MonteCarlo para determinar la distribucién
del portafolio de crédito en un horizonte de un afo, para lo cual es necesario los siguientes

pasos:

1. Determinar los umbrales para los retornos de los activos en cada categoria de cali-

ficacion.
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2. Estimar la correlacién entre el retornos de los activos de los deudores.

3. Generar escenarios aleatorios para cada crédito del portafolio a partir de la distribu-

ciéon normal multivariada de los retornos de los activos.

4. Para cada escenario y para cada deudor, mapear los retornos de los activos en los
umbrales de cada calificacién crediticia y determinar la variaciéon del precio de los

bonos del portafolio.

5. Repetir el proceso un nimero grande de veces es decir 100000 y graficar la distribu-

cién del valor del portafolio.

6. Finalmente determinar los indices de riesgo para el portafolio como es el VaR y el

déficit esperado con un nivel de confianza especifico.

2.4. Modelo de CreditRisk™

2.4.1. Generalidades

La incertidumbre es una de las caracteristicas principales con las cuales debe vivir
una institucién financiera. Una amplia serie de fenémenos, cuyo comportamiento es im-
predecible, tiene un impacto directo en el desempeno de dichas instituciones. En el caso
de instituciones de seguros, éstas tiene que hacer transferencias de dinero por concepto
de accidentes u otros eventos asegurados, por lo que han desarrollado herramientas es-
tadisticas como los modelos actuaria-les que son capaces de determinar la pérdida de los
instrumentos financieros, lo que permite conocer el nivel de exposicién que tiene en sus
portafolios de inversién, logrando cuantificar adecuadamente la prima que deben cobrar
a sus asegurados para cubrir el nivel de pérdida y tener una rentabilidad adecuada.

El comportamiento del riesgo que enfrenta las empresas aseguradoras es similar a las

que tienen los bancos debido al riesgo de crédito, donde las principales similitudes son:

= Kl siniestro del sequro como el incumplimiento de un crédito son eventos inciertos.
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= En el seguro existe un monto por exposicién llamado monto asegurado y en el crédito

es el saldo otorgado

= En un seguro se prevé reservas por siniestralidad esperado y en el crédito hace el

mismo papel las provisiones

= Tanto en la siniestralidad como en el incumplimiento existen factores que les afectan

de manera directa.

Debido a la similitud entre el comportamiento de los seguros y de los bancos, actual-
mente se han utilizando los modelos actuariales para cuantificar el riesgo de crédito de
un portafolio, el modelo comercial que se fundamenta en una estructura actuarial es el
CreditRisk™, y fue desarrollado a inicios de 1997 por Credit Suisse First Boston (CSFB),
éste se fundamenta en un modelo de mortalidad de las empresas aseguradas, esto significa
que la probabilidad de incumplimiento es estimada a partir de una gran cantidad de datos
histéricos de incumplimientos de las empresas.

El modelo CreditRisk" es un modelo de impago donde se considera que cada deu-
dor solo puede estar en uno de dos estados al final de un periodo pudiendo ser estos el
incumplimiento o pago del crédito. En el evento de incumplimiento de algun deudor, el
acreedor pierde una cantidad fija que constituye la exposicién del acreedor al deudor. Los
modelos de impago se derivan a partir de conceptos de tipo actuarial y tienen la caracterfs-
tica que si se hace algunos supuestos distribucionales y funcionales, permite determinar
la distribucién de pérdida del portafolio de manera analitica.

El desarrollo de una teoria estadistica que explique estos procesos, dentro del con-
texto de riesgo crediticio, empieza considerando el caso simple de una cartera de crédito
que incluyen N deudores a cada uno de los cudles se les asocia una probabilidad fija de

incumplimientos, es decir:

p; = Probabilidad de incumplimiento del deudor 7,2 =1,2,.., N

Donde la distribuciéon de pérdida del portafolio se la obtiene de manera indirecta a



2. Modelos con un enfoque moderno 57

través de dos funciones generadoras de probabilidad!! (FGP), la primera corresponde al

nimero de incumplimientos y la segunda son las pérdidas que puede tener la cartera.

2.4.2. Distribucién del nimero de incumplimientos con proba-
bilidad fija

Si la cartera tuviera un solo deudor, lo 1inico que puede suceder es que éste cumpla o

incumpla. Por lo tanto, la FGP de incumplimientos'? para un solo deudor es simplemente:

Fi(s) = (1 = pi)s’ +pis' =1+ pi(s — 1) (2.17)

Debido a que los eventos de incumplimientos se consideran independientes, por lo que
la FGP del nimero de incumplimientos de toda la cartera es el producto de las FGP

individuales, es decir:

F(s) = [T Fts) = [T 11+ pits — 1) (218)

i=1 i=1

Tomando logaritmos a ambos lados de la expresién (2.18) se obtiene:

In(F(s)) = Zln [1+pi(s —1)] (2.19)

si se tiene que las probabilidad de incumplimientos son pequenas, entonces se puede

decir que:

In [1+ pi(s — D] = pils — 1)

este es el gran supuesto que utiliza CreditRisk™ para determinar la FGP del nimero de
incumplimientos, y significa que mientras la probabilidad de incumplimiento sea pequeria
se puede ignorar el hecho de que un deudor incumpla mds de una vez en un periodo de

tiempo dado.

'En el apéndice B se detalla las propiedades de la funcién generadora de probabilidad y su relacién
con las funciones de distribucién.

2La FGP del nimero de incumplimientos se define como:F(s) = ZProb(n incumplimientos)s”

n=0
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A partir del anterior supuesto se puede escribir la expresién (2.19) de la siguiente

manera:

In(F(s)) = Zpi(s—l)

N
Dt
F(S) = ei=1
F(s) = et (2.20)

N
donde p = Zpi

i=1
La expresion (2.20) corresponde a la FGP de la distribucién de Poisson con pardmetro

14, por lo que el nimero de incumplimientos siguen una distribucién de Poisson

1
Prob(n® de incumplimientos:n):—‘ ueH
n!

De la probabilidad anterior se observa que no aparece el niimero total de deudores ni las
probabilidades de incumplimiento de cada deudor por lo que el tinico pardmetro a utilizar
es la tasa promedio de incumplimientos en una unidad de tiempo, que es la suma de las

probabilidades de incumplimientos de los deudores.

2.4.3. Distribucién de las pérdidas de la cartera con probabili-

dad fija

La distribucién de pérdidas es necesariamente diferente a la del nimero de impagos, ya
que ésta depende del supuesto de que la probabilidad de incumplimiento sea pequena, sin
embargo este supuesto no se puede utilizar para las pérdidas debido a que puede existir
pérdidas relativamente pequenas como pérdidas que representan un alto porcentaje de la
cartera total. Por ejemplo, una pérdida de $100,000 puede ser consecuencia del incumplim-
iento de un indivi-duo que debe esta cantidad o del incumplimiento de 10 deudores que
deben $10,000 cada uno. De lo anterior se puede mencionar que el conocimiento de la
forma en que estdn distribuidos los diferentes niveles de exposicién entre los diferentes
deudores que componen la cartera es indispensable para obtener la distribucién de las

pérdidas del portafolio.
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En CreditRisk™, el artificio matemético que utiliza para obtener una expresion cerrada
de la distribucién de pérdidas, es agrupar a las pérdidas en bandas de exposicién. Aunque
esta agrupacion introduce errores de redondeo en la estimacién de la distribucion, esto
facilita el desarrollo del modelo y reduce significativamente el nimero de datos requeridos
para realizar los cdlculos. Ademds, si el nimero de niveles de exposicion es grande y el
ancho de las bandas es pequeiio, en relaciéon con el tamano de la exposiciéon promedio de

la cartera, el error introducido es despreciable.

Para dividir las pérdidas en bandas de exposicion, se supone que la pérdida al incumpli-
miento de un deudor i (LG D;) es modelado como una fraccién constante del tamano del
crédito, CreditRisk™ supone que este valor es expresado como un muiltiplo de una unidad
base de pérdida (por ejemplo, puede ser un millén de délares). Lo anterior se puede

expresar de la siguiente manera

LGD; = ML,
LGDl ~ UV

donde

L; = Tamano del préstamo del deudor i
A;i = Porcentaje de pérdida esperado al incumplimiento (severidad)

vg = Unidad de pérdida
L.
v; = Redondeo (Al Z)

Vo

luego v; simboliza el valor entero mds cercano a % y el LGD puede ser expresado
como multiplo de la unidad de pérdida predefinida, los diferentes multiplos de pérdidas

constituyen las bandas de exposicién de los créditos.

Para aclara la forma como CreditRisk™ divide las pérdidas en bandas, se supone que
se dispone de 25 créditos, los que estdn calificados dentro de siete estados los que les
correspone su respectiva severidad tal como se observa en el cuadro (2.6).

Si se considera arbitrariamente que la unidad de pérdida es $500 (vy =500), entonces

para un crédito que tiene un monto de $4728 (L;) y una calificaciéon de AAA, la pérdida



2. Modelos con un enfoque moderno 60

N° de créditos CALIFICACION
AAA AA A BBB BB B C
1 $4,728 5528  $3,138  $5,320 $1,800 $1,933  $358
2 $7,728 5848  $3,204  $5,765  $5,042 $2,317  $1,090
3 $4,831  $20,239 $15411 $2,411  $2,652
4 $4,912 $2,598  $4,929
5 $5,435 $6,467
6 $6,480
Total $12,456 $11,376 $21,520 $31,324 $22,253 $9,259 $21,976
Severidad 20 % 72% 25 % 30 % 45%  65%  80%

Cuadro 2.6: Monto de 25 créditos calificados de AAA hasta C
al incumplimiento es:

UfAA = >\sz
= 20% x 4728 = 945,16

X  V;Vg

v; = Redondeo M
500

= 2

La pérdida al incumplimiento del crédito es de $945.16 o de manera equivalente si se
utiliza la notacién de CreditRisktes dos unidades de pérdida, donde la unidad de pérdida
vale $500.

En la Figura 2.4 se observa la frecuencia de las pérdida al incumplimiento de los 25
créditos, donde las pérdidas de dos y tres unidades tienen mayor frecuencia, y la mayor
pérdida es de 14 unidades, que corresponde a un crédito con calificacién C. La notacién de
CreditRisk™ permite dividir las pérdidas de los créditos en bandas o grupos homogéneos,
donde en cada grupo tienen créditos con diferente nivel de riesgo pero el mismo nivel
de exposicion logrando que sea més fécil el andlisis de las pérdidas de los créditos de un
portafolio.

Para determinar la distribucién de pérdida del porfolio, se sigue los siguientes tres

pasos que se detallan a continuacién.

Paso 1: Funciéon Generadora de Probabilidad de cada banda: La FGP de

pérdida de cada banda j es definida como:
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Figura 2.4: Histograma de las pérdidas de los créditos a partir de la estructura de
CreditRisk™"

G(z) = Z Pr(Pérdida = m)z" (2.21)
m=0

dado que la pérdida m puede ser expresada como multiplo de una unidad de pérdida v;,
luego la pérdida m es igual a

m = nuv;

de tal manera que la probabilidad de que se pierdan nv; unidades en la banda j es igual
a la probabilidad de que n deudores incumplan, de esta manera la FGP de pérdida de la

banda j puede ser obtenida a partir de la probabilidad de n incumplimientos:

G(z) = Z Pr(Pérdida = nv;)z""

m=0

= Z Pr(N° de incumpliminentos=n)z""/

n=0
_ - i n,—[L; JNVj
n=0
= e HTHET = (1) (2.22)

donde p; es la tasa promedio del nimero de incumplimientos en la banda j.

Paso 2: Funcién Generadora de Probabilidad del Portafolio
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A partir del supuesto de que cada banda puede ser vista como un portafolio de exposi-
ciones, y es independientes de otras bandas, la FGP del portafolio total es simplemente

el producto de las FGP de cada banda:

M v
G(z) = He—#ﬁ#ﬁﬂ
j=1

M M
= exp <— Z i+ Z ujz”J') (2.23)
=1 j=1

M

donde p = Z p; representa el nimero esperado de incumplimientos de todo el portafo-
j=1
lio.

Paso 3: Funcién de distribucién del Portafolio

A diferencia de la distribucién del nimero de incumplimientos que se conoce la dis-
tribucién del nimero de incumplimientos, para el caso de las pérdidas no se sabe la forma
de la distribucién de probabilidad de que se pierda "n unidades L"en la cartera total de
créditos, sin embargo se la puede obtener mediante la expansién de Taylor, tal como se

aprecia a continuacion:

_ 1 d"G(z)

ol oden

Prob(Pérdida = nL) n=12,... (2.24)

Las distribucién de las pérdidas tienen dos componentes de incertidumbre, el com-
portamiento de Poisson del niimero de incumplimientos y la aleatoriedad de las pérdidas
dado el incumplimiento; sin embargo, esta incetidumbre puede ser estimada a partir del
nimero esperado de incumplimientos (j1;) y la pérdida esperada (¢;) de cada banda j,
logrando deducir una férmula recursiva para obtener las probabilidades de pérdida de la
siguiente manera:

Prob(Pérdida =nL) = % Z g;Prob(Pérdida = (n — v;)L) (2.25)
{ilvj<n}

Prob(Pérdida = 0)=e*

Para clarificar como se estima la distribucién de pérdida de un portafolio, se supone que

se tiene un portafolio con 25 créditos con sus respectivas calificaciones crediticias, (Cuadro
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Pérdida N¢ de deudores  ¢; My

1 1 0.198 0.198
2 7 0.211  0.422
3 8 0.212  0.637
4 1 0.198 0.792
) 1 0.011 0.053
8 3 0.198 1.583
10 2 0.396 3.958
12 1 0.002 0.022
14 1 0.011 0.148

TOTAL 1.436 7.812

g; :Pérdida esperada en la banda j
ft; :Ntumero esperado de incumplimientos en la banda j

Cuadro 2.7: Nimero esperado de incumplimientos en cada banda del portafolio

2.6), para determinar la distribucién de pérdidas se estima para cada banda de pérdida
el nimero esperado de impagos y la pérdida esperada por cada banda.

Del Cuadro (2.7), se puede resumir que el nimero esperado de incumplimientos de
la cartera es de 1.4336, correspondientes a una pérdida esperada de 7.812 unidades de
pérdidas. Multiplicando por la unidad de $500, la pérdida esperada de la cartera es de
$3906.

Utilizando la ecuacién recursiva (2.25), se determina la distribucién de pérdida del
portafolio, por ejemplo del Cuadro (2.8) se presenta las probabilidades para cada banda
de pérdida, de tal manera que a partir de esta informacién se puede observar que la
maxima pérdida del portafolio con un nivel de confianza del 83.61 % es de 14 unidades de

pérdidas ($7000).

2.4.4. Distribucién de las pérdidas de la cartera con probabili-

dad variable

Anteriormente se estimé la distribucién de pérdida de un portafolio a partir del
supuesto que las probabilidades de incumplimientos son fijas; para obtener un modelo

que tenga un comportamiento mas real se supone que estas probabilidades dependen de
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Unidad de Pérdida Prob de pérdida Prob Acumulada

0 23.80 % 23.80 %
1 4.711% 28.51%
2 5.48 % 33.99%
3 6.07% 40.07%
4 6.34 % 46.40 %
5 2% 48.86 %
6 2% 50.80 %
7 2% 52.31%
8 5.71% 58.02%
9 1.42% 59.43 %
10 10.82% 70.25%
11 3.27T% 73.52%
12 3.93% 77.45%
13 2.96 % 80.41 %
14 3.20% 83.61%

Cuadro 2.8: Distribucién de pérdida de un portafolio de 25 créditos

ciertos factores exdgenos que representan la actividad de los sectores econémicos, es decir
que el comportamiento de un crédito se modelan a través de una variables aleatoria de
Bernoulli X; con probabilidad de incumplimiento p; estocdstico y que su comportamiento
es explicado por K factores de riesgo Ry, .., Rx, donde estos factores son independientes
y siguen una distribucién Gamma, ademaés para relacionar p; con los factores de riesgo se

utiliza un modelo factorial asf:

K
Pi :EZainj,z’ = 1, ..,N
j=1

(R;); ~ Gamma(l,07)
K
>y = 1

j=1
Es claro que los pesos de los factores a,;; miden la sensibilidad del crédito 7 con el factor

de riesgo R;. Utilizando las propiedades de las funciones generadoras de probabilidad se

determina la distribucién de nimero de incumplimientos condicionado a los factores de
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riesgo asf:

N
= D =",
=1

Dado que los factores de riesgo siguen una distribucién Gamma, la FGP incondicionada

del nimero de incumplimientos es:

F(s) = //F(s | R=(ry,...re)) fi(r1) -+ fx(rg)dry - drg

K 1 2 N
1—9; ) 52 o5
E(l—@s T l4odu 0 ; !
la FGP de las pérdidas condicionadas se pueden expresar de la siguiente forma:

G( | R)=F(s"|R)

M

= HG]‘(Z | R)

= exp (Z Rj (Zpiaij(s“" — 1)))

Y dado que las distribuciones de los factores de riesgo siguen una ley Gamma entonces la
FGP de las pérdidas no condicionada se obtiene integrando con respecto a los factores de

riesgo de tal manera que resulta:

S0o1-8, \ 1 &
_ I I J 7 . — E o qli
G(Z)_ (1_6]PJ(S)> 7PJ(S) p’La’L]S 9

j=1 Fj i=1

para determinar la distribucion de pérdida se utiliza la aproximacién de Taylor

2.5. Resumen de los modelos

Desde un punto de vista matemético, el KMV y el modelo CreditMetrics” son lo

mismo siempre y cuando restrinjamos al CreditMetrics’ a un portafolio de pérdidas
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para un perfodo. En ambas aproximaciones se considera que el retorno del logaritmo
de los activos siguen una distribucién normal multivariada, ademds una empresa cae en
incumplimiento en el periodo T siempre y cuando el valor de los activos cae muy por
debajo de un cierto umbral o equivalentemente cuando el logaritmo estandarizado del
retorno de los activos cae por debajo de un punto de incumplimiento —DD.

En ambos modelos la estimacion de las correlaciones del logaritmo de los retornos de
los activos utilizan los modelos factoriales. Debido a esta equivalencia matematica entre
estos modelos, se puede decir que los modelos descritos en este capitulo se pueden resumir

en KMV /CreditMetrics”™ y CreditRisk™ donde las principales caracteristicas son:
» KMV /CreditMetrics”

Z = Retorno de los activos estandarizado

~ N(0,X),¥ = Matriz de correlaciones
K

7, = Z a;;Rj +¢; (Modelo Factorial)
j=1
X; = Indicador de incumplimiento de la empresa ¢

= I{zi<DDi} = I{zi<¢71(:0i)}

p; = Probabilidad de incumplimiento de una empresa i

s CreditRisk™

X; = Indicador de incumplimiento de la empresa i, X; ~ Bernoulli(p;)
K K

pi = EZainj, (Modelo Factorial), Z a; =1
j=1 j=1

p; = Probabilidad de incumplimiento promedio de la empresa 4



Capitulo 3

Modelo CyRCE

3.1. Introducciéon

En la actualidad existen dos grandes enfoques que permiten medir el riesgo de crédi-
to siendo éstos los modelos de impago o incumplimiento y los de marcar a mercado;
la diferencia entre éstos se presenta bédsicamente por la forma en que se consideran las
pérdidas.

En los modelos de impago, un deudor sélo puede estar en uno de dos estados: pago o
impago, y las pérdidas que resulten solo se deben a los incumplimientos del deudor, mien-
tras que en los modelos de marcar a mercado adicionalmente se consideran las pérdidas
resultantes del cambio en el valor de los créditos, debido a la migracion de la calidad de los
mismos. Sin embargo, las mayores diferencias entre ambos enfoques obedecen a la forma
en que se conjugan los distintos elementos del riesgo de crédito para obtener la distribu-
cién de probabilidades de pérdidas; por ejemplo, CreditMetrics”™ | es considerado como
un modelo de marcar a mercado, en donde el componente principal es la matriz de transi-
cion relacionada con un sistema de calificacién, misma que permite medir el cambio en la
calidad crediticia de un crédito, dando como resultado un mecanismo de probabilidades
que modela la migracién de la calidad de los créditos.

Cabe senalar que en mercados emergentes donde la cultura de riesgos es incipiente, la
utilizacién de los modelos de marcar a mercado (CreditMetrics’*) y los de incumplimento

(CreditRisk™) necesitan de un esfuerzo adicional en su elaboracién debido a que fueron

67
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desa-rrollados en paises con sistemas financieros altamente desarrollados donde la infor-
macién es de fécil acceso en sus mercados considerdndose como paradigmas tradicionales
para medicién de riesgo de crédito; mientras que, en mercados emergentes la informacién
requerida para estos modelos, es generalmente escasa, de mala calidad e incompatible con
los requerimentos de estos modelos.

Adicionalmente, los paradigmas de riesgo de crédito mencionados se centran princi-
palmente en obtener la distribucién de pérdidas de un portafolio de crédito empleando
metodologias estadisticas complejas; sin embargo, el administrador de riesgos, se interesa
en un modelo que ademds de medir la distribucién de pérdidas, le permita gestionar el
riesgo a partir de reglas simples para establecer suficiencia de capital, identificar segmen-
tos que presenten las mayores concentraciones de riesgos 'y establecer limites individuales
para los créditos relacionados con el perfil de riesgos del portafolio. Bajo esta perspectiva
existen escasos modelos que cumplen con estos requerimientos, como es el caso del modelo

“Capitalizacion y Riesgo de Crédito” (CyRCE) motivo de desarrollo del presente capitulo.

3.1.1. Vision general del Modelo CyRCE

El modelo de impago denominado “Capitalizacion y Riesgo de Crédito” (CyRCE),
desa-rrollado por el Phd. en Ciencias Matematicas, Javier Marquez Diez Canedo, Gerente
de Riesgos del Banco de México y que serd objeto de aplicacién en el presente capitulo, es
una buena alternativa para mercados emergentes en donde la problemética estd definida
alrededor de la limitaciéon en la informacién; ademds de que es una herramienta que
brinda apoyo en la administracién de riesgos y que permite solucionar el problema de
cémo utilizar la distribucién de probabilidad de pérdida para identificar dimensiones de
concentracion de riesgo excesivo y fijar limites de crédito a partir de una medida de riesgo
que para este caso es el Valor en Riesgo (VaR) de una cartera de créditos.

En el negocio bancario, el principal activo productivo es la cartera de créditos, por
consi-guiente es necesario una adecuada administracién de la misma que conlleve entre
otros, a obtener una valoracién acertada de la tasa de interés del crédito, en la cual deberfa
estar implicito la rentabilidad para el banco, los riesgos, los costos y los gastos, etc.; siendo

el riesgo uno de los factores fundamentales por determinar.
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En una cartera de créditos, el principal riesgo que se presenta es cuando el deudor
no cancela el saldo del crédito ya que puede convertirse en pérdida y por tanto, el banco
debe tener un resguardo para cubrirla. Tal resguardo esta constituido por las provisiones
por incobrabilidad y por capital; mismas que el banco logra constituir adecuadamente si
se conociese a priori el comportamiento de las pérdidas en la cartera de créditos, siendo
este un objetivo escencial de los administradores de riesgos y académicos en los ltimos
tiempos. En este sentido, el modelo CyRCE es uno de los modelos de riesgo de crédito que
se ha desarrollado en los ultimos afios y permite evaluar de manera precisa la suficiencia
del capital y provisiones por incobrabilidad de una cartera crediticia de un banco, para
lo cual compara el VaR de dicha cartera a un determinado nivel de confianza y horizonte
de tiempo! con las provisiones por incobrabilidad mds el capital, de tal manera que el
banco puede medir el riesgo asumido a un nivel de confianza dado. Con esto, se logra
encontrar una regla explicita que relacione el riesgo de crédito con la suficiencia de capital
y provisiones que es uno de los temas mds importantes tanto para los reguladores como
para los administradores de riesgo.

Por otro lado, este modelo supone que la distribucién de pérdida de la cartera presenta
una forma funcional misma que puede ser caracterizada por dos pardmetros siendo estos
la media y la varianza; asi, en este modelo el VaR puede establecerse como la suma de la
pérdida esperada més un cierto multiplo de la desviacién esténdar de las pérdidas (pérdida
inesperada). Este valor de riesgo de crédito asi definido, se adopta como cota inferior al
importe de capital y provisiones por incobrabilidad de la cartera de créditos que debe
mantener un banco para que exista suficiencia de capital y provisiones; es decir, lo que
se requiere es que las pérdidas esperadas e inesperadas estén cubiertas como minimo por
capital y provisiones por incobrabilidad de la cartera de créditos.

Cabe hacer notar que cuando se refiere a suficiencia de capital, el modelo CyRCE puede
considerar en su andlisis al capital contable, el regulatorio o el econémico; de tal manera
que de acuerdo al tipo de capital, el banco puede medir el riesgo especifico asumido.
Ademds la comparacién entre el VaR y la suficiencia de capital y provisiones permite

establecer una relacion explicita entre el requerimento de capital, provisiones y el riesgo

! Usualmente el horizonte de tiempo utilizado para medir la maxima pérdida de un portafolio a un
cierto nivel de confianza es un afo, ref [31].
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de crédito.

En el modelo CyRCE, el VaR puede definirse como una expresiéon cerrada, la cual
permite descomponer al riesgo en dos elementos escenciales siendo estos la probabilidad
de incumplimiento individual de los créditos y la concentracion en la cartera de créditos,
donde la concentracién por niimero de créditos es un factor que afecta al riesgo de crédito
de la cartera debido a la existencia de correlacién entre incumplimientos.

Por tanto, se puede concluir entonces que el modelo CyRCE logra que el banco puede

atender los siguientes problemas:

1. Concentracién de riesgos

2. Determinacion adecuada de limites de los créditos a partir de una medida de con-

centracion.
3. Medicién del requerimiento de capital y provisiones en funcién del riesgo asumido

4. Planificacién crediticia para cada segmento de crédito.

Este tdltimo punto se refiere a que este modelo permite: analizar los diferentes seg-
mentos de créditos logrando establecer limites individuales diferenciados por segmento,
obtener una medida de concentracién del riesgo para cada segmento, establecer el requer-
imiento de capital y provisiones por segmento de crédito.

Entre las ventajas del modelo tenemos que se lo puede implementar con informacion
limi-tada y por tratarse de expresiones cerradas es bastante econdmico en el uso de re-
cursos de computo con relacién a los demds paradigmas ya que los cdlculos se reducen a
multiplicaciones de matrices.

Para desarrollar un modelo de crédito CyRCE capaz de representar de manera ade-
cuada el comportamiento de las pérdidas de la cartera, se empieza con el modelo CyRCFE
basico el que supone que todos los créditos tienen la misma probabilidad de incumplimien-
to y son independientes; luego se presenta el modelo CyRCE intermedio el cual mantiene
el supuesto de que los créditos tienen la misma probabilidad de incumplimiento y se in-
corpora la dependencia entre los créditos a través del supuesto de que todos los créditos

tiene la misma correlacién; finalmente se presenta el modelo CyRCE Avanzado donde los
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créditos tienen diferentes probabilidades de incumpliminento y correlacién para lo cual
se parte de una segmentacién arbitraria de la cartera. Este modelo CyRCFE avanzado se
obtiene sin que sufran cambios significativos las expresiones de Valor en Riesgo, suficiencia
de capital, concentracién y limites de los créditos establecido en el modelo CyRCE bdsico.
Antes de presentar estos modelos CyRCE, primeramente se abordard la concentracién en
carteras crediticias debido a la importancia que tiene ésta en la medicién del riesgo de
una cartera.

A pesar de que el modelo CyRCE es desarrollado para mercados emergentes donde
existe ausencia de informacién, el autor Javier Marquez (2002) para validar los resulta-
dos que arroja este modelo, realiza una comparacién con los modelos tradicionales de
medicién de riesgo de crédito (CreditMetrics™ y CreditRisk™) y al respecto sefiala que
bajo ciertas equivalencias paramétricas el modelo CyRCE arroja resultados similares que
CreditRisk™ y CreditMetrics”, donde la distribucién de pérdidas producida por CyRCE
es mds centrada que la de los otros dos modelos. En general, tiene menos peso en el rango
bajo de pérdidas que CreditMetrics’ y menos peso en el rango alto de pérdidas que
Credit Risk™. De la comparacién de los tres métodos, Javier Marquez concluye que pese
a encontrar diferencias en las distribuciones, sobre todo en las colas, los montos no son

diametralmente distintos y apuntan siempre en el mismo sentido.

3.1.2. La concentracién en el riesgo de crédito

Una concentracién de riesgo se refiere a una exposicién que podria causar pérdidas que
pudieran amenazar la solvencia o capacidad de mantener las operaciones centrales de una
institucién financiera. Las concentraciones de riesgo pueden surgir en los activos, pasivos
o items fuera de la hoja de balance de un conglomerado, a través de la ejecucién o el
procesamiento de transacciones (productos o servicios), o a través de una combinacién de
exposiciones en estas categorias. El potencial de pérdidas refleja el tamano de la condicién
y el alcance de la pérdida en caso de cierta circunstancia adversa. Las concentraciones de

riesgo pueden adoptar diferentes formas, incluyendo exposiciones a:

a) Contrapartes individuales;
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b) Grupos de contrapartes individuales o entidades relacionadas;
c) Contrapartes en lugares geograficos especificos;

d) Sectores especificos;

e) Productos especificos;

f) Proveedores de servicios; y

g) Desastres naturales o catdstrofes.

En este caso, la concentracién se refiere a la que puede suceder en una cartera de
créditos de una institucién financiera en donde un factor de riesgo es la concentracién, ya
que es un problema que ha participado como componente de las crisis bancarias ocurridas
desde la gran depresion de los anos treinta hasta la actualidad.

La concentracion en carteras de crédito es un problema dificil de atacar; es asi que, el
tinico modelo que hace explicito el componente de concentracién en una cartera de crédito
es el CyRCE.

A pesar de la importancia de la concentracién en una cartera crediticia, en la literatura
contempordnea, no se ha materializado paradigmas generalmente aceptados para medir
la concentracion en una cartera crediticia debido a que cuando se habla de concentracién
se puede referir a méds de un concepto; es decir, personas, regiones geograficas, mercados,
industrias, etc., con lo que si cada crédito es relativamente pequeno y si hay demasiados
créditos otorgados en una sola regién geografica o en un solo mercado o industria, la
excesiva asignacion de crédito en alguna de estas dimensiones puede resultar riesgosa. En
otras palabras lo que se intenta decir es que, si las probabilidades de incumplimiento de
los deudores de cierto segmento estdn altamente correlacionadas, aunque cada crédito sea
realmente muy pequeno, el segmento presenta un potencial riesgo por alta concentracion.

Otra razon por la que no se han planteado medidas de concentracion, se debe a que
es dificil concebir una sola medida que englobe todas las dimensiones de riesgo de con-
centracién en un solo niimero.

Asi, el enfoque que se dard a la concentracién no resuelve todos estos problemas

sino permitird medirla ex-ante. Esta medida se relaciona directamente con el riesgo de
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crédito expresado en términos usados por los administradores de riesgo. Kealhoffer (1998)

senala que "

...ex-ante ningin método ha sido creado para cuantificar concentracion, la
concentracion solo ha sido detectada ex-post”.

En lo que respecta a la concentracién en general como un problema de riesgo, los
conglomerados financieros (grupos de entidades financieras: bancos, seguros, valores, etc.)
estdn promoviendo técnicas analfticas para identificar, medir, monitorear y controlar las
concentraciones de riesgo. Algunas de las técnicas mds importantes utilizadas en este
momento en algunos conglomerados son los stress tests (tests de tensién econémica) y el
analisis de escenarios, muchas veces basadas en modelos. Estas técnicas evalidan el impacto
de eventos negativos, como puede ser cambios grandes en los valores de mercado, bajas en
la solvencia, o desastres naturales en entidades reguladas individuales o el conglomerado
en su total. Los escenarios reflejan la experiencia histérica o se centran en los elementos
vulnerables especificos identificados por los administradores de riesgos de la empresa. Los
stress tests también implican tests sistemdticos del potencial de pérdida en una serie de
cambios grandes en factores clave de riesgo. Todo esto debido a que podria ser que difer-
entes entidades dentro del conglomerado estén expuestas a los mismos factores de riesgo
o factores de riesgo parecidos, o a factores de riesgo que no parecen estar relacionados,

pero que podrian ser interactivos bajo algunas circunstancias de tensién inusual.?

3.2. Modelo CyRCE Basico

La concentracién en los créditos de un banco ha sido identificada como una de las
fuentes principales de riesgo de crédito; asi, para controlar este riesgo, el administrador
debe fijar limites a los montos de crédito en cada segmento del negocio. Normalmente este
limite se especifica como una proporcién ¢ del capital K; sin embargo, esta politica de
mitigacién de concentracién no es la adecuada ya que pueden suceder los siguientes casos

extremos donde se pueden tener carteras muy concentradas o altamente diversificadas:

1. El banco puede tener todo el crédito otorgado a un solo deudor sin que este crédito

exceda la proporcién del capital que exige el limite pero bajo cualquier criterio

2Para mayor detalle dirigirse al documento Principios sobre Concentraciones de Riesgo [18].
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representaria una cartera totalmente concentrada®.

2. El banco puede tener un millén de créditos del mismo tamano en cuyo caso su
cartera estaria totalmente diversificada®, independientemente de que cada crédito

respete o no el limite.

Asi, cualesquiera que sean las virtudes de establecer limites como porcentaje del cap-
ital, no ayuda mucho para identificar la concentracién del crédito de una cartera, por lo
que se debe hacer a un lado la tradicién y asignar los limites de los créditos como una
proporcién 6 del valor de la cartera total V', ya que una cartera compuesta de créditos
con montos iguales corresponde a una cartera diversificada.

Sin embargo, esta nueva asignacion del limite para el k— ésimo crédito (fy) a partir del
volumen de la cartera, resulta exactamente igual que establecer el limite del crédito como
una proporcién ¢ del capital K, siempre y cuando se considere la razén de capitalizacion

del banco v, como se aprecia a continuacién:

< 0V (3.1)

donde k£ =1,..., N, y N representa el nimero total de créditos de la cartera.

Por lo que en adelante se considera que el limite sobre el tamano de los créditos se fija
en funcion del volumen de la cartera V del banco y no de su capital K.

Para entender de mejor manera el impacto del riesgo de concentracién sobre un portafo-
lio de crédito y las pérdidas producidas por este riesgo, se empezard realizando los sigu-

ientes supuestos en el modelo de impago:

= La probabilidad de que incumpla cualquiera de los créditos es la misma, y

= existe independencia entre el incumplimiento de los créditos.

3Por ejemplo, si en un banco con 100 millones de délares de capital, los créditos estan limitados a
no exceder el 12% del capital, esto puede hacerse con solo un crédito de 12 millones, en cuyo caso la
concentracion es maxima.

4Por ejemplo, si la cartera tiene 100 mil créditos y cada uno de estos no excede el 12 % del capital,
entonces la cartera es altamente diversificada.
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A primera vista estos supuestos aparentan ser irreales; sin embargo, permiten obtener
resultados que relacionan la concentracién con la suficiencia de capital y provisiones, y
pérdidas del portafolio; los cuales se mantiene en los posteriores modelos de impago a

pesar de que se relajan estos supuestos’.

3.2.1. Modelo CyRCE para una cartera con créditos de igual

tamano

Este modelo de impago cuantifica la pérdida maxima que puede tener un portafolio de
créditos en un horizonte de tiempo y nivel de confianza determinados (Valor en Riesgo),

por lo que para su cdlculo se debe emplear las siguientes condiciones:

a) La méaxima concentracién que se puede tener en un portafolio de créditos, respetando
el limite (#V') asignado, es cuando se concentra todo el crédito (V') en un minimo

nimero de créditos n, lo que se puede representar asf:

oV, k=0,1,2.,3 ...n
fr = (32)
0; k=n+1 n+2,..,.N

donde
ndV =V

En lo que sigue se supone que n es siempre un nimero entero.

b) La probabilidad de impago p es igual para todos los créditos del portafolio, inde-
pendientemente del monto y del niimero de créditos que incumplen; por lo que, la
probabilidad de que m de los n créditos de tamano 6V dejen de pagar, se distribuye

de acuerdo con una binomial, asi:

Primm}=| " |p"a—pmm (3.3)

c) La distribucién binomial se aproxima a una distribucién normal cuando el nimero

de créditos de tamano 0V tiende al infinito; por lo que, tal distribucién queda

SEl detalle de estos supuestos se presenta en la seccién 3.5.
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completamente explicada a partir de su media (p) y su varianza (0?), como sigue:

po= np

o = np(l—p)

Con estas condiciones, se puede obtener el nimero de incumplimientos (n,) con un

nivel de confianza « adoptado, asi:
No = NP + 2o/ np(1 — p) (3.4)

donde z, es el fractil de la distribucién normal estdndar a un nivel de confianza «.

La igualdad (3.4) significa que la probabilidad de que mds de n, créditos caigan en
1Impago es menor que .

Una vez definido el nimero de incumplimientos n, se procede a obtener el modelo de
impago en el que se puede apreciar el indicador de concentracién 6, para lo que se considera
que cada crédito vale OV, el cual es introducido en la expresion (3.4) transforméndose en
un monto en riesgo o VaR (modelo de impago) para una cartera de crédito que posee el

patrén de concentracién #V con un nivel de confianza «. La expresién serfa entonces:
VaR, = n,0V = [np + zo v/ np(1 — p)] A% (3.5)

Luego, para que exista suficiencia de capital y provisiones en la cartera de créditos,
se requiere que la pérdida con nivel de confianza o (VaR,) no exceda del capital K y de

las provisiones; es decir:
VaR, = [np + 2o/np(1l — p)] 0V < K + provisiones (3.6)

Replanteando la desigualdad (3.6) en términos del valor de la cartera V' se tiene:

. VaR,,
U+ prov = =P + 2o/ p(1 — p)0 (3.7)
La expresion ¢ = % se denomina razdn de capitalizacion, cuyo inverso representa el

isiones

v es el porcentaje

nimero de veces de capital que el banco tiene prestado; y prov = ¢

de provisiones que el banco o la institucién financiera tiene constituido.
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Notese que el nivel de capital y provisiones de una institucién financiera es adecuada
siempre y cuando éstas cubran el Valor en Riesgo del portafolio de crédito (expresion 3.6),
situacién que se mantiene cuando la razén de capitalizaciéon y provisiones en porcentaje
es mayor o igual que el VaR,, con respecto al volumen de la cartera V' (expresion 3.7).

Una de las utilidades que se tiene al trabajar con una expresién en términos del
volumen de la cartera como en la expresién (3.7), es que se puede apreciar lo siguientes

componentes:
= Probabilidad de incumplimiento de los deudores p,
= Desviacién estdndar de la variable Bernoulli y/p(1 — p), y
= Indicador de concentracion 6.

Pero ademas, se observa que el VaR,, de la cartera de créditos se lo obtiene a partir
del indicador de concentracién 0, el cual se constuiria en un factor determinante en las
pérdidas potenciales que se pueden presentar en una cartera de créditos. Otro punto
importante que brinda la expresién (3.7) a una institucién financiera es que ayuda a
mitigar la concentracién de la cartera de créditos por medio de la fijacién de limites,

misma que se obtiene despejando la concentracién 6 de esta expresién; asi:

N 2
(1/)+prov—p>
< 5 =0
22p(1—p)

(1. 070.1.0) 59

3.2.2. Modelo CyRCE para una cartera con créditos de diferente

tamano

En el modelo anterior se supuso que todos los n créditos de una cartera tienen el mismo
tamano ; es decir, alcanzan el limite méximo que se puede asignar a un crédito dentro
de la cartera, lo que no es muy real, por lo que se relaja este supuesto y se considera que
todos los créditos tienen diferente tamano; de lo anterior surge la necesidad de disponer
de otro tipo de indicador de concentracion que se relacione con el valor en riesgo y que
permita jugar un poco més con la cartera de créditos de un banco; para ello, se define lo

siguiente:
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Sea F' = (f;) elemento de EV el vector que representa la cartera de créditos® de
manera que f; es la pérdida en caso de que incumpla el i-ésimo crédito de la cartera, con
1=1,2,3,...,N.

Ademis, si se supone que la probabilidad de impago de cada crédito es p y que cada
uno es independiente, se puede definir N variables aleatorias dicotémicas de pérdida en

caso de incumplimiento z; de tal forma que:

; con probabilidad
v f P p (3.9)
0 con probabilidad 1 — p

Por lo que, a partir de esta definicién de pérdida para cada crédito, se trata de cuan-
tificar la pérdida que tiene la cartera de créditos, idea en la que coinciden todos los

paradigmas; y, a su vez ésta es la razén por la que difieren cada uno de éstos debido a
N

que el vector F' = (f;) es arbitrario y se desconoce la distribucién de in; por tanto,
lo que difiere de un paradigma a otro es la forma de efectuar las intei;}elaciones entre
las pérdidas de cada crédito x; donde se tiene que tomar en cuenta la distribucién de
cada uno de los elementos de F'. Por ejemplo CreditRisk™ ataca el problema mediante
funciones generadoras de probabilidades, mientras que CreditMetrics™ lo hace con Sim-
ulacién de Montecarlo. En CyRCE se toma el camino més pragmatico como se aprecia a

continuacion.

Se conoce que la esperanza’ y la varianza® de la variable z; son E(z;) = pfi y
N

VAR(z;) = p(1 — p)f? respectivamente, por lo que, la esperanza y la varianza de Z x;
i=1
serfan:

N N N N
p=~KE (Z%) = pri :pii =pV, donde V = Zfzﬁ
i=1 i=1 i=1 =1

N N

02 =V AR (Z a:i) = Z VAR(x;) = p(l=p)ff =pLl—p)>_ f?

6 EN denota el espacio Euclidiano N dimensional
"E(x;)=fip+0(1—p)=fip

SVAR(z;) = (x; — px;s)*p

ip— 2x§p2 +p2w?
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Entonces, bajo el supuesto de independencia y de que la distribuciéon de pérdidas se
puede caracterizar por su media y su varianza, el valor en riesgo de la cartera para un

cierto nivel de confianza seria:

N
VaRa :M+ZaU:pV+Za p(l_p)Zfi2> (310)
i=1

De igual manera que en el modelo anterior, se desea que el VaR,, sea cubierto con el
capital K y las provisiones para que exista suficiencia de capital y provisiones, por lo que

replanteando la expresion (3.10) con respecto al valor de la cartera V, se tiene:

N

p(1—p) Z 1

VaR., o K 56 )
C‘L/ R p—— e T (3.11)

N 2 v Vv
(1]

Si se procede a obtener la cota para el tamano de los créditos como en el modelo con

créditos de igual tamano (3.8), se tendria:

VaR,
V

=p+ 20V/p(1 = p)H(F) < ¥ + prov (3.12)

donde

N
; I (\If + prov — p>2
H) = <
)

En la expresion (3.13) se observa que la cota obtenida es la misma que en la expre-

= O(p, ¥, prov, a) (3.13)

sién (3.8) donde se suposo que la cartera de créditos consistia en n créditos del mismo
tamano 6; la diferencia ahora, es que el limite de crédito 6 usado como medida de con-
centracion es reemplazado por otra medida de concentraciéon de crédito conocido como

indice deHerfindahl-Hirschman® (H(F)).

Por tanto, la suficiencia de capital y provisiones quedarian definidas asi:

U+ prov = p+ 24/p(1 — p)H(F) (3.14)

9Para mejor comprensién de este indice referirse al Apéndice F
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De la misma forma que en la expresién (3.7) se observa como en la expresion (3.14)
se puede descomponer la varianza de forma que queda explicita la contribucién de la
concentracion al riesgo de la cartera, medida a través del indice Herfindahl-Hirschman.

El indice de “Herfindahl-Hirschman” surge como una medida de concentracién, que
cuantifica de manera precisa la contribucién de la concentracién al riesgo de crédito total
de una cartera.

La expresion (3.14) proporciona un medio para controlar concentracién de la cartera de
manera que permite medir la suficiencia de capital y provisiones que dispone la institucién
financiera para enfrentar el riesgo de crédito asumido.

Una de las virtudes del model CyRCE es que el indice de Herfindhal-Hirschman surge
de manera natural como medida de concentracién directamente relacionado con el riesgo
de crédito. Ademads, dado que la concentracién crediticia se administra y regula fijando
limites a los créditos individuales, una caracteristica deseable de un indice de concen-
tracién es que el valor del indice esté relacionado con el limite que se fije para el tamano

de los créditos.

3.3. Modelo CyRCE Intermedio

Para el desarrollo del modelo CyRCE bdsico se utilizé dos grandes supuestos como
son igual probabilidad de incumplimiento e independencia entre cada par de créditos de
una cartera, situaciéon que no permite estimar de manera adecuada las pérdidas de una
cartera crediticia; por lo que, en este nuevo modelo, se rompen estos dos supuestos, los
cuales deben ser ajustados en razén de que existen factores como la regién geografica, el
estrato socio-econdémico, la industria, que hacen que los créditos de una cartera presen-
ten diferente fisonomia en cuanto a probabilidad de impago; asi también, estas mismas
razones pueden dar lugar a la existencia de correlaciéon entre los incumplimientos de los
deudores; por tanto, lo mas adecuado seria considerar que todos los créditos tienen difer-
entes probabilidades de incumplimiento y que ademds estdn correlacionadas entre si.

Bajo este razonamiento, supéngase que la distribucién de pérdidas de una cartera de

créditos se puede caracterizar por su media y su varianza, y que el vector de probabilidades
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de incumplimiento es m con matriz de covarianza entre incumplimientos M, y que son
exégenos al modelo; por lo que, procediendo como en el modelo CyRCE bésico, se tendria

que el VaR respecto al capital y a las provisiones es:
VaR, = ' F + 2, VFTMF < K + provisiones (3.15)

Continuando con la légica del modelo CyRCE bdsico, la suficiencia de capital y sufi-
ciencia de provisiones se obtienen multiplicando y dividiendo por FTF a FTMF y divi-

dendo para V = 17F a la expresién (3.15) asf:

FTMF

‘I/+pT_OU2]_?+Za WH(F):Z_J_FZO&U\/H(F) (316)
donde:
, F'MF . _
0" = e = R(M, F) = Cociente de Rayleigh (3.17)

es una medida de la varianza de las pérdidas y

' F

= (3.18)

5 pu—
es la pérdida esperada, relativa al valor total de la cartera.

Como en el modelo bésico, al aplicar el teorema 3 que dice que si fr < 6 implica que

H(F) < 0, se obtiene la cota para créditos individuales, segin:

(3.19)

200

_ N\ 2
v 7OV —
H(F) <6< <+pp>
Las expresiones (3.16) y (3.19) poseen la misma estructura que el modelo bésico,
la unica diferencia es que la varianza de las pérdidas estd compuesta por el indice de
concentracion y el cociente de Rayleigh; estos resultados de Valor en Riesgo y limites

individuales son idénticos a los presentados en el modelo bésico.

3.3.1. Indice de concentracién de riesgo ajustado por correlacion

A continuacién se evidencia la forma como la correlacién entre incumplimientos afecta

a la concentracién y por tanto aumenta el riesgo; para ello considérese el caso en que todos
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los créditos tienen la misma probabilidad de incumplimiento p y que estdn idénticamente
correlacionados a pares mediante el coeficiente de correlacién p, por lo que la covarianza

de incumplimientos entre cualquier par de créditos (i,j) seria:

0ij = 0i0p;; = V/Pi(L = pi)\/pi(1 = pj)pi; = p(1 = p)p, Vi, j. (3.20)

Lo que significa que la matriz de covarianzas tiene la estructura siguiente:

L op P
p 1
M=pi-p)| " (321)
P
P p 1
Escrito en notaciéon matricial se tiene:
M =p(1—p){p11" + (1 - p)I} (3.22)

y, haciendo la multiplicacién matricial siguiente se tiene la varianza de las pérdidas de

la cartera:

FTMF =p(1—p){p(1"F)>+ (1 - p)F'F} (3.23)

Con lo que la expresién de Valor en Riesgo resultaria al reemplazar (3.23) en (3.15),

asi:

VaRy =V {p+2v/p(l = p)Vp + (1= p)H(F)} (3.24)

En la expresién (3.24) la varianza de las pérdidas tiene dos componentes, el primero

es la varianza de Bernoulli p(1 — p), y el segundo refleja el efecto de la correlacion, asi:

H =p+(1—p)H(F) (3.25)

En la expresion (3.25) se aprecia al indice H'como una medida de concentracién ajus-
tada por correlacién p; pues, si la correlacion es positiva, H' es una combinacién convexa

entre el indice de Herfindahl de una cartera totalmente concentrada (H(F') = 1) y el indice
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de la cartera H(F'). Como es evidente H' aumenta con p. Ademds se aprecia que cuando
p = 0 entonces H' = H(F') y mientras que cuando p = 1 entonces H' = 1. Esto significa
que, si todos los créditos de la cartera estdn perfecta y positivamente correlacionados,
en términos de riesgo se comportan como si fueran un solo crédito. En general se puede
concluir que un portafolio de créditos correlacionados entre si y concentrados segin H (F),
se comporta exactamente de la misma forma que uno de los créditos independientes pero
con indice de concentracién H' en lugar de H(F').

Para determinar la correlacién p entre pares de incumplimientos de la cartera de
crédito se emplea la concentracién de Herfindahl Hirshman (H(F')), la probabilidad
de incumplimiento p de cada crédito donde se considera que es igual a la probabilidad
promedio del portafolio crediticio p = ’TT?F y el coeficiente de Rayleght R(M, F'), de la

siguiente manera!’:

_ [R(M,F) — p(1 — p)| H(F)
p(1—p)[1 - H(F)]
Esta expresién proporciona una medida de correlacién equivalente que resume la forma

en que estdn correlacionados a pares todos los créditos de la cartera.

3.4. Modelo CyRCE Avanzado

En este modelo se considera el estudio de la cartera de créditos segmentada por grupos
que presentan caracteristicas comunes, lo cual permite efectuar un analisis adecuado de la
cartera debido a que cada segmento es considerado como un solo crédito ya que los créditos
que conforman el segmento se comportan como si fuesen uno solo. Esta consolidacién de
créditos en segmentos homogéneos permite que tenga una ventaja el modelo avanzado
sobre los anteriores, ya que permite reducir considerablemente los elementos de andlisis,
es asi que, del nimero total de créditos que conforman la cartera se reduce a un nimero
pequeno de segmentos, lo que es conveniente tanto para la comprensién del analista porque
trabajard con un menor nimero de elementos, como para los cdlculos porque se optimizara

recursos computacionales.

10La demostraciéon puede verse en el Libro Una nueva visién de riesgo de crédito por Javier Marquez
Diez Canedo [30].
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Todos los modelos que estiman pérdida de carteras de crédito aplican una segmentacién
a la cartera de tal forma que todos los créditos de un segmento o grupo, poseen carac-
terfsticas comunes y los pardmetros que determinan las pérdidas potenciales ocasionadas
por los créditos del grupo son iguales para todos los miembros del grupo. Por ejemplo, en
CreditMetrics™ los créditos se agrupan por su calificacién, por lo que todos los créditos
con igual calificacién tienen la misma probabilidad de migrar a las diferentes calificaciones

crediticias y la misma probabilidad de incumplimiento.

Afortunadamente, el modelo CyRCE Avanzado permite una segmentacién totalmente
arbitraria del portafolio de manera que puede analizarse desde varios dngulos y permite
determinar los segmentos donde la concentracion es potencialmente riesgosa, lo que a su
vez permite la distincion de limites para cada segmento, asi como la evaluacién en términos
de la suficiencia de capital y suficiencia de provisiones. Por lo tanto, para segmentar una
cartera de créditos se puede hacer referencia a cualquier criterio como por ejemplo a
aquel que tenga que ver con el otorgamiento de los créditos, como por ejemplo, la regién
geogréfica, la industria, el destino, el monto, el plazo, etc.; asf también, otros criterios que
tengan que ver con el comportamiento de pago de los créditos como la mora, facilitando
entonces el estudio de la cartera de créditos, ya que se puede efectuar un andlisis por
segmentos en lugar de hacerlo por cada crédito.

Se puede concluir entonces que para el desarrollo del modelo CyRCE Avanzado se
tiene que segmentar la cartera crediticia, y mantiener los supuestos utilizados en el modelo

CyRCE Intermedio pero con las siguientes especificaciones:

a) La probabilidad de incumplimiento es la misma para los créditos que pertecen a un

segmento; y, diferente entre segmentos crediticios.

b) La correlacién de incumplimientos entre cada par de créditos de un segmento es la

misma.

c) La correlacion de incumplimientos entre cada para de créditos de diferentes segmentos

es la misma.
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3.4.1. Analisis de segmentos individuales

Se supone que se ha especificado a priori h segmentos arbitrarios de una cartera

de créditos, entonces el vector de créditos F, serfa F'T = (Fy,..., F},) donde F; es un

vector que contiene los saldos de los créditos que pertenecen al i-ésimo segmento. Ahora

se particionan el vector de probabilidades esperadas de incumplimiento y la matriz de

varianza-covarianza, de esta manera:

a) m = (m;), m; es el vector de probabilidades de impago del segmento i, i =1,2,3, ...h.

b) La matriz de varianza-covarianza se particiona como:

M,
C(21

Chi

012 N Clh
M2 ce CQh
Ch2 e My, |

(3.26)

donde M; corresponde a la matriz de varianza-covarianza de la probabilidad de impago

del grupo 7 de dimensién n; X n;, donde n; es el nimero de créditos en el segmento i y las

matrices C; ; contienen las covarianzas de las probabilidades de impago entre los créditos

del grupo i y los del grupo j.

A partir de aqui, se define V; al valor de la cartera asociada al segmento i tal que

ademsds, el capital asignado al segmento 7 se lo obtiene de la siguiente manera:
Ki -

Vi =

> ki

JEF;
Yy

v,

7K
Vi

%

donde 7, es la proporcién de capital que el administrador asigna al segmento ¢ ; con
h

e Viy > v =1

i=1
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Para el andlisis de la concentracion en segmentos individuales, se particiona a la matriz

M en S; matrices cuya representacién es la siguiente:

0 Gy o0
1
0 ... Cu ... 0

donde cada matriz S; considera las correlaciones entre incumplimientos de los créditos
del segmento ¢ con los de los demds segmentos pero elimina las correlaciones entre los
demas grupos que no inciden directamente sobre el grupo en cuestién. De esta forma, las

matrices S; cumplen con la propiedad siguiente:

h
Y Si=M (3.28)
i=1

Procediendo de manera usual, la desigualdad de Valor en Riesgo para el segmento i
serfa:
VaR:, = 7l F;+ 24/ FTS;F (3.29)
< K, + provisiones; = v; K + v, provisiones;
con
i = 1,2,..., h.

Otra forma de escribir la expresién anterior pero que permita visualizar el impacto de

la dependencia del grupo i con los demds grupos es:

VaR, = w[Fi+z |FTM;Fi+2) FICyF, (3.30)
J/i#i
< K;+ provisiones; = v; KK + v; provisiones;
con
i = 1,2,...h

donde

FTM;F,
0; = ZF#F =V Rz(EaMz)
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De tal manera, para obtener la cota maxima de concentracién que puede soportar el

segmento i se tiene que dividir la desigualdad (3.30) para V; asf:

_ N2

W, + prov, — p 2 T

H(F) < — FCiF; 31

(F) < ( Za0; ) (0:V;)? /2 ¢ Gk (3.31)
J/I7FT

Se nota que la cota de concentracién ahora incluye una correccion por la correlacion
entre la probabilidad de impago de los créditos del segmento i con las probabilidades de
impago de los créditos de otros segmentos (la parte final de la expresion). Esto concuer-
da con la intuicién, dado que una correlacién alta de impago con los créditos de otros

(1532

segmentos, indica que se puede tolerar menos concentracién en el grupo “i

3.4.2. Suficiencia de Capital para una Cartera Segmentada

Para integrar el andlisis de los segmentos individuales en toda la cartera, es importante
tomar en cuenta dos cosas; primero, que los pesos relativos de cada segmento en la cartera
no alteren los resultados obtenidos para la cartera no segmentada; y segundo, que se
mantenga una propiedad de aditividad que permita sumar los requerimientos de capital
de los segmentos individuales para obtener el requerimiento para la cartera en su conjunto,
para lo cual se tiene que realizar un ajuste a la expresiéon de Valor en Riesgo por segmento

mediante la introduccién del factor ¢, ast:

VaR, = 7 F+ 240/ FTS,F (3.32)

K; + provisiones;

IN

< ,(K; + provisiones;)

coni = 1,2,..,h

donde

= (3.33)
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Reordenando la expresion (3.32) es posible visualizar el impacto que tiene la depen-

dencia de los grupos en el Valor en Riesgo del grupo i de la siguente manera:

VaR, = w Fitz [FIMF +2%  FICyF (3.34)
J/i#i
< K, + provisiones; = v;(K + provisiones;)

coni = 1,2,...,h
Mediante este ajuste se determina que el Valor en Riesgo de la cartera total es:

h
VaR, =Y VaR, (3.35)
=1

Y para obtener la suficiencia de capital y provisiones que necesita el segmento i para
cubrir su nivel de riesgo, se tiene que dividir la expresién (3.34) para V;, dando como

resultado:

_ VaR! . 2
U, + prov; > D g+ za(ba,;\/H(Fi) + Z FICy;F; (3.36)

. /)2
Vi (0:Vi) /i

Reordenado la expresién anterior es posible identificar el méximo limite de concentracién

que puede soportar el segmento ¢ asf:

7 oo % > FrCyF (3.37)

_ N2
W, + prov, — p 2
(Ui -

J/i#i

H(E)S(

y por tanto, la expresiéon para determinar los limites individuales para los créditos del

segmento 1 seria:

_ N2
W, + prov, — p 2 T

0, < : — FCuF; 3.38

- ( Zopo; ) (o:Vi)? ]/]Z#z T (3.38)

De lo anterior es evidente como se obtiene limites individuales diferenciados por seg-

mento y que dependen de dos factores a saber:

1. La razén de suficiencia de capital y provisién idiosincrésica del segmento i

_ N2
W, +prov, — p
_r 3.39
( Za¢0i ) ( )
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2. La correccién por correlaciéon con otros segmentos

2 T
[CAAE > F'CyF, (3.40)
Mg

Si la expresion (3.36) se cumple para todos los segmentos de la cartera y considerando
que vy, = % entonces se tendria que la suficiencia de capital del portafolio total puede
ser obtenido a partir de la suficiencia de capital de cada segmento tal como se observa a

continuacion:

h
U + prov = Z v, (U; + prov,)
i=1

Este andlisis permite obtener relaciones simples a partir de las cudles se puede estable-
cer la suficiencia de capital. Las expresiones obtenidas puede usarse como instrumentos
normativos para determinar limites individuales, cambios en la composicién de la cartera
y/o ajustes al capital requeridos para mantener suficiencia si cambia el comportamiento

de impago de los créditos en alguno o todos los segmentos.

3.4.3. Modelo CyRCE Gamma

Dentro de este capitulo se ha considerado que la distribucién de pérdidas se aproxima
con una Normal, por lo que ésta distribucién queda completamente caracterizada por su
media y su varianza. Sin embargo, la distribucién normal tiene dos caracteristicas que
son irreales para la distribucién de pérdidas de un portafolio crediticio, siendo estos, la
simétrica y colas no pesadas, situacién que indica que no puede cuantificar las pérdi-
das extremas de la distribucién de pérdida, siendo ésta la principal caracteristica de un
portafolio crediticio; en este sentido, es necesario identificar una distribucién que pueda
cuantificar las pérdidas extremas del portafolio y que pueda ser caracterizada por la media
y la varianza; esta distribucién corresponde a la Gamma, misma que es expresada de la

siguiente manera:

xozfl

fw | 0.8) = Srre

donde su media y varianza respectivamente son:

™8

(3.41)

E(zx) =af (3.42)
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Var(z) = af? (3.43)

Asi, a través del modelo CyRCFE Avanzado es posible determinar la media y la varianza
de la distribucién del portafolio, y por medio de éstas se puede calibrar la distribucién
Gamma a través de la resolucién del sistema de ecuaciones formado por las expresiones
(3.42) y (3.43) respectivamente, dando como resultado la estimacién de los pardmetros
a'y [y asf poder estimar de manera adecuada la distribucién de pérdidas del portafolio

crediticio.

3.4.4. Factores principales del modelo

En el siguiente teorema se consolida las principales implicaciones de las relaciones entre
la concentracién de la cartera y la cota maxima, la probabilidad de incumplimiento y la
suficiencia de capital y provisiones, y verifica la consistencia del modelo. Estos resultados
son importantes porque se mantienen a pesar de los cambios efectuados en los supuestos
de cada modelo CyRCE analizado, donde se relajan los supuestos de igualdad de probabil-
idades de incumplimiento e independencia, y ademds también porque muestran el poder

del modelo para administracién de riesgos, la regulacién y la supervisién bancaria.

i) Si H(F) > O(p, ¥, prov,a), el capital y las provisiones del banco estdn en riesgo para

el nivel de confianza escogido.

ii) Si p > W + prov, el capital y las provisiones del banco son insuficientes para en-
frentar el riesgo asumido para cualquier nivel de confianza y valor de la medida de

concentracion H(F).

iii) Hay una relacion directa entre la concentracion admisible © y la razoén de capital-
1zacion W mds provisiones y, una relacion inversa entre la concentracion admisible

© y la probabilidad de incumplimiento p.
iv) Si O(p, ¥, ,prov,a) > 1, cualquier nivel de concentracion H(F) es aceptable.

La demostracion de este teorema se encuentra en Javier Marquez Diez Canedo (2006), Una

nueva vision del riesgo de crédito, Limusa, pdgina 172.
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Los resultados del teorema anterior son congruentes con la intuicién, asf, un incremento
de la probabilidad de incumplimiento como de la concentracién implica que se requiere

més capital y provisiones para hacer frente al riesgo asumido por el banco.

3.5. Propiedades del indice de concentracién en una

cartera de crédito

El modelo CyRCE proporciona algunos indicadores que permiten establecer rapida-
mente la suficiencia de capital y provisiones; asi por ejemplo, si la razén entre cartera
vencida y cartera total de un banco excede la razén de capitalizacién y provisiones re-
specto a la cartera (U + prov), es una senal de alerta muy importante respecto de la
situacién del banco en cuestion; ademds, si el nivel de concentracién que tiene la cartera
es mayor que la admisible (H(F) > ©(p, ¥, prov, a)) es muy probable que la institucién
requiera definir politicas crediticias para restablecer la suficiencia de capital y provisiones,
como por ejemplo aumentar la razén de capitalizacion mediante un aumento de capital
y/o aumento de provisiones, vender la parte de la cartera que posee concentracion exce-
siva, tnvertir en una cobranza para disminuir la cartera vencida o alguna combinancion
entre estas medidas.

Es asi que es importante realizar un andlisis adecuado de la concentraciéon en una
cartera de créditos, para lo cual en esta seccién se presenta un conjunto de proposiciones,
teoremas y corolarios, donde se relaciona el indice de concentracién de Herfindahl His-
chman con ciertos aspectos escenciales de la cartera de créditos, lo que permite disponer de
una herramienta capaz de monitorear de manera adecuada la concetraciéon de la cartera.

Para facilitar los siguientes resultados, a continuacién se supone que F' representa el
vector de montos fp > 0 para k = 1,2, ..., N y ademds que los montos estdn ordenados en

forma decreciente:

N
yqueV:kazl.

k=1

Proposicién 1 Supdngase que F = (fy) tal que f; > fix1 = 0 parai = 1,2,..,N — 1
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donde
N
d fi=1 (3.44)
k=1

luego se tiene lo siguiente

a) Para f;, f; tales que 1 <i < j; f; >0 ye >0 tal que fj- € > 0 sea el vector F' = (f})

donde

fi—e k=]
entonces H(F') > H(F).

b) Sifi> f; y0<e< fi-f;, y el vector F,, = (f,,) tal que:
fes E=1,2,..,N; k#1i,j
Fk”: Ji—& k=1
fite k=j
entonces H(F') > H(F").

La demostracion de esta proposicion se encuentra en Javier Mdrquez Diez Canedo

(2006). Una nueva vision del riesgo de crédito, pag. 175.

Esta proposicién significa que si se incrementa el monto de algin elemento f, a cos-
ta de disminuir el monto de otro elemento méas pequeno f;, el indice de concentracién
aumenta. Andlogamente, si se diminuye el monto de un crédito mayor para aumentar
uno menor, haciendo la operacién contraria, el indice disminuye. En resumen, la trans-
ferencia de montos de créditos pequenios a créditos mds grandes, incrementa el indice de
Herfindahl-Hirschman, y lo contrario ocurre cuando se transfieren montos de los créditos

grandes a los pequenos.
Proposicién 2 Sea 0 € (0,1) yn = | 3] el entero inmediato inferior de 5. Sea ¢ € [0,1)
tal que 0 = % Entonces, para la distribucion f, =0; k=1,2,..., N con
0: k=1,2...,N
k=% e k=n+i

0 de lo contrario
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se tiene que H(F') < 0.

La demostracion de esta proposicion se encuentra en Javier Mdarquez Diez Canedo

(2006). Una nueva vision del riesgo de crédito”, Limusa, pag. 176.

La anterior proposiciéon demuestra que si todo el crédito estd concentrado en el minimo
nimero de deudores, respetando la restriccion del limite individual (fi, < 0V), entonces

siempre es adecuado el nivel de concentracion del portafolio (H(F') < 6).

A continuacién se presenta una propiedad sumamente importante donde indica que
si los créditos respetan el limite individual (f;, < 0V'), entonces es adecuado el nivel de
concentracion del portafolio (H(F') < 6) donde la distribucion anterior permite maximizar

el valor del indice de concentracion.

Teorema 3 Sea F' = (f;) tal que

0; k=1,2,...n
k=9 e k=n+1
0;k=n+2,...N

con

e > 0;,e<d

ka = L

entonces F' mazimiza H(F) para todo F tal que fi, <0 Vk y H(F) < 6.

La demostracion de esta proposicion se encuentra en Javier Mdrquez Diez Canedo

(2006). Una nueva vision del riesgo de crédito, Limusa, pag. 177.

El resultado que se acaba de mostrar es interesante ya que demuestra que bajo la
restriccion fr < 0, el equivalente numérico de Adelman proporciona la distribucion de
créditos que maximiza la concentracion. Pero ademds dice que si se adopta la medida de
fijar un limite a los créditos como una proporcion 0 del valor de la cartera, entonces se

tiene que la concentracion medida por el indice de Herfindahl-Hirschman queda acotada
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en la misma proporcion, es decir, H(F) < 0. Por tanto, esta medida si es eficaz para
controlar la concentracion de cartera.

Del teorema anterior se puede decir que la politica crediticia para controlar la con-
centracién de una cartera a partir de la restriccién de los montos de los créditos f, < 0,
es una condicién suficiente mads no necesaria, lo que sugiere que la concentracion de
cartera sea requlada por la medida de concentracion en lugar de hacerlo por el tamano de
los créditos, con el objeto de permitir mayor flexibilidad en el otorgamiento crediticio.

Por ejemplo, si una institucién financiera ha decidido controlar la concentracién de
la cartera por medio de la condicién H(F') < 6, asi para que la institucién otorgue un
crédito cuyo monto supera el limite asignado fp > 6 tiene que calcular el indice H(F)
de la cartera de créditos que incluye este crédito y observar si este indice cumple con la
condicién de ser menor o igual a #, y en caso de ser asi, se puede otorgar el crédito caso
contrario se tiene negar este nuevo crédito; todo esto enmarcado dentro de los lineamientos

institucionales y la regulacién vigente.

Teorema 4 : Si H(F) < 0, entonces: f; < L(1+ /(N0 —1) (N — 1))V < VOV para
i=1,2,3,...,N.

La demostracion de esta proposicion se encuentra en Javier Mdarquez Diez Canedo

(2006). Una nueva vision del riesgo de crédito”, Limusa, pag. 179.

Este teorema da la idea de que siempre que se respete la restriccion sobre el indice de
concentracion, la cartera de créditos puede tener un crédito muy grande, a expensas de los
demdas créditos. Entonces, el objetivo de la institucién seria identificar el monto méximo
que puede dar a un crédito f; dado que la concentracién del portafolio no supera la cota
determinada por el modelo CyRCE (H(F') < 6), mismo que es determinado a partir del

siguiente corolario.
Corolario 5 Bajo la restricion H(F) < 0 sucede que:

i) El valor del crédito mds grande que se puede tener en la cartera es:

fi* =a'V,

donde a*:%(l—i-\/(NH—l)(N—l)).
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ii) a* satisface < a* < /0.
Corolario 6
iii) H(F) <0 = f <OV Vi.

Lo importante que hay que resaltar del corolario anterior son los incisos i) y i) ya que
bajo este criterio, el crédito maximo estd acotado superiormente por /6 e inferiormente
por 0 y, ademds se sabe que ningun crédito de la cartera puede exceder la cota superior
que en este caso es VOV.

Cabe mencionar que la disponibilidad de un buen indice de concetracién permite
monito-rear el riesgo desde el punto de vista del supervisor como del administrador; asf,
al supervisor le facilitaria la comparacion del riesgo por concentracion entre las difer-
entes instituciones financieras y conduciria a una evaluacion del riesgo por concentracion
en el sistema financiero; mientras que el administrador de riesgo le permitiria medir su
propio riesgo de concentracidn, tener una referencia para establecer estrategias de nego-
cio y metas, hacer comparaciones con la competencia, y tener un medio oportuno para

comprobar suficiencia de capital y provisiones.

3.6. Estimacién de parametros

En la seccion anterior se senald que las probabilidades de incumplimiento y la matriz de
co-rrelacion entre créditos incumplidos son los pardmetros que necesita el modelo CyRCE
para ser calibrado; donde, el método mds utilizado para estimar estos pardmetros se
fundamenta en los esquemas de calificacién, de hecho, paradigmas como CreditRisk™ o
CreditMetrics”™ dependen, por disefio, de que los créditos de la cartera bajo anélisis estén
calificados. Evidentemente, si una institucién financiera cuenta con un buen sistema para
calificar deudores y se ha rea-lizado el trabajo bésico de obtener estadisticas sobre tasas de
incumplimiento asociadas a cada calificacién, esto le serd til para obtener probabilidades
de incumplimiento y sus respectivas correlaciones.

Sin embargo, en el caso de mercados emergentes y de intermediarios pequenos, la

informacién disponible presenta serias deficiencias en lo que se refiere a la calificacién
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de créditos por parte de las instituciones financieras, puede resultar muy complicado y
costoso adaptar metodologias de medicién de riesgo crediticio, que dependen de manera
significativa de la existencia de un sistema de calificaciones. Por esta razén, en esta seccién
sélo se presenta técnicas de estimacién estadisticas tomando como datos las tasas de
incumplimiento observadas histéricamente, para lo cual se tiene que segmentar de alguna
manera a la cartera de créditos! y que para cada segmento de la cartera se puede conocer
el nimero de créditos que, estando vigentes en un periodo, incumplen en el siguiente.
Cabe mencionar que la relacidn entre el nimero de créditos que incumplen respecto del
numero total de créditos al corriente en el periodo anterior, es lo que se conoce como
tasas de incumplimiento de deudores dentro de los segmentos en que se divide la cartera

de créditos.

3.6.1. Estimacién de las probabilidades de incumplimiento

Como se mencioné anteriormente, el punto de partida para estimar estadisticamente
las probabilidades y correlaciones de incumplimiento de créditos es la tasas de incumplim-
iento observada histéricamente. Aunque desde el punto de vista estructural se reconoce
que las proba-bilidades de incumplimiento cambian en el tiempo, sin embargo en las téc-
nicas estadisticas se supone que son constantes en un cierto periodo de tiempo. Asi, se
empieza analizando un caso simple en el que se supone que la probabilidad de incumplim-
iento de un grupo de créditos es la misma en un cierto horizonte de tiempo de T periodos.
Una estimacién de dicha probabilidad, que intuitivamente se antoja razonable, es tomar
un promedio mévil ponderado de las tasas de impago observadas en los n perfodos del hor-
izonte considerado. Esto conlleva implicitamente, ademds, el supuesto de independencia
entre las tasas de incumplimiento de un perfodo a otro.

En los métodos estadisticos de estimaciéon basado en tasas de incumplimiento obser-
vadas, se supone que se conoce los siguientes datos para cada perfodo dentro del horizonte

de tiempo escogido 7' :

N; = Numero de créditos vigentes en la cartera, en el perfodo t; ¢t =1,2,3,...,T.

'Esto de ninguna manera excluye a la calificacién como criterio de segmentacion.



3. Modelo CyRCE 97

k;, = Ntmero de créditos vigentes en ¢t — 1 que incumplen en el perfodo ¢; ¢t =1,2,3,....T.

Por definicién, la tasa de incumplimiento 7; para cada periodo t; t =1,2,3,...,T es:

N

(3.45)

ur

Para determinar el estimador de maéaxima verosimilitud de la probabilidad de in-
cumplimiento, se supone que todos los créditos de la cartera, o un segmento particular,
tienen la misma probabilidad de incumplimiento p en cada periodo dentro del horizonte
de tiempo 7. Dado que los incumplimientos de los deudores son tipicamente eventos
Bernoulli, la variables aleatoria que denota el nimero de incumplimientos en cada perfo-

do de tiempo se distribuye segin una binomial, es decir:

Ny_
P{N° de impagos = k;;p} = ( ]; 1)pkt(l — p)Nema=he) (3.46)
t
donde
t = 1,2,.,T

donde su respectiva funcién de méxima verosimilitud es:

T

N;_ _

l(p’ T, ___771'”) = H ( l:; 1>pkt(1 _p)(Ntfl kt) (347)
t=1 t

y, para obtener el estimador de méxima verosimilitud de la probabilidad de incumplim-
iento se tiene que maximizar la expresién (3.47) dando como resultado que el estimador

es igual a

T
>
t=1
p=—"—"
> N
t=1

finalmente, reemplazando la ecuacion (3.45) en (3.48) se tiene el estimador de la prob-

(3.48)

abilidad de incumplimiento en funcién de la tasa de incumplimiento

p = Z N (3.49)
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en la ecuacion (3.49) se puede observar que el estimador de méaxima verosimilitud de la
probabilidad de incumplimiento es el promedio ponderado de las tasas de impago, donde
el ponderador en cada periodo es la proporciéon que representa en nimero de créditos
vigentes en cada perfodo, respecto de la suma total de créditos vigentes en el horizonte

considerado.

3.6.2. Estimacion de las correlaciones

La correlaciéon entre créditos incumplidos es de suma importancia para el admin-
istrador, ya que logra responder algunas preguntas como por ejemplo, si el deudor 1 deja
de pagar que tan probable es que deje de pagar el deudor 2. Sin embargo, en la préctica la
correlacién entre incumplimientos es dificil de obtener; por ejemplo, la correlacion entre

el incumplimiento del crédito 1 con el crédito 2 esta dado por:

E(zy) — E(x)E(y)

P12 = . (3.50)
_ E(xy) — pipa
B Vil —p1) = /pi(1 = p1) (3:51)
_ E(xy) — pips (3.52)

Vil —p1) x/pi(1—p1)
noétese que para estimar la correlacién es necesario conocer la distribucién conjunta E(xy)
de las variables aleatorias x, y. En los paradigmas mds usuales como CreditRisk™ y
CreditMetrics™ para atacar el problema de la correlacién, suponen a priori que la dis-
tribucién conjunta de las variables aleatorias siguen una normal multivariada y partir de
esto utilizan diferentes métodos para estimar las correlaciones entre créditos incumplidos;

sin embargo, la distribucién conjunta puede escribirse de la siguiente manera:

E(zy) = P(X <zY <y) (3.53)

= C(Fx(x), Fy(y)) (3.54)

donde C'(.) corresponde a la funcién cépula, de tal manera que a partir de la infor-
macién histérica de las tasas de incumplimiento se puede estimar la matriz de varianza
covarianza de los créditos incumplidos a través de los pardmetros obtenidos por un modelo

cépula normal, situacién que se explica a detalle en la seccién ([8]).



Capitulo 4

Modelos de dependencia en riesgo de

crédito

4.1. Introduccién

La mayor preocupacién que tienen los administradores de riesgo de crédito es la ocur-
rencia desproporcional de incumplimientos conjuntos que pueden darse en un portafolio
de préstamos ya que tienen un impacto directo en el nivel de pérdidas y por ende en el
capital econémico de la institucién financiera. De hecho, la ocurrencia desproporcionada
de incumplimientos de créditos conjuntos, normalmente se le conoce como riesgo de crédi-
to extremo, por lo que un adecuado modelo de portafolio de crédito debe ser capaz de
cuantificar este riesgo, y asf medir la pérdida que puede tener el porfolio en un horizonte
de tiempo dado.

El desarrollo de estos modelos es fundamental para una eficaz administracién de por-
folios de crédito ya que permite relacionar la rentabilidad esperada con el riesgo asumido
por la institucién financiera.En los tltimos tiempos, los modelos cuantitativos de pérdida
por riesgo de crédito se han convertido en el centro de atencién para practicantes, reg-
uladores y académicos, estos modelos proponen capturar la pérdida potencial debido al

incumplimiento de las contrapartes en porfolios que tienen un alto nimero de créditos.

En el Capitulo 2, se realizé una descripcién detallada de los modelos de riesgo de

crédito méas populares, y pueden ser divididos en dos clases, los modelos de variables

99
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latentes y los modelos de tipo mixto.

Los modelos propuestos por la corporacién KMV o por el grupo RiskMetrics” son

extensiones del modelo de valoracién de empresas de Merton (1974), de manera general
estos modelos son los denominados mode-los de variables latentes, donde el incumplimien-
to ocurre si una cierta variable latente (valor de los activos de la empresa) cae por debajo
de un cierto umbral (valor de las obligaciones de la empresa por deuda) y la dependencia

entre incumplimientos es causado por la dependencia entre las variables latentes.

Por otro lado, CreditRisk™, que fue desarrollado por Credit Suisse First Boston (CSFB),
es un modelo de tipo actuarial, en este modelo la probabilidad de incumplimiento de una
empresa se supone que depende de un conjunto de variables macro-econémicas; donde, el
incumplimiento de los deudores son independientemente condicionados a estos factores, a

partir de la literatura estadistica, estos modelos son referidos como modelos tipo mixto.

En este capitulo se detallardn los modelos de dependencia de incumplimiento (modelos
de variables latentes y de tipo mixto) que son expuestos de una forma abstracta de tal
manera que se pueda generalizar los resultados para cualquier modelo de riesgo de crédi-
to.! En particular, en estos modelos juega un papel fundamental el concepto de Cépula
y la nocién de dependencia entre los factores de riesgo, ademds se presenta el impacto
que tienen las cépulas en los modelos de variables latentes donde se observa que la dis-
tribucién de incumplimientos conjuntos queda completamente explicada a través de las
probabilidades de incumplimiento individuales y de la cépula de la variable latente; por
ejemplo, los modelos de KMV y CreditMetrics’™ se fundamentan en una cépula Gaus-
siana. Debido al impacto que tiene las cépulas en la distribucién entre incumplimientos,
se probaran las cépulas mixtas en media y varianza (por ejemplo, cdpula multivariante t
o la hiperbdlica multivariada) para la cuantificacién del riesgo de crédito extremo, de tal
manera que la estimacion del capital econémico sea més exacto.

Finalmente, se presentan las relaciones existentes entre los modelos de tipo mixto y el
modelo de variables latentes, lo que permite clarificar la similitud y las diferencias entre

ambos modelos, ademds logra identificar bajo que condiciones se puede afirmar que ambos

'El desarrollo tedrico presentado en este capitulo se fundamenta en los estudios realizados por Em-
brechts, McNeil, Frey en los portafolios de riesgo de crédito [16]
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modelos sean equivalentes.

4.2. Coépulas

4.2.1. Introduccion

En la teorfa financiera, el concepto de correlacién es de suma importancia ya que
juega un papel central en los modelos financieros, por ejemplo en el modelo de valuacién
de activos de capital (CAPM), o en la teorfa de arbitraje (APT), se utiliza la correlacion
como una medida de dependencia entre diferentes instrumentos financieros ya que la
teoria se fundamenta en la suposiciéon que los retornos siguen una distribucién normal
multivariada.

A menudo, cada vez méds se ha utilizado a la correlacién como una medida de depen-
dencia en la administraciéon de riesgo, donde se supone que el retorno de los activos se
distribuye normalmente; sin embargo, este supuesto es completamente inaceptable, como
es el caso del riesgo de crédito donde la distribucién de las pérdidas no es simétrica y se
caracteriza que la cola de la derecha es pesada; es decir, que tiene mayor frecuencia la
ocurrencia de créditos incumplidos.

A pesar que la correlacién es un concepto que se utiliza en las finanzas modernas, es
mal entendido, debido a que este se generaliza como una medida de dependencia, donde
solamente es adecuado para el caso de las distribuciones normales multivariadas y més
generalmente en las distribuciones esféricas y elipticas. Las distribuciones elfpticas® son
distribuciones cuya densidad son elipsoides constantes; por ejemplo, para el caso de una
distribucién t bivariada, las lineas de contorno de la superficie de la densidad son elipses
tal como se aprecia en la Figura 4.1.

En las distribucion elipticas, es natural utilizar la matriz de correlacién como un re-
sumen de la estructura de dependencia, ademas en el mundo de las distribuciones elipticas
tiene sentido la optimizacién de portafolios (Markowitz, CAPM). Cabe mencionar que en
esta distribucién si los componentes no estdn correlacionados no significa que sean in-

dependientes, solamente en la distribucién normal multivariada la correlacién nula se

2La distribucién normal multivariada es un caso especial.
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Figura 4.1: Gréfico de densidad, contorno y dispersiéon de una distribucién t biva-riada
con correlacién del 70 % y marginales con distribuciones gamma.

interpreta como independencia.

Fuera del mundo de las distribuciones elipticas, la correlaciéon debe utilizarse con cuida-
do. Desafortunadamente, la mayor parte de la dependencia entre los riesgos financieros
no presentan una distribucién eliptica, tan solo en el riesgo de mercado la distribucion

normal o eliptica aparentemente tiene sentido utilizarlo.

De lo mencionado anteriormente, es necesario tener claro el concepto de correlacién

para lo cual se la puede describir de la siguiente manera:

» Es una medida de relacién lineal entre variables aleatorias

= Correlaciéon cero no implica independencia, esto sélo es verdad con las variables

aleatorias gaussianas;
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= La correlacién es la covarianza de dos variables aleatorias divididas por sus desvia-

ciones tipicas.

A partir de esto, surgen algunas preguntas importantes respecto a la correlacién, tales
como s Cudndo existe la correlacion?, ; Qué significa correlacion en el contexto de variables

gaussianas?, ;Qué sucede con la correlacion si no tratamos con variables gaussianas?.

Normalmente, una de las primeras cosas que se hace para analizar un conjunto de
series financieras es estimar la correlacién, pero ;Qué significa este niimero?, recordemos
que la co-rrelacién lineal o de Pearson se define como:

cov(X,Y)
X,Y) = , 41
ol ) \/Var(X) \/Var(Y) (4.1)

pero en el caso de una distribucién t de student, la varianza es:

Va?"(X) = C’?Q’

donde C es el nimero de grados de libertad. Por lo que para valores de C' < 2, la
expresién anterior no es un nimero real positivo, es decir para 2 o menos grados de
libertad la varianza no existe, por lo que la varianza no converge a pesar que se aumente
el tamano de muestra. De lo anterior se puede afirmar que cualquier distribucion con colas
pesadas (que no dispone varianza) no tiene correlacion, sin embargo esto no significa que

no estan relacionadas entre si (linealmente o no).

Muchos de los problemas, restricciones y cuidados que se han de tener con el concepto
de correlacion parece que se acaban cuando se trabaja con variables aleatorias gaussianas
ya que este tipo de distribuciones no tienen colas pesadas; sin embargo, esto no es verdad,
para aclarar esto se supone que se generan dos variables aleatorias a partir de distribu-
ciones normales estdndar, cuya correlacién es cero, tal como se presenta en la Figura 4.2,
donde claramente se observa que en el Gréfico de dispersién las variables aleatorias X, Y

no son independientes.

Para ser més especifico, la correlacion es una buena medida de dependencia cuando las

variables aleatorias X,Y siguen una distribucion normal multivariada, con la caracteristica
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Figura 4.2: Graficos Q-Q de las variables aleatorias normales X,Y y de la variable S=X+Y,
y gréfico de dispersién de las variables normales XY que tienen correlacién cero.

que los marginales siguen una distribucién normal y la suma de sus componentes es
normal.

Por lo tanto, se puede tener la siguiente conclusion, dos variables aleatorias normales
no correlacionadas no tiene por qué ser independientes; solo lo serd si la distribucion

conjunta de las variables es también gaussiana.

De lo presentado hasta este momento, se observa que la correlacién tienen algunos
problemas cuando se generaliza como una medida de dependencia, a continuacién detal-
lamos una lista de problemas que tiene la correlacién cuando se utiliza como una medida

de dependencia en el riesgo financiero®:

1. La correlacién es simplemente una medida de dependencia, y no dice todo lo que

3Esta lista de problemas que tiene la correlacién como una medida de dependencia fue tomada del
documento de Embrechts, McNeil y Daniel Straumann [13].
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se quisiera conocer sobre la estructura de dependencia de los riesgos financieros
(como por ejemplo la dependencia entre los valores extremos); al ser una medida
escalar este resume toda la relacién de dependencia entre los factores de riesgo en
un solo nimero, aunque facilita la interpretacién, puede tener inconvenientes en la
toma de decisiones; en la Figura 4.3, se muestra como es posible tener dos variables
aleatorias que tiene una correlacion del 70 %, pero sin embargo llegar a conclusiones

completamente diferentes.

2. Los valores que puede tener la correlacion depende de la distribucién de los mar-

ginales de los indices de riesgos.

3. Dependencia perfecta positiva o negativa entre los indices de riesgos, no necesaria-

mente tiene correlaciéon de 1 o -1 respectivamente.
4. Una correlacion de cero no indica independencia entre los riesgos

5. La correlacién solamente es invariante ante transformaciones lineales; por ejemplo,

log(X) y log(Y) generalmente no tiene la misma correlacién de X y Y.

6. La correlacion solamente es definida cuando la varianza de los fndices de riesgos es
finita, ésta no es una apropiada medida de dependencia cuando las distribuciones

presentan colas pesadas donde la varianza es infinita.

Se puede observar que la correlacion lineal tiene algunos limitantes para medir la
dependencia, por lo que es necesario identificar otras medidas de dependencia, donde
una clase importante de estas estadisticas son las medidas de correlacion de rango y los

coeficientes de dependencia en las colas.

Las medidas de dependencia de rango, miden el grado de dependencia entre dos vari-
ables aleatorias sin suponer que la relacién de dependencia sea lineal; ademads, estas cor-
relaciones requieren solamente que las variables sean medidas en nivel ordinal, es decir la
estimacién empirica de las medidas de correlacion de rango pueden ser calculadas de forma
no paramétrica a partir de los rangos de los datos, ademds estas medidas de correlacion

de rango son invariantes bajo transformaciones mondtonas crecientes.
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Creédito 2
Creédito 2

Credito 1 Crédito 1
Las distribuciones marginales siguen una distribucién normal standard Las distribuciones marginales siguen una distribucion weibull

Figura 4.3: Simulacién de 5000 realizaciones de dos variables aleatorias Weibull con coe-
ficiente de correlacién 0.7 y dos estructuras de dependencias diferentes.

Las principales ventajas de las medidas de correlacion de rango con respecto a la
correlacién de Pearson es la invarianza bajo transformaciones monétonas crecientes y su

capacidad para identificar casos con dependencia perfecta.

El coeficiente de dependencia en las colas, permite medir la dependencia existente
entre los valores extremos de las variables aleatorias, esta caracteristica es importante en

la medicién de riesgo financiero y en la administracién de portafolio.

A pesar que éstas medidas de dependencia no presentan los limitantes de la correlacion
lineal, hay que mencionar que con estas medidas no es posible modelar la dependencia
entre d factores de riesgo, sin embargo existe una medida de dependencia que no tiene

este limitante y es la llamada funcién Cépula.

La cépula permite modelar la dependencia entre d factores de riesgo a través de una
funcién que satisface algunas propiedades particulares que la hacen ideal para modelar
dependencia, esta aproximacién tiene la ventaja de presentar el concepto de dependencia
como una estructura que describe completamente la relacién entre los factores de riesgo,
en lugar de tratar de resumirla en un solo ndmero. No obstante, pensar en una estructura

de este tipo implica una mayor complejidad en su interpretacion.
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Las principales ventajas que tiene la cépula como una adecuada medida de dependencia

son la siguientes:

s Extrae la estructura de dependencia de la funcién de distribucién multivariada, por
lo que tiene mucha mds informaciéon acerca de la dependencia entre d variables

aleatorias que la puede contener en un sélo nimero.
s Toma en cuenta todos los posibles caso de dependencia.

= Es invariante ante transformaciones mondétonas crecientes incluyendo las transfor-

maciones afines positivas.

= Permite representar una estructura de dependencia de variables aleatorias donde

sus res-pectivas funciones marginales no incide en esta estructura.

= Se puede obtener las medidas de correlacion de rango y los coeficientes de depen-

dencia en las colas, 1o que permite medir la dependencia de manera general.

Segin Schweizer (1991), el teorema fundamental de cépulas fue introducido en un
articulo de 1959 por Sklar el cual fue escrito en francés, y posteriormente en 1973 en
inglés, de manera resumida se puede decir que las cdpulas son funciones que conectan las
distribuciones multivariadas con sus respectivas distribuciones marginales; es decir, si F
es una funcién de distribucién m dimensional, con distribuciones marginales Fy, ..., I,
luego existe una funcién C' m dimensional llamada cépula, tal que se cumple la siguiente

igualdad:
F(ylv s aym> = G(Fl(y1)7 sy Fm(ym))

El método copula tiene una corta historia en la literatura estadistica, donde la mayoria
de aplicaciones se han incrementado en los tiltimos quince afos, a pesar que las cépulas han
sido estudiadas en la literatura de probabilidad alrededor de la década de los cincuenta. El
término de cdpula fue introducido por Sklar (1959), sin embargo la idea de cdpula aparece
anteriormente en numerosos documentos, siendo los mas notables el de Hoeffding (1940,
1941), el cual estudia medidas de dependencia que son invariantes ante transformaciones

estrictamente crecientes.
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Las cépulas han probado ser utiles en una variedad de situaciones practicas por ejemplo
en las instituciones financieras y en el sector de asequrador; a continuacién se detallan

estos casos:

» Instituciones Financieras; en un banco es de gran importancia definir adecuados in-
dicadores de riesgo®, ya que se puede identificar la relacién entre rentabilidad y riesgo
que debe incurrir el banco, éstos indicadores son construidos a partir del supuesto de
que los factores de riesgo siguen una distribucién normal multivariada, sin embargo
Ané y Kharoundi (2003) y Embrechts (2002) argumentan que esta suposicién es
frecuentemente insatisfactoria ya que los bancos presentan en sus portafolios mayor
frecuencia de pérdidas extremas, donde el VaR tiende a subestimar la pérdida real
del portafolio®, y para corregir este problema se ha utilizado cépulas paramétricas

cuyos marginales no son normales.

» Sector Asegurador; las aseguradoras estdn interesadas en modelar las rentas vitali-
cias para individuos cuyas enfermedades o muertes estéan relacionadas; por ejemplo,
los actua-rios han determinado el sindrome de corazon roto, en el cual la muerte de
un individuo incrementa sustancialmente la probabilidad de que el esposo(a) muera
en un perfodo de tiempo. La superviviencia conjunta de los esposos presentan un
comportamiento no lineal y una fuerte dependencia en la cola de la distribucién
conjunta por lo que el uso de modelos de las rentas vitalicias que estdn basados en

distribuciones normales es inadecuado.

4.2.2. Medidas y conceptos de dependencia

En la préactica, el coeficiente de correlacién lineal de Pearson es la medida de depen-
dencia més utilizada; sin embargo, como se presenté anteriormente, esta medida presenta
ciertos inconvenientes, por lo que es necesario conocer medidas alternativas de dependencia
que sean consistentes y confiables para el administrador de riesgo. A continuacién se de-

scriben medidas de dependencia como las Medidas de correlacidn de rango, coeficiente

4Por ejemplo, el Valor en Riesgo (VaR).
5En el Apéndice E se detalla este aspecto a profundidad.
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de dependencia en las colas, copula ara el mejor entendimiento de estas medidas se
9 7
presentan conceptos de dependencia como la comonotonicidad, contramonotonicidad,

concordancia y discordancia.

Conceptos de dependencia

Para dar a conocer la importancia de definir algunos conceptos de dependencia, se
empieza graficando la dispersién de un par de variables aleatorias (X7, Xs) y (Y1, Y2) que
presentan dos diferentes estructuras de dependencia tal como se observa en la Figura
4.4, en este ejemplo, la correlacién de Pearson entre las variables (Y7, Y3) es de 0.73, el
cual no refleja su visible grado de asociacién; por otro lado, se observa que el coeficiente
de correlacion de 7 de Kendall es 1, y permite representar adecuadamente el grado de
asociacion de las variables aleatorias. De estas graficas se puede observar que existe una
alta probabilidad de que el par de variables (X7, X3) y (Y1, Y2) tomen valores altos o bajos

al mismo tiempo, por lo que la dependencia entre las variables aleatorias es perfecta.

nodm@

Variable X2
0
|
Variable Y2

© @os

Variable X1 Yariable Y1

Figura 4.4: Dependencia perfecta positiva para dos estructuras de dependencia entre dos
variables aleatorias

La anterior dependencia es conocida como dependencia perfecta positiva. Cabe men-
cionar que un par de variables aleatorias pueden tener la dependencia perfecta negativa

y el orden de dependencia.
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La dependencia perfecta positiva entre variables aleatorias es conocida como la comonotoni-
cidad, andlogo a ésta se encuentra la contramonotonicidad, que se refiere al caso en el que

existe dependencia perfecta negativa entre variables aleatorias. En la Figura 4.5 se presen-

000

Variable 72
0
I
Variable L2

Varighle 21 Variable L1

Figura 4.5: Dependencia perfecta negativa para dos estructuras de dependencia entre dos
varia-bles aleatorias

ta un ejemplo de la contramonotonicidad, donde se presenta 5000 replicas de una par de
variables aleatorias (71, Z2) y (L1, L), cuyo coeficiente de correlaciéon de Pearson (panel
de la derecha) presenta un valor de -0.79, mientras que el coeficiente de correlacién de
Spearman es igual a -1, donde esta medida de dependencia cuantifica adecuadamente la
asociacion entre las variables aleatorias.

Adicional a los conceptos de comonotonicidad y contramonotonicidad se encuentra
los conceptos de concordancia y discordancia, los cuales ofrecen informacién acerca del
signo de la dependencia entre dos variables aleatorias. A partir de este concepto es posible

establecer un ordenamiento de las funciones de distribucion.

De manera informal se puede decir que un par de variables son concordantes si
"grandes" valores de una variables esta asociado con "grandes” valores de la otra, y
"pequenos” valores de la una con "pequernios” valores de la otra variable. La siguiente

definicién formaliza los conceptos de concordante y discordante de dos variables aleato-
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rias.

Definicién 7 (concordancia y discordancia) Sean dos observaciones (;,y;) Yy
(xj,y;) del vector aleatorio continuo (X,Y"), se dicen que son concordantes, si x; < x; y
yi <y; osix; >x;yy; >y, Andlogamente, (z;,y;) y (x;,y;) son discordantes si x; < x;
Yy >yj osixz; >x; Yy <yj. Una formulacion alternativa es que (x;,v:) y (z;,y;) son
concordantes , Si

(i — ;) (yi — y;) > 0,
y es discordante si

(zi — ;) (yi — y;) <O0.

En este contexto, dos variables aleatorias son concordantes si el sentido de los cam-
bios de una variable tiende a estar asociado con el sentido de los cambios de la otra,
es decir que cambios positivos (negativos) de una variables se encuentran asociados con
cambios positivos (negativos) de la otra. De forma andloga, dos variables aleatorias son
discordantes si cambios positivos (negativos) de una de ellas tiende a estar asociados con
cambios negativos (positivos) de la otra.

A partir de la definicién 7 se puede decir que la comonotonicidad y la contramonotoni-
cidad son los valores extremos de la concordancia y discordancia de dos variables aleatorias

respectivamente.

Medidas de dependencia

Teniendo en cuenta los problemas de la correlacién de Pearson, es ttil definir otras
medidas de dependencia que no tengan limitaciones, como es el caso de las Medidas de
correlacion de rango, coeficiente de dependencia en las colas y cépula. Sin embargo, para
garantizar que estas medidas sean adecuadas es necesario especificar de manera general

las propiedades que debe cumplir una medida de dependencia.

Proposicién 8 (Propiedades de una medida de dependencia) Sea una medida de
dependencia §(.,.) el cual asigna un nimero real a cualquier par de valores reales de
variables aleatorias X, Y , las propiedades que debe tener una medida de dependencia son

(Embrechts 2002):
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1. §(X,Y) =0(X,Y) (Simétrica)
2. =1 <4(X,Y) <1 (Normalizada)
3. 0(X,Y) =1<= X,Y son comonotdnicos

I(X,Y)=—1<= XY son contramonotdnicos
4. Sea una transformacion estrictamente mondtona T : R — R sobre el rango de X
luego

d(X,Y) si T es creciente
—0(X,Y) si T es decreciente

o(T(X),Y) =

5. §(X,Y) =0 <= X,Y son independientes

Para un caso particular, la correlaciéon de Pearson cumple las propiedades 1 y 2, por

lo que se confirma que esta no es una adecuada medida de dependencia.

Medidas de correlacién de rango Existen dos importantes medidas de dependencia
conocidos como 7 de Kendall y Spearman. Estos son mejores medidas de dependencia que
la co-rrelacién de Pearson para el caso de distribuciones no lineales, ademds pueden ser

estimados de forma no paramétrica y solamente se utiliza los rangos de los datos.

Definicién 9 (Correlacién de Spearman) Sean X y Y dos variables aleatorias con
funciones de distribucion Fy y Fs y funcidon de distribucion conjunta F' entonces el coefi-

ciente de correlacion de Spearman esta dado por:
ps(X,Y) = p(Fi(X), F2(Y)),
donde p es el coeficiente de correlacion de Pearson.

Por lo tanto, p, es simplemente la correlacion lineal entre las variables aleatorias X3

vy X, transformadas a través de sus funciones de distribucion.
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Definicién 10 (Correlacién de Kendall) Sea una muestra de n  observaciones
{(X1,Y1),..., (X, Yn)} de dos variables aleatorias continuas X,Y. Ezisten C} distin-
tos pares de (X;,Y;) y (X;,Y;) de las observaciones de la muestra, donde cada par de
variables aleatorias es concordante o discordante; sea ¢ y d el numero de pares concor-
dantes y discordantes respectivamente. La estimacidon de la correlacion de T de Kendall

de la muestra es dada por:

. c—d (c—d)
 c+d Oy
> sign[(X; — X;)(Yi — Y))]
i<j
Pr = Ccr

2
Para el caso en que las observaciones sean obtenidas de una poblacion y no de una muestra,

la p.(X,Y) para un vector de variables aleatorias idénticamente distribuidas (X1,Y1) y

(X, Y3), es definida por
p(X,Y) =P[(X1 = X3)(Y1 = Y2) > 0] = P[(X1 — X5)(Y1 — Y2) < 0]

De acuerdo a la definicién 10, la correlacién de 7 de Kendall puede entenderse como la
diferencia entre la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia.

Las medidas de correlacién de rango tienen varias propiedades deseables para una
medida de dependencia, tales como la simetrfa, normalizacién e independencia ya que
toma el valor de cero bajo el caso de independencia. Las principales ventajas de las medidas
de correlacién de rango con respecto a la correlacion de Pearson es la invarianza bajo
transformaciones mondétonas crecientes y su capacidad para identificar casos en que existen

dependencia perfecta; este tltimo, se encuentra asociado el concepto de comonotonicidad.

Transformacién p(Pearson) p.(Kendall) pg(Spearman)

corr(X,Y) 0.68 0.49 0.66
corr(e¥,e¥) 0.66 0.49 0.66
corr(X3,Y3) 0.63 0.49 0.66
corr(X,Y?) 0.52 0.49 0.66
corr(3X,Y) 0.68 0.49 0.66

Cuadro 4.1: Coeficientes de correlaciones para varias transformaciones en 1000 realiza-
ciones de dos variables aleatorias Weibull con distribucién t multivariada
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En la Cuadro (4.1) se presenta las correlaciones de un par de variables aleatorias con
sus respectivas transformaciones lineales y no lineales, se observa que la correlacién de
Pearson es sensible a estas transformaciones, por lo que no mide de forma consistente las

relaciones que existen entre las variables aleatorias.

Coeficiente de dependencia en las colas En algunos casos es de interés analizar
la concordancia entre valores extremos de variables aleatorias el cual depende principal-
mente del andlisis de las colas de la distribuciones. Un ejemplo de la importancia de este
tema se encuentra en las relaciones de dependencia de los retornos extremos de diferentes
factores de riesgo, lo cual tiene implicaciones en la medicién de riesgo financiero y en la
administraciéon de un portafolio. Una medida asintética de la dependencia de las colas

para un par de variables aleatorias X y Y puede ser definida de la siguiente manera.

Definicién 11 (Dependencia en la cola superior e inferior) Sea X y Y wariables
aleatorias con funciones de distribucion Fy y Fs. El coeficiente de dependencia en la
cola superior de X y Y es

lim P[Y > Fy ') | X > Fl'(a)] =\ (4.2)

a—1—

donde
FYa)=if{z|F(z) >a}, ac(0,1).

Si X\ € (0,1] entonces X y Y se dice que tienen dependencia asintdtica en la cola superior;
por otro lado si A = 0 se dice que tienen independencia asintdtica en la cola superior.
Andlogamente, el coeficiente de dependencia para la cola inferior es

lim P[Y < Fyl'(a) | X < Fel()] =N

a—0+

La medida de dependencia en la cola superior A\, se puede interpretar como la proba-
bilidad de que Y tome valores altos cuando X también toma valores altos a un mismo nivel
de signi-ficancia . Por ejemplo, si X y Y representan las volatilidades de dos diferentes in-
strumentos financieros, el coeficiente de dependencia A, se interpreta como la probabilidad

de que ambos instrumentos presenten altas volatilidades de manera simultdnea.
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Hay que tomar en cuenta que la expresién de la ecuacion (4.2) esta en términos del
Valor en Riesgo de las variables aleatorias X y Y, ya que los cuantiles F}'(a) y Fyx'(a)
representan el Valor en Riesgo de cada variable aleatoria para un cierto nivel de confianza
«a. De tal manera que se puede interpretar al coeficiente A\, como la probabilidad de X
exceda el VaR a un nivel de confianza «, asumiendo que Y excede el VaR con la misma

probabilidad o cuando este tiende a uno.

En el caso de distribuciones continuas, esta medida de dependencia puede ser expresada

en términos de la Cépula® asociada a la distribucién bivariada de estas variables:

 PlY <FYa),X < F Y (a)] . COlu,u)

A= lim — = lim ———y
a—0+ P [X < Fj (a)] a—0+ U
., 1 —2u+C(u,u)
Ay = lim
a—1— 1—u
Primera estructura de dependencia Segunda estructura de dependencia

< =}

08

Credito 2
06
L
Crédito 2
06

04
04

02

00
1
00

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Credito 1 Crédito 1
Estructura p(Pearson) p_(Kendall) pg(Spearman) N Ay
Primera 0.89 0.71 0.89 0.00 0.00
Segunda 0.85 0.67 0.85 0.84 0.00

Figura 4.6: Dispersiones y medidas de dependencia de dos estructuras multivariadas

Esta medida de dependencia es de suma importancia en la medicién de riesgo crediticio,

ya que permite medir el incumplimiento conjunto de los créditos de un portafolio; por

5En la seccién 4.2.3 se detalla este concepto mds a profundidad.
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ejemplo, en la Figura 4.6 se presenta la dispersién de dos créditos con diferentes estructuras
de dependencia, en la segunda estructura se observa que el incumplimiento del primer
crédito va acompanado con el del segundo crédito, esto puede ser debido a que los créditos
pertenecen al mismo segmento econémico.

La correlacién y los coeficientes de dependencia en las colas permiten comprender de
manera general la estructura de dependencia entre las variables aleatorias sin la necesidad

de diponer de una gréfica de dispersion.

Cépula El capital regulatorio de una institucién financiera estd determinado por los
riesgos que enfrentan sus portafolios, donde la herramienta ampliamente utilizada para
medir el riesgo es el VaR, siendo ésta muy importante para la determinacién de los re-
querimientos minimos de capital de las instituciones financieras.

En términos estadisticos el VaR corresponde el a—ésimo cuantil de la funcién de
distribucién de pérdidas y ganancias del portafolio, es decir, el VaR es el menos malo de
los (1 — a) % peores casos de la distribucién. Al observar la distribucién de pérdidas y
ganancias del porfolio, se puede verificar que son influenciadas por caidas simultdneas de
sus activos riesgosos, por tanto, esta distribucién depende de la distribucién conjunta de
los activos, la cual es fundamental para calcular indices de riesgo tal como el Valor en

Riesgo.

Para la medicién del VaR es necesario conocer la distribucion conjunta de los retornos
de los activos financieros, para lo cual se supone que siguen una distribucién normal multi-
variada, lo que implica que la estructura de dependencia del portafolio es predeterminada
y tiene la caracteristica de ser simétrica, tener colas livianas y la dependencia del retorno
de los activos puede medirse a través de la correlacién, sin embargo esta distribucion es

muy irreal para el caso de riesgo de crédito.

Una medida alternativa de dependencia muy 1til para modelar la distribucién mul-
tivariada es la funcién cdpula, que une en una distribucién de probabilidad multivariada
a una coleccién de funciones de probabilidad marginales univariadas y asf determinar la
estructura de dependencia, tanto de la funcién de distribucién conjunta del portafolio,

como de las marginales de cada activo riesgoso. Ademds, a través de cépulas se libera
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la distribucién de los retornos de un portafolio del supuesto de normalidad, por lo que
distribuciones marginales con diferentes estructuras de dependencia pueden unirse y darle
una estructura de dependencia particular a la distribucién conjunta del portafolio, lo cual
arroja una descripcién mds realista de las caracteristicas empiricas de la distribucion de

los retornos de un portafolio.

Dado que las cépulas es el punto referencial de los modelos de riesgo de crédito, en las
siguientes secciones se detalla los supuestos matematicos de esta herramienta, las familias
de copulas mds utilizadas y se explica el método de ajuste de datos empiricos a éstas

familias de cépulas.

4.2.3. Coépulas y sus propiedades

En la seccion anterior se presenté algunas medidas de dependencia alternativas a la
co-rrelacion lineal; sin embargo, éstas solo se centran en la mediciéon de la dependencia
de un par de variables aleatorias, donde son inaplicables para el andlisis de portafolios de
activos ya que no permiten medir las relaciones de dependencia de los activos de manera
simultdnea. Sin embargo existe una funcién que permiten cumplir este objetivo que es la

llamada cdpula.

La funcién cépula tienen la ventaja de presentar el concepto de dependencia como una
estructura que describe completamente la relacién entre las variables aleatorias’, en lugar
de tratar de resumirla en un solo nimero.

Para definir una cépula se empieza considerando d variables aleatorias con distribu-
ciones uniformes estdandar Uy, ...,Uy, v que pueden estar relacionadas. La dependencia
entre estas varia-bles aleatorias queda completamente descrita a través de su funcién de

distribucién conjunta
F(uy,...,uq) =PlU; < uy,...,Ug < uy) (4.3)

En ausencia de un modelo que permita cuantificar la dependencia entre las d variables

aleatorias, se utiliza la correlaciéon como una medida de dependencia, sin embargo como

"Pueden ser los activos de un portafolio, los factores de riesgo de una institucién financiera, etc.
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ya se observé anteriormente, este presenta ciertos limitantes. Si se podria disponer de
un modelo parecido a la funcién de distribucién conjunta F', entonces se conoceria todo
lo que se deberfa conocer de la dependencia entre las d variables aleatorias. La idea de
separar de F' una parte que describe la estructura de dependencia y otra que describe el
comportamiento de los marginales es el que se centra el concepto de cépula.

La c6pula es una funcién de distribucién multivariada C' : [0,1]% — [0, 1] donde sus
distribuciones marginales son uniformes estdandar U; ~ U (0,1) i = 1,2,...,d. La cépula

posee las siguientes propiedades:

i) C (uy,...,uq) es creciente en cada componente u;
ii) C'(1,...,1,u;,1,...,1) = u; para todo i € {1,2,...,d},u; € [0,1].

iii) Para todo (ay,...,aq), (bi,...,bs) € [0,1]% con a; < b; se tiene que:

2 2
Z . Z(—1)“*"'”‘10(%1‘1,..,,1id) >0
i1=1 ig=1

donde uj; = a; y ujo = b; para todo j € {1,2,...,d}.

iv) Para cada cépula C (uq, ..., us) se tiene los siguientes limites:

d
mazx {Zul +1-— d,O} < C(u) <min(u,, ..., ug).
i=1

Las propiedades i),ii) y iv) son propiedades de cualquier funcién de distribucién
multivaria-da, mientras que la propiedad ii) esta asociada al hecho de que las funciones
de distribucién marginales son uniformes estdndar. Adicionalmente los limites establecidos

en la propiedad nimero iv) son conocidos como los limites de Fréchet, los cuales se tratardn

més adelante.

Sklar [1959] mostré que es posible comprender la estructura de dependencia de un
vector aleatorio a través de la cépula a partir de dos observaciones: la primera, que toda
funcién de distribuciéon multivariada de variables aleatorias continuas tiene una cépula
asociada y la segunda, que la funcién de distribucién multivariada puede ser construida

a partir de una cépula y las funciones de distribucién marginales.
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Teorema 12 (Teorema de Sklar) Sea F(ry,...,rq) la funcion de distribucion conjunta
de las wariables aleatorias Ry, ..., Ry, con funciones de distribucion marginales

Fy(r1), ..., Fy(rq). Existen una funcion C[0,1]¢ — [0,1] tal que:
F(ry...rq) = C(Fi(r1), ..., Fa(ra)) (4.4)

para todo ri,..,7q4. La funcion C es conocida como la cépula de variables aleatorias. Si
Fi(r1), ..., Fy(rq) son continuas entonces C' es inica. De otra forma C estd definida uni-
camente en el Ran(Fy) X --- x Ran(Fy) donde Ran(F;) denota el rango de la funcion F;.
Andlogamente si C' es una copula y Fy(r1), ..., Fa(rq) son funciones de distribucion uni-
variadas, entonces F(ry...,rq) definida en (4.4) es una funcion de distribucion conjunta

de marginales Fy(r1), ..., Fy(rq).

Para la demostracion del Teorema 12 es necesario tener presentes varias caracteristicas
de las funciones de distribucién®. La primera de ellas se relaciona con el hecho que si la

variable aleatoria R; tiene una funcién de distribucién F; continua, entonces se tiene que:
Fi(R;) ~ U(0,1) (4.5)

andlogamente, si U ~ U(0,1) entonces F;, '(U) ~ F;, donde F; ! es la funcién de

distribucién inversa de Fj, la cual esta definida como:

F Y a)=f{re R: F(r) > a} (4.6)

1

El resultado presentado en el parrafo anterior se encuentra en la mayoria de los libros
de probabilidad bésica y es el fundamento para la generacién de niimeros aleatorios.

A partir de (4.5) es posible demostrar la existencia y unicidad de la cépula para el
caso de variables aleatorias continuas. Expresando (4.4) en términos de r; = F; ' (u;) para

7

1 =1,...,d se obtiene:
C(ur, -y uq) = F(F (wg), .oy Fy Hug)) (4.7)

La expresion (4.7) implica que una cépula C' puede ser representada en términos de la

funcién de distribucién multivariada F y sus marginales F1, .., F;;. Por otro lado, partiendo

8La demostracién completa del Teorema de Sklar se encuentra en Nelsen [2006]
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de F\ Fy,..,Fyy u; = Fi(u;) parai = 1,..,d, se tiene que:

F(ri,...,rq) = P(R1<711,....R; <1g)
= PR < FO) o R S ED () (48)
= P(U S Ud < ud)
= C(u1,...,uq)

Por lo tanto la definicién (4.7) implica que la cépula C asociada a la distribucién
multivariada F si existe, mientras el resultado (4.8) implica que esta cépula es tnica
[McNeil, 2005].

Las ecuaciones (4.4) y (4.8) muestran la relacién entre la cépula y la funcién de dis-
tribucién conjunta. El teorema de Sklar indica, por un lado, que la funcién de distribucién
conjunta puede ser entendida como la combinacién de distribuciones marginales a través
de la c6pula; mientras que (4.8) muestra como se puede expresar la cépula de la funcién
de distribucién multivariada [McNeil, 2005].

Tal como lo indica Embrechts [1999], el teorema 12 también se puede interpretar co-
mo la descomposicién de la funcién de distribucién multivariada en dos componentes: la
estructura de dependencia y el comportamiento univariado. El primer componente corre-
sponde a la c6pula, mientras que el segundo estd asociado a las funciones de distribucién

marginales.

Estructuras de dependencia

Anteriormente se observo que utilizar a la correlacién como una medida de dependencia
no es suficiente ya que tiene varias deficiencias. Para entender mejor la idea de dependencia
es necesario dar algunos ejemplos de cépulas, sin embargo primero es necesario definir el

concepto de independencia y de los limites de Fréchet.

Definicién 13 (Independencia) Se supone que un vector aleatorio X = (X1, ..., X4)"
tiene una distribucion conjunta F' y marginales Fy, ..., Fy, se dice que los componentes de

X son mutuamente independientes si y solamente si

d
= H Fi(x), para todo . (4.9)
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Fl siguiente teorema da los limites de una funcién de distribucién multivariada.

Teorema 14 (Limites de Fréchet) Para toda funcion de distribucion multivariada F (1, ..., x4)

con marginales F(x1), ..., F(x,) se tiene que

max (Z Fi(z;)+1—d, 0) < F(z1,...,xq) <min (F(xy), ..., F(xg)) . (4.10)

i=1
Los limites del teorema 14 se conoce como los limites de Fréchet. Las definiciones
presentadas anteriormente son necesarias para presentar algunas cépulas fundamentales

con sus respectivas estructuras de dependencias tal como se presenta a continuacion:

= Cépula producto, dado que se ha definido la independencia entre variables aleatorias,
y combinando con el teorema de Sklar se puede especificar a la cépula producto o
independiente de la siguiente manera:

d

CM(xy, ..., xq) = Hl’i

i=1
Una manera sencilla de presentar la estructura de dependencia de una cépula es a
través de la simulacién, en la Figura 4.7 se presenta la dispersién de dos variables
aleatorias uniformes estdndar con una distribucién multivariada igual a la cépula

producto.

» Limites inferiores y superiores de Fréchet, para el caso donde la funcién de dis-
tribucién conjunta es bivariada, los limites de la funcién de distribucién (teorema
14) son cépulas, los que se denota por M(xy,z3) = min(zy,xe) y Wiz, 29) =
méx(zr; + o — 1,0) siendo los limites superior e inferior respectivamente. De tal

manera que los limites de Fréchet de una cépula C' bivariada son:
W(xLIQ) S C S M(.’L‘l,.fg)

En la Figura 4.8 se presenta las dispersiones de las distribuciones de los limites de

Fréchet.

= Cépula Gaussiana, a diferencia de las cépulas anteriores, la cépula gaussiana o

normal para el caso bivariado corresponde a una familia de cépulas uniparamétrica
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Figura 4.7: Simulacién de 1000 datos de una cépula bivariada independiente.

para el par de variables aleatorias (X7, X3), v se lo representa de la siguiente forma:

¢~ Hw1)d ™ (w2)
1 —(s* — 2pst + 12

2r(1— ) 2 P\ 21— )

CGa(Ih .’L‘Q) =

Y dsdt

—00 —0o0
donde p es el coeficiente de correlacion’ y ¢ es la funcién de distribucién normal

estdndar univariada, en la Figura 4.9 se presenta la dispersién de la Cépula Gaus-

siana.

s Cépula de Gumbel, otra cépula uniparamétrica es la cépula de Gumbel o logistica,

su estructura tiene la siguiente forma:

1/B
CE“(ml,xz) =exp |— {(— log x1)" + (_logl’:))ﬁ} ;

donde 5 € [1,00] y controla el grado de dependencia entre X; y Xs, cuando § = 1
significa que las variables son independientes y si § — oo significa que existe de-
pendencia perfecta, tal como se presenta en la Figura 4.10 en la parte izquierda la
estructura de dependencia representa la independencia de un par de variables aleato-
rias, mientras en el lado de la derecha corresponde a una estructura de dependencia

perfecta positiva.

9Esta correlacién es la presentada por las variables aleatorias X; y Xo.
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Figura 4.8: 10000 datos simulados de los limites de Fréchet

Propiedades de Cépulas

Una vez que se ha definido una cépula, se analiza las propiedades que puede tener una

funcién cépula.

Invariante La principal utilidad de las cépulas se fundamenta en el hecho de que es-
ta funcién es invariante ante transformaciones estrictamente mondtonas en las variables
aleatorias. Esta propiedad es de gran importancia ya que no permite manipular la estruc-
tura de dependencia entre un conjunto de variables aleatorias; por ejemplo, si conocemos
a priori la cépula de d variables aleatorias y por alguna razén a estas variables se les
realiza una transformacion logaritmica entonces la cépula de estas variables aleatorias
transformadas es la misma de las variables originales, esta idea se formaliza a partir de la

siguiente proposicion.

Proposicién 15 Sea (X7, ..., X4) un vector de variables aleatorias continuas con cdpula
Cy sea T, ..., Ty funciones estrictamente crecientes. Luego (T1(X1), ..., Ta(X4)) también

tiene la misma copula C.
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Figura 4.9: 1000 datos simulados de una cépula normal bivariada con correlacién p = 0,7.

Demostracion. Si F; tiene una funcion de distribucion de X; y sea Ti_les la inversa
de T;, luego se tiene que la variable transformada T;(X;) tienen una funcion de distribucion
continua F = F,oT;*. Dado que F,Y(U) ~ F; y F; N w;) = ; y a partir de la definicion

de copula se tiene:

Cluy,...,uq) = P [Xl < Fit(ug), .., Xq < Fd_l(ud)]
=P [Tl(Xl) S TloFfl(ul), ...,Td(Xd) S TdOFgl(Ud)]

= P[Ti(X0) < By (o), Tl Xa) < By (g)|

Comonotonicidad A partir del teorema 14 y de la definicién de cépulas se puede
mencionar que los limites de Fréchet son universales para las cépulas; es decir, que para

alguna cépula C y para cualquier 1, x5 en [0,1] se tiene que

max {zy,ry — 1,0} = W(zy20) < C <min{xy,xe} = M(zq1,22)

Para entender la estructura de dependencia de la cépula M, se la reconstruye a partir
de dos supuestos, el primero es que las dos variables aleatorias X; y X5 son continuas

cuyas funciones de distribucién son X; ~ F; y Xy ~ F, y el segundo supuesto es que
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Figura 4.10: 1000 datos simulados a partir de una cépula de Gumbel con paramétro 1 y
500 respectivamente.

Xy = T(X;) con T estrictamente creciente, este supuesto representa una dependencia

fuerte entre las variables aleatorias.

Dado que Fy, = T-Y(F) y F1(X;) ~ U(0,1), luego reemplazando estos supuestos en

la definicién 12 se tiene:

0(501,332) = [F1 X1

P[F1(X1)
= P[F(Xy)
P[F1(X1)
P[F1(X1)

IN

x1, Fo(Xs) < 9]

IN

T, FlOT_l(XQ) S .TQ]

X4

IN

x1, F1(X7) < 29

[Fl Xl S min(l‘l,lig)]
= min(z,zs)

= ]V[((L'l, $2)

Este resultado muestra que la cépula M se la obtiene a partir de un concepto de

dependencia perfecta positiva, por lo que esta cépula representa la comonotonicidad entre

dos variables aleatorias.

Definicién 16 (Comonotonicidad) Las variables aleatorias X1 y Xo son comonotoni-
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cos si son representados a través de la copula superior de Fréchet.
M (xq,x9) = min{wy, x5}

La siguiente proposicién presenta resultados muy fuertes para el caso de dependencia

perfecta positiva (comonotonicidad)

Proposiciéon 17 Dos variables aleatorias Xy y Xo son comonotdnicas si y solamente si
D
<X17 XQ) = (Ul(Z)7 UQ(Z))v

para alguna variable aleatoria Z y para funciones crecientes vi y vy . Para el caso donde X4
y X sean continuas, se tiene un simple resultado que la comonotonicidad es equivalente

a Xo =T(Xy) para cualquier funcién creciente T.

Para el limite inferior Fréchet, andlogamente se puede definir de la siguiente ma-nera:

Definicién 18 (Contracomonotonicidad) Las variables aleatorias X1 y Xs son con-

tracomonotonicos si son representadas a través de la copula inferior de Fréchet
W(xq1,x9) = max {z; + x2 — 1,0}

La siguiente proposicién presenta resultados muy fuertes para el caso de dependencia

pertecta negativa (contracomonotonicidad).

Proposiciéon 19 Dos wvariables aleatorias X, y Xo son contracomonotdnicas si y sola-
mente st

(X1, X2) 2 (01(Z),0a2(2)),

para alguna variable aleatoria Z y con funciones vy y vo creciente y decrecientes respec-
tivamente o viceversa. Para el caso donde Xy y X5 sean continuas, se tiene un simple
resultado que la comonotonicidad es equivalente a Xo = T(X1) para cualquier funcion

decreciente T.
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Dependencia en las colas Al inicio de este capitulo se presenté los limitantes que
tiene la correlacion lineal para medir la dependencia cuando se trabaja con variables
aleatorias cuya distribucion presenta colas pesadas; es por esta razén, que una medida de
dependencia que no tenga esta limitante es de suma importancia en el anélisis de riesgo
financiero. Para saber si la cépula es una adecuada funcién para modelizar la dependencia
en las colas, se considera el coeficiente de dependencia en las colas (ver definicién 11), de
dos variables aleatorias X y Y cuyas funciones continuas de distribucién son F; y F3
respectivamente. De tal manera que el coeficiente de dependencia en la cola superior se

puede expresar de la siguiente manera:

A = lim P> Py a) [ X > (o)
PY > Fy'(a), X > F '(a)]

pu— 1/
el PIX > B (a)]
— m 1—-2a+C(o, )
a—1- 11—«
CO(a, )

(4.11)

En la expresién (4.11) se observa que el coeficiente de dependencia en la cola superior
puede expresarse a partir de la cépula, con lo que garantiza que esta medida de dependen-
cia es adecuada en distribuciones con colas pesadas. De manera similar se puede expresar

el coeficiente de dependencia en la cola inferior de la siguiente manera:

A= a@(lH]P’[Y < Fyl(a) | X < FrlY(o)]
_ g BV SE (@ X < F(a)]
a—0+ ]PJ[X < Fl—l(a)]
iy C) e

a—0+ l—a

Tal como se observa de (4.12) y (4.11), la dependencia en la cola es medida adecuada-

mente a partir de una propiedad asintética que dispone la funcién cépula.

Expresando la correlacién de rango con cépulas En la seccién 4.2.2 se presenté

medidas alternativas de correlacién como la correlacién de Spearman y Kendall, las mis-
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mas que segin Schweizer y Wolff pueden expresarse inicamente en términos de la funcién

copula.

Proposicién 20 Se supone que X y Y tiene distribuciones marginales continuas y una
copula C luego la correlacion de rango estd dada por

11
p(X,Y) = 4 /C(UI;U2)dC(u17U2)_1

11
ps(X)Y) = 12//(C(u1,u2)—u1u2)du1du2
00

Demostracion. Sea la covarianza definida de la siguiente manera:

CMXY—/ {F(z,5) - Fi(x) Fy(y)} dody,

8\8

dado que (Fi(X), F5(Y))" tienen una distribucién conjunta C'y Fi(X) y F5(Y) estdn
distribuidos como una uniforme estdndar, luego se tiene que la correlaciéon de rango de

Spearman puede expresarse de la siguiente manera:

ps(X,Y) = p(Fi(X), F3(Y))
Cov[F1(X), F3(y)]
Vo [F1(X)]o?[F(Y)]

Cov[F1(X), F3(y)]

1 1
12712

= 12C0o0[Fy(X), Fy(y)]

= 12/1/1 {C(z,y) — xy} dxdy, (4.13)

00
Para determinar a la correlaciéon de Kendall a partir de la cépula es necesario recordar

que:

P[(X — Xo) (Vi — Ya) > 0] + PI(X) — Xo)(¥; — Vi) < 0] =1
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v la correlaciéon de Kendall puede definirse de la siguiente manera:
pr = 2P[(X1 — Xp)(Y1 — Y2) > 0]—
= 2E[1{(X17X2)(Y17Y2)>0}}_1
= 2[E| 1{(X1 ~X2)>0} L{(vi—v2)>0) + Lt —xo)<oy Livi— Y2)<0}] 1

— (////1{(X1 X >0}1{(Y1 Y2)>0}

R R R R
F1{(x1—X2) <0} L{(vi—v2) <0y AF (22, Y2 ) dF (w1, 1)) — 1

= 2.2 ////1{(X1X2)>0}1{(Y1Y2)>0}dF(-T27y2)dF(m17y1) -1

R R RR

_ 4//F(m1,y1)dF($1ay1) -1

= 4//C(u, v)dC(u,v) —1 (4.14)

En la proposicién (20) se puede apreciar que la correlacién de Kendall es el valor
esperado de la funcién C'(U, V') de variables aleatorias uniformes estandar con distribucién
conjunta C; es decir, p, = 4E[C(u,v)] — 1 de tal manera que es fécil utilizar las cépulas

para calcular la correlaciéon de rango.

Gréficos y diagramas de contorno de una cépula La gréfica de una cépula se
puede entender como una superficie continua (es decir, z = C(u,v) ) dentro del cubo
unidad I? que se encuentra limitado por los vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,1,1) y (0,1,0). De
manera general, las graficas correspondientes al limite inferior de Fréchet, a la cépula
independiente y al limite superior de Fréchet, se las pueden entender como las superficies
de z = M(u,v),z = II(u,v) z y = W(u,v) respectivamente, las misma se observan en la
Figura 4.11.

Una manera sencilla pero 1til de presentar las gréficas de las cépulas es a través de los
diagramas de contorno, que son gréficas bidimensionales donde se considera que la cépula
puede tomar ciertos valores fijos es decir C'(u,v) = a, donde a toma valores entre [0,1].

En la Figura 4.12 se presenta los diagramas de contorno de las cépulas W, IT y M.
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Figura 4.12: Gréfica de contorno de las cépulas W, II y M.

Se puede apreciar de mejor manera la relacién de dependencia extremas (contra-

comonoténica, indepedencia y comonotoénica) entre las variables aleatorias u y v a través
de las graficas de contorno de los limites de Fréchet (Sea {u,v} € I? | C(u,v) = t, tq

4.2.4.

para ser conside-radas como cépulas!’, de acuerdo con sus caracteristicas, las cépulas
, siendo estas:

tel).
Familias de Cépulas
Anteriormente se definié el concepto de cépula y las propiedades que ésta tiene; sin
11

embargo, existe una gran cantidad de funciones que satisfacen las condiciones necesarias

pueden ser agrupadas en diferentes categorias
10Una lista de cépulas se encuentra en el Anexo D.
" Tas cépulas pueden pertenecer a més de una categoria.
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1. Pundamentales, se encuentra asociadas con los casos extremos de dependencia como

la comonotonicidad, contracomonotonicidad e independencia.

2. Formas funcionales, en esta agrupacién se identifica las cépulas explicitas e implic-
itas, la primera corresponde aquellas cépulas que pueden ser expresadas a través
de una forma funcional cerrada, por ejemplo las cépulas fundamentales; la segunda
agrupacion corresponde a copulas que son derivadas de las funciones de distribucion
multivariadas conocidas, aunque sus formas funcionales no son simples o cerradas,
como por ejemplo las cépulas derivadas de las funciones de distribucién normal y t

multivariada.

3. Cardcteristicas particulares, en esta agrupacién depende directamente de las car-
acteristicas particulares de las cépulas, es posible identificar tres grandes grupos o
familias de c6pulas siendo las cépulas Elipticas, Arquimidianas y Valor Extremo, las

cuales se presentan a continuacién.

Copulas Elipticas

Las distribuciones elipticas juegan un papel importante en finanzas, debido a que
constituye una fuente de distribuciones multivariantes que poseen muchas de las buenas
propiedades de la distribucién normal multivariante y facilitan la obtencién de modelos
multivariantes para casos extremos y otras formas de dependencia no normales. Las cépu-
las elipticas no son mds que las cépulas de distribuciones elipticas por lo que las curvas
de nivel de las variables aleatorias que tengan este tipo de cépulas forman elipses. Las dos
cépulas mas importantes de esta familia de cépulas son la cépula normal (o Gaussiana) y
la cépula t de student, las cudles se derivan de las funciones de distribucién multivariada
que poseen estos mismos nombres. La simulacién a partir de este tipo de distribuciones
es sencilla y, como consecuencia del teorema de Sklar, también lo es a partir de cépulas
elipticas. Ademds permiten calcular ficilmente los coeficientes de correlacién de rangos y

dependencia en colas.

Definicién 21 Sea X un vector aleatorio n-dimensional, i € R y X una matriz simétrica

de dimension n x n y definida no negativa. Se dice que X tiene una distribucion eliptica
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de pardmetros p, > y ¢ si la funcion caracteristica de X — i es de la forma
(4T
Px_u(t) = o(t" Xt)

Un vector que sigue una distribucién eliptica se lo denota por X ~ E,(u, %, ¢) v
¢ recibe el nombre de generador caracteristico. Si X ~ FE,(u,%,¢), donde ¥ es una
matriz diagonal, entonces X tiene componentes incorreladas (si 0 < V(X;) < +00). La
distribucién normal multivariada es la tnica entre las distribuciones elipticas en la que

componentes no correlacionadas implica componentes independientes.

Definicién 22 Sea R una matriz simétrica, definida positiva y ®% la funcion de distribu-

cion normal n-variante estandarizada. La copula gaussiana se define como:

Cr(ur, s un) = (67" (w), ... 67" (un))
oM w) ¢ (un)

1 1
= WGXP <—2$TP_1_’L‘) dxldxn (415)
T)2 2

donde ¢~ es la funcion de distribucion inversa de la distribucién normal estdndar.

Las copulas gaussianas no tienen dependencia en las colas y ha sido la tnica utilizable
durante mucho tiempo; de hecho la metodologfa RiskMetrics’* la usa hace varios afios

en gestion de riesgos de carteras mediante simulaciones Monte Carlo.

Existen otra cépula dentro de la familia eliptica que reviste interés, es la llamada
copula t de student, donde se supone que X tiene una representacion estocdstica de la

siguiente manera:
Vi
VS

donde p € R, S~ x? y Z ~ N,(0, %) son independientes, entonces X tiene una distribu-

X=gpu+

cién t de Student n-variante de media ;o y v grados de libertad. Su matriz de covarianza
es =5 (para v>2). Si v < 2 entonces Cov(X) no estd definida. En este caso se interpreta

Y como el pardmetro de forma de la distribucién de X.

Definicién 23 Sea R una matriz simétrica, definida positiva y X el vector aleatorio

definido anteriormente. La cépula t de Student Multivariada se define como:
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C';R(ul, ,Un) = tZ,R(tljl(ul)’ cey t;l(un))

to (u1)  ty " (un) vid

(=) R 1 I
= / (27)|l exp (1 + xTP1x> dxy...dz, (4.16)
Joo 0 D) (om)? v
donde
Yij .
R;; = ——=——== para todo 7,j € {1, ...,n}

y ty g denota la funcién de distribucién t de student multivariada de %Y con S ~ x?
eY ~ N,(0, R) independientes, con matriz de correlacién R y v grados de libertad y ¢ *
es la funcién de distribucién inversa asociada a la distribucién t univariada con v grados

de libertad.

Las cépulas elipticas resultan atractivas en el mundo financiero, ya que en portafolios
conformados por factores de riesgo que sigan una distribucién eliptica se satisface las
condiciones que garantizan la subaditividad del valor en riesgo (VaR) y el principio de
diversificacién, de tal forma que la optimizacién del portafolio resulta apropiado.

Una ventaja que poseen las cépulas Gaussianas y t de student con respecto a las
funciones de distribucién de las cuales se derivan, es que a partir de las cépulas es posible
utilizar variables aleatorias que sigan distribuciones marginales que no sean Gaussianas o
t de student.

Se puede apreciar que las ecuaciones (4.15) y (4.16) se encuentran definidas en tér-

-1
v o

minos de las funciones de distribucién inversas de ¢ y ¢!, estas se evaldan en las
variables u; = Fj(r;) con i = 1,....,n, donde F; corresponde a una funcién de distribu-
cién arbitraria, de aquf las variables aleatorias cuyas estructura de dependencia este de-
scrita por una cépula Gaussiana o una t de student puede describir comportamientos
marginales diferentes. Las distribuciones derivadas de esta manera son conocidas como
meta-distribuciones y pueden ser pensadas como una generalizacién de las distribuciones
multivariadas tradicionales. Por ejemplo, una distribucién meta-Gaussiana serfa aquella

cuyo comportamiento multivariado es descrita por una cépula Gaussiana pero al menos

una de las distribuciones marginales sea diferente de la distribucién normal.



4. Modelos de dependencia en riesgo de crédito 134

Figura 4.13: Superficies y funciones de densidades asociadas a dos distribuciones elipticas
bivariadas

En la parte superior de la Figura 4.13 se presenta la densidad de la distribucién
meta-t de student con 5 grados de libertad y marginales Weibull y en la parte inferior
corresponde la distribucién multivariada de dos variables aleatorias que tienen una cépula
gaussiana y funciones de distribucién marginales normal estdndar, en ambos casos la
correlacion es del 70 %. Claramente se observa que las graficas de contorno tiene formas
elipticas con la caracteristica que la primera distribucién presenta dependencia en la
cola inferior por lo que las meta-distribuciones permiten incorporar ciertas estructuras
especificas de dependencias que permite describir el comportamiento multivariado de las

variables aleatorias.

Coépula Gaussiana,  Cépula t de student

p,(Kendall) Zarcsen(p,;) Zarcsen(p;;)
pg(Spearman) %arcsen(%pij) i}
A=A 0 %yt (_ %>

Cuadro 4.2: Medidas de dependencia para las cépulas normal y t de student
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En el Cuadro(4.2) se muestra como los coeficientes de dependencia de la cépula t de
student bivariada toma valores diferentes de cero, lo que indica que existe una dependencia

significativa entre los valores extremos de las series descritas por esta cépula.

Cépulas Arquimidianas

Un particular grupo de cépulas que han probado ser ttiles en una gran cantidad de
modelos empiricos es la llamada clase Arquimidiana. Las cépulas Arquimidianas permiten
capturar una gran variedad de estructuras de dependencia. Como se verd mds adelante,
la representacién arquimidiana de cépulas permite reducir al estudio de una cépula mul-

tivariante a una unica funcién univariante.

Se considera una clase ® de funciones ¢ : [0, 1] — [0, oo] cuyas derivadas son continuas
sobre (0,1) con las propiedades que (1) = 0, ¢ (t) < 0 (decreciente) y ¢ (t) > 0
(convexo) para todo 0 < ¢t < 1, es decir ¢(t ) es una funcién convexa decreciente. Ademés

si ¢(0) = co entonces se garantiza que la inversa (p!) existe.

Alguna funcién que tenga estas propiedades es capaz de generar una funcién de dis-

tribucién bivariada, de tal forma que ¢ recibe el nombre de funcion generadora.

Si ¢(0) < o0, la funcién generadora no es estricta por lo que existe su seudo inverso,
en este caso la copula toma la forma de C'(uq, uy) = méx|(, ), 0]; por ejemplo, se considera
la funcién generadora ¢(t) = (1 —t)?, 6 € [1,00), esto genera la cépula C(uy,uy) =

méx[l — [(1 —u1)? + (1 —uy)’]/?,0].

La inversa del generador se escribe como ¢~ y su seudo inversa se escribe como ol=1,
donde la definicién formal de seudo inversa es la siguiente:
P () 0 <t < p(0)

0 p(t) <t<+oo

Definicion 24 Se dice que una cépula C es arquimidiana si es de la forma:
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n

Clun, ) =4 © (i) +---+ olun)) i ;gp(ui) =0 (4.17)

0 en otro caso

¢(u) se denomina generador de la copula. Si p(0) = 0o, decimos que ¢ es un generador
estricto por lo que su inverso siempre existe (dado que un gran mimero de resultados

requiere que ¢ tenga inversa en (0, 00), solamente consideramos generadores estrictos).

Estas cépulas poseen algunas propiedades algebraicas elementales, como son las sigu-

ientes:

i) C es simétrica, es decir, C'(u,v) = C(v,u) para todo u,v € [0,1].

ii) C es asociativa, es decir, C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)) para todo u,v € [0,1].
iii) kg es también un generador de C, con k cualquier constante positiva.

iv) Las distribuciones marginales de U, V son U(0,1)

C(u,1) = wu, para todo u € [0,1]

C(l,v) = w, para todo v € [0,1]

v) Sus curvas de nivel son convexas.

(La demostracién puede verse en Nelsen 1999).

Algunos ejemplos de cépulas bivariadas que satisfacen la condicién (4.17) se encuentran
en las copulas de contracomonotonicidad e independencia. Adicionalmente, se tiene que el
uso de cépulas arquimidianas simplifica mucho los célculos, por ejemplo, la tau de Kendall

viene dada por:

=144 / 5'((73) d

y la dependencia en las colas se puede expresar en términos de los generadores. Mar-

shall y Olkin [1988] muestran que una forma sencilla de construir generadores estrictos
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para coépulas arquimidianas, es a través de la transformacién de Laplace de la funcién de

distribucién asociada a una variable aleatoria v > 0, la cual se define como:

o

W(t) = B(e™") = / e~dG(z) (4.18)

donde G(z) corresponde a la funcién de distribucién de +, la cual debe satisfacer

G(0) = 0. A partir de (4.18), es posible demostrar que ¢(t) = ¢~ *(¢)"2.

Anteriormente se mencioné que las cépulas arquimidianas son una familia de funciones
muy numerosa, la mayorfa de cépulas que pertenece a esta familia son funciones de uno
o dos pardametros, lo que si bien permite representar facilmente diferentes tipos de de-
pendencias, también implica una de sus mayores limitaciones, ya que resulta complicado
describir relaciones de dependencia complejas con un nmimero reducido de pardmetros, en
especial en dimensiones altas [Nelsen, 2006]. A continuacién, se mencionan tres de las

copulas Arquimidianas més relevantes.

Cépula Clayton. También conocida como la cépula de Cook y Johnson, originalmente

estudiada por Kimeldorf y Sampson (1975), toma la siguiente forma:
C’Cl(ul, i Ug) = (uf‘9 + .+ uga —d+ 1)%

donde el generador de esta familia es ¢(t) = (¢t 7% — 1) con # > 0, cuando 6 se aproxima
a cero los marginales son independientes y cuando se aproxima al infinito la cépula se
aproxima al limite superior de Fréchet.

La cépula de Clayton no permite cuantificar la dependencia negativa, por lo que le
convierte adecuada para medir la dependencia entre indices de riesgos (mercado, crédito,
liquidez y operacional) ya que presentan una alta dependencia en la cola inferior y una
baja dependencia en la cola superior de la distribucién multivariada.

Por ejemplo, en la Figura 4.14 se presenta los grificos de una cépula bivariada Ar-
quimidiana de Clayton cuyos valores extremos de la cola inferior y superior son 0.25 y 0
respectivamente y cuya correlacién de Kendall es del 20 %, en estas graficas se identifica

la alta dependencia que tiene la cépula de Clayton en la cola inferior.

12Para una mejor explicacién revisar en libro Copula methods in finance [8].
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Grafico de densidad

Grafico de contorno Grafico de dispersion

04 0a

0.0

Figura 4.14: Gréfico de densidad, contorno y dispersion de una cépula bivariada de Clayton
con parametro 0.5.

Coépula Frank El generador de la cépula de Frank (1979) estd definido por ¢(t) =

—log (%) , donde el valor del pardmetro puede encontrarse entre (—oo,0), v la

cépula asociada a este generador toma la siguiente forma:

d
e fui 1
X (1 ( )

Fr _
C (ul,...,ud)——flog 1+W

Hay que tomar en cuenta que valores de —oo,0 y oo corresponde al limite inferior de
Fréchet, independencia y al lfimite superior de Fréchet respectivamente. La cépula de

Frank es muy popular por varias razones, siendo estas:

1. Permite cuantificar dependencia negativa entre marginales

2. La dependencia en las colas de la distribucién es simétrica como la cépula Gaussiana

y la de t de student

3. Es completa en el sentido en que ésta cépula toma en cuenta los limites de Fréchet,
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lo que significa que puede cuantificar una amplia gama de dependencias que pueden

ir desde la dependencia perfecta negativa hasta la dependencia perfecta positiva

Grafico de densidad

\;\ i

Figura 4.15: Gréfico de densidad, contorno y dispersiéon de una cépula de Frank con
pardmetro 3.

De tal manera que la cépula de Frank puede ser usada para modelar distribuciones
que presenten fuerte dependencia positiva o negativa, sin embargo a partir de estudios
realizados por Mester y Mackay (1994), se determiné que la dependencia en las colas de
copula de Frank tienden a ser mds débiles que de la cépula Gaussiana, por lo que se
lleg6 a la conclusién que la cépula de Frank es adecuado en casos donde la distribucién
multivariada tiene débil dependencia en las colas.

En la Figura 4.15 se presenta los grédficos de una cépula bivariada arquimidiana de
Frank donde los valores en la cola superior e inferior son 0 y la correlaciéon de Kendall
y Spearman son 0.56 y 0.76 respectivamente. En este tipo de cépula se observa que la
dependencia en las colas es débil pero se tiene una alta dependencia en la parte central

de la distribucién.

Cépula de Gumbel También conocida como cépula de Gumbel-Hougaard, su gener-

ador estd definido por ¢(t) = (—1log(t))? con # > 1. En este caso la cépula de Gumbel
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toma la forma:

C(uy, oy tg) = oxp (— (1, oy ) V)

donde u; = log(u;). Cuando el pardmetro de dependencia toma valores de 1 y oo,
la cépula de Gumbel corresponde a la cépula independiente y al limite superior de
Fréchet respectivamente. Al igual que la cépula de de Clayton, la cépula de Gumbel no
permite cuantificar dependencia negativa pero contrariamente a Clayton esta presenta
alta dependencia en la cola superior de la distribucién y débil dependencia en la cola

inferior.

Grafico de densidad
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Figura 4.16: Gréfico de densidad, contorno y dispersion de una cépula bivariada de Gumbel
con pardmetro 1.5.

En la Figura 4.16 se presenta los grédficos de una cépula bivariada arquimidiana de
Gumbel donde los valores en la cola superior e inferior son 0.41 y 0 y la correlacién de
Kendall y Spearman es 0.33 y 0.47 respectivamente, en este tipo de cépula se observa que

la dependencia en la cola superior es alta.

De manera general se puede decir que todas estas copulas arquimidianas, describen

tipos de dependencia completamente diferentes, por ejemplo, la cépula de Clayton exhibe
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dependencia en la cola inferior mientras que la de Gumbel exhibe dependecia en la cola
contraria y finalmente la cépula de Frank no presenta dependencia en las colas sin embargo

su alta dependencia se mantiene en el centro de la distribucién multivariada.

Cépula 7 de Kendall Au N\
9 —1/9
Clayton 7 0 21
Frank 1—% 1— é/exp(tt)ldt 0 0
0
(2+0)5—2
Gumbel AT 2210

Cuadro 4.3: Coeficiente de Kendall y coeficientes de dependencia en las colas para algunas
c6pulas Arquimidianas

En el Cuadro (4.3) se observa como la correlacion de 7 de Kendall se encuentra en
funcién del pardametro de la cépula, esta propiedad permite estimar los pardmetros de la

copula a partir del método de momentos.

Cépulas Valor Extremo

En un portafolio de activos, donde la distribucién conjunta presenta mayor dependen-
cia en la cola izquierda esta resulta ser un portafolio de mayor riesgo, ya que a medida
que se observen pérdidas muy grandes en un activo, es probable que también suceda lo
mismo en el otro, tal como se observa en la Figura 4.17 donde se exhiben cuatro diferentes
estructuras de dependencia entre los retornos de dos activos financieros. De lo anterior,
se aprecia que en finanzas es de interés medir ciertas caracteristicas de una distribucién
multivariada como los eventos extremos de las series, donde estas pueden ser aproximadas
a partir de medidas especificas que se desprenden de la cépula tales como el coeficiente de
dependencia en las colas; sin embargo, esta es una medida asintética, y no ofrece mayor
informacion acerca del comportamiento probabilistico de las observaciones extremas.

Al igual que en el caso univariado, existen distribuciones multivariadas limites que
describen el comportamiento de la distribucién conjunta de los extremos de las series
de estudio, que a su vez estdn asociadas a cépulas que pertenece a la familia de valores

extremos.
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Figura 4.17: Simulacién de 5000 realizaciones de dos variables aleatorias normal estdndar
con cuatro diferentes estructuras de dependencia.

La teorfa del valor extremo en el caso univariado se concentra en resultados asintéticos
acerca de cual es la distribucién limite hacia la cual converge la distribucién del valor
méximo de una variable aleatoria. El teorema de Fisher y Tippett [1928] y Gnedenko
[1943], indica que el mdximo de una variables aleatoria puede ser estabilizado a través
de secuencias de pardmetros de localizacién y escala, de tal manera que converja en
distribucién a una distribucion generalizada de valor extremo (GEV) H.(x), la cual viene

de la forma:

Ho () = exp(—(1 +ex) %) sie #0
exp(—e*)sie =0
Una metodologia fécil de implementar es la de mdximos por blogues, en la cual se
identifican los valores extremos como los eventos que tengan el valor mds alto durante un
periodo de tiempo especifico.
Otra forma de analizar el comportamiento de los valores extremos es a partir de la
cola de distribucién de la variable aleatoria. En esta aproximacion el teorema de Balkema

y de Haan [1974] y Pickands [1975], indica que para aquellas distribuciones en las que sus

méximos muestrales convergen en distribucién a la distribuciéon GEV, la distribucién de
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excesos sobre umbral converge a una distribucion generalizadas de pareto (GPD) G 5(x),

la cual es de la forma:

1—(1+ex/B) Vesie#0
Gep(x) = .
1 —exp(—z/B)sie=0
Dado que en este se desea aproximar el comportamiento de la cola de la distribucién

a través de una GDP, la forma de seleccionar los valores extremos es a través del método

de picos sobre umbral (POT).

Al igual que en el caso univariado, la teorfa de valores extremos multivariada (MEVT)
muestra el comportamiento asintético de la distribucion del Méximo M,, de una familia
donde X; € R?. En este caso M,, corresponders al vector

En el MEVT se busca la distribucién

de vectores aleatorios {X;},(,

de méximos de los d componentes de {X;};; -
limite de los médximos normalizados a través de vectores de pardmetros de localizacién
(b, € R?) y escala (c, € R?, ¢, > 0), tal que:

lim P (]Wn_bn < x) = lim F"(c,z +b,) = H(x) (4.19)

n—o0o Cn nH—00

si la relacién (4.19) se mantiene, entonces se dice que la funcién de distribucién F
pertenece al dominio de atraccién en los méximos de H, donde H corresponderd a una
funcién de distribucién multivariada de valor extremo. En la MEVT la distribucién limite
es una familia de distribuciones multivariadas, la cual puede ser aproximado por una

familia de coépulas.

A partir de la relacién (4.19) y con la definicién (12) de Sklar se tiene que:

H(z) = Co(Fy(x1), ..., Fa(zq)) (4.20)

donde F (1), ..., Fy(x4) son las funciones de distribucién de los méximos de cada uno

de los componentes de la familia de vectores aleatorios {X;} por lo que de acuerdo

i€[1,n]
con el teorema de Fisher y Tippet [1928] y Hnedenko [1943] cada una de estas converge
en distribucién a una distribucién GEV. A partir de estos resultados, es posible definir el
dominio de atraccion de los méximos en términos de la cépula, tal como se muestra en el

siguiente teorema [McNeil, 2005].
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Teorema 25 Sea F(r) = C(Fi(r1), ..., Fi.(14)), para funciones marginales continuas F, ...
y alguna copula C. Adicionalmente, sea H(r) una distribucion MEV tal que satisface (4.20)
para alguna cépula Cy. Se dice que F pertenece al dominio de atraccion en los mdximos
de H, si y solo si F; pertenece al dominio de atraccion en los maximos de la distribucion

GEV, con i=1,...,d y si ademds se satisface la siguiente condicion:
lim Ct(u't) = Co(u), ue [0,1]? (4.21)

El teorema anterior implica que la cépula limite Cy se encuentra tinicamente determi-
nada por la cépula C. En los casos donde la condicién (4.21) se mantiene, se dice que la
c6pula C pertenece al dominio de atracciéon de los méximos de la cépula Cy. La familia
de cépulas limite que cumple esta condicién se denomina valor extremo, la cual satisface

la siguiente propiedad:

C(u') = C*(u), para todo t > 0

donde u = [uy,...,uq] con u; = E(xl) Una forma de representar esta familia de

copulas para el caso bivariado es mediante la siguiente expresién:

log (u1)

C(uy,ug) = exp log(u1u2)A(m

donde A(.) : [0,1] — [3,1], conocida como la funcién de dependencia, es una funcién
convexa tal que max(w,1 —w < A(w) < 1) para todo w € [0,1]. Algunas de las cépulas
mds importantes, tales como la de independencia y la de comonotonicidad, hacen parte

de esta familia, junto con otras cépulas versétiles como la Gumbel y Galambos.

4.2.5. Ajuste de Cépulas

Existen tres métodos generales para estimar empiricamente una cépula C asociada a
una distribucién multivariada F' de un conjunto de variables aleatorias i.i.d o més especi-
ficamente de un portafolio de activos financieros: el paramétrico, el semi paramétrico y
el no paramétrico. El iltimo método es el mds general ya que no necesita una especifi-

cacion a priori del modelo y de esta forma no tiene problemas de mala especificacién.

7Fd
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Por otro lado, la aproximacién paramétrica tiene la ventaja de que si el modelo es correc-
tamente especificado, logra representar de manera precisa la estructura de dependencia
de la variables aleatorias a partir de ciertos pardmetros; por ejemplo, en el caso de una
distribucién eliptica multivariada (Ver seccién 4.2.4), la estructura de dependencia queda
completamente especificada a partir de los coeficiente de correlacién lineal, donde a estos
coeficientes se les puede interepretar como macrovariables que resumen toda las inter-
relaciones microestructurales entre los agentes econémicos que conducen la dependencia
observada. Finalmente, el método semi paramétrico, presenta las mismas propiedades de
los modelos paramétricos con la caracteristica que se utiliza cuando no existe gran canti-

dad de informacién y no se conoce con certeza las distribuciones de los marginales.

Al inicio de esta seccién se detallan los métodos mds populares para estimar una
copula donde se hard énfasis en la estimacion paramétrica a través de la aproximacion de
mdxima verosimilitud, ya que al igual que en la mayorfa de modelos estadisticos multi-
variantes la tnica teorfa utilizada para realizar inferencia estadistica es la aproximacion
de méxima verosimilitud (MLE), y para la inferencia de los pardmetros de una cépula se
utilizaran dos aproximaciones del método de MLE siendo estas la aproximacion de mdax-
ima verosimilitud completa (FML) donde los pardmetros de la distribuciones marginales
y de la funcién cépula son estimados de manera simultdnea, y la mdzima verosimilitud a
dos etapas (TSML), donde en una primera etapa los pardmetros de las distribuciones mar-
ginales son estimadas y en una segunda etapa se estiman los paramétros de dependencia

de una cépula seleccionada a priori.

Posteriormente, se introduce algunos criterios de seleccién que facilitan la identificacién
de la copula C' entre las diferentes familias de cépulas y se especifican algunos indices
para medir el buen ajuste de la cépula paramétrica a los datos empiricos de las variables

aleatorias.

Meétodos de estimacion

Aproximacién no paramétrica Esta aproximacién consiste en obtener la informacién
de las relaciones de dependencias entre las funciones marginales la cual es proporcionada

por la cépula empirica, la que permite estimar de manera consistente la cépula real.
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La estimacion de la cépula empirica es muy empleada como herramienta en el andlisis

exploratorio de los datos, ya que se puede utilizar para los siguientes objetivos:

1. Identificar el signo de la dependencia multivariante
2. Cuantificar la dependencia conjunta

3. Ewvaluar las posibles familias paramétricas candidatas para el ajuste

Cépula Empirica La primera estimacion de una cépula proviene del trabajo de De-
heulvels [1979, 1984] llamada funcion de dependencia empirica, la cual se puede considerar
como parte de los métodos de estimacién no paramétrica de una cépula. Para definir una
copula empirica primero es necesario definir una distribucién multivariada empirica para lo
cual se considera un vector R = (Ry, ..., R,) de tamanio T {(r1(1), ..., 7, (1)), ..., (r(T), ..., 7o (T)) }

que son i.i.d, el estimador de la distribucién empirica multivariada y marginal son respec-

tivamente:
1 T
F(r) = T Z Liry (k)< povrn (K) <rn }
k=1
Y
1 T
Ey(r) = Tzl{n(k)gn} (4.22)

e
Il

1

Por lo que el estimador no paramétrico de una cépula se lo puede definir de la siguiente

manera:

Definicién 26 (Cépula de Deheuvel) La copula empirica definida en el punto discre-

to (%,....,%) coniy € {1,2,...,T} es:

g1

T
- 1q 1
Cemp(fa ceey T) = T kz_; 1{Tl,kSTl(il)ymﬂ”d,kgrd(id)} (423)

donde x,,(ix) son las estadisticas de orden asociadas a la muestra {r,(1),...,rm(T)}, el

cual se denomina como la cépula empirica.

De manera similar, el estimador de la densidad de la cépula empirica es:
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A 11—k 41 Ik +1
C R -

Deheulvels prueba que la cépula empirica converge uniformemente a la cépula verdadera
de la cual fue seleccionada la muestra. Este resultado implica que cuando la cépula ver-
dadera es desconocida, un criterio de seleccién puede ser el comparar una de las cépulas

candidatas con la empirica.

Estimacion semi paramétrica Cuando el niimero de observaciones no es lo suficiente-
mente grande, es en general méds provechoso aplicar un método de estimacién paramétrico
o semi paramétrico. Como método paramétrico se entiende como un modelo que estima
la cépula real a partir de ciertos pardmetros, donde se conoce de alguna forma que el
modelo pertenece a alguna familia de distribuciones multivariadas; es decir, a una familia
de copulas especifica mds una familia de distribuciones univariadas para las distribuciones
marginales. Hay que mencionar que para la estimaciéon paramétrica o semi paramétrica es
necesario conocer con exactitud la distribucién real multivariada, pero su estimacién es
incorrecta si se especifica mal las distribuciones marginales, por lo que si no conoce con
exactitud las distribuciones reales de los marginales es 1til estimar la cépula por medio del
método semi paramétrico. En contraste al método paramétrico, la técnica semi paramétri-
ca utiliza una representacion paramétrica solamente para la cépula y no se realiza ningtin
supuesto sobre las distribuciones marginales ya que se estiman de manera no paramétrica,
dentro de este método se encuentra la estimacion basada en medidas de concordancia y

la estimacion pseudo verosimilitud.

Estimaciéon basada en medidas de concordancia Este tipo de metodologia se
fundamenta en las relaciones existentes entre las medidas de concordancia!® y los pardmet-
ros de las cépulas. Esta metodologia tiene la ventaja que no necesita informacién acerca

de las distribuciones marginales de los datos.

13Como el coeficiente de correlacién de Spearman (p,) v la correlacion de 7 de Kendall (p.).
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Para implementar este método es necesario disponer de una muestra R de n realiza-
ciones de un vector i.i.d d-dimensional, R = {(Ri1, ..., Ra1), ..., (Rin, ..., Ran) }, donde los

pasos de este método son:

i) Estimar la matriz de correlacion, para lo cual cada elemento de la matriz n x n se
estima de manera no paramétrica donde se utilizan las medidas de correlacién de
rango (puede ser la correlacién de Kendall o Spearman); por ejemplo, el elemento
(i,j) de la matriz de correlaciones corresponde al coeficiente de correlacién de rango
de Spearman (o 7 de Kendall ) para las series R;; y Rj;, t = 1,...,n, donde los

estimadores de los coeficientes de correlaciéon de Spearman (pg) y Kendall (p,) son

respectivamente:
6 n
pS( ) J) n(n_l)tzzl t ( )
~1
~ n .
p.(Ri,Rj) = (2> > " sign [(Ri, — Ris)(Rix — Rj)) (4.25)

k<s

donde d; es la diferencia entre los rangos'* Ry, y Rj

ii) Construir un sistema de ecuaciones, en secciones anteriores se presenté como las cor-
relaciones de rangos pueden obtenerse de forma tedrica a partir de ciertas integrales
que estd implicito una cépula (las integrales estdn definidas en la ecuacién (4.13)
y (4.14)), por lo que es posible formar un sistema de ecuaciones donde se compara
la correlacién de rango tedrica con las estimadas en (4.24) o (4.25), dando como
resultados la estimacién de los pardmetros de la cépula. Un ejemplo, es el caso de
una cépula de Gumbel Bivariada que tiene un tnico parametro 6, y el estimador

que se basa en este método es 0 =

(1-p,)"

Este método es particularmente atractivo debido a su simplicidad sin embargo pro-

porciona estimaciones inexactas de los pardmetros.

Estimacion pseudo-verosimilitud Es un planteamiento de naturaleza paramétri-

ca donde se supone que la cdpula verdadera pertenece a una familia paramétrica {Cy, 0 € O},

1 E] rango de R;; corresponde a la posicién que tiene R;; dentro del conjunto de observaciones ordenadas
de la muestra R;1, ..., Ri,
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con © en el espacio de posibles valores del pardmetro. Mediante el método de maxima

verosimilitud se obtendrdn estimadores de § € © consistentes y asintéticamente normales.

Entre las técnicas estadisticas clasicas, la estimacion de maxima verosimiltud es una
alternativa al método basado en medidas de concordancia, que es usualmente mas eficiente,
parti-cularmente cuando el pardmetro ¢ es multidimensional. Oakes (1994) realiza una
adaptacién del método basado en medidas de concordancia a partir de la funcién de
maxima verosimilitud; este método se conoce como mdxima pseudoverosimilitud o de
mdzxima verosimilitud candnica (CML), para lo cual se requiere que Cy sea absolutamente
continua con densidad ¢y para un vector aleatorio R=[Ry, ..., Rd], 1.1.d de dimensién d

con distribuciones marginales Fi, ..., F,; y distribucién conjunta F', donde la funcién CML

es:
1O | r1,eyry) = Zlog (F1(r1e)y ooy Fa(rar)) (4.26)

=1
1O | uy,..,u,) = Zlog c(Uigy ey Ugy) (4.27)

=1

con uy = Fi(ry) id.dy u, = [ug, ..., udt],.
Ademés, ¢ corresponde a la funcion de densidad de la cépula C| la cual se define como:

_ 0%C (uy, ..., ug)

4.2
duy...0ug (4.28)

C(u17 EEE) Ud)

expresando (4.28) en términos de la funcién de densidad queda:

_ FFYuy), ..., F71(uyg))
fi(F=H ). fa(F~H(uy))

donde f corresponde a la funcién de densidad conjunta de R y fi, ..., f4 son las funciones

C(ul)"'aud)

de densidad de los marginales.

Hay que tomar que para estimar el pardametro 6 de la cépula es necesario maximizar el
logaritmo de la verosimilitud donde se obtiene a partir de la sustitucién de las marginales
desconocidas F;, i = 1,..,n en la expresién (4.26) por sus contrapartidas empiricas ﬁz de
tal manera que se obtiene a la funcién de seudo verosimilitud, la misma que se expresa de
la siguiente manera:

~

(0| 1y r) = D log e(Fi(rye), ooy Fa(rar) (4.29)
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donde 6 corresponde al pardmetro de la cépula y es estimado a partir de la maximizacién

de la funcién seudo verosimilitud de la siguiente manera:
n

= arglgle%(;log c(ﬁl(nt), ...,ﬁd(rdt)) (4.30)
este método puede parecer menos atractivo que el basado en las medidas de concordancia
ya que implica una mayor cantidad de cédlculos y requiere la expresién explicita de la
dencidad ¢y, sin embargo se puede aplicar de forma méds general , concretamente si 6
es multidimensional. Genest, Ghoudi y Rivest (1995) demuestran que, bajo condiciones
de regularidad, el estimador 0 obtenido a partir de la expresién (4.30) es consistente y

asintéticamente tiene distribuciéon normal
-~ l
Vn(Or —6°) = N(0,%2)

donde ¥? denota a la matriz inversa de informacién de Fisher. Este resultado se funda-
menta en que las condiciones de regularidad son similares a las impuestas en el método
de méaxima verosimilitud. Cabe mencionar que para la maximizacién de 0 se requiere un
punto de inicia-lizacién, y para el caso de la estimacion de los pardmetros de una cépula
eliptica se lo puede inicializar a partir de la estimacién de los pardmetros de la matriz de

correlacién a través del uso de la correlacion de Kendall.

Estimacion paramétrica En este método, para la estimacion de los pardmetros de la
copula y de las funciones marginales se fundamenta en la maximizacion del logaritmo de
la funcién de méxima verosimilitud (MLE), ya que las coépulas se les puede considerar
como modelos multivariados y en la mayorfa de modelos estadisticos multivariados se los

estima a partir de este método.

A partir de la funcién MLE se desprende dos métodos para estimar una cépula, el
método de méxima verosimilitud total (FML)'" y el método de méxima verosimilitud a
dos etapas (TSML)'. El primer método estima de manera conjunta los pardmetros de la
copula y de las distribuciones marginales, en el segundo método como primer paso estima

los pardmetros de las distribuciones marginales y posteriormente con esta informacién

15Qus siglas en inglés de full mazimum likelihood.
16Qus siglas en inglés de two step mazimum likelihood.
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se estima los pardmetros de dependencia de la cépula, cabe mencionar que el método
TSML saca provecho la caracteristica de las cépulas donde la estructura de dependencia

es independientes de las distribucion de los marginales.

Método de maxima verosimilitud total (FML) Antes de explicar este impor-

tante método es necesario presentar la siguiente representacion candnica' :

n

f@r, o w) = c(Fi(21), oo, Fu(za)) x [ £i(ay)

j=1
donde
00 (uy, ..., ug)
F: L Fy(xy,)) = —————=
c(Fi(@1), oo Fulan)) Ouy...0ug
representa la n-ésima derivada parcial de la cépula C, ¢ es la densidad de la cépulay f esla
funcién de densidad de probabilidad multivariada estandar. A partir de la representacion

canénica de la funcién de distribuciéon multivariante se puede decir que el problema de

modelar una cépula se descompone en dos partes:
1. Identificacién de la distribucién de los marginales
2. Descripcion de la correcta funcién cépula

Por lo que a partir de una muestra R = {(R1, ..., Ra1), ..., (Rin, ..., Ran) } d dimensional
de tamano n, el logaritmo de la funcién de méxima verosimilitud es:
10) = logc(Fi(ry), ... Fa(rar)) + > > log(f;(rye)) (4.31)
t=1 t=1 j=1
donde 6 corresponde al conjunto de los pardmetros relacionado con la cépula y los mar-

ginales donde el estimador de mdzima verosimilitud total es:

/H\ML = max l(e)
[USC)

si se supone que la teorfa de maxima verosimilitud se encuentra bajo condiciones de reg-
ularidad este estimador existe, es consistente y eficiente asintéticamente; adicionalmente
se verifica la propiedad de normal asintética; es decir, vVVT(0y — 60y) — N(0,%?), donde

%2 corresponde a la matriz inversa de informacién de Fisher.

1TPara mayor explicacién de la representacién canénica se puede observar en el capitulo 4 del libro
Copula methods in finance pédgina 144 [8].
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Método de méxima verosimilitud a dos etapas (TSML) Se considera la

situacién donde se puede dividir el vector de pardmetros 6 de la siguiente manera:

0= (05;617 "'76d)

donde « representa los pardmetros de la copula y {Bi}iE[L d los pardmetros de las d
funciones de distribucién marginales, de tal manera que se tiene la funcién de distribucién

multivariada, la misma que se puede escribir de la siguiente manera:

F(ﬂ?, 9) = C(Fl(rl;ﬁl)7 7Fn(rn56n)ﬂ 057617 "'7Bn)7

es decir que los pardmetros de las funciones de distribucién marginal son independientes
entre si, de tal manera que el logaritmo de la funcién de méxima verosimilitud es:
n
l({m}ieu,d], te[l,d) a, By, By) = Zlog c(F1(rie; Br)s - Fa(rae; Ba); 0) +

t=1
n d

+3 3 “log(fi(ri 85))

t=1 j=1
de tal manera que en vez de determinar de manera conjunta los estimadores de la cépula
y los marginales, se puede ejecutar la estimacién en dos pasos, en el primer paso se estima

los parametros de los marginales y en el segundo el pardmetro de dependencia, asf:

Bro = argmixy Infilai(i); By)
b=l

Bin = argmixy_In fa(xa(i): )
¢ =1

a, = argmix Y 1ogc(Fi(ri; Byr), o Falras Bag)s &, By, ooy Bor)

t=1
donde el estimador TSML 0,, = (v, Bl’n, . Bdm) es consistente y asintéticamente Gaus-
siano (6, — 6p) — N(0, A""BA="), donde A~'BA~"" es la inversa de la matriz de infor-
macién de Godambe.

Mientras asintéticamente es menos eficiente que el estimador FML, ésta aproximacién
tiene ventajas obvias para reducir el problema de dimensionalidad y es ttil cuando se

quiere recurrir a un problema de maximizacion.
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Observaciones de los métodos paramétricos

1. En la préactica se puede tratar con muestras de diferente longitud, esto ocurre cuando
se considera simultaneamente informacién sobre mercados maduros y emergentes,

en estos casos es mejor utilizar el método T'SML.

2. La estimacion FML utiliza un conjunto de datos que es la interseccién de todas las
muestras de los marginales otorgando un pérdida significativa en eficiencia en la

estimacién de los pardmetros de los marginales.

3. La estimacién TSML utiliza el todo de la informacién para estimar los pardmetros
de los marginales y utiliza solamente la interseccién de la informacién para estimar

los pardametros de la cépula.
4. El estimador T'SML es consistente y asintéticamente Gaussiano.
5. El estimador FML es més eficiente que TSML.

6. La estimacién por medio de TSML es mejor que la estimacién con FML

Verificacién de supuestos Es importante destacar que la estimacién de una cépula

C por el método de méxima verosimilitud supone que:

i) La cépula C es conocida.

ii) La variable aleatoria r; y la funcién de distribucién F;(r;) = wu; son i.i.d.
iii) Fj(ry) = uy sigue una distribucién uniforme entre 0 y 1.

El supuesto i) resulta complicado de satisfacer, ya que en la mayoria de los casos no
se conoce a priori cudl es la cépula méas apropiada para los datos; en estos casos es comin
estimar varias cépulas y buscar un criterio de seleccién para escoger la mas apropiada.
Por otro lado, el supuesto ii) tiene grandes implicaciones en la estimacién, ya que si los
datos no son i.i.d, la funcién de verosimilitud presentada en (4.31) no es adecuada y por
consiguiente la estimacion pierde validez por lo que es necesario implementar modelos

dindmicos que cuantifican la dependencia temporal en r;.
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El supuesto 4ii) implica que las funciones de distribucién marginales se especificaron
correctamente. En el caso en que las funciones de distribucién esten mal especificadas, no
es posible garantizar que la transformacién Fj(r;) siga una distribucién uniforme por lo

cual el teorema (12) no esté correctamente representado.

Para verificar que u; es i.i.d, Patton [2001] sugiere el uso de la prueba propuesta por
Diebold [1998] en la que se prueba independencia para los primeros cuatro momentos de
Uty ooy Ugg, adicionalmente Patton [2001] utiliza la prueba de Kolmogorov-Smirnov para
probar si la serie u;; sigue una distribucién uniforme entre 0 y 1. Sin embargo Patton
[2001] menciona dos desventajas acerca del uso de este procedimiento: primero, estas
pruebas contrastan separadamente los supuestos ii) y #ii), cuando seria deseable utilizar
una prueba conjunta; segundo la prueba de Kolmogorov-Smirnov tiene baja potencia en
las colas de distribucién, las cuales tiene gran importancia en el cdlculo de medidas de

riesgo tales como el Valor en Riesgo (VaR).

4.2.6. Seleccién y evaluaciéon de una cépula

En la seccién anterior se presentaron diferentes procedimientos para la estimacion de
una cépula donde en la estimacion paramétrica y semiparamétrica es necesario especificar
a priori el tipo de coépula que describe correctamente la estructura de dependencia que
existen entre las variables aleatorias analizadas, para lo cual es necesario obtener algin
tipo de criterio que permita escoger una cépula especifica entre el conjunto de todas
las cépulas posibles, entre estos criterios se encuentra el criterio tedrico, los criterios de

informacion y los criterios de bondad de ajuste.

Criterio tedrico

Bésicamente, este criterio se fundamenta en la propiedad de que bajo la hipétesis
nula de que C(uy, ..., uq) es la correcta cépula, luego se tiene que el conjunto de variables
aleatorias

C’rL(Un ’ U17 "'7Un71)7"'702(U2 ‘ Ul)yUl
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con
Ouq....0up_1Cx(ug, ..., ug)

C ey Up_1) =
k(Uk ‘ 1 ooy Uik 1) 8u1...8uk,10k,1(u1, ...,Ud)

son idénticas, uniformes e independientemente distribuidas. De tal manera que, probar la

hipétesis nula es equivalente a probar que la muestra de T vectores

{Cn(Tn(t) | Ti(L), oo U (1)), .oy Cal@a(t) | Ta(t)), T (8) ),

es obtenido de una poblacién de vectores aleatorios uniformes con componentes indepen-

dientes.

Criterios de informacién

Si se utiliza la aproximaciéon paramétrica de méxima verosimilitud, un criterio su-
plementario para examinar la bondad de ajuste de los modelos es el que se basa en la
comparacién de los valores negativos de las funciones de verosimilitud. Akaike (1973,
1977) desarroll6 una estrategia de decision basada en la medida de informacién de Leibler
(1951), dado que esta medida proporciona un criterio de ordenacién de modelos estadis-
ticos alternativos.

El criterio de informacién de Akaike (AIC') se define como

~

AIC = 2(—1og(1(8)) + ny)

~

donde n,, es en nimero de pardmetros estimados en el modelo, log(I(#) corresponde al log-
aritmo de la funcién de méxima verosimilitud evaluda en que corresponde al estimador
de maxima verosimilitud. Adicional al criterio de selecciéon de AIC, Zivot y Wang [2006]
utilizan otros dos criterios de informacién para la seleccién de una cépula, estos son el
criterio de seleccién Bayesiano (BIC) y el criterio de informacién de Hannan y Quinn

(HQ), los que son definidos de la siguiente forma:

~

BIC = —2log(l(0) + n,log(n)

~

HQ = —2log(l(#) + 2n,log(log(n))

donde n, es en nimero de pardmetros estimados en el modelo y n es el tamano de la
muestra. El valor de AIC, BIC o H(Q informa sobre qué modelo proporciona un mejor

ajuste: cuanto menor sea este valor mejor serd el modelo considerado.
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Comparacién entre cépulas paramétricas y empiricas

El criterio de seleccién va relacionado con la nivel de bondad de ajuste (GOF) que
tiene la cépula tedrica con la empirica, para lo cual se propone el uso del indice de
Kolmogorov-Smirnov ya que permite detectar discrepancias entre la distribuciéon teérica
y la empirica, donde el estadistico utilizado para el contraste es la maxima diferencia entre

la distribucién empirica y la tedrica
T = méx{‘ﬁ(:c) - F(:c)‘} .

Romano [2002] propone una estadistica que pretende generalizar las estadisticas usadas
en las prueba GOF univariadas para el caso de cépulas, para lo cual calcula la distancia

entre la copula estimada y la cépula empirica, de la forma:

N YA ~ ([t ta\)’
d(C, Comp) = (| DY <Ck (;;) — Cemp (;;)) (4.32)

t1:1 tdzl

donde @mp corresponde a la cépula empirica y @k es la cépula tedrica estimada. Asi la
coépula apropiada serd aquella que minimice (4.32), sin embargo Romano no analiza las

propiedades de este tipo de estadistico.

A partir de este mismo punto de vista, otras medidas que se utiliza para comparar
la cépula tedrica estimada con la cépula empirica, es la distancia de Anderson y Darling
[1952]. Al respecto, Junker y May [2005] y Ané y Kharoubi [2003] utilizan los siguientes

estadisticos:
VAL Gl ) = Comp(2, ., )
1<t <mé}1(<t<
n,...,1<tg<n ]
st a1 Gy(h, ., )
~ . 2
n o [Gus ) = Comg(S, ., )]

IAD = lz...z

ntlzl tg=1 Ck(%”%)(]‘_ck(tl td))

Junker y May mencionan que estos estadisticos deber ser interpretados con cautela por lo

tanto solo deben servir como un indicador adicional para seleccionar a la cépula tedrica.
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Proceso para determinar la mejor cépula de ajuste

Para determinar la cépula tedrica que mejor se ajusta a una muestra de datos, se tiene

que seguir los siguientes pasos:

1. Estimar los pardmetros de una cépula a partir del método de seudomdxima verosimil-
itud, mdxima verosimilitud total y mdxima verosimilitud a dos etapas , esto se repite

para todas las familias de cépulas por analizar.

2. Determinar los criterios de informacién de AIC, BIC y HQ para cada familia de
copula, con la caracterfstica que los modelos que presenten valores bajos se consid-

eran los mejores modelos que permiten cuantificar la dependencia en la muestra.

3. Para las familias de cépulas que presenten valores adecuados de los criterios de
informacion, se tiene que verificar que se cumplan los supuestos necesarios para

utilizar el método de méxima verosimilitud.

4. Las familias de cépulas que presentan buenos indicadores de los criterios de infor-
macion, se validan a partir de los criterios de buen ajuste (GOF') para identificar la

mejor copula paramétrica que cuantifica la dependencia en los datos.

5. Contrastar los pardmetros estimados de la cépula seleccionada que son obtenidos a
partir de los métodos de seudomdzrima verosimilitud, mdzxima verosimilitud total y

mdzxima verosimilitud o dos etapas.

En la Figura 4.18 se esquematizan los pasos a seguir para determinar la cépula tedrica
que mejor cuantifica la dependencia en la muestra de datos.
Cuando se trata de determinar la mejor cépula que representa la dependencia en la

muestra, se tiene que tomar en cuenta los siguientes limitantes:

1. La correlacién de rango no permite modelar todas las familias de cépulas existentes.

2. El método de maxima verosimilitud existe siempre y cuando se trate con cépulas

conti-nuas.

3. Un modelo de cépulas uniparamétrico no captura adecuadamente la dependencia.



4. Modelos de dependencia en riesgo de crédito 158

Muestra
multivariante

Obtencion de la
copula empirica detp.
Deheuvel

Andlisis

exploratorio

Eleccion de las
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paramétricas

Estimacion
paramétrica FML
de la copula

Estimacion semi
paramétrica de la
copula

Estimacion
paramétrica TSML
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Verificacion
de
supuestos

Evaluacion de la
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Figura 4.18: Procedimiento de seleccién y ajuste de una Cépula multivariada

4. Se debe seleccionar una familia de cépula siempre y cuando el pardmetro de depen-

dencia se encuentre entre los limites establecidos por la misma familia.

Cabe mencionar que para validar el proceso propuesto para identificar la cépula tedri-
ca, se tiene que generar datos a partir de una cépula y distribuciones marginales conocidas
y con esta informacién se tiene que ejecutar el anterior proceso de tal manera que si logra
identificar la cépula verdadera y posteriormente las estimaciones de los pardmetros de la
c6pula y de las distribuciones marginales son similares a las tedricas entonces garantiza
que el proceso es adecuado para medir la dependencia entre las variables. Para validar este
proceso de identificacién de la cépula tedrica primero se considera una pequena muestra
de datos que son generados por una distribucién esférica multivariada y luego se utiliza
una muestra grande que es generada por una Meta distribucién, con estos dos ejercicios se
medird la potencia del proceso para identificar dependencia entre las variables de manera

adecuada.

Datos generados por una distribucién esférica multivariada Esta muestra estd
formada por 200 observaciones de un vector tres dimensional, la misma que es generada

por una distribucién normal multivariada cuyos elementos de la matriz de correlacién
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son 0.9 y las distribuciones marginales son normal estdndar. Para la estimacién de los
pardmetros de la cépula tedrica se utiliza el método de méxima verosimilitud, por lo que

es necesario que los datos cumplan los supuestos establecidos en la seccién 4.2.5.

Cabe mencionar que el primer supuesto parte del hecho de que se conoce a priori
la cépula tedrica que siguen los datos analizados, sin embargo una forma préctica de
cumplir este supuesto es utilizar todas las familias de cépulas, en este caso se probardn
seis tipos de copulas siendo estas las copulas esféricas normales, t de student, las copulas
archiquimidiana de Clayton, Frank y Gumbel y la cépula independiente.

En el seqgundo supuesto, se debe cumplir que las series de datos sean generados aleatoria-
mente y que no presenten ninguna estructura de dependencia temporal, para cumplir este
supuesto se aplican filtros a las series originales de tal manera que se puedan obtener
series independientes, en este caso se puede aplicar los modelos de series de tiempo'® que
dan como resultado una serie ruido blanco, la misma que presenta independencia y aleato-
riedad por lo que esta serie es adecuada para aplicar modelos de cépulas y cuantificar la
dependencia entre las series.

En el tercer supuesto, parte del hecho de que las distribuciones marginales son cono-
cidas, dando como resultado que la estimacién de los pardmetros de las cépulas tedricas
sean consistentes, es decir que los valores relacionados con la seudo muestra aleatoria
w = [uy, ..., udt]/sigan una distribucién uniforme estdndar, permitiendo que la estimacién
de los pardmetros de la cépula sea adecuada. Inicialmente se utilizard como seudo muestra
aleatoria a la informacién empirica de los datos para estimar los pardmetros de la cépula
a partir del método de seudo méxima verosimilitud (CML), esto da como resultado una
primera aproximacién de la estimacion de los pardametros de la cépula. Sin embargo para
mejorar la estimacion de los pardmetros se utilizan los métodos de maxima verosimilitud a
una y dos etapas, donde es necesario inicializar estos pardametros a partir de los obtenidos

por el método CML.

Para verificar que las distribuciones marginales empiricas siguen una distribucién uni-

forme estandar, se efectué la prueba de Kolmogorov Smirnov (KS), la cual no se encuentra

18En este caso se puede utilizar los modelos autorregresivos y/o medias méviles y los modelos de
volatilidad estécastica.
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Cuadro 4.4: Criterios de informacién para familias de cépulas aplicando métodos de esti-

macion de maxima verosimilitud.
Akaike (AIC)

Bayesiano (BIC)

Hannan y Quinn (HQ)

Cépula CML FML TSML CML FML TSML CML FML TSML
Normal =722 -879 979 -719  -876 982 -721  -878 980
t de student -723  -881 978 -720  -878 981 =722 -880 979
Clayton -499 -696 1166  -496 -693 1170  -498  -695 1168
Frank -656 -833 1042  -652 -830 1046  -654 -832 1044
Gumbel =717 -862 1020 -714 -858 1024  -716  -860 1022

CML = Seudo Méxima Verosimilitud
FML = Madéxima Verosimilitud total
TSML = Méxima Verosimilitud a dos pasos

evidencia estadistica para rechazar la hipdtesis nula de que la distribucién marginal em-

~

pirica (u; = F(r;)) siga una distribucién uniforme esténdar, este resultado se confirma a

partir de los graficos de cuantiles tal como se observa en la Figura 4.19.

Variable 1

Cusntil empirico

00 02 04 06 08 10
L I L L L L

o0 02 04 06 08 10

Cuantil distribucicn uniforme:

Variable 3

Variable 2

Cugntil empirico

00 02 04 06 03 10
I

00 02 04 06 05 10

Cuartil distribucisn uniforme

Cuantil empirico
00 02 04 06 08 10
| | | | | |

Figura 4.19: Gréficos de cuantiles de las distribuciones empiricas del vector aleatorio.

Para estimar los pardametros de la cépula con el método de méxima verosimilitud a una

y dos etapas, es necesario disponer de las distribuciones paramétricas de los marginales,

para lo cual se utizé las pruebas de KS y asi determinar la mejor distribucién teérica

que se ajusta a los datos empiricos, dando como resultado que las distribuciones mar-

ginales siguen una distribucién normal de media -0.1 y desviacién estdndar de 1.02. Para
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garantizar el buen ajuste de los datos, se efectué la prueba de KS, la cual no se encuen-
tra evidencia estadistica para rechazar la hipdtesis nula de que la distribucién marginal
tedrica siga una distribucién uniforme estdndar, para validar este resultado se realiza un

grafico de cuantiles de la distribucién tedrica tal como se observa en la Figura 4.20.

Variable 1 Variable 2

Cuantil empitico
Cuarti empirico

Guantil distribucidn uniforme Cuantil distribucidn uriforme:

Variable 3

Cuantil empirico

Cuantil distribucién uniforme

Figura 4.20: Graficos de cuantiles del vector aleatorio que es generado por distribuciones
normales de media -0.1 y desviacién estdandar 1.02.

De lo anterior se observa que la seudo muestra generada de manera paramétrica asi
como la basada en los datos empiricos es aleatoria, independiente y las distribuciones
marginales son las correctas por lo que estas seudo muestras son adecuadas para estimar la
c6pula tedrica C; sin embargo, cabe mencionar que no existe un criterio tinico ni definitivo
para seleccionar una cépula a priori sobre los datos, por lo que se estiman varias cépulas
para describir el comportamiento conjunto de los datos.

A todas las familias de cépulas se calculan los criterios de informacién de Akaike
(AIC), Hannan y Quinn (HQ) y el Bayesiano (BIC) de tal manera que se tiene un primer
criterio para seleccionar la cépula, tal como se observa en el Cuadro (4.4), donde se
puede apreciar que los indices asociados con la cépula eliptica normal, t de student y la

arquimidiana de Gumbel presentan los valores mds pequenos por lo que sugiere que estas
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Kolmogorv Smirnov
Cépula CML FML TSML

Normal 0.79 0.54 0.54

t de student 0.79 0.54 0.54
Clayton 0.11 047 047
Frank 0.86 0.63 0.63
Gumbel 0.92 0.86 0.86

Independencia  0.00  0.00 0.00

Cuadro 4.5: Probabilidad de que la funcién de distribucién tedrica sea igual a la empirica
basdndose en la prueba de Kolmogorov Smirnov.

familias representan de mejor manera la dependencia entre las variables aleatorias.

Un segundo criterio de seleccién se fundamenta en la comparacion de la cépula tedrica
con la cépula empirica, lo que permite medir el nivel de ajuste que tiene la cépula tedrica,
esto se lo puede hacer a partir de la prueba de KS, donde se contrasta la distribucién de
la cépula tedrica con la empirica, sin embargo con este método solamente la cépula de
independencia y la cépula arquimidiana de Clayton resultan no ser adecuadas, tal como
se aprecia en el Cuadro (4.5), esto es debido a que este contraste es bastante conservador,
por lo que en esta situacién no aporta informacién que pueda ayudar en el proceso de

seleccién del modelo.

Para identificar la cépula tedrica que mejor se ajuste a los datos, es necesario disponer
de otros criterios de seleccién que midan el buen ajuste de los modelos, para lo cual
se calcula dos estadisticos de la distancia de Anderson Darling (AD, IAD) y la distancia
Romano, cuyos resultados se observan en el Cuadro (4.6), donde se puede apreciar que para
el caso de una cdpula eliptica normal estd presenta medidas de distancias mds pequenas
que las otras familias de cépulas, por lo que se puede decir que esta cépula es la que mejor
cuantifica la dependencia de los datos.

Se puede apreciar que las distribuciones esféricas normal y t de student presentan
indicadores muy parecidos por lo que se puede afirmar que cualquiera de estas dos dis-
tribuciones captura la dependencia entre los datos, cabe mencionar que para estimar los
pardmetros de estas familias, inicialmente se partié con la estimacion de los pardmetros
por medio de las medidas de concordancia, y con estos valores se inicializé la estimacion

de los pardmetros a partir del método seudo verosimilitud, finalmente para garantizar
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AD IAD Distancia Romano
Cépula CML FML TSML CML FML TSML CML FML TSML
Normal 1.734 1.986 1.986 0.003 0.004 0.004 0.270 0.324 0.324
t de student 1.733  1.997 1.997 0.003 0.004 0.004 0.271 0.326 0.326
Clayton 3.339 2378 2378 0.015 0.008 0.008 0.787 0.510 0.510
Frank 10.290 7.443 7.443 0.007 0.006 0.006 0.231 0.319 0.319
Gumbel 1.856  2.202 1.948 0.002 0.004 0.003 0.253 0.398 0.259

Independencia  163.3 163.3 163.3 1.687 1.687 1.687 2.555 2.555  2.555

Cuadro 4.6: Distancia de Anderson Darling y Romano para medir el buen ajuste de la
c6pula tedrica con la empirica.

Normal t
Método o7 gl @3 gl
REAL 0900 oo 0.900 oo
CML 0.903 oo 0.903 200
FML 0.936 oo 0.937 192
TSML  0.907 oo 0.907 199

CML = Seudo Méxima Verosimilitud
FML = Maxima Verosimilitud total
TSML = Méxima Verosimilitud a dos pasos

Cuadro 4.7: Estimacién de la cépula aplicando métodos de mdxima verosimilitud.

consistencia de los mismos se complementé con la estimaciéon de méxima verosimilitud a
dos y una etapa, tal como se observa en el cuadro (4.7), donde las estimaciones son muy
parecidas al pardmetro real de la cépula.

Finalmente, se puede concluir que este proceso identificé adecuadamente tanto a la
copula real como a sus respectivos pardmetros, garantizando que este proceso es adecuado

para identificar y estimar la cépula tedrica.

Datos generados por una Meta distribucién Para verificar la consistencia del
proceso para identificar cépulas, se va a utilizar 2000 datos generados por una Meta-
distribucién de dimensién tres, cuya cépula asociada es una Clayton de pardmetro 6 = 20
y dos de sus marginales siguen una distribucién gamma de pardmetros a = 10, 5 = 5
y distribucién normal de media 5 y desviacién esténdar de 3. Para la estimacién de
los pardmetros de la cépula tedrica se utiliza el método de médxima verosimilitud, por
lo que se tiene que cumplir los siguiente supuestos: conocer a priori la cdpula tedrica,

tanto las variables aleatorias como sus marginales deben ser independientes e idénticamene



4. Modelos de dependencia en riesgo de crédito 164

distribuidas y finalmente, se debe conocer a priori la distribucion de las marginales.

Variable 1 Variable 2

Cuartil smpirica
Cuartil smpirica

T T T T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 08 0.8 1.0 0.0 02 0.4 08 08 1.0

Cuantil distribucion uniforme Cuantil distribucion uniforme:

Variable 3

1.0

Cuantil empirico

T T T T T T
0o 0z 0.4 08 0.8 10

Cuantil distribucion uniferme

Figura 4.21: Graficos de cuantiles de las distribuciones empiricas de un vector aleatorio
gene-rado por una Meta Distribucién.

Al igual que en el anterior ejemplo, para identificar la cépula tedrica se prueban con
todas las familias de cépulas conocidas y se complementa con criterios de seleccién para
identificar la mejor cépula que represente la dependencia entre las variables. Dado que
las 2000 observaciones son generadas a partir de una Meta distribucién, estas son inde-
pendientes por lo que no es necesario probar el segundo supuesto. Finalmente, el tercer
supuesto implica que la seudo muestra aleatoria sigue una distribucién uniforme estdan-
dar, garantizando que la estimacién de los pardmetros de la cépula sea consistente. Cabe
mencionar que la seudo muestra aleatoria es generada de dos maneras, la primera a partir
de las distribuciones empiricas y la segunda a partir de ciertas distribuciones marginales

paramétricas'®.

La primera seudo muestra es adecuada si las distribuciones marginales empiricas siguen
una distribucién uniforme, para lo cual se efectué la prueba de KS, dando como resultado

que no existe evidencia empirica para rechazar la hipétesis nula de que las distribuciones

YLas distribuciones marginales paramétricas se identifican y se estiman a partir del paquete computa-
cional Crystal Ball 7.0.
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empiricas siguen una distribucién uniforme estdndar, esto se valida con las gréficas de
cuantiles de la distribucién empirica con la de una uniforme stdndar ya que si estas estdn
bien especificadas deberian formar una linea recta de pendiente de 45 grados, tal como se
observa en la Figura 4.21.

La sequnda seudo muestra es generada por distribuciones marginales paramétricas,
donde las dos primeras distribuciones corresponden a distribuciones gamma cuyos valores
de los pardmetros de forma («) y escala () son 9.8 y 5.26 respectivamente, y la tltima

distribucién corres-ponde a una normal de media 5y desviacion estindar 3.

Variable 1 Variable 2

Cuantil empirico
Cuantil empirico

00 02 04 08 08 10

00 02 04 08 08 10

T T T T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 08 08 10 0.0 02 0.4 08 0.3 10

Cuantil distribucién uniforme Cuantil distribucién uniforme

Variable 3

Cuantil empirico
P S

00 02 04 068 08 10

T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

Cuantil distribucion uniforme

Figura 4.22: Gréficos de cuantiles del vector aleatorio generado por dos distribuciones
gamma y una normal.

Para garantizar el buen ajuste de los datos a estas distribuciones, se efectué la prueba
KS, dando como resultado que solamente la primera distribucién no se comporta como
una gamma, sin embargo es la que mejor se ajusta a los datos empiricos. La anterior
prueba se complementa con la grafica de cuantiles donde se observa que las distribuciones

paramétricas se comportan como las empiricas (Figura 4.22).

De lo anterior se observa que las dos seudo muestras son adecuadas para estimar
los parametros de la cépula tedrica C, donde la primera seudo muestra se utiliza para

estimar los pardmetros de la cépula a partir del método de seudo méxima verosimilitud
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Akaike (AIC) Bayesiano (BIC) Hannan y Quinn (HQ)

Cépula CML FML TSML CML FML TSML CML FML TSML

Normal -11645 -11645 31398 -11641 -11639 31404 -11643 -11643 31400
t de student -13701 -13701 28452 -13698 -13695 28458 -13700 -13699 28454
Clayton -15725 -15725 26115 -15722 -15720 26121 -15724 -15723 26117
Frank -13553  -13553 27622 -13550 -13548 27627 -13552 -13551 27624
Gumbel -10348 -10348 32146 -10345 -10343 32151 -10347 -10346 32148

CML = Seudo Mé&xima Verosimilitud
FML = Maéxima Verosimilitud total
TSML = Méxima Verosimilitud a dos pasos

Cuadro 4.8: Criterios de informacién para familias de cépulas aplicando métodos de esti-
macién de maxima verosimilitud.

Kolmogorv Smirnov

Cépula CML FML TSML
Normal 0.01 0.01 0.01
t de student 0.00  0.00 0.00
Clayton 0.31  0.31 0.31
Frank 0.06 0.06 0.06
Gumbel 0.00 0.00 0.00

Independencia  0.00  0.00 0.00

Cuadro 4.9: Probabilidad de que la funcién de distribucion tedrica sea igual a la empirica
basandose en la prueba de Kolmogorov Smirnov.

y la segunda seudo muestra para estimar los pardmetros de la cépula a partir del método
de méxima verosimilitud a una y dos etapas. Cabe mencionar que dado que la cépula
tedrica no es conocida se tiene que probar todas las familias de cépulas disponibles y por
medio de criterios de seleccién? donde se determina cual cépula tedrica se ajusta mejor
a los datos.

En el Cuadro (4.8) se presenta los indices de los criterios de informacién para cada
familia de cépula, donde se aprecia que la cépula de Frank, t de student y Clayton presen-
tan los indice méds pequenos, lo que sugiere que uno de estas cépulas es la que cuantifica
adecuadamente la dependencia entre las variables aleatorias.

Un segundo criterio se fundamenta en la comparacién de la cépula tedrica con la
empirica a partir de la prueba KS, dando como resultado que la cépula de Clayton y

Frank se comportan estadisticamente como la cépula empirica, con la caracteristica que

20Fn los criterios de seleccién se encuenta los criterios de informacién y los de mejor ajuste a la cépula
empirica.
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AD IAD Distancia Romano

Cépula CML FML TSML CML FML TSML CML FML TSML
Normal 6.1 6.1 6.1 0.0 0.0 0.0 1.3 1.3 1.3
t de student 8.1 8.1 8.1 0.0 0.0 0.0 1.3 1.3 1.3
Clayton 3.5 3.5 3.5 0.0 0.0 0.0 0.7 0.7 0.7
Frank 271.8 271.8 271.8 0.0 0.0 0.0 0.8 0.8 0.8
Gumbel 9.6 9.6 9.6 0.0 0.0 0.0 1.7 1.7 1.7

Independencia 9120.3 9120.3 9120.3  26.4 26.4 26.4 11.1 11.1 11.1

Cuadro 4.10: Distancia de Anderson Darling y Romano para medir el buen ajuste de la
copula tedrica con la empirica.

el nivel de significancia de la prueba KS relacionado con la cépula de Clayton presenta el
mayor valor, por lo que sugiere que ésta posiblemente sea la cépula tedrica que mejor se

ajuste a los datos tal como se observa en el Cuadro (4.9).

Finalmente, para contrastar el resultado de la prueba anterior, se calculan estadisticos
més adecuados para una cépula como son los estadisticos de Anderson Darling (AD |,
IAD) y la distancia Romano cuyos resultados se observan en el cuadro (4.10), donde se
puede apreciar que la cépula de Clayton presenta la menor distancia, seguido Frank y t
de student, por lo que a partir de los criterios de seleccién la cépula de Clayton es la que

mejor se ajusta a los datos.

Cabe mencionar que este proceso permite identificar tanto la cépula tedrica como las
distribuciones de los marginales que mejor ajustan a los datos, por lo que este proceso es
adecuado para identificar y estimar la dependencia existente entre variables aleatorias, tal
como se aprecia en el Cuadro (4.11), donde los pardmetro de la cépula y de los marginales

se aproximan a los valores reales.



4. Modelos de dependencia en riesgo de crédito 168

DISTRIBUCION VALOR
Parametros Real Estimado Real Estimado
Variable 1 forma Gama, Gama, 10 12.2
escala 5 4.1
Variable 2 forma Gama Gama 10 12.2
escala 5 4.1
Variable 3 media Normal Normal 5 5.1
Desviaciéon 3 2.7
Standard
Cépula 0 Clayton  Clayton 20 17.3

Cuadro 4.11: Distancia de Anderson Darling y Romano para medir el buen ajuste de la
copula tedrica con la empirica.

4.3. Modelos estaticos para riesgo de crédito

4.3.1. Introduccion

El desarrollo y anilisis de modelos cuantitativos para medir la pérdida crediticia que
tienen las instituciones financieras en un portafolio de préstamos es de interes para los
practicantes, reguladores y académicos?!, ya que estos modelos permiten capturar la pér-
dida potencial debido al incumplimiento conjunto de una gran cantidad de préstamos de
un portafolio de crédito en un horizonte de tiempo fijo. Por lo que estos modelos son
idoneos para determinar el capital econémico que necesita una institucién financiera para

cubrir su nivel de riesgo.

Los modelos actualmente utizados para medir el riesgo de crédito pueden ser divididos
en dos categorias, los modelos por umbrales o variables latentes y los modelos de miztura.
En la primera categoria, los modelos de crédito®® son extensiones del Modelo de Merton
(1974), donde el incumplimiento se presenta cuando una variable latente (por ejemplo el
valor del activo de una empresa) cde por debajo de un cierto umbral (el valor de la deuda
de una empresa). En este tipo de modelos, la dependencia entre créditos incumplidos es
producida por la dependencia entre las variables latentes, por ejemplo en el modelo de

Merton la dependencia de los activos de las empresas permite estimar la dependencia de

21Una descripcién detallada de los modelos de crédito mas populares esta dada por Crouhy, Galai y
Mark [10] y Gordy Michel [23].

22En esta categorfa se encuentran los modelos propuestos por la corporacién KMV y el grupo
RiskMetrics™M.
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las empresas que incumplen sus deudas.

La segunda categoria, corresponde a modelos de tipo actuarial, donde la probabilidad
de incumplimiento de una empresa depende de un grupo de factores econémicos, dando
como resultado que el incumplimiento entre las empresas sea condicionalmente indepen-
diente entre ellas; es decir, los incumplimientos entre las empresas son independientes
pero estdan condicionados a los valores que puedan tomar los factores econémicos. En la

literatura estadistica, este tipo de modelos son conocidos como modelos de miztura.

Cabe mencionar que el principal objetivo de la mayoria de herramientas crediticias
es el andlisis del incumplimiento individual de los individuos, dejando de lado el andlisis
global del portafolio de crédito; sin embargo, la pérdida de una institucién financiera est4
relacionada con la ocurrencia desproporcional de una gran cantidad de incumplimientos
de créditos del portafolio en un horizonte de tiempo, a este tipo de evento que puede
presentar un portafolio se conoce como riesgo de crédito extremo. En este contexto, un
modelo adecuado de crédito debe ser capaz de identificar el riesgo de crédito extremo que
puede presentar un portafolio, siendo este modelo un prerequisito para una administracion
eficaz del portafolio de crédito bajo el punto de vista de riesgo-rentabilidad, el cual con
informacion consistente de las pérdidas crediticias, se puede utilizar para la determinacién

del capital econémico por riesgo de crédito.

Los modelos para portafolios crediticios se fundamentan en nuevos conceptos desar-
rollados para la adminstracién de riesgo lo que permiten modelar la dependencia entre
activos financieros 2%, donde el concepto de cépula y la nocién de dependencia extrema
de los factores de riesgo juegan un rol principal, dando como resultado que la distribu-
cién conjunta de los incumpli-mientos de los préstamos o activos de un portafolio quede
completamente determinado por las probabilidades individuales de incumplimiento y por
la cépula de las variables latentes, lo que determina la estrecha relacion entre las cépulas

y el modelo por umbrales.

En este contexto se observa que los modelos KMV y CreditMetrics’* se basan en una

c6pula gaussiana la misma que es simétrica con colas débiles dando como resultado que

23E] desarrollo tedrico de los modelos de crédito se fundamenta en el libro de Alexander McNeill,
Rudiger Frey y Paul Embrechts [16].
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la probabilidad de pérdidas extremas sea baja, por lo que este modelo no representa el
real comportamiento de pérdidas de un portafolio crediticio que se caracteriza por tener
colas asimétricas donde la probabilidad de pérdidas extremas es alta. Este problema se
corrige al reemplazar la cépula gaussiana por una cépula multivariada mixta en media
y varianza como la cépula t de student o una distribucién hiperbdlica. A partir de los
conceptos desarrollados para la administracién de riesgo es posible analizar relaciones
entre el modelo de mixtura y el de variables latentes lo que permite entender bajo que
condiciones es posible mapear ambos modelos de tal manera que es posible clarificar las

similitudes y diferencias entre las estructuras de ambos modelos.

Para desarrollar los nuevos conceptos para la administracién de riesgo de crédito es
necesario considerar un portafolio de m deudores y un horizonte de tiempo fijo T, donde la
variable aleatoria S; representa el estado del deudor i € [1,m] en el horizonte de tiempo T.
Los estados de la variable aleatoria pueden tomar valores enteros del conjunto {0, 1,...,n}
y representan las clasificaciones que pueden otorgar las calificadoras de riesgo; por ejemplo,
Moodys, Standar & Poors entre otros. Cabe mencionar que un valor de 0 se interpreta
como el estado de incumplimiento del crédito y los demds valores representan estados del
credito con mejor calidad crediticia de tal manera si un crédito presenta un valor de n,
ésta representa la mejor calidad crediticia que le puede asignar una calificadora de riesgo.
En algunos casos, es de interés identificar un crédito si se encuentra en incumplimiento o
no, para lo cual es 1til generar una variable aleatoria Y; a partir de la variable aleatoria

de estados S;, en este sentido la variable Y; puede tomar los siguiente valores:

1<—5;,=0

0« S;,>0

donde el vector aleatorio Y= (Y7, ...,Ym)/ representa un vector de indicadores de in-

cumplimientos del portafolio de tamano m,

p(Y) = P(Yi =1, 7Ym = ym)a y € {07 l}mv

corresponde a la funcién de probabilidad conjunta del portafolio, donde las probabilidades
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de incumplimiento marginales se denotan por

La variable aleatoria Y; tiene varias ventajas para construir indicadores del portafolio
de crédito, asi se puede determinar una variable aleatoria que cuente el nimero de créditos
incumplidos del portafolio en un horizonte de tiempo T, la misma que se estructura de la

siguiente manera:

de igual forma es posible determinar una variable aleatoria que cuantifique la pérdida
total del portafolio, para lo cual es necesario disponer del saldo que puede presentar cada
crédito i al momento de incumplimiento, la que es representado por FE;, y es conocido
como la exposicion, y A; € [0, 1] que representa la proporcién aleatoria de la exposicion la
cual se pierde al momento del incumplimiento; misma que es conocida como la severidad

de la pérdida, asi la pérdida del porfolio se puede estructurar de la siguiente manera:

L= i E.A;Y,.

i=1

De lo expuesto hasta el momento se observa que la pérdida total del porfolio esta
condicionado a la distribucién multivariada de S o Y24, de tal manera que se puede decir
que dos modelos de crédito son equivalentes si los vectores de estados de ambos modelos
presentan la relacién S 4 §7 donde < representa la igualdad en distribucién.

De lo anterior se observa que el vector de estados S permite imponer una estructura
al modelo de riesgo de crédito, por lo que éste vector es de interés cuando se analizar
un portafolio crediticio. Para simplicar el andlisis de un portafolio de crédito se tiene
que formalizar de manera matematica la nocién de portafolio homogéneo para lo cual se
supone que el indicador de estados S y por ende el indicador de incumplimientos Y debe

ser permutable, es decir que se tiene que cumplir la siguiente condicién

(Si, ey Sin) 2 (Stiays - Stigmy)

24Esta notacién representa el vector formado por los indices de estados o el incumplimiento de los
créditos del portafolio de andlisis.
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para alguna permutacién (II(1),...,II(m)) de (1,...,m). La homogeneidad antes senialada
solamente se aplica a uno de los factores de riesgo de crédito que es el incumplimiento
de los créditos con la caracteristica que los demés factores de riesgo de crédito?® pueden
ser hetereogeneo o no. Cabe mencionar que la permutabilidad implica que para algun
k € {1,...,m — 1} las combinaciones de las k distribuciones marginales de S son iden-
ticas y bajo esta situacién se introduce la notacién que relaciona las probabilidades de

incumplimiento individuales y conjuntas de un portafolio:

Tk = P(Yzl = 1""a ik — 1) {’Ll""aik} - {17-"7m}7 1 < k <m

T = m=PY,=1),i€ {1,..,m}.

Asi, m; es la funcién de distribucién conjunta de orden k y representa el incumplimiento
de un subgrupo arbitrario de k créditos del portafolio de dimensién m en un horizonte
de tiempo T. Si se complementa la anterior notacién con el supuesto de que el indicador
de incumplimientos Y es permutable, entonces ficilmente se puede obtener los siguientes

resultados:

EY,) = EY)H=PY,=1)=m i=1,..,m,

)

EYY;) = PYi=1Y;=1)=m, i#],
)
)

cov(Y;,Y;

= T — T
2—’/T

= pv=_———p i (4.33)

s

p(Yi, Y

de lo anterior se puede decir que la correlacién entre indicadores de incumplimiento es
simplemente una funcién del primer y segundo orden de la probabilidad de incumplimiento

conjunta del portafolio crediticio.

4.3.2. Modelo por umbrales

Esta metodologia se utilizan para modelar la pérdida de un portafolio de crédito donde
se generaliza los modelos que descienden del modelo de valoraciéon de activos de Merton

(1974) también conocidos como los modelos estructurales, donde el incumplimiento de

25 Brposicion y pérdida al incumplimiento.
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una empresa ¢ se presenta cuando una variable latente cae por debajo de algin umbral
para un intervalo de tiempo [0, T]. Dentro de esta metodologia se puede considerar a los
principales modelos industriales de crédito que son desarrollados por la corporacién KMV
y CreditMetrics” . La dependencia entre los eventos de incumplimieto es causado por la
dependencia entre las variables latentes, donde la matriz de correlacién de las variables
latentes se la calibra a partir del desarrollo de modelos factoriales?® que relaciona cambios
del valor de los activos con cambios en un pequeno nimero de factores econémicos.

La principal suposicién de los modelos KMV y CreditMetrics”™ es que las variables
latentes siguen una distribucién normal multivariada; sin embargo, no existe una razén
convincente para considerar que los activos de una empresa sigan ésta distribucion.

Para la explicacién de esta metodologia es necesario empezar definiendo de manera
general el modelo por umbrales lo que permitird comprender la relacién directa que tiene

este modelo con la funcién cépula.

Definicién 27 Sea X = (X1, ..., Xm)/ un vector aleatorio m dimensional y sea D € R™*"
una matriz deterministica con elementos d;; tal que para todo i, los elementos de la i-ésima
fila forman un conjunto de umbrales crecientes que satisface la condicion dy < -+ < djy,
y que son complementados con dos umbrales extremos dig = —00 y dj(n41) = 00 para todos
los m deudores, de tal manera que es posible generar un conjunto de variables Sicqo,....m}

de la siguiente forma:
Sz' :] — dij < Xz < di(j+1), j S {0, ...,n}, 1€ {0, ,m} .

Luego al par (X, D) se dice que define un modelo de umbrales para el vector de estados

S = (81, ..., S).

Es necesario recalcar que el vector X contiene las variables criticas de las m empresas
que conforman el portafolio, las distribuciones marginales se denotan por F;(x) = P(X; <
x), y la fila i de la matriz D corresponde a los umbrales criticos de la empresa i. Por
definicién, el incumplimiento ocurre cuando X; < d;; de tal manera que la probabilidad

de incumplimiento de la empresa i se encuentra dada por p; = F;(d;1).

26En el Anexo A se explica de manera general este tipo de modelos, para un mejor entendimiento se
puede revisar los documentos de Gordy [10] y Galai [23].
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En el modelo KMV la variable latente X; se supone que sigue una distribucién Gaus-
siana Multivariada y se interpreta como el cambio relativo del valor de los activos de una
empresa, para determinar el valor de los umbrales D; se utiliza la técnica de valoracién de
opcidnes sobre los valores histéricos de la empresa y las correlaciones entre los retornos
de los activos se las calibra a partir del supuesto de que el retorno de los activos siguen
un modelo factorial, donde los factores corresponden a variables macroeconémicas.

Al modelo de CreditMetrics” se le conoce como un modelo de variables latentes
multiestado, al igual que en el anterior modelo la variable latente X; se supone que
sigue una distribucién Gaussiana multivariada; los umbrales son definidos a partir de una
relacién entre los intervalos del rango de variables latentes con las calificaciones crediticias
que puede tomar los créditos. Cabe mencionar que los puntos de corte de los intervalos o
clases se escogen de tal manera que se asocian con la probabilidad de incumplimiento y
con la transicién entre categorias crediticias. Las correlaciones de las variables latentes se

las obtiene a partir de la aplicacién de modelos factoriales.

A partir de la definicién 27 se observa que los modelos CreditMetrics™ y KMV son
parte de los modelos por umbrales ya que son estructurados a partir de ciertas variables
latentes que siguen una distribucién normal multivariada y de ciertos umbrales que son
obtenidos a partir de la probabilidad de transicién e incumplimiento. Dado que las vari-
ables latentes siguen una distribuciones gaussiana multivariada, entonces la dependencia
entre estas variables queda completamente explicada a partir de las correlaciones exis-
tentes entre ellas?”, en este contexto es de interés medir la correlacién entre incumplim-

ientos p(Y;,Y;), la que se obtiene de la siguiente manera:

27Si la distribucién de las variables latentes no es gaussiana entonces la correlacién de las variables
criticas no determinan la correlacién entre incumplimientos.
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E(YiY;) - EV)E(Y;)

p(Yi,Y;) = VVar(Y;) x Var(Y;)
E(YiY;) — pip;
S 4.34
R s -
donde
E(Y:) = Dr

Var(Yy) = E(Yk)z—]Tk

A partir de la ecuacién (4.34) se observa que la correlacién entre incumplimientos queda
completamente determinada por E(Y;Y;) = P(X; < di1, X; < dj;) donde se aprecia que
la dependencia queda explicada a partir de la distribucién conjunta de X; y X, y por lo

tanto de la cépula de la funcién de distribucién conjunta de las variables latentes.

Lema 28 Sea (X,D) y (X,D) se un par de modelos de umbrales con vectores de estados
S =(5,..., Sm)/ y S= (§1, s §m), respectivamente. Los modelos son equivalentes si las

si-guientes condiciones se mantienen.

i) Las distribuciones marginales del vector aleatorio S y S coinciden
ii) X y X admiten la misma copula

(La demostracién de este lema se encuentra en el libro McNeil, Frey y Embrechts [16],

pag 346.)

Fl lema 28 permite disponer de un criterio simple para medir la equivalencia entre dos
mode-los por umbrales los que se encuentra en términos de las distribuciones marginales
del vector de estados S y de la cépula de X, asi los modelos KMV y CreditMetrics”™
pueden ser pensados como aproximaciones equivalentes, de tal manera si son calibrados
de forma consistente entonces darian como resultado parecidos indicadores de riesgos de
crédito. La copula en este tipo de modelos es de suma importancia ya que la probabilidad
de incumplimiento conjunto pueden ser expresado en terminos de cépula y de las prob-

abilidades de incumplimiento individuales, por ejemplo para un subconjunto arbitrario
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de créditos de tamano k {iy,...,3t} C {1,...,m}, con probabilidad individual p; , ..., p;, la

probabilidad conjunta de k incumplimientos es
PYa = 1,..Yyp=1)=P(Xy <da, ..., Xir, < dir)
= Cil,...,ik (pi17 7p7k)7

donde Cj, . ;, es una distribucién marginal k dimensional de la cépula C' de X. Notese
que la distribucién conjunta de k incumplimientos de un portafolio crediticio es igual que

la cépula de las k probabilidades de incumplimiento.

A mads de las copulas gaussianas existen una gran cantidad de familias alternativas
de cépulas, donde la familia normal multivariada mizta juega un papel fundamental en
el modelamiento de mercados financieros y es considerada una extension de las distribu-
ciones gaussianas, donde distribuciones multivariadas t y las hiperbdlicas son parte de esta
familia. Un miembro X de la familia normal multivariada mixta se supone que presenta
la siguiente estructura

X =m(W)+VWZ, (4.35)

donde m : [0, 00) — R™ es una funcién medible, Z ~ N,,(0, £) un vector normal multivari-
ado de dimensiéon m y W es una variable aleatoria escalar positiva cuyo comportamiento
es igual a un proceso ruido blanco y es independiente de Z. Un ejemplo general de la
distribucién normal multivariada mixta es la distribucién hiperbdlica generalizada. Como
caso particular de esta distribucién, se puede considerar cuando la funcién m(W) toma
un valor constante p dando como resultado la distribucién normal multivariada mizta
en varianza. Esta distribucién hereda la matriz de correlacién de la distribucién normal
multivariada Z
Corr(X;, X;) = Corr(Z;, Z;),

el cual significa escencialmente que la matriz de correlaciéon de estos modelos pueden
ser calibrados de la misma manera que la distribucién gaussiana multivariada. Como un
ejemplo concreto de ésta distribucion se encuentra la distribucién multivariada t, donde

se dice que X sigue una distribucién t m dimensional con v grados de libertad (X~

tm(v,0,X)) si
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En los modelos de KMV y CreditMetrics” la covarianza del vector latente X m
dimensional es calibrado a partir de un modelo factorial el que se puede escribir de la
siguiente manera:

X =BF 4¢ (4.36)

donde F' es un vector aleatorio p dimensional de factores comunes F' ~ N,(0,€) con p <
m, B € R™*P es una matriz de pesos y € representa un vector independiente m dimensional
de errores aleatorios con distribuciéon normal standar, los cudles son independientes de F.

A partir del modelo factorial se puede obtener que la covarianza P de X es de la forma
P = BQB +7, (4.37)

donde 7 representa la matriz diagonal de covarianzas de €. Si se considera que las dis-
tribuciones marginales del vector latente siguen una normal sténdar luego se tiene que la
varianza del i-ésimo componente del vector latente es igual a 1 y por la ecuacién (4.37) se
puede observar que 3, = b;Qbi representa la proporcién de la varianza de la variable latente
i que es explicada por los factores macroeconémicos y es visto como el riesgo sistémico de
la variable X;; y, 1 — (3, es la varianza de los errores aleatorios y son interpretados como
la parte de la varianza de X; que no es explicado por los factores macroeconémicos y se
puede considerar como el riesgo idiosincrdtico de la variable latente X;.

Dado que la cépula t se la puede calibrar de igual forma que la distribucién gaussiana

entonces se puede utiliza un modelo factorial para calibrarlo.

Para medir el impacto de la cépula en los modelos de riesgo de crédito se van a com-
parar diferentes estructuras de modelos crediticios homogéneos donde las probabilidades
de incumplimiento de lo créditos son iguales (P(Y;) = 7,1 < i < m), la correlacién entre

dos activos es igual a p > 0 y las posibles distribuciones multivariadas son:

1. Cépula gaussiana multivariada X ~N,,(0, R) y

2. Cépula t de student X ~t,,(v,0, R),

donde R es la matriz de correlacién cuyos valores fuera de la diagonal son igual a

p v v corresponde a los grados de libertad de la cépula t de student. La distribucién
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multivariada t de student es escogida por dos razones, la primera es que ésta converge a
la distribucién gaussiana cuando los grados de libertad tiende al infinito (v — o) de tal
manera que se puede empezar con un modelo que se aproxima a una distribucién normal
multivariada y progresivamente ir alejandose de esta distribuciéon por medio de valores
pequenos de v de tal manera que se puede observar el impacto que tiene las distribuciones
con colas pesadas en las medidas de riesgo de un portafolio crediticio. La segunda razén
es que a pesar que la cépula gaussiana y la t de student vienen de la misma familia de
copulas, la tltima tiene la propiedad de presentar dependencia en las colas, lo que tiende
a generar eventos extremos con probabilidades de ocurrencia mayor a la cépula gaussiana
siendo esta caracteristica importante ya que permite modelar el comportamiento real de
un portafolio de crédito que se caracteriza por tener colas pesadas.

Las cépulas normal y t de student se aplican a tres modelos de crédito homogéneos que
tienen calidad crediticia decreciente, y son catalogados como A, B, C, donde los pardmet-
ros que definen la calidad crediticia estd dado por la probabilidad de incumplimiento y la

correlacion entre activos (Cuadro 4.12).

Grupo T p
A 0.01% 2.58%
B 0.50% 3.80%
C 7.50% 9.21%

Cuadro 4.12: Valores de la probabilidad de incumplimiento (7) y correlacién (p) para
grupos homogéneos.

El ejercicio de simulacion tiene por objetivo medir los cambios en las medidas de
riesgo de un portafolio de crédito cuando se varfan la probabilidad de incumplimiento, la
correlacién, el tamano del portafolio y los grados de libertad de una cépula t de student
de tal manera que se puede identificar cudles son lo factores de riesgo que tiene mayor
incidencia en un portalio de crédito, cabe mencionar que para generar la simulacién se

tiene que seguir los siguientes pasos:

Paso 1) Se define el tamano m del portafolio, el valor del principal de cada crédito (V;)
es de $100, 000 y la tasa de recuperacién de los créditos (r;) sigue una distribucién

beta con media igual a 0,4 y varianza igual a 0,252
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Paso 2) A partir de la probabilidad de incumplimiento p; se determina el umbral ho-
mogéneo de cada crédito por medio del supuesto utilizado por los modelos de crédi-
to KMV y CreditMetrics” donde las distribuciones marginales siguen una normal

estdndar, de tal manera que el umbral de cada crédito es d;; = F~1(p;).

Paso 3) Se genera n escenarios de un vector de variables latentes m dimensional a partir
de una cépula gaussiana y una cépula t de student de v grados de libertad donde

los valores fuera de la diagonal de la matriz de correlacién son iguales a p.

Paso 4) A partir de los créditos que incumplen se calcula la pérdida del portafolio en

cada escenario de la siguiente manera

L = ) YixVix(l—m)
i=1

donde

v 1 cuando X; < d;; = F~(p;)

0 en otro caso

Paso 5) Para los n escenarios se calcula una bateria de medidas de riesgo siendo estos
el percentil de la pérdida del portafolio (ML), la pérdida esperada en la cola (ES) y
percentil del nimero de incumplidos (MI); donde, el ML, ES y MI se definen de la

siguiente manera:

ML, = inf{L|FL(L)= o}
MP, = inf{l|F/(I)=a}
ES, = E(L|L>ML,).

Paso 6) Se repiten los pasos del 2) al 5) para diferentes valores de incumplimiento,

correlacion.

En todas las simulaciones se ha generado 10.000 escenarios de las medidas de riesgo,
donde se andliza la frecuencia de los incumplimientos y las pérdidas de los diferentes

portafolios homogéneos.



4. Modelos de dependencia en riesgo de crédito 180

Analisis de la frecuencia de incumplimientos

El mimero de créditos incumplidos en un portafolio de tamanio m se obtiene por medio
m

de M = Z Y;, v a partir de calculos empiricos se verifica que el promedio de créditos
incumplié)z):slsiempre es cercano a mm. Los indices utilizados para medir el riesgo extremo
en los porfolios de crédito son los cuantiles al 95% y 99 % , mismos que se visualizan en
el Cuadro (4.13), donde se observa que estdn influenciados por la calidad crediticia del
portafolio debido a que presentan valores altos para portafolios con baja calidad cred-
iticia (B y C). Para el caso de un portafolio donde se mantiene fija la correlacién pero
disminuyen los grados de libertad se observa que el nimero de incumplidos aumenta, esto
evidencia que la medicién del riesgo extremo de un portafolio depende del modelo cred-
iticio que se utilice, por lo que no se puede imponer de manera subjetiva la estructura
de dependencia del modelo de crédito. En la Figura 4.23 se presentan las distribuciones
del nimero de incumplimientos de un mismo portafolio con baja calidad crediticia y alta-

mente correlacionados; donde, se evidencia el impacto que tiene la cépula en la estructura

de dependencia de los créditos.

Incumplimiento al 95 % Incumplimiento al 99 %
Tamano | Grupo | v=00 v=50 v=10 v=4|v=00 v=50 v=10 v=4
100 A 0 0 0 0 0 1 0 0
100 B 2 2 3 2 3 4 7 10
100 C 17 18 24 27 24 25 59 40
1000 A 1 1 0 0 1 2 2 0
1000 B 12 16 22 23 17 28 31 102
1000 C 166 171 205 266 224 248 304 395

Cuadro 4.13: Percentiles al 95% y 99 % de la distribucién de incumplimientos para difer-
entes portafolios de crédito.

Distribucién de pérdida

Para comparar la distribucién de pérdida de un portafolio homogéneo se construye
un indice que es la divisién de las medidas de riesgo de un portafolio con cépula t con
las generadas por una cépula gaussiana, los que son presentados en el Cuadro (4.14). Se

aprecia que el indice relativo a la pérdida promedio es cercano a 1, lo que significa que



4. Modelos de dependencia en riesgo de crédito 181

es invariante a la correlaciéon y a la probabilidad de incumplimiento; sin embargo, los
indices relacionados con la asimetria y agudeza son siempre mayores que uno, por lo que
la cépula t ocasiona que la distribucién sea ma&s asimétrica que la distribucién normal,
esto se observa en la Figura 4.23 donde cada vez que se reduce los grados de libertad la

distribucién de pérdida es mds aguda y la cola de la derecha es més larga.

ML ES
Grupo v Media Asimetria Agudeza | 90% 95% 99.5% | 90% 95% 99.5%
A 50 1.14 2.73 12.89 | 1.00 0.98 1.69 1.27  1.26 1.94
A 10 1.07 6.78 47.62 | 1.00 - 2.66 | 3.10 2.32 5.31
A 4 0.80 13.09 157.47 | 1.00 - 0.58 | 12.82  9.59 6.60
B 50 1.01 1.68 1.85 | 1.21 1.32 1.58 1.38  1.47 1.63
B 10 1.02 3.89 820 | 1.42 1.99 3.88 247 3.02 4.60
B 4 1.03 4.83 10.08 | 0.85 2.26 7.40 | 3.54 5.00 8.58
C 50 1.00 1.12 1.14 | 1.05 1.05 1.08 1.06 1.07 1.11
C 10 1.01 1.31 1.30 | 1.20 1.25 1.38 1.28 1.33 1.43
Cc 4 1.00 1.54 1.47 | 1.44 1.59 1.82 1.62 1.71 1.86

Cuadro 4.14: Indices de la distribucién de pérdida de con cépula t con una gaussiana para
portafolios homogéneos de tamano 1000.

Anadlisis entre grupos homogéneos A partir de los indices de asimetria y agudez
se observa que la cépula t tiene mayor incidencia en el modelo crediticio con la mejor
calidad crediticia (A) y menor incidencia en el grupo de peor calidad (C), donde la pérdida
esperada en la cola es la més grande para los grupos con la mejor calidad crediticia; esto,
evidencia que un portafolio con buena calidad crediticia es mds propenso en presentar
pérdidas extremas, lo que afecta de gran manera en la manera de constituir el capital
por parte de una institucién financiera. Como caso particular se aprecia que el portafolio
con calificacién A y grados de libertad igual a 4, el percentil de la pérdida a un nivel de
significancia del 99.5 % para una cépula t es 40 % menor que la generada por una cépula
gaussiana; sin embargo, la correspondiente pérdida esperada en la cola es 1100 % més
grande.

Del ejercicio de simulacién se puede concluir que el riesgo extremo se presenta con
mayor frecuencia en portafolios con mejor calidad crediticia por lo que se tiene que definir

politicas crediticias para mitigar este posible evento, es importante identificar la estructura
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Figura 4.23: Distribuciones del incumplimiento y de las pérdidas de portafolios homogé-
neos tipo C con diferentes grados de libertad.

de dependencia entre los créditos ya que es fundamental para la mediciéon adecuada del

riesgo de crédito.

4.3.3. Modelo de mixtura

Un portafolio de crédito se puede considerar de manera general como una coleccién de
m contratos o créditos que pueden presentar dos posibles escenarios: incumplir o pagar lo
pactado. Para medir los posibles escenarios que puede presentar un crédito se define una

variable Y de la siguiente manera:

1 si incumple
Y, = (4.38)
0 en otro caso
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asi, el nimero de créditos incumplidos M que puede presentar un portafolio en un hori-

zonte de tiempo T es:
M=>"Y.
i=1

Si se supone que los créditos del portafolio son independientes de probabilidad de incumpli-
miento igual a un valor fijo p entonces se puede considerar a cada crédito como un exper-
imento de Bernoulli de pardmetro p de tal manera que el nimero de incumplimientos del
portafolio sigue una distribucién binomial de pardmetro m y p, M ~ B(m, p).

En estadistica el supuesto de independencia facilita el desarrollo de modelos; por ejem-
plo, la ley de los grandes nimeros y el teorema de lfmite central son obtenidos a partir
del supuesto de independencia entre las variables aleatorias, por lo que si se supone que
los créditos de un portafolio son independientes entre ellos y por el teorema de limite
central se tendrfa que el nimero de incumplidos se comporta como una variable gaus-
siana siempre y cuando el tamano del portafolio de crédito sea grande. En este sentido
no es necesario utilizar la simulacién de Monte Carlo para determinar la distribucién de
los incumplidos de un portafolio ya que se puede expresar de forma cerrada donde las
propiedades de esta distribucién son conocidas. Desafortunadamente, este supuesto no es
realista para portafolios crediticios dando como resultado indices de riesgo inadecuados,
en este sentido es necesario desarrollar aproximaciones més realistas para el nimero de

incumplimiento de un portafolio y por ende de la pérdida total.

En los modelos de mixtura, la idea bdsica para modelar dependencia es considerar
que el incumplimiento de un deudor (p) depende de un conjunto de factores econémicos
tales como las variables macroecondémicas las que son modeladas estocdsticamente; asi,
la dependencia entre incumplimientos se la obtiene de la dependencia que tiene cada
incumplimiento con el mismo conjunto de factores econémicos. Los modelos de mixtura
se los puede dividir en los modelos de Bernoulli y de Poisson cuyas definiciones se presentan

a continuacion.

Definicién 29 (Modelo de mixtura Bernoulli) Dado un p<m y un vector aleatorio
p-dimensional ¥ = (1, ...,wp)/, el vector Y = (Yi,....Y,,) sigue un modelo mixto de

Bernoulli con vector de factores W si existen funciones p; : R — [0,1], 1 < i < m, de
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tal manera que los componentes de Y condicionados a ¥ = 1 son wvariables aleatorias

independientes con distribucion Bernoulli de parametro P(Y; =1 | ¥ = 1) = p; ().

Si se dispone de una vector de créditos y = (y,, ..., ym)/ en {0,1}" y a partir de la
definicién (29) se tiene que la distribucién conjunta condicional de los incumplimientos

del portafolio de tamano m al vector de factores U es de la siguiente manera:

m

P(Y =y | ) = [[Q:®)(1 - Q). (4.39)

i=1
de lo anterior la distribucién incondicional de los incumplimientos de Y se la obtiene

integrando la ecuacién (4.39) sobre la distribucién del vector de factores ¥

m

P =y = [ [J@@"(1 - Q®)" dF(@1. . Q) (4.40)

o1)m =1

de la ecuacion (4.40) se observa que la distribucién de incumplimientos queda completa-
mente especificada por la estructura de dependencia de la distribucién de las probabili-
dades de incumplimientos de los créditos y de manera particular se tiene que la probabil-
idad de incumpli-miento de un crédito i esta dado por p; = P(Y; = 1) = E(p;(¥)).

A partir de la definicién (29) se puede observar que el modelo de Credit Risk™ puede ser
representado como un modelo de mixtura Bernoulli donde la distribucién del incumplim-

iento esta dado por

P(Y; 1] W) = Qi)

Qi() = 1—exp(—w,¥)

! . . 2 L)
donde ¥ = (3, ...,%,) es un vector p-dimensional de factores macroeconémicos cuyos
elementos son independientes y siguen una distribuciéon gamma, con p < m y w; =

’ o, . 2 -
(Wi, ..., w;p) es el vector positivo de pesos de los factores macroeconémicos.

Dado que el incumplimiento de un crédito es un evento poco frecuente se analiza la
opcién de aproximar una variable aleatoria de Bernoulli a partir de variables aleatorias de
Poisson dando origen a los modelos de mixtura de Poisson, en este modelo es permitido que
un crédito incumpla més de una vez en un horizonte de tiempo con la caracteristica que la

probabilidad que ocurra este evento sea baja; la notacién que se utiliza para determinar
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este evento es }7; € {0,1,2,...} y representa el mimero de incumplimientos que puede

presentar un crédito en un horizonte de tiempo fijo.

Definicién 30 (Modelo de Mixtura Poisson) Dado p y V¥ como en la definicion (29),
el vector Y = (571, s ?m)/ sigue un modelo de miztura de Poisson con factores U si existe
funciones \; = R? — (0,00), 1 < i <m, de tal manera que los componentes de Y condi-
cionados a ¥ = 1 son variables aleatorias independientes con distribucion de Poisson de

pardmetro A\;(v)

Para poder calibrar este tipo de modelos se parte del supuesto que la probabilidad que
un crédito incumpla mdas de una vez es pequeno de tal manera que esta probabilidad es

igual a la de un crédito que incumpla una sola vez (p;); es decir,

pi =PIV, > 1] =1 — e MW & )\ (1) (4.41)

asi la variable aleatoria M = Z}Z es aproximadamente igual al nimero de créditos
i=1

incumplidos. De manera general se tiene que la suma de dos variables independientes de

Poisson Y; ~ Poisson(A (1)), Ya ~ Poisson(\(1)) sigue una distribucién de Poisson de

parametro Ay (1)) + Az (1)) por lo que la distribucién condicional de M respecto a 1) es igual

a

—k
— —A
_ _ _ _—A

donde
A= > N). (4.42)
i=1

A partir de las definiciones de los modelos de mixtura de Bernoulli y Poisson se puede
apreciar que aparentemente la estructura de ambos modelos es muy diferente; sin embargo,
la igualdad (4.43) permite establecer un criterio de semejanza entre ellos, lo que garantiza

que los resultados obtenidos por ambos modelos sean similares.

pi(¥) =1 —exp(=Ai(¥)) (4.43)

Para obtener la igualdad (4.43) se parte del supuesto de que la variable Y sigue una

distribucién de Poisson y a través de esta se construye un indicador Y; = I (i1} que
1
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siguen un modelo de mixtura de Bernoulli lo que permite comparar ambos modelos de
mixtura. De lo anterior se observar que el modelo de CreditRisk™ se lo puede interpretar

de mejor manera como un modelo de mixtura de Poisson.

Modelos de mixtura Bernoulli de un factor

En situaciones précticas es dificil disponer de informacién de todos los factores econémi-
cos para calibrar los modelos de mixtura por lo que es conveniente considerar a los modelos
de un solo factor donde se los puede ajustar sin gran dificultad a la informacién disponible
de incumplimiento de los créditos de un portafolio tal como se observa en la seccién (4.3.5).
Para especificar los modelos de mixtura Bernoulli de un factor se considera una variable
aleatoria W con valores en los reales y un conjunto de funciones Q;(¥) : R+ [0, 1] las
que se encuentran condicionadas a ¥, y un vector Y que indica los créditos incumplidos
del portafolio cuyos elementos son independientes y siguen distribuciones de Bernoulli de
pardmetros P(Y; = 1 | ¥) = @Q;(¥). A continuacién se presentan algunos casos espe-
ciales de los modelos de mixtura de un solo factor que son necesarios para determinar
la distribucién de incumplimientos de un portafolio de crédito; ademads, se muestra una
aproximacion asintética del portafolio de crédito, que permite determinar el Valor en Ries-
go del portafolio de crédito por medio de un expresion cerrada logrando disponer de una

metodologia capaz de obtener indicadores de riesgo de manera inmediata.

Modelos de Mixtura Bernoulli permutables Para realizar un andlisis general de
los modelos de riesgo de crédito es adecuado tratar de generalizarlos a partir de valores
idénticos de las probabilidades de incumplimiento de lo créditos, en este caso al modelo
mixto de Bernoulli se le conoce como un modelo mixto permutable donde la variable
aleatoria mixta Q = p;(¢)) presenta una funcién de distribucién G(q); asi, el nimero
de incumplimientos M de un portafolio es igual a la suma de m variables aleatorias de
Bernoulli de pardmetro ¢ donde M sigue una distribucién binomial de pardmetro g y m;

es decir,

P(M = k) = Z’: ¢F(1 — g ", (4.44)
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y la distribucién incondicional del mimero de incumplimiento se obtiene a través de la

integracion de la ecuacion (4.44) sobre la variable aleatoria ¢

1
m

P(M =) = - tacia)
k
0
Bajo el supuesto de que los créditos presentan la misma probabilidad de incumplimiento se
puede determinar que las probabilidades de incumplimiento incondicionadas de cualquier

orden es igual a los momentos de la distribucién mixta

T — P(}/l:l,,yk:l)
= E(EM),...Yy | Q))
= B(QY),

asf la covarianza de las variables aleatorias Y; y Y se la puede expresar de la siguiente

manera:

cov(Y;,Y;) = my— 7

= wvar(Q) >0,

lo que significa que en los modelos mixtos permutables la correlacién entre las variables
aleatorias Y; es siempre mayor a cero.

Los principales modelos de riesgo créditos desarrollados por diferentes empresas se los
puede relacionar con especificos modelos mixtos Bernoulli permutables siendo estos los

siguientes:

= Distribucion mizta Beta, se supone que la variable aleatoria Q sigue una distribucion
Beta Q ~ Beta(a,b) de densidad g(q) = 8(a,b)1¢* (1 — ¢)*~L, a,b > 0, donde 3
denota a la funcién Beta. Este modelo es similar a la versidn de un solo factor de

CreditRisk™.

= Distribucion mixta probit normal, se supone que la variable aleatoria Q es igual a
®(pu+ ovp)) paraip ~ N(0,1), p € R, 0 > 0 donde P representa una distribucién
normal estdndar. Este modelo puede ser visto como la versidn de un solo factor de

CreditMetrics y KMV.
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= Distribucion mizta logit normal, se supone que la variable aleatoria Q es igual a
1/(1+exp(—p — o)) para i) ~ N(0,1), p € R, o > 0. Este modelo puede ser visto
como la version de un solo factor de CreditPortafolio View, para més detalles puede

ver Crounhy, Galai y Mark [10].

Cabe mencionar que en el modelo con distribucién Beta las probabilidades de incumpli-
miento de orden alto 7 y la distribucién de M pueden ser calculadas de manera explicita,
a diferencia de otros modelos como el logit o probit normal donde se tiene que realizar

una evaluacién numeérica.

Para complementar el anélisis de los modelos miztos permutables se realiza un ejercicio
numérico donde se parte de informacién histérica de los créditos otorgados y fallidos de
un portafolio con calificaciéon A de un institucién financiera ABC?®. Cabe mencionar que
la calibracién de cualquier modelo de mixtura solamente es necesario disponer dos de los
siguientes pardmetros: probabilidad de incumplimiento (7), covarianza entre incumplim-
ientos (72) y la correlacién entre los créditos. Estos pardmetros son estimados por medio
del método de momentos?, este método estima los momentos de primer y segundo orden
de la distribucién mixta que aproximan a la probabilidad de incumplimiento y covarian-
za entre incumplimientos del portafolio respectivamente; esta estimacion se fundamenta
en una serie histérica del nimero total de créditos y de los créditos incumplidos que
pertenecen a una misma calificacién credi-ticia. Del método de momentos se determina
que los créditos de este portafolio presentan una probabilidad de incumplimiento igual al
0.10% y una correlacion entre los créditos del 3.88 %, y con esta informacién se calibran
los modelos mixtos Probit, Logit y Beta cuyos resultados se observan en el Cuadro (4.15).
Cabe mencionar que estos modelos mixtos se aproximan a los modelos CreditMetrics’™,
CreditPortafolio View y CreditRisk™ respectivamente.

La distribucién del niimero de incumplimiento se encuentra completamente determi-
nada por la variable mixta del incumplimiento ) logrando obtener modelos mixtos bino-
miales que cuantifican la dependencia en un portafolio de crédito; para medir el impacto

que tienen los modelos mixtos en un portafolio de crédito se compara la distribucién de

28Los datos histéricos utilizados en este ejercicio se presenta en el Anexo G.
2Para un mejor detalle del método de momentos se realiza en la seccién (4.3.5).
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Modelo Pardmetros Valores

Probit W -3.16

o 0.23

Logit W -7.14

o 0.74

Beta a 1.52
b 1458.39

Cuadro 4.15: Valor de pardmetros de varios modelos mixtos de Bernoulli con valor de
pro-babilidad de incumplimiento del 0.10 % y correlacién entre créditos del 3.88 %.

los incumplimientos generados por modelos mixtos binomiales y por un modelo binomial
donde se supone que los créditos son independientes tal como se observa en la Figura 4.24,

donde se aprecia dos resultados importantes

Modelo de mixtura
Nivel de Probit Logit Beta Independiente

confianza

50 % 2.00 2.00 2.00 2.00
95 % 6.00 6.00 7.00 5.00
99 % 10.00 10.00 9.00 6.00
99.5% 12.01 11.00 10.00 7.00
99.9% 14.00 13.00 12.00 8.00

Cuadro 4.16: Valor en Riesgo del niimero de incumplimientos de un portafolio de 2000
créditos con probabilidad de incumplimiento del 0.10% y correlacién entre créditos del
3.88% generados con modelos de mixtura binomial Probit, Logit, Beta y un modelo
binomial independiente.

a) Los modelos de CreditMetrics™ (Modelo mixto probit), CreditRisk™ (Modelo mixto
Beta) y Credit Portafolio View (Modelo mixto logit) presentan distribuciones sim-
ilares del nimero de incumplimiento dando como resultado que los indicadores de
riesgo de crédito (Valor en Riesgo) sean parecidos tal como se observa en el Cuadro

(4.16).

b) La distribucién del nimero de incumplimiento generado por los modelos mixtos presen-
tan colas pesadas siendo esta una caracteristica de un portafolio donde los créditos
presentan dependencia, a diferencia de los modelos de crédito con créditos indepen-

dientes donde la cola es liviana y los indices de riesgo son inadecuados, tal como
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se observa en el Cuadro (4.16) donde el Valor en Riesgo es menor para niveles de

confianza superiores al 95 %.

Distribucion de incumplimientos de Cola superior de la distribucion de incumplimientos
un portafolio de 2000 créditos de un portafolio de 2000 créditos
-
0.20 — Mlixtura Probit 0.05 — 1k Mixtura Prabit
— — —  Mixtura Logit K — — —  Mixtura Logit
------ Mixtura Beta . ----:-  Mixtura Beta
-—-—  HMinguno B -—-—  Minguno
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@
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Ne de incumplimisnios N° ds incumpliimisnios

Figura 4.24: Distribucién de incumplimientos de un portafolio de 2000 créditos con proba-
bilidad de incumplimiento del 0.10 % y correlacién entre créditos del 3.88 % gene-rada con
modelos de mixtura Bernoulli de un factor.

Modelos de regresién Mixtura Bernoulli De manera general, los modelos mixtos

Bernou-lli se los puede especificar de la siguiente manera

pi(¥) = h(p+ Bz + o)) (4.45)

donde h : R — (0,1) es una funcién estrictamente creciente, 1) es una variable aleatoria
que siguen una distribucién normal estdndar y p, oy 8= (54,..., ;) representan los
pardametros de intercepto y escala de las k variables exdgenas que conforman la funcién
h; como caso particular si la funcién h es igual a una distribucién normal (h(z) = ®(x))
o una distribucién logistica (h(x) = 1/(1 + exp(—p — 01)))) que no incorpora variables
exégenas entonces los modelos mixtos Bernoulli presentan distribuciones mixtas probit
y logit normal para el caso de portafolios homogéneos de crédito. Con la especificacién
(4.45), facilmente se puede construir modelos mixtos para portafolios heterogéneos, que

son influenciados por una sola variable mixta 1 y por vari-ables exégenas que explican
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la probabilidad de incumplimiento de cada individuo del porfolio de crédito. Asi, las
variables exdgenas pueden ser variables cualitativas o cuantitativas; para el primer caso,
las variables exdgenas especifican la pertenencia de los individuos del portafolio a ciertos
grupos homogéneos; por ejemplo, calificaciones crediticias o sectores econémicos; para el
segundo caso, las variables exdgenas puede ser ratios financieros de las empresas, variables

macroeconémicas como el Producto Interno Bruto, inflacién entre otros.

Cabe mencionar que la especificacién (4.45) para los modelos mixtos Bernoulli de un
solo factor es un caso particular de los modelos lineales generalizados mixtos (GLMM?’),
estos modelos permiten tomar en cuenta el comportamiento que tiene un individuo en
distintas situaciones; por ejemplo, cuando tiene cierta enfermedad, pertenece a cierto
pais, o presenta una cierta calificacién crediticia, para lo cual utiliza variables explicativas
con comportamiento aleatorio; adicionalmente, los modelos GLMM permiten relacionar
variables con distribuciones diferentes a la normal; asf toma en cuenta a las distribuciones
que son parte de la familia exponencial que son de tipo binomial, multinomial, poisson o
més generalmente variables cuya varianza es funcién de la media?!.

La especificacion (4.45) puede ser expresada bajo la estructura de los modelos GLMM

de la siguiente manera:
pi®) = R+ Bl + ) (4.46)

donde h es una funcién creciente, el vector x; contiene variables explicativas para el
individuo 1, 1y 3 son los pardmetros del GLMM. La tnica diferencia del modelo GLMM
(4.46) con el modelo mixto Bernoulli (4.45) es la no presencia del pardmetro de escala o
ya que se encuentra implicito en la variable aleatoria 1) que sigue una distribucién normal
de media cero y varianza o?. La variable aleatoria 1) permite capturar el comportamiento
de la variabilidad de la variable dependiente que no puede ser explicado por variables
exégenas pero puede ser explicado por ciertos factores inobservables.

Los modelos GLMM presentan tres elementos bésicos a ser tomados en cuenta para

su modelamiento siendo estos los siguientes:

30Estas siglas corresponde a su nombre en inglés generalized linear mized models.
31Para un mejor detalle de los modelos lineales mixtos generalizados puede verse en el documento
Generalized Linear and Mized Models [35].
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1. Vector de efectos aleatorios; corresponde a los factores sistémicos (1) que afecta a

un conjunto de individuos

2. Distribucion de los efectos aleatorios; dado que la variable objetivo depende de los
efectos aleatorios 1, es necesario considerar que la distribucién de los efectos aleato-
rios pertenecen a una familia exponencial con lo que garantiza que los elementos de

la variable objetivo sean condicionalmente independiente.

3. Funcion de acople, es necesario disponer de un predictor lineal (n,,(1;)) que se
encuentra condicionado a los efectos aleatorios 1;; es decir, 1, ;(¢,) = pu+ Bz +1b,

donde 7 corresponde al individuo y ¢ al periodo.

Para observar la importancia de los modelos de Mixtura Bernoulli con variables exo-
genas se va a construir un modelo de riesgo de crédito para un portafolio de créditos con
calificaciones A o B*2. En la Figura 4.25 se presenta la evolucién histérica anual de la
probabilidad de incumplimiento para las diferentes calificaciones de crédito, se observa
que la probabilidad de incumplimiento de los créditos con la mejor calificacién crediticia
(A) presenta en promedio un bajo valor y poca variabilidad durante los afios de 1980 hasta
2005; a diferencia de los créditos con la peor calificacién crediticia (B) cuya variabilidad es
muy alta, esto evidencia el comportamiento especifico de cada crédito en las calificaciones
crediticias, por lo que es adecuado utilizar los modelos GLMM para construir un modelo
de riesgo de crédito que incorpore esta variabilidad y represente de mejor manera los datos
reales de incumplimiento.

Para que el modelo de riesgo de crédito tome en cuenta la variabilidad temporal de
la probabilidad de incumplimiento es necesario incorporar un efecto aleatorio temporal
que representa el estado de la economia, en el modelo se considera que el efecto aleatorio
1 sigue una distribucién normal estdndar; ademds, se observa que el valor esperado de
la probabilidad de incumpli-miento para cada calificacién crediticia es diferente y para
tomar en cuenta esta caracteristica se incorpora en el modelo como variable explicativa a

la calificacion crediticia.

32Los datos histéricos utilizados en este ejercicio se presenta en el Anexo G.
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Figura 4.25: Evolucién de la probabilidad de incumplimiento de los créditos con califi-
cacién A y B desde 1980 hasta 2005.

Cabe mencionar que el modelo de crédito debe permitir identificar la distribucién del
numero de incumplimientos del portafolio de crédito para lo cual se utiliza un modelo de

mixtura binomial con variables exégenas cuya estructura es la siguiente:

Pt =t 1w =) =TT (1 )t = sy (447

r=1 tr

donde r = 1, 2 representa la calificacién crediticias A y B de los créditos del portafolio, m,
es el nimero de créditos con calificacién r en el tiempo ¢, M, , es el niimero de incumplidos,
y pr(®,) = h(p, +1,) es el modelo mixto Bernoulli de un solo factor multiperiodo ya que
toma en cuenta la variabilidad temporal de la probabilidad de incumplimiento por califi-
cacion crediticia. En este ejercicio se va a considerar los modelos mixtos Bernoulli Logit
y Probit que permiten representar a los modelos de CreditMetrics’™ y Credit Portfo-
lioView, cuyos pardmetros son estimados a partir del método de maxima verosimilitud??,

resultados se presentan en el Cuadro (4.17).

33En la seccién (4.3.5) se detalla los métodos de estimacién de los pardmetros de un modelo de crédito.
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Modelo Estructura Pardmetros Valores
Probit  pi(v) = ®(p,) + o) Fr(1) -3.17
,LLT(Q) —176
o 0.27

; . _ 1 _

Logit Pz(iﬁ) = (t+exp(y () tod) Hr(1) 5.12
MT'(Q) 267
o 0.62

Cuadro 4.17: Valor de los pardmetros de varios modelos heterogéneos mixtos de Bernoulli
con valor de probabilidad de incumplimiento del grupo A del 0.10% y del Grupo B del
4.42%.

Para medir el buen ajuste de los modelos mixtos Bernoulli se compara la esperanza de
la probabilidad de incumplimiento empirica con las generadas por los modelos de mixtura
tal como se observa en en Cuadro (4.18), donde se puede apreciar que ambos modelos de
mixtura se aproximan al valor real lo que garantiza que el ajuste es adecuado; adicional-
mente, con los modelos de mixtura se determina la correlacién entre los incumplimientos
de cada calificacién crediticia donde se observa que estos valores son muy bajos y para los
créditos con calificaciéon B presentan una mayor dependencia lineal entre ellos. Cabe men-
cionar que para la estimacién de la probabilidad de incumplimiento es necesario evaluar

la siguiente expresién:

7 = E(p(4)))

7 = / h(p, + 2)p(2)dz, 1 <r <2 (4.48)

—00
donde 7" representa la probabilidad de incumplimiento empirica de los créditos con
calificacién r y ¢ es la densidad normal estdndar. Para la estimacién de la correlacién entre
incumplimientos es necesario disponer de la distribuciéon de incumplimiento conjunto de

dos créditos donde se tiene que evaluar la siguiente expresion

~(rl,r2
7Y = Epn()pe(iy)
~(rl,r2
A = [l + 2By + 20l
—0o0
donde ’ﬁgl’ﬂ) representa la covarianza de los incumplimientos de los créditos con califi-

cacion 1 y ro; asi, la correlacién entre incumplimiento de cada calificacién crediticia r; y
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ro se la obtiene por medio de la siguiente expresion:

%g'rl,TQ) B 5_{_\(7”1);[_\(1"2)

(r1,r2)
v = .
\/(%(Tl) _ (%(Tl))Q)(%(TZ) _ (;T\(ﬂ))z)
Probabilidad de Correlacion
incumplimiento Probit Logit
Calificacién  Probit Logit Real A B A B
A 0.11 0.11 0.10 0.11 0.40 0.05 0.30
B 4.45 448 443 040 1.53 0.30 1.81

Cuadro 4.18: Estimacién del porcentaje de la probabilidad y la correlacién entre incumpli-
miento de cada calificacién crediticia a través de modelos de mixtura Probit y Logit.

Para medir el impacto de los modelos mixtos Binomiales en el portafolio de crédito
se compara la distribucién del incumplimiento de estos modelos con la generada por
un modelo binomial donde se supone que existe independencia entre los créditos, este
resultado se presenta en la Figura 4.26, donde se evidencia la similitud de la distribucion
del incumplimiento de los modelos CreditMetrics’ (modelo mixtura Probit) y Credit
PortfolioView (modelo mixtura Logit); ademds, al comparar ambos modelos mixtos con
un modelo donde los créditos se suponen independientes se aprecia que los modelos mixtos
presentan una cola més pesada, donde se aprecia el impacto que tiene la correlacién en la

distribucién del incumplimiento.

Modelo de mixtura
Nivel de Probit Logit Independiente

confianza

50 % 2.00 2.00 2.00
95 % 6.00 6.00 5.00
99 % 10.00  9.00 6.00
99.5 % 10.00  10.00 7.00
99.9% 14.00 12.00 7.00

Cuadro 4.19: Valor en riesgo de varios modelos heterogéneos mixtos de Bernoulli donde
la probabilidad de incumplimiento del grupo A es del 0.10% y del Grupo B del 4.42 %.

Finalmente, para contrastar los resultados entre los diferentes modelos de crédito se

estima el Valor en Riesgo (VaR) del nimero de incumplimientos para diferentes niveles
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de confianza dando como resultado que los modelos mixtos Probit y Logit presentan
indicadores de riesgo similares; a diferencia del modelo con créditos independientes que

presentan valores muy bajos lo que subestima la pérdida real que puede incurrir en el

porfolio (Cuadro 4.19).

Distribucion de incumplimientos de Cola superior de la distribucion de Incumplimientos
un portafolio heterogéneo de 100 créditos de un portafolio heterogéneo de 100 créditos
030 o Ilistura Probit 005 5 Mixtura Probit

5,
-—- Mixtura Logit ]i - Mixtura Logit
""" Ninguno . s++s==  HNinguno

004 1

003 4

Probabilidad
Probabilidad

0o

0oo -

Nede lncumplimientos N de incumplimientos

Figura 4.26: Distribucién de incumplimientos de un portafolio de 100 créditos generada con
modelos de mixtura Bernoulli heterogéneos de un factor para créditos con cali-ficaciones
A y B cuyas probabilidades de incumplimiento son 0.10 % y 4.42 % respectivamente.

Aproximacion asintética de la distribucién de pérdida con modelos mixtos
Bernoulli En situaciones donde la distribucién de pérdida de un portafolio de crédito
no puede ser expresada de forma cerrada, se la puede obtener por medio de la simulacién
de Monte Carlo y a partir de ella tener indicadores crediticios necesarios y ttiles para
una buena administracién del portafolio de crédito. Cabe mencionar, que una de las car-
acterfsticas relevantes de una cartera de crédito es la gran cantidad de informacién*, de
tal manera que para obtener la distribucién de pérdida es necesario disponer de grandes
recursos informéticos, lo que limita la construccién de indicadores de riesgo de manera

inmediata. En este sentido, es 1til disponer de resultados asintéticos para portafolios de

34En algunos casos un portafolios puede estar conformado por millones de créditos.
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gran tamano de tal manera que se pueda aproximar la distribucién de pérdida de forma
directa sin tener la necesidad de realizar simulaciones de Monte Carlo, lo que permite
economizar tiempo y recursos de la institucién financiera. A partir de los resultados as-
intéticos para portafolios se muestra que la cola superior de la distribucién de pérdida
obtenida a partir de los modelos crediticios esta ampliamente influenciada por la cola su-
perior de la distribucién de una variable mixta; de tal manera que se puede obtener reglas
adecuadas para establecer el capital de una institucién financiera para cubrir el nivel de

riesgo.

Para desarrollar las propiedades asintéticas de la distribucién de pérdida de un portafo-
lio es necesario denotar los componentes del riesgo de crédito de un portafolio de la
siguiente manera: (e;);ey una secuencia infinita de exposiciones deterministicas positivas,
(Y:)ien la correspondiente secuencia de indicadores de incumplimiento y sea (9;);eny una
secuencia de variables aleatorias con valores entre (0,1) que representa el porcentaje de
pérdida al momento de incumplir un crédito. En este sentido la pérdida para un portafolio

de crédito de tamano m estd dado por:

LM = iLi
=1

Li = ¢0;Y;

de tal manea que L; representa la pérdida individual de cada crédito. Para obtener un
modelo que aproxime asintéticamente la distribucion de pérdida es necesario que se cumpla

los siguiente supuestos:

i) Existen un vector aleatorio ¥ de dimensién p y funciones [; : R? — [0, 1], de tal manera
que (L;);en condicionado a ¥ conforma una secuencia de variables aleatorias inde-
pendientes de media L;i(¢) = E(L; | U =)).
Este supuesto se fundamenta en el hecho de que el indicador de incumplimiento de-
pende del vector W, por lo que también lo estin las pérdidas individuales; ademds,
existe evidencia empirica donde la pérdida debido al incumplimiento depende del

estado en que se encuentra la economia subyacente.
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ii) Existen una funcién [ : R? — R" tal que

1 1 & ~
lim —E(L™ | ¥ =) = lim_ m;zm/;) =1(¢)

m—oo M,

para todo ¢ € RP. [ (1)) se conoce como la distribucion de pérdida condicionada asin-
totica.

En este supuesto se mantiene constante la composicion inicial del portafolio.

m
iii) Existen un C' < oo tal que Z (%)2 < C para todo m.
i=1
Este supuesto impide que la exposicion del portafolio aumente infinitamente a me-

dida que crece el tamano del mismo.

Fl siguiente resultado muestra que a partir de estos supuestos, la pérdida promedio de
un portafolio queda completamente determinado por la distribucién de pérdida condicional

asintdtica () y por la realizacion de un vector aleatorio factorial V.

Proposicién 31 Se considera una secuencia de LU = ZLi donde se satisface los
i=1
supuestos i), i) y iii). Se denota por P(. | W = 1)) la distribucion condicional de la serie

(L;)ien. Luego
1 ~
lim — L™ = [ (a)

m—oo M,
Para el caso de un modelo mixto Bernoulli unifactorial, la siguiente proposiciéon permite
obtener un resultado importante que permite relacionar los cuantiles de la pérdida de un

portafolio con los cuantiles de la distribucién mixta Bernoulli.

m

Proposicién 32 Se considera una secuencia de LU = E L; donde se satisface los
i=1

supuestos i), 1) y iii), y se dispone de una variable unidimensinal mizta ¥ cuya funcion

de distribucion es G(W). Se supone que la funcion de pérdida asintdtica condicional es
estrictamente creciente y continua a la derecha y G es estrictamente creciente en q,(V);

es decir, G(qo(¥) 4+ 0) > « para todo 6 > 0. Luego se tiene que

lim Lo (L) = 1(a(¥))

m—oo 17,

1l
= Agl;oazli(qa(q’))
=1
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La proposicién (32) indica que el cuantil de las pérdidas de un portafolio es igual a la
suma de las pérdidas condicionales de cada crédito evaluadas en el cuantil de la variable
mizta V. Para el caso donde la exposicion de los créditos es igual a 1 y el porcentaje de
las pérdidas es igual al 100 %, las pérdidas del portafolio L™ es equivalente al total de
crédito incumplidos, y aplicando la proposicién (32) se puede decir que el cuantil de los in-
cumplimientos de un portafolio es igual a la suma de las probabilidades de incumplimiento
condicional de cada crédito evaluadas en el cuantil de la variable mizta V. Finalmente,
por medio de la proposicién (32) es posible obtener dos resultados interesantes; el primero,
es que la cola de la distribucién de pérdida de un portafolio se encuentra directamente
relacionada con la cola de la distribucién de la variable mixta ¥; el segundo resultado es
que esta proposicién permite disponer de una estructura cerrada para obtener el Valor en
Riesgo de un portafolio de crédito.

Para contrastar los resultados asintéticos de un portafolio de crédito con los genera-
dos por la simulacién de Monte Carlo, se considera un portafolio créditicio heterogéneo
conformado por cien créditos que tienen calificaciones crediticias de A o B cuyas proba-
bilidades de incumplimiento promedio son del 0.10 % y del 4.43 % respectivamente. Cabe
mencionar que las exposiciones (€;)ieq1,...100y ¥ €l porcentaje de pérdida de cada crédito
(0i)ieq1,... 100y se consideran fijos cuyos valores son de 100 usd y 50 % respectivamente. De
lo anterior se puede especificar que la pérdida del portafolio es igual a:

Lm = iLi

L, = 166*)/;*0,5
donde la variable estocdstica Y; es expresada por medio de un modelo mixtura Bernoulli,
y para obtener la pérdida del portafolio se realiza la simulacién de Monte Carlo a partir
de tres estructuras crediticias diferentes siendo estas CreditMetrics’™, Credit Portafo-
lio View y CreditRisk™ las que son generalizadas por medio de los modelos de mixtura
Probit, Logit y Poisson respectivamente. En la Figura 4.27 se presenta la cola superior
de la distribucién de la pérdida del portafolio y de la probabilidad condicional que es

expresada por los modelos mixtura Bernoulli, donde se aprecia claramente la incidencia

33 Los datos histéricos utilizados en este ejercicio se presenta en el Anexo G.
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de los modelos de mixtura en la distribucién de pérdida; por ejemplo, se observa que en
ambas distribuciones el modelo mixtura Probit presenta la cola més liviana, lo que indica

que existe poca ocurrencia de incumplimientos en el portafolio y limita la presencia de

pérdidas extremas.

Cola superior de la distribucion de pérdida

. . . Cola superior de la probabilidad condicional
de un portafolio heterogéneo de 100 créditos P P
. 1
=B ——  Mixtura Probit 02 - ——  Mixtura Probit
000020 9 === HibauraLogt 1e-03 === Wiura Logit
| cccoos Mixtura Poisson | |y | meeees Mixtura Foisson
8e-04
000015
B Te-04
= =
030010 =
E=] E=]
2 ]
o 0A4e-04
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Figura 4.27: Distribucién de pérdida de un portafolio heterogéneos y la distribucién mixta
Bernoulli.

La anterior observacién ratifica la proposicién (31) donde se especifica que la distribu-
cién de las pérdidas esta influenciada por la realizacién del vector aleatorio factorial.

Dado que las anteriores estructuras crediticias permiten comprender las interrelaciones
entre los créditos, esto facilita la cuantificacién de la maxima pérdida que tienen el portafo-
lio de crédito a partir de indicadores de riesgo como el VaR para diferentes niveles de
confianza; esto es posible a partir de la generaciéon de 10000 simulaciones de la pérdida
del portafolio de crédito; sin embargo, cabe mencionar que el ejercicio de simulacién es
m4&s costoso en tiempo mientras mayor es el nimero de créditos que tiene el portafolio;
para evitar estos problemas, se puede aplicar la proposicién (32) donde el percentil de la

pérdida del portafolio de crédito para los diferentes modelos de mixtura se aproximan de
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la siguiente manera:

100
qa(L) =~ Z €i0ipi(4a())
o 100
Z €;i0;0 (u+ B), (miztura Probit)
i=1
100

a(L)

Q

Z €i6i <m> s (mixtura LOg’Lt)

i=1
100

Z e;0; (1 —exp(—exp(p + ;1)) , (miztura Poisson)

\ =1

En la Cuadro (4.20) se comparan los indicadores de riesgo del portafolio para difer-
entes niveles de confianza obtenidos por medio de la simulacién de Monte Carlo y por
la aproximacién asintética, donde se puede observar que los valores generados por ambas

metodologias son muy préximos entre ellos, lo que confirma la proposicién (32).

Simulacién Monte Carlo  Aproximacién asintética
Nivel de Probit Logit Poisson Probit Logit Poisson

Confianza

50 % 100.00 100.00 100.00 99.75  97.58 93.21

95 % 300.00 300.00 300.00 241.54 252.00 253.62
99 % 450.00 450.00 450.50 332.92 365.03 378.94
99.5 % 500.00 500.00 500.00 372.02 416.02 437.57
99.9% 500.05 550.20 550.10 462.85 539.24 584.56

Cuadro 4.20: Valor en riesgo de varios modelos heterogéneos mixtos de Bernoulli donde
la probabilidad de incumplimiento del grupo A es del 0.10% y del Grupo B del 4.42 %.

4.3.4. Relacién entre el Modelo por umbrales y Mixtura

A primera vista, los modelos de variables latentes y los modelos de mixtura Bernoulli
aparentan ser modelos muy diferentes; sin embargo, como ha mencionado Gordy (2000)3,
estas diferencias son solamente de presentacion e interpretaciéon ya que matematicamente
son equivalentes; por ejemplo, Gordy demuestra que los modelos del tipo CreditMetrics”

y KMV pueden ser escritos como modelos de mixtura Bernoulli siembre y cuando el

36Para un mejor detalle puede observarse en el documento A comparative anatomy of credit risk models
[23].
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retorno de los activos puedan expresarse a partir de un modelo factorial. A continuacién
se generaliza el estudio realizado por Gordy; de tal manera que se desarrolla la teoria que
permite relacionar los mode-los de variables latentes y los modelos de mixtura logrando
facilitar la aplicacién de técnicas estadisticas para resolver y calibrar los modelos de riesgo
de crédito; por ejemplo, se determina que la distribucién del nimero de incumplimientos
en CreditMetrics’™ puede obtenerse mucho mas répido si este modelo es expresado como

un modelo tipo mixtura.

Las siguientes condiciones garantizan que un modelo de variables latentes puede ser

expresado como un modelo de mixtura Bernoulli.

Definicién 33 Una vartable aleatoria X presenta una estructura de independencia de
dimension p condicional a ¢ siempre y cuando existe un p < m y un vector aleatorio
p dimensional ¥ = (¢, ...J/}IJ) de tal manera que los componentes del vector aleatorio

X = (Xy, ..., X;n) condicionado a v son independientes.

Lema 34 Sea (X,D) un modelo de umbrales para un vector aleatorio m dimensional X.
Si X presenta una estructura de independencia de dimension p condicional a 1 luego el
indicador Y; = I{x,<4,,y stgue un modelo mizto Bernoulli con factor 1), donde la probabil-

tdad de incumplimiento condicional esta dada por

pi(V) = P(X; < di | )

Una de las principales herramientas utilizadas para la implementacién de los modelos
co-merciales de variables latentes es el modelo factorial, que permite especificar el com-
portamiento de los retornos de los activos (por ejemplo, en CreditMetrics™ y KMV)
a partir de ciertas variables exdégenas, logrando determinar la distribuciéon de pérdida
del portafolio de crédito. De manera general, se puede decir que la estructura del vector
aleatorio X = (X1, ..., X;,) que es parte de un modelo por umbrales (X, D), presenta una
estructura de la familia normal mixta, es decir

X =uW)+gW)Z (4.49)
p
donde W y Z son independientes y Z; = Z a; j0;40;e; tiene una representacion factorial,

j=1
donde el vector aleatorio 8 = (61, ...,0,) ~ N,(0,Q) es independiente de las variables
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aleatorias €;eq1,.»1 que son independientes e identicamente distribuidas con distribucién
normal estdandar. De lo anterior, se observa que X estd condicionado al comportamiento

del vector ¥ = (61, ...,0,, W) de dimensién (p+1) y por la definicién (33), Xicq1,.. m} €
P

independiente y normalmente distribuida con media pu, (W) + g(W) Z a;;0; y varianza
j=1
(g(W)o;)?; a partir del Lema (34) se tiene que el modelo por umbrales (X, D) presenta

una probabilidad de incumplimiento condicional igual a:

Qi(v) = P(X; < Dj| )
Qi(y) = P (M(W) +g(W) (Z a;,;0; + Uﬁz’) <Dy | ¢>
D — 1;(W) — g(W) Zam'@j
Qi(v) = Plea< ()0 K’
Df — (W) _Q(W>Zai,j9j
Qi) = ¢ = (4.50)

g(W)a;

dando como resultado un modelo equivalente mixto Bernoulli con probabilidad de incumpli-
miento condicional igual a @;(¢) donde la distribucién binomial mixta del nimero de

incumpli-miento esta expresado de la siguiente manera:

m

P(Y =y|4) =[] Qi(w)"(1 - Qi(x))" ¥ (4.51)

=1

Si en la ecuacién (4.49) se considera que X = Z donde Z son variables criticas es-
tadarizadas y existe un tinico factor 1) que explica el comportamiento de estas variables,
entonces en este caso el modelo mixto Bernoulli corresponde al modelo CreditMetrics”
unifactorial donde la respectiva probabilidad de incumplimiento condicional es:

(ol — ¢~ (7;) — Biv 459
o823 o

en este caso la copula de la variables latente siguen una distribucién normal multivariante.

Una situacién de gran importancia es cuando se considera X =¢(w)Z con g(w) =

w
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donde w ~ X2, las variables criticas X presentan una distribucién multivariada t de
student cuyos marginales siguen una distribucién estdndar t de student con v grados
de libertad; asi, este modelo permite representar la dependencia en la cola superior de
la distribucién de pérdida de un portafolio, de tal manera que este modelo controla la
ocurrencia del incumplimiento de los créditos en el portafolio a través de la variable
aleatoria g(w) = /Z; asf, cuando g(w) es mayor a uno, el nimero de incumplimientos del
portafolio de crédito aumenta considerablemente. En este modelo las variables latentes

presentan una probabilidad de incumplimiento condicional con la siguiente estructura:

(4.53)

La ecuacién (4.50) es crucial para la simulacién de Monte Carlo de un modelo por
umbrales cuando las variables criticas siguen una distribuciéon mixta normal, permitiendo
obtener la distribucién de pérdida de un portafolio de crédito. Esta aproximacion ayuda
a realizar si-mulaciones a portafolios de gran tamano de manera rdpida y eficiente ya
que en vez de simular lo elementos del portafolio basta con simular la variable aleatoria
explicativa 1. Los pasos para obtener una distribucién de pérdida de un portafolio de
crédito a partir de la simulacién de Monte Carlo por medio de un modelo de mixtura son

los siguientes:

1. Generar m numeros aleatorios de cada variable explicativa del modelo factorial de
la ecuacién (4.49); como caso particular si se considera un modelo t de student
unifactorial, se tiene que generar m niumeros aleatorios de una distribucién normal

estandar.

2. Estimar los pardametros de la probabilidad de incumplimiento condicional (4.50) a
partir de un modelo lineal mixto generalizado; para el caso t de student unifactorial,
los pardmetros de la probabilidad de incumplimiento (ecuacion 4.53) se obtiene de

la siguiente manera:

a) Estimar los parametros [3; a partir de un modelo mixto lineal generalizado que

tiene la misma estructura de un modelo mixto probit (ecuacion 4.52).
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b) Estimar los grados de libertad de la variable aleatoria w ~ X% , para lo cual

se tiene que resolver la siguiente tqualdad:

~(r) _ / /¢ (tqjl(pi)w_z ;612> Fy(2)Fy(w)dzdw, 1 <r <s (4.54)

V1-=75

donde 7" es la probabilidad de incumplimiento empirica para el grupo de crédi-

tos con calificacion r.

3. Generar m mimeros aleatorios g(w) = /2, donde w ~ x3.

4. Con cada nimero aleatorio de 1) y 3) se genera para cada crédito del portafolio su
respectiva probabilidad de incumplimiento segun la ecuacién (4.50), de esta manera
se obtiene una serie de experimentos de Bernoulli independientes de dimensién r

que correponde al tamano del portafolio de crédito;
5. Generar r ndmeros aleatorios de distribucién uniforme estandarizada.

6. Generar una serie de variables dicotomicas que indica el incumplimiento de los
crédito a partir de la comparaciéon de la probabilidad de incumplimiento con los

nimero aleatorios del literal 5).

7. Para cada crédito i+ incumplido cuantificar la pérdida por medio de la siguiente
expresion

Li = 61'5@'

donde e; corresponde a la exposicién del crédito i y §; es el porcentaje de pérdida
de cada crédito © que no se podrd recuperar; de esta manera se obtiene la pérdida

del portafolio de crédito.

8. Se genera una serie de pérdidas del portafolio de crédito a partir del literal 7); y con

esta informacién se construye la distribucién de pérdida.

Para medir el impacto que tiene el modelo de mixtura en la distribucién de pérdida se

3

determina la distribucién de pérdida de un portafolio de crédito heterogéneo®” conformado

37Los datos histéricos utilizados en este ejercicio se presenta en el Anexo G.
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por cien créditos que tienen calificaciones crediticias de A o B cuyas probabilidades de
incumpli-miento promedio son del 0.10 % y del 4.43 % respectivamente, las exposiciones
(€i)ieq1,... 100y ¥ €l porcentaje de pérdida de cada crédito (J;)icq1,....100; se consideran fijos
cuyos valores son de 100 usd y 50 % respectivamente. Los modelos de mixtura que son
considerados para construir las distribuciones de pérdida es un probit, dos modelos t de
student con 5 y 50 grados de libertad y un modelo donde los créditos son independientes
cuyos resultados se observan en la Figura 4.28 donde se puede evidenciar dos resultados;
el primero, es que un modelo t de student de 50 grados de libertad genera una distribucién
de pérdida similar al modelo de mixtura Probit; por lo que, a medida que los grados de
libertad de una cépula t de student tienden al infinito este se aproxima a una cépula
gaussiana; el segundo resultado, es que a menor grados de libertad se tiene una mayor
ocurrencia de eventos de incumplimientos lo que produce colas mds pesadas y se presenta

valores de pérdida extremos.

Distribucion de pérdida de un portafolio Cola superior de la distribucion de pérdida
heterogéneo de 100 créditos de un portafolio heterogéneo de 100 créditos
0.008 o Mixtura Probit 1e-03 — Miztura Prabit
— — —  Independiente — — —  Independiente
------ Mixtura t, gi=5 Scecec Mixturat, g=S
s=s= Mixturat, gi=50 s=e= Miztura t, gl=50
0.005
3e-04
0.004
= fe-04
= &
= =
20003 5
£ ]
e e
5 e 04
0.002
26-04
0.001
0,000 0e+00
T T T T T T 1 ) T T T T T 1
0 100 200 200 400 500 600 300 350 400 450 500 550 600
Pérdida deal portafolio Pérdida del portafolio

Figura 4.28: Distribucién de pérdida de un portafolio heterogéneos de 100 créditos gener-
ada a partir de modelos de mixtura t de student .

Para cuantificar el impacto de los grados de libertad de un modelo de mixtura t de
student en la distribucién de pérdida de un portafolio se determina el Valor en Riesgo

para los diferentes modelos de mixtura antes senalados, donde se evidencia que a mayor
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nivel de confianza las pérdidas que puede presentar un modelo de mixtura t de student
duplica las pérdidas obtenidas por un modelo de mixtura probit por lo que evidencia que
los modelos tradicionales de riesgo de crédito no permiten construir indicadores de riesgo

consistentes con el comportamiento de los créditos en un portafolio.

Modelo de Mixturas
Nivel de Probit Independiente t con 5 gl t con 50 gl

Confianza

50 % 100.00 100.00 50.00 100.00
95 % 300.00 250.00 450.00 300.00
99 % 450.00 300.50 800.50 450.00
99.5% 500.00 350.00 950.25 500.25
99.9% 550.10 400.00 1150.25 700.15

Cuadro 4.21: Valor en riesgo de varios modelos heterogéneos mixtos t de stundent donde
la probabilidad de incumplimiento del grupo A es del 0.10% y del Grupo B del 4.42 %.

4.3.5. Calibracion de modelos de riesgo de crédito

En esta seccidon se determiné que la estructura de los modelos de créditos comerciales
pueden ser esquematizados en dos grandes grupos, siendo estos los modelos por umbrales
y los modelos de mixtura; donde los primeros son calibrados a partir de la informacién de
la probabilidad de incumplimiento (p) y la correlacion entre variables latentes (pm), ya
que los umbrales se los obtiene directamente de las probabilidades de incumplimiento y
el comportamiento de las variables latentes estd expresada por una cépula normal mixta
de pardmetros igual a la matriz de correlacién de las variables latentes. Cabe mencionar,
si las variables latentes son explicadas por un modelo unifactorial; es decir, X; = w; Z +
mgi , con cov(g;,g;) =0, 1 # j, cov(Z,g;) = 0, Vi, por el Lema (34) al modelo de
variables latentes se le puede expresar como un modelo de mixtura con probabilidad de
mcumplimiento y la correlacion entre variables latentes igual a:

T = EP(X;<di|v))

B cov(Xi,Xj)
Pii = o(X))e(X;)

= cov(w;Z + /1 —wie;,w;Z + /1 — wic;)

= wWw;.
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de tal manera que a partir de la correlacién de las variables latentes es posible determinar
los pardametros del modelo de mixtura unifactorial; asi, para calibrar el modelo de mixtura
es necesario conocer la probabilidad de incumplimiento y la correlacion entre variables
latentes.

De manera general, para calibrar los modelos de créditos se tiene estimar los siguientes

parametros:

1. La probabilidad de incumplimiento de cada crédito, la que es usualmente estima-
da por medio de la informacion historica de un grupo de créditos incumplimidos
que presentan caracteristicas similiares; por ejemplo, la evolucion de la tasa de in-

cumplimiento de los créditos con calificacion A.

2. Los pardmetros de un modelo que describe la dependencia entre incumplimientos;
para este caso se considera a los modelos mixtos cuyos pardmetros pueden ser esti-

mados por el método de momentos y por el proceso de maxima verosimilitud.

A continuacion se describe los métodos estadisticos para la estimacién de los pardmet-
ros de un modelo de mixtura Bernoulli utilizando la informacién histérica de créditos
incumplidos en un portafolio crediticio, donde los créditos se agrupan en categorias con
similiares caracteristicas; por ejemplo, las calificaciones asignadas por la calificadora de

Standard and Poor’s o por el sistema de calificacién interna de un banco.

Calibracién por el método de momentos

Se supone que se tiene n anos de informacién histérica del niimero de incumplimientos
para un grupo homogéneo de créditos, se denota por m; al nimero de créditos observados
y M; al nimero de créditos incumplidos en el ano j donde j = 1,...,n. Ademds se con-
sidera que el incumplimiento de los créditos es generado por un modelo mixto Bernoulli
permutable; por lo que la probabilidad condicional (1)) de todos los créditos es la misma,
de tal manera el la probabilidad de incumplimiento (7) y la probabilidad de incumplim-

iento conjunta de dos créditos (73) es igual al momento de primer y segundo orden de la
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distribucién mixta Q(v):

o

7 = BQW) = / W+ 02)d(2)dz (4.55)

—00
o

R = BQWP) = [ hlu+o2)h(u+ o2)o(:)ds (456)

“oo
y para calibrar un modelo de crédito comercial unifactorial®® se puede considerar a h(.)
como la distribucién mixta Logit, Probit o Poisson.

Cabe mencionar que la resolucién del sistema de ecuaciones formado por (4.55) y
(4.56) permite determinar los pardmetros del modelo de mixtura, para lo cual se tiene
que estimar la probabilidad de incumplimiento (7) y la probabilidad de incumplimiento
conjunta de dos créditos (73) a través del método de momentos cuyo estimador general

esta dado por:

1
TFk:*
n

para compreder este estimador, considerese el caso cuando k£ =1

n
1K M;
T™T=— —
n m;
j=1 "

donde se interpreta como el promedio de la tasa de créditos incumplidos y es equivalente
a la probabilidad de incumplimiento de la cartera de crédito y la respectiva correlacion

entre incumplimientos es igual a:

T — T
Py = < =3
™ =T

De tal manera que 7 es un estimador insesgado y consistente® del momento tedrico 7y,
cuando n — oo.
Cabe mencionar que la calibracién anterior solamente es efectuada para un grupo de

créditos homogéneos; sin embargo, cuando el portafolio estd conformado por diferentes

3En la seccién (4.3.3) se presenta la relacién que tiene Credit Metrics™ | Credit PortfolioView y
CreditRisk™ con los modelos de mixtura unifactorial.
39Para un mejor detalle se puede observar en Frey and McNeil (2001)
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grupos de créditos donde se considera que cada grupo es explicado por un modelo especi-
fico de mixtura entonces la calibracién de los modelos se la realiza aplicando el método
de momentos a cada grupo de crédito. La estimacién de los pardmetros de los modelos de
mixtura de cada grupo de manera separada significa que se estd considerando indepen-
dencia entre los grupos de crédito lo cual es un supuesto muy fuerte. Es posible acoplar el
método de momentos para portafolios heterogéneos considerando dependencia entre los
grupos; sin embargo, los resultados no son confiables por lo que se puede utilizar métodos

consistentes para este objetivo como es el caso del método de maxima verosimilitud.

Calibracién por el método de maxima verosimilitud

Para implementar el método de maxima verosimilitud (ML) es necesario disponer de
la distribucién conjunta del nimero de incumplimientos de un portafolio heterogéneo,
para lo cual se debe disponer en cada afio™ de informacién de k grupos de calificacién
crediticia r € {1, ..., k} ;donde se toma en cuenta para cada ano j y grupo r el nimero de
créditos otorgados m;,y el nimero de créditos que han incumplido M, en el transcurso
de un ano.

Se supone que la distribucién mixta del crédito i (Q;) depende de un solo factor ¢ y

es la misma para todos lo créditos que pertenecen a una calificacién crediticia:

Qi = h(ILL’I" + O—T\IJ)

donde A(.) puede ser un modelo unifactoriales de mixtura Probit, Logit, Poisson y t de
student de tal manera que la funcién de probabilidad conjunta condicional e incondicional

de los créditos incumplidos M = (Mj, .., M}) en el afo j es respectivamente:

My . S
PM; = 4| =] (lj )h(ﬂr +0,2)7 (1= h(p, + 0,2))" 7Y

r=1
0k
P(M; = I;) = / 11 <ﬂz%> h(p + 002) 7 (1= h(p, + 0,2))™ 57 6(2:)dz;
o r=1 I

donde [; = (11, .., lj7k)’ y ¢ representa la densidad normal estdndar.

40Dependiendo del comportamiento de los créditos de un portafolio, la unidad de tiempo puede ser
meses, trimestre o una unidad especifica.
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Cabe especificar que los factores de riesgo Wy, ..., ¥,, relacionado con los n anos de anéli-
sis se considera que son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidos
con distribucién normal estdndar y representan el cambio en valor de los factores macro-
econémicos en el respectivo ano; asi, la funcién de maxima verosimilitud de n vectores

aleatorios del nimero de créditos incumplimiento en las k calificaciones crediticias es:

n k n
m;,
Lip.o.l,..1,) = > ) log ( 1.17 ) +Y log(1))
j=1 r=1 LT j=1
Xk
L= T+ 0vz) (1 = b, + 002;))™ 6 (2)dz
S r=1

donde p = (py, .., ,uk), y o= (oq,.., O’k), representa los pardametros desconocidos de los k
grupos crediticios los que son expresados en funcién de la realizacion 1y, ..., 1, que repre-
senta el nimero de incumplimientos de los k grupos durante n anos. De tal manera cuando
se maximiza la funcién de maxima verosimilitud en funcién de u, o se determina los es-
tadigrafos de los pardmetros de las funciones de mixtura de cada grupo de calificacién

crediticia donde se incorpora la dependencia entre estos grupos.



Capitulo 5

Optimizacion de un portafolio de

crédito

5.1. Introduccién

A partir de datos empiricos se ha observado que la distribucién de pérdida de un
portafolio de crédito es asimétrica y presenta colas pesadas; de tal manera, que para tomar
en cuenta este comportamiento se incorporan las cépulas en los modelos de crédito, dando
como resultado que la distribucién de pérdida sea estimada adecuadamente por medio de
la simulaciéon de Monte Carlo; esto permite construir medidas de riesgo y optimizar el
portafolio de crédito de manera eficiente; evitando que se subestime el riesgo extremo del
portafolio y logrando que se asigne adecuadamente el capital del banco.

En la simulaciéon de Monte Carlo es necesario generar diferentes escenarios de pérdida
del portafolio de crédito a través de los modelos de mixtura donde se simula el estado de los
créditos en un horizonte de tiempo dado y por medio de variables aleatorias que siguen una
copula t de student, permite capturar el comportamiento estocdstico del incumplimiento
de los créditos. Cabe mencionar, que por facilidad y mejor entendimiento de los modelos
de crédito se considera que los estados del crédito son: incumplir y no incumplir, omitiendo
la migracién de los créditos a diferentes calificaciones crediticias.

Ast, el Valor en Riesgo y el Déficit Esperado obtenidos a partir del modelo de mixtura

constituyen indicadores adecuados para medir el riesgo del portafolio, de tal manera que

212
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le permiten al administrador de riesgo asignar el capital que necesita el banco para cubrir
un cierto nivel de riesgo del portafolio de crédito. Cabe mencionar que el modelo de
mixtura permite relacionar el retorno esperado del portafolio con su respectivo nivel de
riesgo de manera eficiente, asf es posible construir el apropiado espacio riesgo-rentabilidad
del portafolio de crédito, a partir de un ejercicio de optimizacién donde se minimiza el
riesgo extremo del portafolio condicionado a una cierta rentabilidad esperada dando lugar
a la frontera eficiente del portafolio de crédito. La metodologia utilizada para obtener la
frontera eficiente es la propuesta por Rockefellar y Uryasev (1999) donde se muestra que
la minimizacién del Valor en Riesgo Condicionado (C'VaR) permite obtener un adecuado
capital regulatorio, situacién que no se logra cuando se considera como medida de riesgo®

a la varianza del portafolio.

5.2. Medidas de riesgo de un portafolio de crédito

Para generar los escenarios de pérdida de un portafolio crediticio, se considera a este
como una colecciéon de m contratos o créditos que pueden presentar dos posibles escenarios:
incumplir o pagar lo pactado, de tal manera que la pérdida de un crédito ¢ en un escenario

j para un horizonte de tiempo dado es:

I 0 si no incumple
ij =
N;(1 — R;) si el crédito incumple

donde R; corresponde a la tasa de recuperacion del crédito i. La posible pérdida que puede
presentar un crédito esta condicionado al comportamiento aleatério del incumplimiento del
crédito por lo que se puede considerar a este como un experimento de Bernoulli donde la
proba-bilidad que incumpla es @);; sin embargo, para tomar en cuenta el comportamiento
especifico del incumplimiento de cada crédito y la dependencia que existe entre el in-
cumplimiento de los créditos, se utilizan los modelos de mixtura Bernoulli heterogéneos
donde la probabilidad de incumplimiento esta condicionado al comportamiento aleatorio
de una variable v, es decir:
Qi(Y) = hp,y + o)

1'Un detatalle sobre medidas coherentes de riesgo puede verse en el Apéndice [3].
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donde 7(i) = {1,...,n} corresponde a la categorfa crediticia que pertence el crédito 7*.
De tal manera que un crédito i incumple en el escenario j cuando la probabilidad de
incumplimiento condicional @;(¢)) es menor que una variable aleatoria ¢; que sigue una
distribucién uniforme estédndar; asi, la pérdida del portafolio en el escenario j para un

horizonte de tiempo dado es:
Lj = Z Ly, (5.1)
i=1

ademds, la pérdida de cada crédito i se mantiene cuando se multiplica por la variable

identidad x; = 1 por lo que la ecuacién (5.1) puede escribirse de la siguiente manera:
Li(x) =) Lijxi,
i=1

donde x = (z1, ..., xm)T corresponde al vector de posiciones de los créditos en el portafolio
de tal manera que las pérdidas del portafolio estdn condicionadas al comportamiento de
este vector. De lo anterior, el portafolio puede ser optimizado a partir de una nueva especi-
ficacién de la estructura del vector de posiciones dando como resultado que se minimice
algin indice de riesgo del portafolio de crédito. Para el caso de portafolios crediticios, los

indicadores de riesgo mds usados son los siguientes:

1. Pérdida esperada del porfolio: corresponde a la pérdida promedio que puede presen-

tar el portafolio de crédito, la estructura de este indice de riesgo es la siguiente:

Z Lj(x)

EL(x) = (5.2)

S

donde s corresponde al nimero de escenarios del portafolio.

2. Mdaxima perdida del portafolio a un nivel de probabilidad « : es el a cuantil de la

distribucién de pérdida del portafolio de crédito, cuya estructura es la siguiente:
ML, (x)=inf{z | F(x) > a} (5.3)

donde F'(x) corresponde a la distribucién de pérdida del porfolio.

2Para un mejor detalle de estos modelos puede observarse en la seccién (4.3.3)
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3. Pérdida inesperada, conocido como Credit VaR y corresponde a la diferencia entre

la méxima perdida del portafolio a un nivel de probabilidad « y la pérdida esperada:

VaR, = MLa(x) — EL(x) (5.4)

4. Déficit esperado, es una medida de riesgo extremo y corresponde a la pérdida es-
perada de las pérdidas mayores a la mdxima pérdida del portafolio a un nivel de

probabilidad « :

ES,(x) = ML (x) + (1—104)3 D (Lj(x) = MLa(x))" (5.5)

J=1

donde

(L;(%) — MLo(x))* = Lj(x) — ML,(x) si Lj(x) — ML, (x) > 0; (5.6)

0 en otro caso
5. Valor en Riesgo Condicional, es una medida alternativa a ML, y cuantifica las
pérdidas que se puede encontrar en las colas de las distribuciones. Como medida
de riesgo tiene ventajas significativas frente al M L, y se la obtiene también de la
distribucién de pérdidas del portafolio. Se define como la pérdida esperada para los
casos en que la pérdida del portafolio exceda un valor k, para el caso donde k es

igual al ML, estamos en el caso del Déficit Esperado, la estructura del valor en

riesgo condicional es:
, 1 Zs .
CVCLRa = mkln {k + m < (LJ (X) — MLa(X)) } (57)

Cabe mencionar que dos medidas de riesgo son identicas si sus funciones de dis-
tribucién son continuas; sin embargo, la estimacién de la distribucion de pérdida del
portafolio crediticio es discontinua debido a que se utiliza la simulacién de Monte
Carlo; de tal manera, que no se puede obtener una equivalencia entre dos medidas
de riesgo; Rockafellar y Uryasev (2001) demostraron que en distribuciones discretas
es posible mantener una igualdad entre el Déficit Esperado y el Valor en Riesgo
Condicional siempre y cuando se cumpla que s X « sea un nimero entero, donde s

corresponde al niimero de escenarios y « el nivel de probabilidad.
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El CVaR, es una medida complementaria al M L, ya que cumple todas la propiedades
exigidas para ser una medida coherente de riesgo®, desde el punto de vista académico de la
teoria de la medida. El CVaR, cuantifica las pérdidas que exceden el M L, y actua como
una cota superior para el M L, por lo tanto un portafolio con bajo CVaR, tambien tiene
un bajo M L,. De tal manera que el CVaR, representa convenientemente el riesgo y es
aplicable a distribuciones de pérdida no simétricas, ademds es una funcién convexa lo que
garantiza la existencia de un inico 6ptimo global y local, situacién que no cumple el M L,,
de tal manera que cuando se utiliza técnicas de programacioén lineal para minimizar esta
medida puede conducir a identificar un punto como 6ptimo global cuando en realidad no
lo es. De lo anterior y fundamentandose en la métodologia desarrollada por Rockafellar y
Uryasev (1999) para optimizar un portafolio de crédito se utiliza como medida de riesgo al
CVaR,, ya que garantiza la identificacién del minimo global de tal manera que la frontera

eficiente del portafolio de crédito cuantifica adecuadamente la relacién riesgo-rentabilidad.

5.3. Modelo de Optimizacién

La principal caracteristica de un portafolio crediticio es que la distribucién de pérdida
tiene colas pesadas por lo que existe mayor probabilidad de la ocurrencia de eventos
extremos como es el caso del incumplimiento conjunto de los créditos de un portafolio,
por lo que el supuesto de normalidad del incumplimiento de los créditos es inadecuado;
asi, Mausser y Rosen (1999) senalan que el método tradicional para cons-truir la frontera
eficiente de un portafolio es inaplicable en portafolios crediticios, y logran demostrar que
portafolio eficientes respecto a la varianza no son eficientes respecto a indices de riesgo
extremo. Cabe mencionar, que en el negocio bancario los eventos extremos tienen una gran
influencia en la estabilidad del banco; razén por la cual, la medida capaz de identificar el
riesgo extremo del portafolio es el Valor en Riesgo Condicional y siguiendo la metodologia
de Rockafellar y Uryasev (1999) es posible optimizar un portafolio de crédito en funcién
del vector de posiciones de los créditos por medio de la minimizacién del Valor en Riesgo

Condicional para lo cual se tiene que resolver el siguiente problema de programacién lineal:

3Para un mejor detalle sobre medidas coherentes de riesgo puede revisarse Artzner Philippe [3].
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S

. 1 +
min {k + A—a)s (Lj(x) = MLqa(x)) } (5.8)

Jj=1

sujeto a la siguientes restricciones:

=1 =1

> Ni(ri = R)a; > 0. (5.11)
=1

La ecuacién (5.9) corresponde a la restriccion de equilibrio y garantiza que el monto
total del portafolio es invariante al proceso de optimizacién; es decir, que el proceso
de optimizacién no influye en la estrategia del negocio bancario y sirve de apoyo en su
planificacién estratégica.

La ecuacién (5.10) representa los limites de las posiciones que debe tener los montos de
los créditos, asi una posicién crediticia no puede tomar valores negativos, ya que no tiene
sentido financiero; por esta razén, solamente se considera que la posicién de los créditos
debe ser mayor o igual a cero.

La ecuacién (5.11) permite incorporar el retorno objetivo R del portafolio, de tal
manera que el problema de optimizacién logra minimizar el riesgo extremo dando como

resultado que el retorno esperado del portafolio sea mayor o igual que el retorno objetivo.

En este modelo se supone que el portafolio antes de la optimizaciéon contiene una
unidad para cada crédito, esto es x; = 1 para todos los créditos del portafolio y despues
de la optimizacién el portafolio contendra ; unidades para cada crédito i; por ejemplo, si
T = 2, el modelo de optimizacién sugiere que se deberfa duplicar el monto del crédito 1.

Si se repite el proceso de optimizacién para diferentes retornos objetivos R se puede
construir la frontera eficiente del portafolio crediticio en el nuevo espacio riesgo-rentabilidad,
cabe mencionar que la frontera eficiente es un conjunto de portafolios que simultaneamente
mazximizan el retorno para un nivel dado de riesgo y minimizan el riesgo para un nivel

dado de retorno.
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5.4. Aplicacion del modelo de Optimizacién

La metodologia presentada en la seccién anterior para la optimizacién de un portafolio
crediticio, se va a implementar en un portafolio heterogéneo crediticio conformado por 100
créditos con montos (exposicién) iguales a 100 usd, severidad del 50 %; donde los créditos
con alta calificacién crediticia (A) tienen una rentabilidad del 10 % y los de baja calidad
(B) una rentabilidad del 30 %*. Cabe mencionar que el monto total del portafolio es de
10000 usd, y las pérdidas del portafolio es determinado con un nivel de confianza del
99.9% en un horizonte de tiempo de un ano.

El modelo de crédito utilizado para determinar las pérdidas del portafolio corresponde
a un modelo de mixtura t de student cuyos pardmetros fueron calibrados® con la infor-
macién histérica del incumplimiento de los créditos® y con la composicién de la cartera
de crédito a diciembre del 20067. En el Tabla (5.1) se presenta los pardmetros del modelo
de mixtura heterogéneo t de student, donde se aprecia que el intercepto para créditos con
calificacién A presenta el valor méds grande en valor absoluto, dando como resultado que
este grupo tenga en promedio una probabilidad de incumplimiento baja; cabe mencionar
que en este modelo los grados de libertad para un cépula t de student es de 3.56, lo que
indica que la cola superior de la distribucién de pérdida sea pesada, evidenciando que este

modelo permite capturar el comportamiento real de una cartera de crédito (Figura 5.1).

A partir del modelo de mixtura t de student calibrado, se simulan 1000 escenarios de
la probabilidad de incumplimiento de cada crédito del portafolio, de tal manera que un
crédito 1 incumple en el escenario j si la probabilidad de incumplimiento es menor a un
nimero aleatorio uniforme estandarizado. Asi, se obtiene 1000 escenarios para la pérdida
del portafolio de crédito original, donde se supone que el portafolio estd compuesto por
un vector de posiciones igual a la unidad; es decir, cada crédito tiene una exposicién igual
a la unidad, donde la unidad corresponde a 100 usd.

Finalmente; para medir el riesgo implicito en el portafolio original, se calcula la pérdida

*La composicién de los créditos del portafolio se presenta en el Anexo (H).

°El método utilzado para calibrar un modelo de mixtura se presenta en la seccién (4.3.5).

6La evolucién histérica de los créditos incumplidos por calificacién credicia se presenta en el Apéndice
(G).

"La composicién de los créditos del portafolio se presenta en el Anexo (H).
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Modelo Estructura Pardametros Valores
. tr ()W 2By By
Mixtura 10) (h) ty (Da) -8.13
t de student t; 1 (pp) -2.42
8 0.26
v 3.56

Cuadro 5.1: Valor de los pardametros de un modelos heterogéneos mixtos de Bernoulli t de
student, donde la probabilidad de incumplimiento del grupo A y B es el 0.10% y 4.42 %
respectivamente.

esperada, el Valor en Riesgo Condicional (pérdida extrema); y, el Credit VaR dando como
resultado que la provisién y capital econémico que necesita la institucién para cubrir el
riesgo hasta un 99.9 % de confianza es de 112 usd y 1251 usd respectivamente. Adems4s;
con el nivel de riesgo que incurre la institucién financiera se esperaria que la rentabilidad

del portafolio sea del 20 %.

Distribucion de pérdida de un portafolio
heterogéneo de 100 créditos

0004 o — Mixtura t de student.

~ = Mixtura t de student dptimo

0.003 4
1

002

Probapitidad

0.001 4

0.000 —

0 200 400 600 800 1000 1200

Pérdida en USD

Figura 5.1: Distribucién de pérdida del portafolio de crédito original y optimizado.

Para optimizar al portafolio originial crediticio, se utiliza el procedimiento descrito
en la seccién anterior donde se minimiza el Valor en Riesgo Condicional a un nivel de
confianza del 99.9 % sujeto a las restricciones (5.9), (5.10) y (5.11).

Para identificar la respectiva frontera eficiente de este portafolio, se efectua el proceso
de optimizacién para diferentes niveles de rentabilidad objetivos del portafolio tal como se

observa en la Figura 5.2 donde la curva en el espacio riesgo-rentabilidad corresponde a la
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Frontera Eficiente esperada de un portafolio de Crédito
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Figura 5.2: Frontera Eficiente promedio de un portafolio formado por 100 creditos con
dife-rentes calificaciones crediticias para un nivel de confianza del 99.9 %.

frontera eficiente y se aprecia que la rentabilidad del portafolio original sujeto al nivel de
riesgo se encuentra sobre la frontera eficiente, determinando que con este nivel de riesgo
la institucién no puede esperar mayor rentabilidad.

La importancia de construir la frontera eficiente de un portafolio es que permite medir
el nivel de riesgo que se encuentra asociado con una rentabilidad especifica y determi-
nar si las provisiones y capital econémico asignado por la instituciéon estdn acordes con
el riesgo asumido; por ejemplo, se observa que portafolios con rentabilidades entre el
19.80 % al 20.10% tienen pérdidas semejantes; mientras que, rentabilidades mayores al
22 % presentan pérdidas cuyo crecimiento es proporcional al nivel de riesgo; asi, como
caso particular, si el banco requiere que el portafolio de crédito tenga una rentabilidad
del 25 %, debe disponer de una provisién de 175 usd y un capital econémico del 1600 usd
para cubrir el nivel de riesgo con nivel de probabilidad del 99.9 % (Figura 5.3).

Para comprender de mejor manera el impacto del proceso de optimizacién en la com-
posicién del vector de posiciones, se grafica las posiciones de los 100 créditos para difer-
entes niveles de rentabilidad objetivos (Figura 5.4), donde los primeros 50 créditos tiene
calificacién crediticia A y los demds calificacion B, de tal manera que se puede apreciar
que para un rentabilidad requerida del 20 % es necesario que los montos de los créditos se

encuentren alrededor de 100 usd (el vector de posiciones es cercano a 1); por otro lado,
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Rentabilidad Pérdida  Pérdida  Credit
del Portafolio  Espera-  Extrema VaR

da
19.80 % 111 1354 1243
19.90 % 111 1353 1242
20.00 % 112 1319 1207
20.00 %* 112 1363 1251
20.10% 114 1370 1256
21.00% 125 1508 1383
21.40 % 128 1527 1400
22.00 % 135 1542 1407
23.00 % 146 1624 1478
24.00 % 158 1703 1545
25.00 % 169 1791 1622
26.00 % 178 1949 1770
27.00% 188 2015 1827
28.00 % 199 2086 1887
29.00 % 212 2198 1986
30.00 % 222 2342 2120

* = Portafolio crediticio Original

Cuadro 5.2: Indices de riesgo para portafolios crediticos con méximos niveles de rentabil-
idad y minimo riesgo.

se observa que para un rentabilidad del 25 % es necesario que se disminuya a 50 usd los
montos de los crédios con calificacién A (valor de la posicién de los 50 primeros créditos
cercano a 0.5) y se aumente a 150 usd los crédito calificados con B (valor de la posicién
de los tltimos 50 créditos cercano a 1.5).

Hay que notar que el modelo sugiere que para tener una mayor rentabilidad es nece-
sario tranferir el riesgo a créditos con baja calidad crediticia, situacién que concuerda con
el pensamiento de que a mayor riesgo mayor rentabilidad; asi, este modelo permite identi-
ficar la mejor exposicién que puede incurrir los créditos de manera individual garantizando

que la institucién disponga de la mayor rentabilidad posible del portafolio crediticio.
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Figura 5.3: Tendencia del riesgo diferentes niveles de rentabilidad del portafolio de crédito
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Figura 5.4: Composicién del vector de posiciones del portafolio de crédito para diferentes
niveles de rentabilidad y minimo riesgo.
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Capitulo 6

Implementaciéon de modelos
crediticios en una Institucion

Financiera Ecuatoriana

6.1. Introducciéon

En capitulos anteriores, se han detallado los principales modelos de riesgo de crédito
que son utilizados en mercados desarrollados para determinar la distribucién de pérdida
de un portafolio; asf también, un modelo de crédito para mercados emergentes que permite
medir el nivel de concentracién que se presenta en una cartera de crédito; estos modelos,
logran que una institucién financiera pueda constituir de manera coherente las provisiones
y el capital econémico para cubrir un cierto nivel de riesgo asumido por la colocacién de
créditos, de tal manera que estos modelos son herramientas escenciales para una adecuada
administracion del riesgo crediticio. El desarrollo teérico de los modelos de riesgo de crédito
permite generalizarlos a partir de los modelos de mixtura y de las funciones cépula; y logra
determinar que la concentracién de una cartera incide directamente en el riesgo de crédito.
Estos conceptos facilitan la comprensiéon de los modelos de crédito y transparentan la
calibracién e implementacién de los mismos en cualquier cartera; ademds, a partir de la
teorfa de los modelos crediticios se puede construir herramientas para la gestion de un

portafolio como por ejemplo:

224
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= La frontera eficiente de un portafolio crediticio; donde se relaciona el riesgo con la
rentabilidad esperada de un portafolio; constituyéndose, en una herramienta 6ptima

para la planificacién estratégica de la institucién financiera.

= La asignacion de cupos, donde se asigna de manera adecuada los montos solici-
tados de los créditos segiin su nivel de riesgo; lo que constituye una herramienta

fundamental para controlar el riesgo a través del monto aprobado.

En este capitulo se hara uso de los conceptos de riesgo de crédito para desarrollar, im-
plementar y calibrar los modelos CreditMetrics’™, Credit Portfolio View, CreditRisk™,
CyRCE y la cépula t de student en una cartera de créditos automotrices con informacién
histérica desde Enero del 2006 hasta Diciembre del 2008, mismos que permitirdn deter-
minar la pérdida futura que puede tener la cartera en los préximos seis meses. Con el
desarrollo de estos modelos se conforma un sistema que permite analizar y monitorear
el riesgo de una cartera crediticia en el mediano plazo dando lugar al diseno de politicas

para el control y la mitigacién del riesgo de crédito.

6.2. Descripcion del portafolio de crédito

El portafolio crediticio a utilizar comprende créditos comerciales del segmento auto-

! con montos promedios de 13000 usd, plazo de cuatro afios y tasa de interés del

motriz,
14 %. A inicios del periodo (Enero 2006) los créditos vigentes estaban conformados por
577 y al final (Diciembre 2008) se dispone de 1857 créditos, por lo que el crecimiento
promedio mensual de los créditos vigentes de esta cartera es del 4 % mensual.

Para conocer la pérdida potencial que puede tener un portafolio, primero se tiene que
determinar la pérdida (P;) de cada crédito i para lo cual se tiene que disponer de las

siguientes variables: el incumplimiento (Y;), la exposicion (E;) y la severidad (A;); donde

la pérdida potencial del crédito ¢ es expresada de la siguiente manera:

'Por razones de confindencialidad de la institucién financiera se ha decidido mantener en reserva
el origen de la informacién; sin embargo, este limitante no afecta de ninguna manera a los resultados
obtenidos respecto a la distribucién de pérdida de este portafolio.
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de tal manera que la pérdida del portafolio se la obtiene asi:

L= i EAY,, (6.2)

i=1

donde m corresponde al nimero de créditos que tiene el portafolio. De lo anterior, se
observa que la pérdida del portafolio estd condicionado a la distribucién multivariada del
incumpli-miento de los créditos, misma que es obtenida a partir de la evolucién histérica
de la tasa de incumplimiento de los grupos homogéneos del portafolio de créditos au-
tomotrices. Para cons-truir la tasas de incumplimiento se tiene que seguir los siguientes

pasos:

1. Definir el evento de incumplimiento para cada crédito.

2. Segmentar la cartera automotriz en grupos homogéneos crediticios.

En el primer paso, se tiene que definir de manera adecuada el incumplimiento de un
crédito 1, misma que es expresada a partir de una variable dicotémica de la siguiente

manera:

1 si el crédito ¢ incumple
Y = (6.3)
0, caso contrario
Esta variable es fundamental para la obtencién de la distribucién de pérdida y por ende
en la construccién del modelo crediticio. Debido a que el incumplimiento proporciona
la informacién necesaria para identificar las pérdidas reales que presenta la institucién
financiera en la cartera de crédito. Cabe mencionar que la variable incumplimiento del

crédito i es contruida a partir de la informacién respectiva de los dias de mora, de la

siguiente manera:
1sin>n,
y= (6.4)
0, en otro caso
donde n corresponde los dias mora del crédito ¢ y n, representa el nimero de dias de mora
maximo que puede tener un crédito para no ser considerado como un crédito incumplido;
por ejemplo, si se conoce a priori que el promedio de los dfas de mora de los créditos de

una cartera automotriz es 12, significa que en términos normales los deudores se retrazan

en sus pagos hasta 12 dfas; sin embargo, si un crédito retraza su pago en 30 dias esto
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indica que el deudor no tiene la capacidad o la voluntad de cancelar la cuota, por lo
que se podria esperar que el saldo del crédito no sea cancelado de tal manera que este
crédito es considerado como incumplido ya que representa una pérdida potencial para la
institucién financiera.

Del ejemplo anterior se evidencia la importancia que tiene la identificacién de los dias
de mora méxima para la especificacién del incumplimiento de un crédito, para lo cual se
utiliza el método de cosechas® donde se analiza el comportamiento crediticio de grupos de
créditos y con este método se evidencia que el comportamiento de los créditos con dfas
de mora entre 31 y 60 dfas tienden a deteriorarse mds rdapido la calidad crediticia, por lo
que podria considerar que los dias de mora méximo que puede tener un crédito para no

ser considerado como incumplido es de 60 dias (Figura 6.1).

Evolucion mensual de los creditos al dia Evolucion mensual de (o Crednos COn Mora oe 14 15 dias ‘Evolucion mensual de los créditos con mora de 16-30 dias. Evolucibn mensual de los créditos con mora de 31 a 80 dias.

¥ [re i — | e
[ e i F -

= ! A

Figura 6.1: Evolucién de la proporcién de los créditos vendidos, que mejoran, que empe-
oran y se mantienen en su calidad crediticia para cada grupo crediticio del portafolio.

En el segundo paso se tiene que segmentar la cartera crediticia en grupos homogéneos
ya que no es posible realizar el andlisis de la dependencia entre los créditos incumplidos

de manera individual debido a las siguientes razones:

1. Los créditos no son originados al mismo tiempo ni tienen el mismo plazo por lo

2Un mejor detalle de esta metodologia se encuentra en el Apéndice 1.2.
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Indices promedios
Subgrupo | N° de Incumplimiento | Tasa de | Monto Plazo
créditos | /o de la interes
cartera
G1 5742 14.39% 2.4 % 13.55% 13,427 | 3.39 afios
G2 17495 49.97 % 1,9% 13.92% 13,236 | 4.05 afios
G3 13409 35.64 % 0,9% 14.59 % 12,886 | 3.02 afios

Cuadro 6.1: Tabla resumen de los tres grupos crediticios homogéneos de una cartera credi-
ticia comercial automotriz que son creados a partir del método CHAID.

complica el andlisis del portafolio.

2. Pueden existir créditos con buen comportamiento crediticio por lo que la estimacién

del incumplimiento conjunto del portafolio puede ser inconsistente.

3. Para cuantificar la dependencia entre incumplimientos se tiene que disponer de la
matriz de correlacién, por lo que en portafolios con gran cantidad de créditos esta

matriz es dificil de construir.

A partir de lo anterior se evidencia la necesidad de identificar grupos homogéneos en el
portafolio crediticio para un mejor andlisis de la dependencia de los créditos; sin embargo,
esta agrupacién no puede ser realizada a partir de los dias de mora del crédito ya que a
priori no se conoce el comportamiento de los créditos. En este sentido la técnica utilizada
para segementar el portafolio es el drbol de desicién también conocido como deteccion
de interaccion automdtica Ji-cuadrada (CHAID) que permite identificar divisiones 6pti-
mas cuando las variables dependendientes son continuas, nominales e incluso categoricas.
Este procedimiento determina una serie de reglas que permite obtener una particiéon del
portafolio original a partir de alguna varia-ble clave.® Tras utilizar como variable clave a
los dfas mora y como variables independientes a la tasa de interés y el plazo; el método
CHAID arrojoé una segmentacion de tres grupos, donde el primer grupo tiene en promedio
una tasa de incumplimiento del 2.4 %, el segundo del 1.9% y el tercero del 0.9 % (Cuadro
6.1).

Por medio del método CHAID se observa claramente que cada grupo homogéneo

tiene un comportamiento especifico crediticio; asi, el grupo G1 presenta la mayor tasa

3El detalle de método CHAID se explica en el Apéndice I.1.
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de incumplimiento mientras que G3 tiene la menor tasa; sin embargo, la tasa de interés
y el monto de los créditos aprobados en cada grupo no estdn acordes con el nivel de
riesgo asumido por la institucién financiera; por ejemplo, el grupo con mayor tasa de in-
cumplimiento presenta en promedio la menor tasa de interés y el mayor monto, situacion
que evidencia que las herramientas utilizadas por la institucién financiera para admin-
istrar el riesgo son inadecuadas. En la Figura 6.2 se observa el comportamiento de los
grupos crediticios en los tltimos 30 meses, donde se evidencia una caida en la tasa de in-
cumplimiento por lo que se puede garantizar que este comportamiento no es estacionario
y evidencia la necesidad de incorporar en los modelos de créditos esta tendencia de los

créditos incumplidos.
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Figura 6.2: Evolucién del incumplimiento para tres grupos homogéneos crediticios desde
Junio del 2006 hasta Diciembre 2008.

Finalmente, para conocer la pérdida potencial que puede tener el portafolio de créditos
automotrices en los préximos seis meses, se tiene que conocer la exposiciéon de cada crédito
¢ al momento del incumplimiento, misma que corresponde al saldo de los créditos; sin
embargo, esta informacion es dificil de conocer a priori debido a que es variante en el

tiempo. Una aproximacion de la exposicién de cada crédito se la obtiene a partir del saldo
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inicial (S?) que tiene el crédito i y de la tasa de exposicién ponderada (A¢) del portafolio:
E; = SOA° (6.5)

donde la tasa de exposicién corresponde al promedio histérico en n periodos de la
razén entre el volumen total de créditos que han incumplido en una ventana temporal

de seis meses (V Itot;) y el volumen total de los créditos al inicio de la ventana temporal

(Vtot,).

n

V Itot,
A€ = ! 6.6
; Vitot; ' (6.6)

donde la tasa de exposicién de cada crédito i en la cartera automotriz es del 76.9 %.

Cabe mencionar que por falta de informacién de la recuperacién de los créditos in-
cumplidos de la cartera automotriz, se considera que la institucién financiera pierde el
100 % de la exposicion de los créditos incumplidos, por lo que este valor corresponde a la

severidad que tendria cada crédito.
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6.3. Ajuste de la cartera a modelos mixtura

En el seccién 4.3 se presenté que cualquier modelo crediticio comercial’ pertence a
una de las siguientes catergorias: modelos por umbrales y los de mixtura, donde estos
modelos a primera vista parecen ser muy diferentes; sin embargo, matematicamente son
equivalentes siempre y cuando el retorno de los activos pueda ser expresado a partir de
un modelo factorial. Aparentemente, la equivalente entre los modelos por umbrales y los
de mixtura es obtenida bajo ciertas condiciones que dispone un mercado desarrollado,
donde existe una amplia informacién histérica sobre el comportamiento de los retornos
de los activos de las empresas; sin embargo, en la seccién 4.3 se pudo evidenciar que la
informacién necesaria y suficiente para calibrar un modelo de crédito es la evolucién de la
tasas de incumplimiento de los créditos, esta informacién sin m&s complicacién puede ser
obtenida para cualquier institucién financiera de tal manera que los modelos crediticios
comerciales pueden ser implementados y calibrados en mercados poco desarrollados como
es el caso Ecuatoriano.

Adicionalmente, en la seccién 4.3 se presenté que los modelos de créditos son un caso
especial de los modelos lineales generalizados mixtos (GLMM), por lo que se puede utilizar
los métodos de estimacién de los modelos GLMM para determinar los pardmetros de un
modelo de credito®.

Para calibrar de manera adecuada los modelos crediticios, a la informacion de la cartera
automotriz, se tiene que incorporar en el modelo las siguientes caracteristicas del portafolio

de crédito:

1. Cada grupo homogéneo que conforma el portafolio crediticio tiene rasgos especifi-
cos respecto a la calidad crediticia; por ejemplo, en el grupo crediticio G1 incorpora
créditos cuya tasa de incumplimiento es la més alta de todos los créditos del portafo-

lio.

2. La tendencia de la tasa de incumplimiento de cada grupo homogéneo es decreciente;

por ejemplo, se aprecia que el primer dato de la tasa de incumplimiento de los

4Los modelos que se hacen referencia son: CreditMetrics™ ™, Credit PortfolioView, CreditRisk™.
5El método utilizado para estimar los pardmetros de los modelos de créditos es el de maxima verosimil-
itud, debido a que se obtiene estimaciones mds consistentes.
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Modelo Estructura Pardametros Valores
Credit Metrics” pi(¥) = ®(p,) + Bx + o1h) I (G1) -1.83
Hr(G2) -1.94
Ha(G3) -2.21
B -0.01
o 0.112
Credit PortfolioView  p;(¢) = (1+e>cp(ur(1i)+ﬁm+aw) e (G1) -3.33
Hr(G2) -3.60
Hr(G2) -4.31
3 -0.03
o 0.27
Credit Risk™ pi(¥) = 1 — el Pietovd) oy -3.38
My -3.69
Hr(G3) -4.29
I6; -0.03
o 0.33
Cépula t pi(¥) = ®(p,i) + B + 07)) Ir(G1) -2.41
Hr(G2) -2.6
Hr(G3) -2.9
B -0.01
o 0.112
gl 27.46

Cuadro 6.2: Estimacion de los pardmetros de cuatro modelos crediticios para un portafolio
formado por tres grupos homogéneos.

créditos que pertencen al grupo crediticio G1 es del 4 %, mientras que el ltimo

dato es del 2% (Figura 6.2).

3. Se presenta una alta variabilidad de la tasas de incumplimiento para cada grupo
homogéneo; por ejemplo, para el grupo crediticio G1 se observa que la tasa de

incumplimiento fluctua entre el 6 % y 0.5 % (Figura 6.2).

Para incorporar las caracteristicas del portafolio automotriz en el modelo GLMM, es
necesario que el modelo incorpore un vector de efectos fijos ya que esto permite tomar
en cuenta la calidad crediticia de cada grupo homogéneo, una variable exégena que cor-
responde a la tendencia de la tasas de incumplimiento; y, un efecto aleatorio que permite
tomar en cuenta la variabilidad de la tasa de incumplimiento y se puede considerar como
el factor sistémico que afecta a toda la cartera de manera general.

Cabe mencionar que a partir de las estimaciones de los pardametros de cada modelo
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Grupo crediti- CM CPV CRP CT MM

cio

G1 2.438 246 2.463 1.715 2.464
G2 1.878 1.881 1.801 1.23 1.794
G3 0.934 0.942 0.99 0.655 0.982

CM = CreditMetrics™

CPV = Credit PorfolioView

CRP = Credit Risk™

CT = Cépulat de student

M.M = Método de momento

Cuadro 6.3: Estimacién de la probabilidad de incumplimiento de cada grupo crediticio
utilizando modelos de mixturas y el método de momentos.

de crédito® (Cuadro 6.2) se observa que el intercepto de cada grupo homogéneo permite
cuantificar de manera adecuada la tasas de incumplimiento esperada en cada grupo; asi,
en el modelo CreditMetrics”, el valor mas bajo del intercepto corresponde al grupo
de crédito que tiene la menor tasa de incumplimiento. Como caso especial de los mod-
elos de crédito se tiene a la cdpula t de student, la cual permite cuantificar eventos de
incumplimiento extremos en el portafolio a partir de los grados de libertad de la distribu-
cién t de stundent, donde se observa que los grados de libertad para este modelo es del
27.46," indicando que la cola superior de la distribucién de pérdidas del portafolio con
créditos automotrices es pesada, esto significa que las pérdidas extremas del portafolio es

ocasionada por la ocurrencia conjunta de los incumplimientos de los créditos.

Una de las pruebas que se utiliza para verificar si los modelos de créditos capturan de
manera adecuada la informacién del incumplimiento del portafolio automotriz es comparar
la, probabilidad de incumplimiento estimada® por cada modelo crediticio con la obtenida
por el método de momentos (Cuadro 6.3); donde se puede apreciar que todos los modelos
de crédito a excepcién del copula t de student presentan valores similares, esto puede

deberse al método utilizado para determinar los grados de libertad de la cépula t de

6Las estimaciones de los modelos se las obtuvieron a partir del software R versién 2.8.1 por medio del
paquete QRMIib que es un médulo gratuito y sirve de apoyo del libro Quantitative Risk Management
que fue desarrollado por Alexander J. McNeil, Rudiger Frey and Paul Embrechts.

"El programa para la estimacién de los grados de libertad fueron realizados en el paquete R versién
2.8.1.

8Para determinar la probabilidad de incumplimiento de los modelos de crédito se utiliza la ecuacién
(4.48) y en el caso particular del cépula t de student se utiliza la ecuacién (4.54).
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GRUPO
MODELO GRUPO Gl G2 G3
CM Gl 0.286 0.261 0.202

G2 0.261 0.238 0.184

G3 0.202 0.184 0.143

CPV Gl 0.308 0.271 0.193
G2 0.271 0.238 0.169

G3 0.193 0.169 0.121

CRP G1 0.406 0.347 0.260
G2 0.347 0.297 0.221

G3 0.260 0.221 0.164

CcT Gl 1.291 0.791 1.058
G2 0.791 1.138 1.002

G3 1.058 1.002 0.888

CM = CreditMetrics™

CPV = Credit PorfolioView
CRP = Credit Risk™
CT = Copulat de student

Cuadro 6.4: Estimacién de las matrices de correlacién entre incumplimiento utilizando los
mode-los de mixtura.

stundent; sin embargo, esta prueba es referencial y no permite concluir respecto a la
consistencia del modelo.

Para comprender la dependencia entre los incumplimientos de los créditos en cada
grupo homogéneo, se utiliza la matriz de correlacién entre incumplimientos (Cuadro
6.4); donde se puede observar que todas las matrices de correlacién son similares, asi la
correlacién entre los incumplimientos del grupo crediticio G1 es la més alta (por ejemplo,
en el modelo CreditMetrics”™ es del 0.286 %); sin embargo, el modelo copula t de student
presenta valores muy diferentes, esto es debido a que en la cépula t de student, la depen-
dencia es explicada por medio de dos elementos: la matriz de correlacién y los grados de
libertad, por lo que no tiene sentido comparar la correlacién del modelo cépula con las

obtenidas por los otros modelos de crédito.
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Matriz de covarianza
MODELO GRUPO Probabilidad G1 G2 G3
de incumplim-

iento
CM Gl 2.464 % 6.8e-05  5.5e-05 3.0e-05
G2 1.794 % 5.5e-05 4.4e-05 2.4e-05
G3 2.464 % 3.0e-05  2.4e-05 1.3e-05
CM = CreditMetrics™

Cuadro 6.5: Estimacion de las matrices de covarianza entre incumplimiento utilizando los
mode-los de mixtura.

6.4. Ajuste de la cartera al modelo CyRCE

En el modelo CyRCE al igual que los modelo comercializados de riesgo de crédito
(Por ejemplo, CreditMetrics™ y CreditRisk™) su disefio depende de que los créditos de
la cartera bajo andlisis estén calificados; lo que permiten disponer de informacién sobre
tasas de incumplimiento asociadas a cada calificacién dando lugar a la obtencién de sus
respectivas probabilidades de incumplimiento y sus correlaciones. Estas se constituyen en
los parametros de un modelo de riesgo de crédito bajo el supuesto de que los retornos de los
activos del portafolio siguen una distribucién normal multivariada. El método utilizado
para estimar la probabilidad de incumplimiento en cada calificacién es el de maxima
verosimilitud cuyo estimador corresponde al método de momentos; por otro lado, para
facilitar la estimacién de la correlacién entre créditos incumplidos se utiliza un modelo
de mixtura Probit ya que permite determinar la distribuciéon conjunta de los créditos
incumplidos de un portafolio especifico y por ende la correlacién entre los diferentes grupos

crediticios tal como se observa en el Cuadro (6.5).
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6.5. Prueba de desempeno de los modelos de crédito

La prueba de desempefio (BackTesting) es fundamental para el proceso de evaluar
y calibrar los modelos de riesgo de crédito ya que permite verificar si el modelo estéd
midiendo el riesgo de manera adecuada. Para realizar un BackTesting es necesario realizar
estimaciones recursivas del Valor en Riesgo (VaR,) de un portafolio de crédito para un
periodo determinado, tal como se describe a continuacién (en este caso se supone que

existe informacién hasta el periodo n):

i) Con la informacién hasta el periodo ¢, se calcula las pérdidas reales (L;1x) y el Valor
en Riesgo del portafolio (@MM) con un nivel de confianza «, donde t = ny, n; +

1,...,n — k y k representa el tiempo de tenencia del portafolio.

ii) A partir de los Valores en Riesgo estimados, se construye la sucesion I;, la cual se

define como:

1 st LtJrk > m -k
L = ¢ (6.7)
0, en otro caso

Valor en Riesgo al 90% de confianza Valor en Riesgo al 99% de confianza
de un portafolio de crédito de un portafolio de crédito

— Rl
— = CredRMetrics
=== CredRForthlicvien
- —  Creammkk
Copula tde shudet
RCE

oyt
—— CyRCE Gamma

Bet05
I

Se+05
1

4a+05
1

Qbservacién mensual
\entana iemporal oe un semeste

Péraida
e+05
1
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Be+05
1
2e+05
1

4a+05
1e+05
1

Pérdida

2e+05

Oe+00
Oe+00
1

Observacion mensual Observecién mensusal
Ventanz iemporal 2 un semestie Ventans mporal g un semestre

Figura 6.3: Evolucién histérica del Valor en Riesgo semestral de un portafolio de créditos
automotrices con un nivel de confianza del 90 %, 95 % y 99 %.
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Los puntos antes mencionados permiten validar la consistencia de los modelos de ries-
go de crédito ya que en un modelo adecuado de riesgo de crédito se deberia esperar que
la probabilidad de que las pérdidas reales superen al VaR,, (proporcion de fallas) sea ex-
actamente igual al nivel de significancia utilizado en el VaR,; o de manera equivalente se
esperaria que la sucesion I, este conformado por variables aleatorias i.i.d de experimen-
tos de Bernoulli con probabilidad de éxito cercano a 1 — . Para probar la hipdtesis nula
de que la proporcién de fallas sea exactamente igual al nivel de significancia del Valor en
Riesgo (Hy : p =1 — «), debe ocurrir que el estadistico de Kupiec’ se distribuya asintéti-
camente como una Chi-cuadrado con un grado de libertad, mismo que tiene la siguiente

forma:

LRpof = —2].0g (W) (68)

donde m corresponde al nimero de observaciones incluidas en el Backtesting, x es el
nimero de veces de que las pérdidas superan al VaR, y p = x/m corresponde al estimador

de méxima verosimilitud del pardmetro p.

Credit Metrics Credit PortfolioView Credit Risk
Nivel de 99% 95% 90% 99% 95% 90% 9% 95% 90%
confianza
Excepciones 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Excepciones 0.3 1.5 3 0.3 1.5 3 0.3 1.5 3
esperadas

Probabilidad 3.3% 3.3% 33% 33% 33% 33% 33% 33% 33%
de fallas (PF)
PF esperadas 1% 5% 10% 1% 5% 0% 1% 5%  10%

Coépula t de student CyRCE CyRCE Gamma
Nivel de 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%
confianza
Excepciones 0 1 2 2 4 6 1 3 3
Excepciones 0.3 1.5 3 0.3 1.5 3 0.3 1.5 3
esperadas

Probabilidad 0% 33% 66% 66% 13.3% 20% 3.3% 10% 10%
de fallas (PF)
PF esperadas 1% 5% 10% 1% 5% 0% 1% 5% 10%

Cuadro 6.6: Indices de desempefio de los diferentes modelos crediticios en una cartera
automotriz.

9Un mejor detalle puede encontrarse en el documento Backtesting desarrollado por Peter Chirstof-
fersen.
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Para identificar el modelo de riesgo de crédito que mejor representa la realidad de la
cartera de créditos automotrices, se realizan las pruebas de desempeno a los siguientes
modelos de riesgo: CreditMetrics’™ | Credit Portfolio View, Credit Risk*, cépula t de stu-
dent, CyRCE y CyRCE Gamma. En la Figura 6.3 se visualiza que el VaR de los modelos
crediticios CreditMetrics?™ | Credit Portfolio View, Credit Risk® y cépula t de student
siguen la tendencia de las pérdidas del portafolio a diferencia de los modelos de concen-
tracién donde el VaR se estabiliza a partir de noviembre del 2007 (observacién 17), esto
se debe principalmente por la concentracién de la cartera en el segmento de bajo riesgo.
Ademis se puede apreciar que el Valor en Riesgo del CreditMetrics”, Credit Portfolio
View, Credit Risk' presentan valores similares, validando asf la equivalencia entre estos
modelos; situacién que no causa sorpresa ya que todos estos modelos se fundamentan

en distribuciones normales multivariadas. A primera vista, el VaR del modelo cépula t

Pruebas de desempeno
Nivel de confianza
Modelo 99 % 95 % 90 %
CreditMetrics 31.14% 65.6% 16.3%
CreditPortfolioView 31.14% 65.6% 16.3%

CreditRisk™ 31.14% 65.6% 16.3%
Copula t 43.7% 65.6% 51.9%
CyRCE 38% 79% 10.3%

CyRCE Gamma  31.14% 26.6% 100%

Cuadro 6.7: Probabilidad de que las proporcién de fallas tedricas sea igual a las empiricas
con informacién desde Junio de 2006 hasta Diciembre del 2008.

aparenta sobreestimar las pérdidas reales del portafolio; sin embargo, la probabilidad de
fallas de este modelo es la mds cercana al nivel de significancia empleado (Cuadro 6.6),
identificando a este como el mejor modelo que logra representar las pérdidas del portafolio
automotriz; mds ain, este modelo permite identificar de manera adecuada las pérdidas ex-
tremas del portafolio ya que la probabilidad de fallas se aproxima al nivel de significancia
a medida que éste sea mds pequeno. Lo mencionado anteriormente, se verifica a partir de
la prueba estadistica de Kupiec donde el modelo cépula t presenta las probabilidades més
altas de no rechazar la hipétesis nula a diferencia de la obtenida por el CyRCE gamma al

90 % de confianza, lo anterior pone en evidencia que el modelo CyRCE gamma no tiene
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la capacidad para medir el riesgo extremo del portafolio; sin embargo, este modelo es més
consistente cuando los niveles de significancia son altos (Cuadro 6.7). Lo anterior pone
en evidencia que el administrador de riesgo debe trabajar con algunos modelos de riesgo
de crédito ya que cada uno tiene diferentes potencialidades y conjuntamente permiten

monitorear el riesgo de manera efectiva.
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6.6. Analisis de concentracion

El modelo CyRCE detallado en el Capitulo 3 evalia la suficiencia de capital y pro-
visién que es asignado por un banco a una cartera de créditos, a través de la comparacién
del VaR de dicha cartera para un cierto nivel de confianza dado. Asi el VaR constituye
ser lo minimo en capital y provisién que debe tener un banco para no incurrir en pér-
didas por riesgo de crédito. La descomposicién del VaR a partir del indice de Rayleigh
y la concentracién de Herfindahl Hirschman (HH) permiten apreciar en qué medida la
concentracion de la cartera contribuye al riesgo de crédito y logra identificar la méxima
concentracion que puede soportar un banco a partir del capital y provisiones asignado, lo
que facilita la asignancién de limites a los montos de los créditos logrando constituirse en

una herramienta adecuada para monitorear y mitigar el riesgo de crédito.

Comportamiento historico del volumen de crédito Comportamiento historico del n® de crédito
en cada segmento de crédito en cada segmento de crédito
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Figura 6.4: Comportamiento del volumen y nimero de créditos de los segmentos crediticios
de Alto, Medio y Bajo riesgo en una cartera automotriz desde Junio del 2006 a Diciembre
del 2008.

Para analizar la concentracién de la cartera de créditos automotrices primero se realiza
un andlisis descriptivo grafico del comportamiento del volumen y de la cantidad de créditos
que pertenecen a los diferentes segmentos de riesgo, de tal manera que se pueda validar
los resultados obtenidos con el modelo CyRCE. En la Figura 6.4 se observa como el
comportamiento del volumen y la cantidad de créditos para los segmentos de Riesgo

Medio y Bajo tienen un crecimiento sostenido desde Junio del 2006 hasta Diciembre
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del 2007 (los primeros diez y nueve meses); sin embargo, a partir de Enero del 2008
se aprecia claramente el cambio en las politicas crediticias donde se toman la decisién
de disminuir la colocacion de los créditos en el segmento de Riesgo Medio y aumentar
considerablemente en el segmento de Riesgo Bajo. De lo anterior se puede pensar que la
institucién financiera dispone de herramientas para monitorear el riesgo; sin embargo, no
dispone de herramientas para mitigarlo de manera adecuada, ya que las politicas deben
ir direccionadas en la asignacién del tasas de interés, plazo y/o el monto segun el nivel de
riesgo que tenga cada crédito, situacién que no se observa en las politicas tomadas por la
institucién financiera.!'”

Para analizar la concentracion de la cartera de crédito automotriz a través del modelo
CyRCE, se establen dos escenarios, el primero corresponde al escenario base, donde se
supone que la institucién financiera mitiga el riesgo total de la cartera a partir del cap-
ital y provisiones, que estan conformados por el VaR del modelo cépula t de student;!!
ademds, para mitigar el riesgo crediticio de cada segmento, la institucién financiera asigna
una parte del capital y provisién del portafolio total, misma que es igual a la proporcién
que tiene cada segmento crediticio en la cartera total (Cuadro 6.1). El segundo escenario
corresponde al escenario dptimo, donde se cuantifica el capital y provisién éptimo que
debe asignar la institucién financiera a cada segmento crediticio de tal manera que pue-
da mitigar el riesgo crediticio ocasionado por concentracién; y asi, asignar limites a los

créditos de manera adecuada.

6.6.1. Escenario base

Al realizar el andlisis de la suficiencia de capital y provision durante Junio del 2006
hasta Diciembre del 2008, se puede apreciar que la asignacién realizada a la cartera total
es adecuada; sin embargo, para los segmentos de Riesgo Alto y Medio solamente avanza
a cubrir hasta Diciembre del 2007 y Junio del 2008 respectivamente (Figura 6.5).

Cabe mencionar que la brecha entre el capital y provisién con el VaR para los segmen-

10Un mayor detalle puede encontrarse en el Manual para el Administrador el Riesgo, disefiado por la
asociacién internacional de administradores de riesgo PRMIA [27].

'En la seccién anterior se identificé al modelo cépula t de student como el mejor modelo que permite
capturar el comportamiento de las pérdidas de la cartera automotriz.
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Figura 6.5: Comparacién del Valor en Riesgo al 99 % de confianza con el Capital Econémi-
co y Provisiones del portafolio total y de los segmentos crediticios de Alto, Medio y Bajo
riesgo desde Junio del 2006 hasta Diciembre del 2008.

tos crediticios es mas grande al inicio del periodo de analisis (Junio del 2006) y tiende a
decrecer con el paso del tiempo; donde la brecha es mayor para el segmento de Riesgo Bajo
y més corta para el segmento de Riesgo Alto, esto evidencia lo inadecuado de la politica
crediticia para mitigar el riesgo en cada segmento ya que se esperarfa que la institucién
asigne mas capital y provision para el segmento con Riesgo Alto y menos al segmento de
Riesgo Bajo.

A partir de la asignacién de capital y provisién que realiza la institucién financiera en
cada segmento crediticio, se puede analizar el nivel de concentracién que puede soportar
estos segmentos; en la Figura 6.6 se puede observar que el segmento de Riesgo Alto
(G1) puede soportar el nivel de concentracién solamente en los meses comprendidos entre
Junio y Septiembre del 2006 (cuatro primeros meses de andlisis); el segmento de Riesgo
Medio (G2) entre Junio del 2006 hasta Junio del 2008 (diez y siete primeros meses). Lo
anterior pone nuevamente en evi-dencia que la asignacién de capital y provisiéon para los
segmentos crediticios es inadecuado, mas atin, con el andlisis de concentracion se observa
que la institucién financiera tenia que haber reestructurado las politicas crediticias para el
segmento de Riesgo Medio a partir de Junio de 2007 y mas no en Enero del 2008 (Figura
6.4).
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Figura 6.6: Comparacién de la concentracién de los segmentos crediticio de Alto, Medio

y Bajo riesgo con la maxima adminisible determinada por el modelo CyRCE desde Junio
del 2006 hasta Diciembre del 2008.

Finalmente, a partir del andlisis de concentracién que realiza el modelo CyRCE a cada
segmento de crédito, se puede asignar limites a los montos de los créditos, mismos que
se les obtiene a partir del capital y provisién asignado en cada segmento. Para realizar
el andlisis de los limites crediticios durante Junio del 2006 hasta Diciembre del 2008, se
seleccionan tres meses representativos, siendo estos Enero de 2006, Marzo de 2007 y Junio
de 2008 (Figura 6.7), donde se identica los montos de los créditos que superan el limite
asignado por el modelo CyRCE para cada segmento crediticio, donde se puede observar
que en Enero de 2006 el modelo limita a 15000 usd el monto de los créditos que pertencen
al segmento de Riesgo Alto; en Marzo del 2007, el modelo indica que no se debe otorgar
créditos (monto méximo de 0 usd) al segmento de Riesgo Alto y finalmente en Junio del
2008 el modelo solamente otorgar créditos al segmento de Riesgo Bajo. De lo anterior
claramente se observa como el modelo CyRCE asigna el limite de los montos a partir de

la capacidad que tiene el capital y provision para soportar la concentracién existente en

cada segmento de crédito.
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Figura 6.7: Identificacién de los créditos que pertecen a los segmentos crediticios de Alto,
Medio y Bajo riesgo que superan el cupo méximo adminisible por concentracion crediticia.

6.6.2. Escenario 6ptimo

En la anterior secciéon se observé que la asignacién de capital y provisién en cada
segmento crediticio a partir de la participacién que tienen con respecto a la cartera total es
inadecuada, dando lugar a que la institucion asigne demasiados recursos para el segmento
de Riesgo Bajo y poco en los otros segmentos. Para contrarestar el problema anterior,
el administrador debe elaborar una politica dptima donde se asigne el minimo capital y
provisiéon que necesita cada segmento crediticio para cubrir el nivel de riesgo asumidos,
dando lugar a que los recursos disponibles por la institucién financiera sean asignados
optimamente.

Para elaborar la politica éptima que necesita la institucion finaciera, se utiliza el modelo
CyRCE, el cual relaciona la suficiencia de capital y provisién con la concentracién de cada
segmento crediticio (ecuacién 3.38), este modelo permite optimizar el capital y la provisién

que necesita el segmento i por medio de la minimizacién del limite de la concentracién,
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Figura 6.8: Asignacién 6ptima del capital econémico y provisiones en cada segmento
crediticio capaz de cubrir el Valor en Riesgo al 99 % de confianza desde Junio del 2006
hasta Diciembre del 2008.

para lo cual se tiene que resolver el siguiente problema de programacién no lineal:

2
; 1/) — Di ? 1 T
H(F;) — : — F:CyuF; 6.9
n}plin ( ) < 2000, " (O'i‘/;)Q Z L ( )
{gli#i}
sujeto a la siguiente restriccién:
0<, <V, (6.10)

La ecuacién (6.10) representa los limites que puede tener la suficiencia de capital y
provision; asi, la suficiencia de capital y provisiéon no puede tener valores negativos ya que
no tienen sentido financiero.

El ejercicio de programacién no lineal se realiza para los meses comprendidos entre
Junio del 2006 hasta Diciembre del 2008, dando como resultado que la nueva composi-
cion del capi-tal y provision de la institucién cubra durante todos los meses el nivel de
concentracién que tienen los segmentos crediticios (Figura 6.9), garantizando que la in-

stitucién soporte el nivel de concentracién asumido en cada segmento, lo que limita la
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Figura 6.9: Comparacién de la concentracién real en cada segmento de crédito con la
méxima adminisible obtenida a partir del capital y provisiéon éptimo desde Junio del 2006
hasta Diciembre del 2008.

posible pérdida que pueda tener la institucién financiera. Al comparar el Capital y Pro-
visién del escenario base con el optimizado (Figura 6.8) se observa claramente en éste
ultimo escenario, la nueva asignacién de capital y provisién permite cubrir el VaR al 99 %
de confianza; mds aun, logra que el capital y la provisién se ajusten a la realidad de cada
segmento; por ejemplo, para el segmento de Riesgo Alto se observa como éste aumenta a
medida que el nivel de riesgo aumenta, ocurriendo lo contrario para el segmento de Riesgo

Bagjo.

Finalmente, a partir de la nueva asignacién de capital y provisién en cada segmento
credi-ticio, se puede determinar los limites del monto de los créditos donde se aprecia que
el modelo CyRCE otorga créditos en todos los segmentos (monto de los créditos mayor
a cero); y, permite identificar los créditos que tienen mayor riesgo por concentracién; por
ejemplo, en Junio del 2008 el modelo limita el monto de los créditos en el segmento de

Riesgo Alto.



6. Implementacion de modelos crediticios en una Institucién
Financiera Ecuatoriana 247

Dispersion de los créditos
con limites optimizados

0 500 1000 1500
1

| | |
mar-07 mar-07 mar-07
Riesgo Alto Riesgo Bajo Riesgo Medio

30000 ¢ @0
20000
10000

w
2 jun-08 jun-08 jun-08
E Riesgo Alto Riesgo Bajo Riesgo Medio
5 . o ° o | 30000
@ b - 20000
c b . _ - 10000
@ — e - -0
E ene-06 ene-06 ene-06
g Riesqgo Alto Riesgo Bajo Riesgo Medio

[

30000
20000 —
10000

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

Créditos
No supera el imite =
Supera el limite @

Figura 6.10: Identificacién de los créditos que pertecen a los segmentos crediticios de Alto,
Medio y Bajo riesgo que superan el cupo méaximo adminisible obtenido a partir del capital
provisién éptimo.

En la Figura 6.11 se observa la evolucién de los cupos para los montos de los créditos
en cada segmento, donde aparentemente el modelo asigna limites de manera inadecuada,
ya que otorga un mayor cupo a los créditos de Riesgo Medio que los de Riesgo Bajo; sin
embargo, este cupo va directamente relacionado con el volumen asignado en cada segmento
crediticio y con el limite determinado por el modelo CyRCE; asf, histéricamente se observa
que la participacién del volumen del segmento de Riesgo Bajo (35.64 %) es menor que el de
Riesgo Medio (49.97 %) situacién que permite evidenciar que la incogruencia de los cupos
de los montos es causada por la inadecuada planificaciéon de la colocacién del volumen
en cada segmento de crédito; lo anterior pone al descubierto que la institucién financiera
no dispone de herramientas para realizar una planificacién estratégica segun el nivel de

riesgo asumido.
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Figura 6.11: Comportamiento de los cupos de los créditos en los segmentos de Alto, Medio
y Bajo riesgo a partir de la nueva asignancién del capital y provisién desde Junio del 2006
hasta Diciembre del 2008.

6.7. Optimizaciéon del portafolio de créditos

En la anterior seccién se presenté las miltiples aplicaciones que tiene el modelo CyRCE
para administrar una cartera de créditos, donde las principales utilidades del modelo son
la asignacién 6ptima del capital y provisién e imponer limites a los montos de créditos a
partir del nivel de concentracién de la cartera de crédito. Sin embargo, este modelo no
permite apoyar a uno de los principales objetivos que tiene el administrador de riesgo que
es el diseno de un portafolio crediticio que le permita maximizar la rentabilidad esperada
del portafolio con el minimo riesgo. En este sentido, el administrador debe conocer a
priori el espacio riesgo-rentabilidad que tiene la cartera de créditos para que pueda asignar
de manera adecuada los recursos de la institucién financiera en las diferentes lineas del
negocio.'? En la teorfa moderna de portafolios, el espacio riesgo-rentabilidad es construida
a partir de la frontera eficiente, la que permite al inversionista elegir una cartera con alta
rentabilidad y bajo riesgo (cartera dptima).

Sin embargo, para construir la frontera eficiente de un portafolio crediticio no se puede

12Cabe mencionar que los estudios realizados sobre el disefio de un portafolio se fundamenta en los
modelos tradicionales de Markowitz (1959), Altman y Saunders (1998) donde explotan las virtudes de la
teorfa moderna de portafolios.
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Figura 6.12: Frontera eficiente de un portafolio formado por 98 créditos, otorgados en
Diciembre del 2008.

utilizar como indicador de riesgo la varianza del portafolio debido a que la distribucién del
portafolio crediticio es asimétrica y presenta colas pesadas y en estos casos la varianza no
existe; de lo anterior, se puede apreciar que la teoria moderna de portafolio es inadecuada
para portafolios crediticios; por tal razén, se utiliza la metodologia propuesta por Rock-
efellar y Uryasev (1999) dénde se demuestra que el mejor indicador de riesgo es el Valor
en Riesgo Condicional y por medio de éste es posible identificar portafolios eficientes; y,

por ende construir la frontera eficiente para portafolios crediticios.®
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Figura 6.13: Comportamiento del déficit esperado al 99% de confianza y de la pérdida
esperada a partir de una tasa de interés objetivo para un portafolio crediticio.

Cabe mencionar que para construir la frontera eficiente se tiene que conocer la dis-

13Un mejor detalle de la optimizacién de portafolios crediticios se encuentra en el Capitulo 5.
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tribucion de pérdida del portafolio crediticio, para lo cual se utilizan los cépulas t de
student en los modelos de créditos, ya que permite construir indicadores consistentes de
pérdida extrema. Para el caso de la cartera automotriz, dado que no se conoce la rentabil-
idad por crédito, se utiliza a la tasa de interés como una aproximacién a esta variable,
de tal manera que la frontera eficiente permite identificar portafolios que le permita a la
institucién tener una alta tasa de interés con el minimo riesgo; indicando a la institucién
la manera de asignar los recursos en las diferentes lineas del negocio para tener la tasa
de interés esperada. A su vez, la frontera eficiente permite identificar el nivel de capital y

provisiéon que necesita la institucién para cubrir el nivel de riesgo asumido.

Distribucion de pérdida de un portafolio
heterogéneo de 98 créditos
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Figura 6.14: Comparacién de la distribucién de pérdida de un portafolio crediticio con
dife-rentes tasas de interés objetivo.

Para construir la frontera eficiente se va a utilizar un subportafolio de la cartera
automotriz donde se consideran créditos concedidos en Diciembre del 2008 y donde el
modelo crediticio es el de mixtura cuya distribucién multivariada sigue una cépula t de
student con 27.46 grados de libertad!*.

En la Figura 6.12 se observa la frontera eficiente de la subcartera automotriz, de donde
se puede notar que la rentabilidad de la cartera analizada es del 17 %' y con un nivel de

confianza del 99 % su pérdida médxima es de 50000 usd. De lo anterior, se puede apreciar

4 En la subseccién 6.3 se presenta los pardmetros de los modelos de créditos para la cartera automotriz.
15 Corresponde al punto de color rojo en la frontera eficiente.
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que la frontera eficiente constituye una herramienta adecuada para la administracién
de un portafolio desde la perspectiva riesgo-rentabilidad, debido a que permite evaluar
portafolios con diferentes niveles de riesgo por medio de la generacién de indicadores de
riesgo extremo; tal como se observa en la Figura 6.13 donde se presenta la evolucién de
dos indicadores de riesgo, el primero corresponde al Déficit Esperado y corresponde a un
indicador de riesgo extremo y el segundo es la Pérdida Esperada. De estos indicadores se
puede oservar como el indicador de riesgo extremo es una adecuada medida de riesgo ya
que éste varia a medida que cambia la rentabilidad esperada del portafolio, situacién que

no se evidencia en la pérdida esperada.

Ademds, hay que notar como los portafolios cuyos rendimientos se encuentra entre
16.93% y el 18 % presentan los minimos valores de pérdida extrema (déficit esperado),
identificando a éstos como portafolios de més bajo riesgo; asi, la institucién puede reestruc-
turar la asignacién de recursos en el subportafolio automotriz para obtener una rentabil-

idad del 18 % sin la necesidad de aumentar el nivel de riesgo.

Indices Portafolio Inicial Portafolio Optimo 1  Portafolio Optimo 2
Déficit esperado al 90 % 14264.62 13203.93 13274.93
Déficit esperado al 95 % 22749.13 17886.19 19338.49
Déficit esperado al 99 % 42690.74 36286.63 49556.86
Pérdida esperada 4336.15 3968.98 4068.74
Tasa 17% 17% 18 %

Cuadro 6.8: Indicadores de riesgo para un subportafolio automotriz con diferentes tasas
de interés objetivo.

Para transparentar la potencia que tiene la frontera eficiente en la administracién del
subportafolio automotriz, se compara la distribucién de pérdida del portafolio original
con dos portafolios de la frontera eficiente, donde uno de ellos tiene el mismo rendimiento
del portafolio original (17 %) y el otro presenta una rentabilidad del 18 % (Figura 6.14);
donde se observa que a pesar que el portafolio original presenta el mismo valor en riesgo
condicional que el portafolio 6ptimo de la frontera eficiente, éste ultimo presenta un menor
nivel de riesgo debido a que la cola superior de la distribucién de pérdida es més liviana;
o de manera equivalente, la agudeza de ésta distribucién es menor que la generada por la

distribucién del portafolio original.
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Figura 6.15: Reestructuracion de la partipacion de los segmentos crediticios y de lo montos
de cada crédito en un subportafolio automotriz a partir de la frontera eficiente.

Por otro lado, cuando se compara la distribucién de pérdida del portafolio original con
el del portafolio éptimo con rendimiento del 18 % se observa como éste ltimo presenta un
mayor nivel de riesgo ya que éste presenta una cola mds pesada; o de manera equivalente
se aprecia como la agudeza de esta distribucién es mayor que la obtenida por el portafolio

original.

De lo anterior se observa como la agudeza de la distribuciéon de pérdida puede ser
considerado como otro indicador de riesgo ya que un portafolio de riesgo alto tiene una
mayor agudeza que otro de riesgo bajo. Una caracteristica importante sobre portafolios
crediticios es que a medida que el riesgo aumenta, la pérdida esperada tiende a disminuir,
tal como se observa en el Cuadro 6.8 donde el portafolio con el més alto rendimiento

(18 %) tiene la més pequena pérdida esperada (4068 usd.).

Del anterior andlisis se puede decir que la institucién financiera puede aumentar el
rendimiento del portafolio hasta el 18 % sin la necesidad de aumentar el nivel de riesgo;
para lo cual, se tiene que reestructurar la participacién de los segmentos crediticios y los
montos de cada crédito (Figura 6.15) de donde se puede apreciar como el modelo aumenta
la participacion en el segmento de Riesgo Bajo de 97.72 % al 99.95 % y disminuye en el
segmento de Riesgo Medio de 2.28 % a 0.05%; ademds, el modelo sugiere aumentar el
monto a los créditos de Riesgo Bajo de 12585 a 12872 usd. y disminuir los montos a los
créditos de Riesgo Medio de 28453 a 586 usd. Hay que notar que la anterior politica esté

acorde con la intuisién financiera donde se conoce que para controlar el riesgo se tiene que
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limitar los montos a los créditos de méds alto riesgo y aumentar a los de mas bajo riesgo;
situacién que se la obtiene a partir de optimizar las pérdidas de un portafolio crediticio
por medio de la aplicacién de la frontera eficiente en la administracién del portafolio

crediticio.



Capitulo 7

Conclusiones y Recomendaciones

7.1.

Conclusiones

Para determinar la distribucién de pérdida de un portafolio crediticio, es nece-
sario conocer la distribucién multivariada de los incumplimientos de los créditos del
portafolio, donde los modelos CreditMetrics’™ , CreditRiskt, KMV, Credit Portfo-
lio View y CyRCE suponen que la distribucién de los incumplimientos del portafolio
de créditos se comporta como una normal multivariada, cuyos pardmetros son cali-

brados a través de un modelo factorial.

El supuesto de que los incumplimientos se distribuyen como una normal multivariada
no permite capturar las pérdidas extremas que puede tener un portafolio crediticio,

situacién que ha sido la principal causa para la quiebra de instituciones financieras.

Desde un punto de vista matemético, el KMV y el modelo CreditMetrics’™ son
lo mismo siempre y cuando restrinjamos al CreditMetrics’™ a un portafolio de

pérdidas para un periodo.

Los modelos para portafolios crediticios pueden ser generalizados en dos grandes
grupos; el primero corresponde a los modelos de variables latentes, donde se en-
cuentran KMV y CreditMetrics’™ y el segundo a los modelos de mixtura, donde se

encuentra CreditRisk™.

254
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= Los modelos de variables latentes pueden ser escritos como modelos de mixtura,
siempre y cuando el retorno de los activos pueda expresarse a partir de un modelo

factorial.

= A partir del modelo CyRCE se evidencia que el factor esencial para determinar la
distribucién de pérdida de un portafolio de crédito es la concentracién de la cartera,

misma que se encuentra representada por el indice de Herfindahl Hirschman.

= A pesar de que el modelo CyRCE es un modelo no muy conocido como los par-
adigmas CreditMetrics”, RiskMetrics®, KMV, permite estimar pérdidas que son
similares a las obtenidas con los modelos conocidos, lo que permite concluir que el

modelo CyRCE es un modelo aceptable para estimar pérdidas.

= El modelo CyRCE permite conocer el capital econémico y las provisiones que nece-
sitan una institucién financiera para cubrir el riesgo asumido en el portafolio de

créditos.

= El modelo CyRCE puede medir la concentracién de créditos en un portafolio lo que
permite tener una administracién acertada del portafolio de créditos y por tanto
del riesgo de crédito, ya que si se emplea como una herramienta a priori, permite
conocer con anterioridad cuales son los limites en los cupos de los créditos que se

deben otorgar.

= En el caso donde se supone que los incumplimientos se distribuyen como una normal
multivariada, la probabilidad de incumplimiento de cada crédito y la matriz de
varianza covarianza entre incumplimientos corresponden a los pardmetros necesarios

y suficientes de un modelo para portafolios crediticios.

= La informacién necesaria y suficiente para estimar los pardmetros de un modelo para
portafolios crediticios es la evolucién histérica de la tasa de incumplimiento para

sub grupos crediticios del portafolio original.

= Para cuantificar de manera adecuada la pérdida extrema de un portafolio crediticio,

es necesario determinar la mejor distribucién multivariada que se ajuste al compor-
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tamiento de los créditos incumplidos para lo cual se emplea las funciones cépula, y

en el caso de portafolios crediticios se emplea la cépula multivariada t student.

= A partir del espacio riesgo-rentabilidad se puede optimizar los recursos disponibles
de una institucién financiera tales como el capital econémico y las provisiones, a
través de la frontera eficiente, para lo cual se tiene que utilizar como medida riesgo
al Valor en Riesgo Condicional, ya que éste permite maximizan el retorno para un
nivel dado de riesgo y minimizar el riesgo para un nivel dado de retorno de manera

consistente, situacién que no se logra cuando se utiliza el Valor en Riesgo.

s A partir del espacio riesgo-concentracion es posible identificar el capital econémico
y provisiéon éptimos que necesita la institucién financiera para cubrir el nivel de
concentraciéon asumido por el portafolio total como por los diferentes segmentos
crediticios, para lo cual se emplea el modelo CyRCE donde se relaciona el capital

econdmico y provisién con la concentracién de la cartera de créditos.

= A partir de la informacién histérica de la tasa de incumplimiento del portafolio
automotriz fue posible calibrar de manera adecuada los modelos CreditMetrics?™
CreditRisk™", Cre-dit Portfolio View, CyRCE y cépula t, dando como resultado que
las distribuciones de pérdida de los tres primeros modelos son similares, lo que
permite confirmar la equivalencia de los modelos de variables latentes con los de

mixtura.

= A través de la prueba de desempeno (BackTesting) efectuadas a los modelos emplea-
dos en este trabajo, se determiné que el mejor modelo que cuantifica las pérdidas
extremas del portafolio corresponde al modelo cépula t student, lo que confirma que
el uso de distribuciones normales multivariadas no es adecuado para cuantificar las

pérdidas de un portafolio crediticio.

= El andlisis de concentracién de la cartera crediticia automotriz permite construir
indicadores adelantados de la calidad crediticia, ya que ayuda a visualizar el continuo

deterioro de la cartera por causa de la concentracion.
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= Al aplicar el modelo CyRCE a la cartera de créditos se observa como el modelo
asigna el limite de los montos a partir de la capacidad que tiene la institucién
financiera (el capital y provisién) para soportar la concentracién existente en cada

segmento de crédito.

= Al optimizar el capital y provisiéon a partir del modelo CyRCE se observa que ésta
nueva asignacién de recursos cubre adecuadamente el nivel de riesgo asumido por la
instituciéon (VaR al 99 %), de lo que se evidencia que este modelo logra asignar de

manera eficiente los recursos de la institucién en los diferentes segmentos crediticios.

= Al optimizar el capital econémico y provision a partir del espacio riesgo-rentabilidad
se aprecia que es posible gestionar la cartera crediticia para obtener la mayor
rentabilidad con el menor riesgo posible, donde el modelo sugiere que para aumentar
la rentabilidad y mantener el mismo nivel de riesgo, se tiene que disminuir la par-
ticipacién de la cartera en el segmento de Riesgo Medio y aumentar en el segmento
de Riesgo Bajo, para lo cual se tiene reestructurar los cupos de los créditos en cada

segmento crediticio.

7.2. Recomendaciones

= Seria adecuado que las instituciones financieras del pais empiecen a utilizar mod-
elos como los expuestos en este trabajo con el objetivo dedisponer una baterfa de
herramientas cuyos resultados sirvan para administrar adecuadamente el riesgo de
crédito y especialmente conozcan el nivel de riesgo que estdn asumiendo en el nego-
cio y en funcién de ello puedan ir analizando escenarios en donde se permita medir

el impacto del riesgo asumido por la entidad en el rendimiento, capital y provisiones

= La segmentacién del portafolio de créditos que necesita el modelo CyRCE debe
ser anali-zado con un buen criterio ya que puede determinarse segmentos en donde
no se observe riesgo y por tanto en los resultados del modelo no se identifique
correctamente el riesgo de crédito existente. Con ello, otros segmentos riesgosos

podrian pasar por desapercibido produciendo una medicién inadecuada del riesgo
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del portafolio de créditos.

= Una de las herramientas crediticias que complementa a los modelos desarrollados
en la presente tésis corresponde a los modelos dindmicos crediticios, por lo que se
sugiere para las préximas investigaciones se trabaje sobre esta herramienta ya que
permite identificar el perfodo en el cudl el cliente puede incumplir; lo que permitiria

al administrador asignar el plazo de los créditos segin el nivel de riesgo.

= Para el diseno, construccion y calibracién de los modelos de riesgo de crédito pre-
sentados en este trabajo, es adecuado utilizar el software gratuito R ya que dispone
de librerfas que permiten disponer de herramientas para la gestién de cartera en

tiempo real.

= Para determinar las garantias de los titulos valores instrumentados por operaciones
credi-ticias, se recomienda que éstas sean cuantificadas por lo menos a partir de la
distribucién de pérdidas del portafolio de créditos ya que de ser asi, se obtendrian
titulos més apetecibles en el mercado de valores, lo que a su vez garantiza que la

institucién financiera obtenga la rentabilidad esperada del proceso de titularizacion.
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Apéndice A

Modelo Factorial

El anadlisis factorial es un modelo matemsditico el cual intenta explicar la correlacién
entre un gran conjunto de variables a partir de un nimero més pequeno de factores
subyacentes. La principal suposiciéon del andlisis factorial es que no es posible observar
directamente éstos factores subyacentes. Para lo cual se considera un vector de variables
aleatorias Z = (7, ..., Z,)" cuyo vector aleatorio es y y la matriz de varianza covarianza
es X; de donde, se dice que el modelo k factorial representa de manera adecuada a Z
siempre que éste pueda ser escrito de la siguienter manera:

Z=AR+c+u (A1)

donde A es una matriz determinista de dimensién nxk , R = (Ry, ..., Ry)' ye = (1, ...,&,)"
son vectores aleatorios y los R; se conoce como factores comunes y ¢; como factores
especificos. Adicionalmente, se considera que:

E(R;) 0, para todo j (A.2)
E(e;) = 0, para todo i (A.3)
Cov(R;,R;) = 0;;, para todo 1, j (A.4)
Cov(ei,e;) = P20y (A.5)
Cov(e;, R)) 0, para todo i, (A.6)

donde la covarianza de € es ¥ y ¢;; representa la funcién Kronecker. Por definicién
todos lo factores son incorrelacionados y los factores comunes tienen varianza de uno.

Teorema 35 Un modelo k factorial para Z = (Zy,...,Z,)", donde k < n existe si y
solamente si existe un unico A y V¥ tal que

S = AA' + U (A7)

donde A corresponde una matriz de dimension n X k, cuyo rango es igual a k y ¥ es una
matriz diagonal cuyos valores son Yicy
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Apéndice B

Funciones Generadoras de
Probabilidad

Para las medidas de riesgo de crédito que se basan en eventos de impago, son especial-
mente importantes las variables aleatorias que toman valores en el dominio de los niimeros
enteros "no negativos", es decir: x€ ZT = {0,1,2,...}. Su anélisis se facilita mediante el
estudio de las funciones generadoras de probabilidad.

oo
Definicién 36 Sea {ay},., una sucesion de numeros reales, entonces si A(s) = g ay.s* converge
k=0
. . -, .z o0
en un intervalo abierto (—¢,¢), A(s) es una funcion generadora para la sucesion {ay},_ -

La variable "S"no tiene representacién alguna y carece de significado lo importante es
el coeficiente s* donde k = 1,2, ...

Ejemplo 37 Para deerminar la funcion generadora de una variable aleatoria que siguen
una distribucidn uniforme es se tiene que considerar que

Lgik=1,..,n
W= { 0, en otro caso (B.1)

entonces

T

k=1

264



Apéndice C
Distribuciones elipticas y esféricas

Para el desarrollo de los modelos crediticios CreditMetrics y KMV se supone que el
logaritmo del retorno de los activos siguen un ley normal multivariada N (0, Y) o de manera
equivalente se puede suponer que son distribuidos elipticamente, ésto tiene sentido debido
a que la distribucion normal estdndar es miembro de esta familia. Como caso especial, se
puede considerar que el indicador que permite cuantificar toda la dependencia existente
en la distribucién normal estdndar es la correlacién, situacién que no se mantiene en la
distribuciones esféricas ya que se tiene que complementar con informacién adicional. Un
mejor detalle de las distribuciones esféricas se presenta a continuacion.

Las distribuciones elipticas se fundamentan naturalmente como una extensién de
las distribuciones normales N(0,%), asi como también como una extensién de las lla-
madas distribuciones esféricas. Para observar como estas tres distribuciones se relacio-
nan, primero se empieza con las distribuciones esféricas, las que proveen de una familia
de distribuciones simétricas para las variables aleatorias no correlacionadas con media
cero.

Definicion 38 Un vector aleatorio X = (X1, ..., X,,)!" se dice que sigue una distribucion
esférica si para todos los planos ortogonales T' € R™*™ (T'T" = 1,,«,,) ocurre que

rx £ x (C.1)
donde 1,«, representa un matriz identidad de dimension n X n.

Teorema 39 Un vector aleatorio X = (X1,..., X,,)" que sigue una distribucion esférica
se dice que existe su funcion caracteristica es (s)

Definicion 40 siempre y cuando exista una funcion ¢ : Rt — R tal que (s) = ¢(s's).

Corolario 41 Si X tiene una densidad f(x) = f(x1,...,x,) y éste puede ser expresado
de manera equivalente por

f(z) = g(a'z) (C.3)
para alguna funcion ¢ : Rt — R entonces se dice X estd bien caracterizada por una
distribucion esférica cuyas densidades son esferas constantes.
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Un ejemplo de una distribucién esférica n dimensional es N (0, 1,,x,,)-

Definicién 42 Un vector aleatorio X = (X1, ..., X,,)" se dice que tiene una distribucion
eliptica con pardmetros p, > st

X LAY +4 (C.4)

donde Y sigue una distribucion esférica, A es una matriz de dimensionesnx k y AA' =%
con rango igual a k.



Apéndice D

Cépulas mas comunes

Copula Foérmula Parametros
¢~ (u1)¢ ™ (u2)
1 22 —20xy+y?
Normal / 2m/1-6% oxp ( 2(1-6%) ) dzdy 0 e [-1,1]
$~1(.) : Inversa de la funcién de distribucién normal estandar
to ! (ur)ty ! (u2) (v42)/2
1 2= 20ay+y* ) T 0el-1,1
( i (1 ) ey e,
t,1(.) : Inversa de la funcién de distribucién t con v g.l
Clayton (ul_e +uy? — 1)75 0 € (0, )
T
0 —0 € (0,00)
Clayton {{(“1 - 1) + (u2 - 1) } + 1} 5 €1, 00)
general-
izada
0 € (0,
Frank “Llog {[n— (1 — exp (—0ur)) (1 — exp (—Buz))] /n} e (0.0,
9 o110
Galambos U1Ug XP { [(f log(u1))™" + (—log(u2)) } 0 € [0, o)
0 ) 1/6
Gumbel erps — [(—log(ul)) + (—log(uz)) } 0 ell, )
0 log(u1) log(uz)
IG;umbel U Uy €Xp {WJ 0 € [0, 1)
exp 4 log(u1)® |1 + %log lzg(zl)
Husler y { (1) . {90 ’ log(Lf)( 2)) 0 €0, oo)
Riess + 10g(u2)q} 9 + 2 log (log(ul)):| }
0 o o 0)1/0 € [L,c0)
Joe 1—[(1—u1) +(1—u)’ - (1—w) (1-@] 0, € [0,1]
Marshall 62 € [0, 1]
Olkin
Morgenstern urug [14+60 (1 —uq) (1 — ug)] 0e[-1,1]
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Apéndice E

Medidas Coherentes de Riesgo

Los modelos de Valor en Riesgo (VaR) en los ltimos anos han demostrado ser valiosos
instrumentos de cara a la medicién y gestién del riesgo. Sin embargo, su excesiva depen-
dencia de hechos histéricos hace que en muchas ocasiones puede fallar cuando son més
necesarios, esto es, en movimientos extremos que podria provocar pérdidas muy impor-
tantes. Se puede pensar entonces en el VaR como un método necesario, pero no suficiente,
debido a que presenta una series de limitaciones que deben ser corregidas para implantar
un sistema eficiente de control de riesgo en una institucién financiera; asi, el VaR como
una medida de riesgo tiene problemas de incoherencia desde el punto de vista matematico
situaciéon que se expone a continuacion.

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad tal que © es el espacio de resultados o
estados de la naturaleza, F es la o—édlgebra de eventos y IP es la medida de probabilidad.
Para una variable aleatoria X de valor real, medible sobre este espacio de probabilidad,
la distribucién de probabilidad de X estd dada por Fiy(xz) = P(X < x). Se supone que
la variable aleatoria X representa una pérdida financiera tal que w € € es el niimero real
X (w) es la realizaciéon de una pérdida o un beneficio con X (w) > 0 para una pérdida y
X (w) <0 para un beneficio. Al conjunto de pérdidas financieras lo denotamos por x.

Definicién 43 (Medidas coherentes de riesgo) Al mapeo del conjunto de pérdidas
en el conjunto de los reales no negativos extendidos v : x — [0,00] se denomina como
medidas coherente de riesgo si se mantiene las siguientes propiedades:

i) Subaditividad: Para todo X, Y elemento de x se tiene que:

VX +Y) <y(X) +9(Y) (E.1)
ii) Monotonicidad: Para todo X, Y elemento de x con X <Y se tiene que y(X) < y(Y)
iii) Homogeneidad positiva: Para todo A > 0 y para todo X elemento de x se tiene:

Y(AX) < My(X) (E2)

iv) Invarianza traslacional: Para todo © elemento de los reales y para todo X elemento
de x se tiene que:
V(X +a) =7(X) + (E-3)
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Notese que la definicién de medidas coherentes de riesgo antes mencionada difiere
ligeramente de la propuesta por Artzner [3] pero es exactamente igual a la propuesta por
Frey y McNeil [19] debido a que se considera a X como la pérdida de un portafolio y
(X)) como el capital requerido por parte de la institucién para cubrir las pérdida de X
y que se encuentran acorde con la politica crediticia de la institucién financiera.

Para dar un significado financiero a la definicién (43), a continuacién se describe la
parte intuitiva de las propiedades de esta definicién:

Subaditividad: Refleja el efecto de la diversificacion en una cartera en el riesgo, ya que
el riesgo de la unién de dos portafolios es menor que la suma del riesgo de cada
portafolio.

Monotonicidad: Fsto significa que a mayor rentabilidad debe corresponde mayor riesgo;
asi, cuando se considera que las pérdidas de dos portafolios A y B son X, y Xp
respectivamente y se supone que las pérdidas del portafolio A es menor que la
pérdida del portafolio B luego el requerimiento de capital del portafolio A (X 4)
debe ser menor que el requerimiento de capital del portafolio B v(Xp).

Homogeneidad: Fsto significa que si aumenta la posicion en un portafolio, o en alguno
de sus componentes, el riesgo debe incrementarse proporcionalmente.

Invarianza traslacional: Esto significa que si se invierte una cantidad adicional en el
portafolio, y no se invierte prudentemente, entonces su riesgo se debe aumentar
en esa cantidad proporcional; asi, se considera que las pérdidas del portafolio se
incrementa en x luego el capital requerido para cubrir las pérdidas del portafolio
debe incrementarse en la misma proporciéon que aumentaron las pérdidas.

A continuacién se aplica la definicién de medida coherente de riesgo a dos indices de
riesgos siendo estos el Valor en Riesgo y el Valor en Riesgo Condicional de tal manera
que se puede determinar cual medida es mds adecuada para ser implementados en un
sistema de gestion de riesgo.

E.1. Valor en Riesgo

El Valor en Riesgo (VaR) es el cuantil « para la variable de pérdida X definido para
una medida de probabilidad P y para algin nivel de confianza «,

VaR,(X)=if{z >0 |PX <z] > a} (E.4)
y cumple las siguientes propiedades:
= Monotonicidad

= Homogeneidad

s [nvarianza traslacional
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Sin embargo, no cumple la propiedad de subaditividad, propiedad que es muy impor-
tante para la administracién del riesgo ya que refleja la expectativa de que los riesgos
usualmente se diversifican cuando se juntan, por lo tanto éste es requerimiento escen-
cial para que cualquier medida de riesgo financiero sea considerada como una medida
coherente de riesgo.

E.2. Valor en Riesgo Condicional

Es una medida complementaria al VaR que satisface todas las propiedades exigidas
para ser una medida coherente de riesgo; ademds, es convexa y uniextremo, lo cual facilita
la implementacién de algoritmos de optimizacién y control, y se encuentra definida de la
siguiente manera:

k

CVaR, = min {k + (1—104)5 i(Lj(x) - MLa(x))JF} (E.5)

j=1

donde k corresponde a un valor inferior de pérdida que puede tener el activo financiero.
Asi, el CVaR, cuantifica las pérdidas que excede el VaR y actia como una cota
superior para el VaR.



Apéndice F

Indice de Herfindahl-Hirschman

Este indice que fue propuesto primero por Hirschman y luego por Herfindahl ha sido
utilizado en forma creciente en los tltimos anos por los economistas industriales en el
andlisis de los modelos oligopolisticos de fijacién de precios; este indice toma en cuanta
todos los puntos de la curva de concentracion y se calcula como la suma del cuadrado de
las cuotas de mercado de las empresas en la industria, asf:

i
HH =Y :(—) =38
- xr -
=1 =1
donde:
x; = es la participacién de la empresa i-ésima que conforma la industria, i = 1,2, ...,n

n
Tr = E €T;
i=1

n = numero de empresas que conforman la industria
s; = es la cuota de mercado de la i-ésima industria.

Al considerar el cuadrado de las cuotas de mercado, el indice concede m&s impor-
tancia a las empresas méds grandes en la industria. Esto se puede verificar considerando
facilmente; por ejemplo, un mercado de cuatro empresas con unas cuotas de mercado de
0,4, 03, 0,2, v 0,1. Los cuadrados de las cuotas de mercado son 0,16, 0,09, 0,04 y 0,01, de
modo que HH=3, y estd claro que la empresa de mayor tamano contribuye a esta suma
€n una mayor proporcion.

FEl indice HH puede expresarse de forma ligeramente diferente con el fin de mostrar
mas claramente sus propiedades. Denotando el tamano medio de la empresa como

1’ﬂ
.TJ:*EZL'Z‘
ni:l

y la varianza del tamano de la empresa como
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podemos definir una medida de la desigualdad de las cuotas de mercado de las em-

presas, independientemente de las unidades de medicién como ¢ = o/x (conocido como
coeficiente de variacién del tamano de a empresa). Puesto que

1 o= 22

:L‘.
02:—5 —;—1
n

i=1
reordenando términos puede verse facilmente que
A+1
n

H =

Por tanto, el indice HH depende tanto de la desigualdad de las cuotas de mercado
(medidas a través de ¢?) como del mimero de empresas n. Asf también HH toma un valor
méximo de 1 en el caso de monopolio (total concentracién) y un valor minimo de (1/n)
en el caso de multitud de empresas pequefias de igual tamafio (¢ = 0,n — o0). Por otro
lado, si se considera el reciproco del indice, podemos superar parcialmente la limitacién
que supone desde un punto de vista intuitivo ya que el reciproco de HH es un nimero
equivalente que corresponde a nimero de empresas de igual tamano que darfan lugar a
ese mismo valor de HH. Asi por ejemplo, un valor de HH= 0,018 para una industria
determinada es aproximadamente equivalente a 56 empresas de igual tamano trabajando
en esa industria y dando lugar a ese valor de HH.

Se puede concluir entonces que la entrada al mercado de empresas de gran tamafo
con relacion a las ya existentes, aumentan el valor del indice HH.



Apéndice G

Informaciéon del incumplimiento
empirico de un portafolio homogéneo

Portafolio con calificaciéon A Portafolio con calificacién B
Ano Nro de créditos Nro de no pago Nro de créditos Nro de no pago
1981 1070 0 322 2
1982 1099 2 341 15
1983 1122 1 342 10
1984 1181 2 371 12
1985 1216 0 420 18
1986 1337 2 533 30
1987 1334 0 687 19
1988 1349 0 760 30
1989 1400 2 753 34
1990 1447 2 694 56
1991 1496 3 590 65
1992 1661 0 525 30
1993 1823 0 562 13
1994 1916 1 717 15
1995 2144 1 832 29
1996 2336 0 897 16
1997 2551 2 1016 20
1998 2718 4 1334 49
1999 2790 4 1674 92
2000 2835 5 1782 104
2001 2929 6 1806 173
2002 3049 14 1726 158
2003 2998 3 1837 90
2004 3117 0 1955 37
2005 3264 1 2151 29
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Cuadro G.1: Evolucién histérica de los créditos otorgados y
fallidos por calificacién crediticia de una institucion financiera

ABC.



Apéndice H

Composicién de un portafolio
heterogéneo

Prestamo Calificacién Severidad Exposicién Rentabilidad

1 A 50 % 100 10%

2 A 50 % 100 10%

3 A 50 % 100 10%

4 A 50 % 100 10%

5 A 50 % 100 10 %

6 A 50 % 100 10%

7 A 50 % 100 10%

8 A 50 % 100 10%

9 A 50 % 100 10%
10 A 50 % 100 10%
11 A 50 % 100 10%
12 A 50 % 100 10%
13 A 50 % 100 10%
14 A 50 % 100 10%
15 A 50 % 100 10%
16 A 50 % 100 10%
17 A 50 % 100 10%
18 A 50 % 100 10%
19 A 50 % 100 10%
20 A 50 % 100 10%
21 A 50 % 100 10%
22 A 50 % 100 10%
23 A 50 % 100 10 %
24 A 50 % 100 10%
25 A 50 % 100 10%
26 A 50 % 100 10%
27 A 50 % 100 10%
28 A 50 % 100 10%
29 A 50 % 100 10%
30 A 50 % 100 10%
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31 A 50 % 100 10%
32 A 50 % 100 10%
33 A 50 % 100 10%
34 A 50 % 100 10%
35 A 50 % 100 10%
36 A 50 % 100 10%
37 A 50 % 100 10%
38 A 50 % 100 10%
39 A 50 % 100 10%
40 A 50 % 100 10%
41 A 50 % 100 10%
42 A 50 % 100 10%
43 A 50 % 100 10%
44 A 50 % 100 10%
45 A 50 % 100 10%
46 A 50 % 100 10%
47 A 50 % 100 10%
48 A 50 % 100 10%
49 A 50 % 100 10%
50 A 50 % 100 10%
51 B 50 % 100 30%
52 B 50 % 100 30 %
53 B 50 % 100 30 %
54 B 50 % 100 30 %
55 B 50 % 100 30%
56 B 50 % 100 30%
57 B 50 % 100 30%
58 B 50 % 100 30%
59 B 50 % 100 30%
60 B 50 % 100 30%
61 B 50 % 100 30%
62 B 50 % 100 30 %
63 B 50 % 100 30 %
64 B 50 % 100 30 %
65 B 50 % 100 30%
66 B 50 % 100 30%
67 B 50 % 100 30%
68 B 50 % 100 30%
69 B 50 % 100 30%
70 B 50 % 100 30%
71 B 50 % 100 30 %
72 B 50 % 100 30 %
73 B 50 % 100 30 %
74 B 50 % 100 30%
75 B 50 % 100 30%
76 B 50 % 100 30%
7 B 50 % 100 30%
78 B 50 % 100 30%
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79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

sslivsMivs Biov v livelivelivslivs s B ve i velivelivsiivv Mivs B ve i ve il vollvelivv i os)

50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %
50 %

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100

30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30 %
30%

Cuadro H.1: Portafolio heterogéneo de 100 créditos con cali-

ficaciones crediticias de A y B.



Apéndice 1

Métodos utilizados para calibrar un
modelo de crédito

I.1. Identificaciéon de perfiles crediticios

Uno de los pasos fundamentales para la construcciéon de modelos crediticios es segmen-
tar al portafolio en grupos homogéneos, donde se supone que los créditos que pertenece
a un mismo grupo crediticio presentan comportamientos similares. El anterior supuesto
facilita el modelamiento de la dependencia entre el incumplimientos de los créditos; el pro-
cedimiento capaz de identificar grupos homogéneos en un portafolio de manera consistente
es el drbol de clasificacién y es un modelo de clasificacién basado en drboles, y clasifica
créditos en grupos homogéneos y se basa en valores de una variables independientes que
en este caso se considera los dias de mora de un crédito y las variables explicativas son
la tasas de interés y el plazo del crédito, donde el método de crecimiento del arbol es el
CHAID debido a que la variable dependiente es continua.

Nodo por Nodo
Nodo Nodo:n Nodo:% Ganancia: n  Ganancia (%) Resp:% Indice (%)

14 309 0.8 99 5.7 32 714.2
11 265 0.7 38 2.2 14.3 319.6
15 5865 15.1 475 27.2 8.1 180.5
13 88 0.2 4 0.2 4.5 101.3
16 18568 47.7 815 46.6 4.4 97.8
12 660 1.7 26 1.5 3.9 87.8
9 7563 194 246 14.1 3.3 72.5
2 4628 11.9 43 2.5 0.9 20.7
3 1018 2.6 2 0.1 0.2 4.4

Cuadro I.1: Anélisis de los nodos terminales de un érbol de clasificacién para identificar
grupos homogéneos crediticios.

A partir del método CHAID inicialmente se identifica nueve grupos homogéneos (Cuadro
I.1); sin embargo, existen grupos que tienen en promedio dias en mora similares; asi, el
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primer grupo homogéneo estd formado por los cuatro primeros grupos homogéneos del ar-
bol ya que éstos acumulan el 16.8 % de los créditos del portafolio y el 35.2 % de los créditos
incumplidos; el sequndo grupo homogéneo corresponde al quinto grupo del drbol y tiene
el 47.7% de los créditos y el 46 % de incumplidos; finalmente el tercer grupo homogéneo
esta formado por los tltimos cuatro grupos del arbol y capturan el 36 % de informacién
y el 18 % de incumplidos (Cuadro 1.2).

Estadisticas acumuladas
Nodo: n Nodo:% ganancia: n  ganancia (%) Resp:% Indice (%)

309 0.8 99 5.7 32 714.2
574 1.5 137 7.8 23.9 532
6439 16.5 612 35 9.5 211.9
6527 16.8 616 35.2 9.4 2104
25095 64.4 1431 81.9 5.7 127.1
25755 66.1 1457 83.4 5.7 126.1
33318 85.5 1703 97.4 5.1 113.9
37946 97.4 1746 99.9 4.6 102.6
38964 100 1748 100 4.5 100

Cuadro 1.2: Anélisis acumulado de los nodos terminales de un arbol de clasificacién para
identificar grupos homogéneos crediticios.

I.2. Metodologia de cosechas

En las instituciones financieras es necesario que el administrador de riesgo disponga de
herramientas que le permitan entender el comportamiento crediticio de las operaciones de
manera rapida y consistente, en este sentido, la metodologia de cosechas es una de las her-
ramientas mds utilizadas por los administradores de riesgo, la misma que tiene multiples
aplicaciones por ejemplo puede ser usada para construir de indices de alerta temprada
del deterioro de la cartera, medir la gestién de los operadores crediticios, identificar car-
acteristicas de créditos incumplidos, entre otros. Para el presente estudio, se utiliza la
metodologia de cosechas para identificar el maximo nimero de dias que debe esperar la
institucién financiera para considerar un crédito como incumplido, para lo cual se tiene
que realizar los siguientes pasos:

a) Agrupar los créditos del portafolio segin su calidad crediticia; en cada mes se agrupa
los créditos del portafolio vigente en grupos homogéneos disjuntos Fi— 2. g}, los
mismos que tienen las siguientes caracteristicas:

1. P;: Créditos que no se han en retrazado en pago de las cuotas pactadas.
2. P5: Créditos que tienen un retraso méximo 15 dias.
3. P3: Créditos cuyos dias de retraso se encuentran entre 16 y 30 dias.

4. P,: Creéditos cuyos dias de retraso se encuentran entre 31 y 60 dias.
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5. Ps: Créditos cuyos dias de retraso se encuentran entre 61 y 90 dias.
6. Pg: Créditos cuyos dias de retraso se encuentran entre 91 y 120 dfas.
7. P;: Créditos cuyos dias de retraso se encuentran entre 121 y 180 dias.

8. Pg: Créditos cuyos dfas de retraso sobrepasan los 180 dfas.

b) Definir los estados de los créditos; por medio de los grupos homogéneos se define los
estados del proceso estocastico j—{1 2,34}, mismos que se describen a continuacién:

1. @1 :El crédito se mantiene en el mismo grupo crediticio.
2. ()5 :El crédito mejora la calidad crediticia.

3. Q3 :El crédito empeora la calidad crediticia.

4. @4 :El crédito es vendido.

c) Calcular la matriz de transicion; se define la matriz de transicion P = (p;;), 1 <i < k,
1 < j <k, donde k son los ocho clases crediticia que puede tener un crédito y k" son
los tres estados que puede tener un crédito; asf, p;; corresponde a la proporcién de
los créditos que estando en el estado i pasan al estado j en un intervalo de tiempo,
en este caso el intervalo de tiempo es considerado seis meses ya que permite medir
el deterioro de la cartera en el mediano plazo.

d) Identificar el umbral del incumplimiento; en cada grupo homogéneo crediticio se com-
para la proporcién de créditos que mejorar su calidad crediticia (Q2) con los que
empeoran su calidad crediticia (Q3); y, en el grupo donde se observe que ()5 crece
mas rapido que (J3 se puede afirmar que en este grupo se encuentra el ndmero
méximo de dfas mora.



