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RESUMEN

La presente tesis, busca resolver el problema que supone el andlisis de piezas
complejas hechas a base de materiales compuestos y esta articulada basicamente
en desarrollos tedricos y practicos. Los materiales compuestos combinan las
propiedades de sus constituyentes, aprovechando sus ventajas y compensando sus
defectos. Son materiales que al combinar su baja densidad, su resistencia a la
corrosion y sus buenas propiedades de resistencia mecénica y rigidez, posibilitan un
abanico de aplicaciones en diversos campos industriales.

Los capitulos 1, 2 y 3 se encargan del marco tedrico previo que define y permiten
entender la mecéanica de los compuestos. Dentro de la mecanica de los compuestos
se parte de la unidad fundamental que es la lamina y se converge al laminado,
formado por la estratificacion de ldminas. La mecénica de un laminado se basa en
dos teorias basicas que son la teoria de Kirchhoff y la teoria de placas de Mindlin —
Reissner.

Puesto que la teoria presentada no permite resolver mas que geometrias simples se
hace necesario acudir al método de los elementos finitos. En el capitulo 4 se revisa
la teoria de elementos finitos basada en el principio de energia potencial minima y
su aplicacion en los compuestos, que permite determinar la matriz de rigidez del
elemento finito y se plantea un sencillo problema, para entender el concepto de
ensamblaje de varios elementos. Las complejidades verificadas aqui, llevan a la
conclusién, de que la manera practica de resolver un problema de analisis de una
estructura hecha con compuestos es por medio de una herramienta computarizada
adecuada. Es importante determinar que niveles de esfuerzos puede soportar un
elemento estructural sin perder su funcionalidad lo que conduce al estudio de las
teorias de falla en el capitulo 5.

Los capitulos 6 y 7 se encargan de ejemplificar la resolucién de un problema
estructural mediante Ansys para lo cual se escogid un chasis monocasco
proveniente de una competicion de los ambitos universitarios que es la férmula SAE.
Para ello se disefia las superficies del mencionado chasis y utilizando las hipotesis
de carga tipicas para estos prototipos se procede a determinar desplazamientos,
esfuerzos y criterios de falla para cada una de las hipétesis. Los resultados
obtenidos dan la certeza de que se puede utilizar con confianza este programa para
resolver cualquier tipo de problema que involucre materiales compuestos.
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PRESENTACION

La tesis que se presenta en este documento, realizada dentro del programa de
Maestria de Materiales, Disefio y Produccion de la Escuela Politécnica Nacional,
lleva por titulo “Disefio de Estructuras tipo Céscara Basadas en Materiales
Compuestos Laminares, utilizando el Método de Elementos Finitos “. El trabajo
desarrollado en esta tesis forma parte de la actividad de investigacion desarrollada
por la Facultad de Ingenieria Mecénica de la EPN y es un trabajo dirigido por el Dr.
Victor Guerrero.

Las tareas que se han realizado son: Seleccionar las herramientas informéticas de
elementos finitos que son capaces de analizar piezas hechas en materiales
compuestos, estudiar los mecanismos que gobiernan la micromecanica y
macromecanica de laminas y laminados, estudiar las teoria que gobiernan la falla en
materiales compuestos, estudiar las particularidades correspondientes del método
de los elementos finitos aplicados a materiales compuestos, seleccionar una pieza
relativamente compleja y capaz de ser fabricada con materiales compuestos para
ser analizada y lograr las competencias minimas necesarias para utilizar con éxito la
herramienta informética seleccionada.

Luego de mucho esfuerzo y dedicacién se ha logrado alcanzar los objetivos de la
tesis y ha sido verdaderamente gratificante trabajar con la ayuda del Dr. Victor
Guerrero en el mencionado proyecto.

CAPITULO 1
INTRODUCCION A LOS MATERIALES COMPUESTOS

El presente capitulo describe los materiales compuestos, sus aplicaciones y la
importancia de estos materiales en la industria automotriz por la disminucién del
peso de los autos que conlleva. Adicionalmente se hace un comentario sobre la
aplicacion de los compuestos en el Ecuador y la importancia de contar con métodos
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de disefilo computarizado para analizar piezas hechas con materiales compuestos
debido al volumen de calculo involucrado. Finalmente se relata los objetivos y el
alcance de la presente tesis.

1.1. MATERIALES COMPUESTOS

Un material compuesto se caracteriza por tener dos 0 mas materiales constituyentes
o fases con una significativa diferencia en su comportamiento macroscopico y una
clara interfaz entre cada constituyente. Los materiales compuestos existen desde
hace miles de afios. Uno de los primeros usos de materiales compuestos se remonta
al afo 1500 AC, cuando los artesanos egipcios desarrollaron por primera vez el
material denominado “plywood”, enlazando capas finas de madera para construir los
ataudes de los faraones. De manera similar, egipcios, mayas e incas usaban fibras
vegetales para reforzar ladrillos y argamasas. El refuerzo del concreto con varillas de
acero es otro ejemplo de material compuesto utilizado hasta la actualidad.

Los materiales compuestos son bastante comunes en la naturaleza. Los huesos de
los mamiferos, por ejemplo, estan formados de 50% de fibrillas de colageno, alta
cantidad de polisacaridos, glicoproteinas y apatita embebidas en hidroxiapatito; igual
sucede con la queratina que forma el tejido muscular o el tejido lefioso de las
gimnospermas, etc. Desde el punto de vista del disefio mecéanico, los “composites”
son materiales de ingenieria que combinan fibras o particulas embebidas en una
matriz soportante polimérica, metalica, ceramica o de carbono, siendo los de matriz
polimérica los que abarcan la gran mayoria de las aplicaciones.

Con el desarrollo de la fisica del estado sélido, que predecia la posibilidad de
obtener cristales libres de impurezas con resistencias mecanicas de mas de un
millon de psi. y enormes modulos de elasticidad, estos composites empezaron a
captar la atencion de la industria y hoy son materiales de ingenieria comunes que se
utilizan para varias aplicaciones. Por ejemplo, en la industria aeronautica el Boeing
777 incorpora un 20% en materiales compuestos, lo que equivale a 8400 kg del peso
total.

Usualmente, las propiedades de un composite se encuentran entre los valores
individuales de los constituyentes, e inclusive pueden ser dramaticamente mejores
qgue cualquiera de estos. El potencial de tal sinergia es una razén del tremendo
interés en los composites.

La industria automotriz es una de las que mayor interés ha puesto en los materiales
compuestos. El reemplazo de los paneles estructurales de acero y aluminio del
cuerpo y chasis de un auto por materiales compuestos ofrece un 68% de reduccion
en peso, lo que resulta en un ahorro del 40% en consumo de combustible. Otro
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punto a favor de los materiales compuestos es la reduccion en la complejidad
constructiva de un vehiculo, ya que apenas se requiere de 1/5 del nimero de
componentes utilizados actualmente ™. Esto se debe a que con estos materiales se
puede desarrollar formas mas complejas y se necesitan menos uniones, como se
puede apreciar en el asombroso método constructivo indicado en la figura 1.1.

Figura 1.1. Maquina de trenzar controlada por computador, en el proceso de formar
el monocasco de un auto de competencia.

La principal dificultad que todavia hace inviable la fabricacion en masa de autos con
composites, es la utilizacion intensiva del estratificado manual que eleva los costos,
asi como los tiempos de curado excesivamente largos. Por ello  muchos
investigadores estan replanteando la manufactura de los vehiculos. Un concepto
consiste en usar paneles planos tipo sandwich, luego cortarlos con ruteadoras
industriales CNC y finalmente ensamblarlos (figura 1.2).

Figura 1.2. Concepto de disefio, "Unicar”, utilizando paneles alveolares. !
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En vista de la crisis energética mundial que se avecina, el uso de materiales
compuestos es tomado muy en cuenta en otras latitudes, en la construccién de
autos por ejemplo, debido al ahorro de combustible que supone. Muestra de esto se
lo puede ver en la empresa brasilefia de microautos urbanos Obvio!, desarrollado
conceptualmente por la Pontificia Universidad Catolica de Rio de Janeiro (figura 1.3),
auto que usa bioetanol y apenas pesa 700 kg.

Figura 1.3. Micro-auto Obvio 828. 4

Actualmente no solo se construye la carroceria en materiales compuestos, sino
también otros elementos como asientos (figura 1.4), cajas de engranajes (figura 1.5),
ballestas para autos y camiones (figura 1.6), ejes de transmision, etc.
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Figura 1.4. Asiento de fibra de carbono / matriz epoxica del auto deportivo Porsche
Carrera GT, que tiene un peso de apenas 10 kg. [

Figura 1.5. Carcasa de engranajes de un auto F1, en plastico reforzado con fibra de
carbono (CFRP). 1!

Figura 1.6. Ballesta transversal de la suspension delantera independiente del
Corvette C5 fabricada con fibra de carbono y epoxi. "]

En el campo de las aplicaciones comerciales, los materiales compuestos se usan
intensivamente en varios implementos deportivos como cafias de pescar, botes,
raquetas de tenis, bicicletas (figura 1.7), cascos (figura 1.8), etc. Como puede
apreciarse, la libertad en el disefio que se consigue con estos materiales es

sorprendente.

- l'lnlnu
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Figura 1.7. Bicicleta en compuesto reforzado con fibra de carbono, desarrollada por
la firma italiana Pinarello. *#

Figura 1.8. Casco de motociclista en material compuesto reforzado con fibra de
carbono, desarrollada por la firma HJC Helmets. )

1.2. DISENO DE PIEZAS CON MATERIALES COMPUESTOS

La mayoria de aplicaciones de materiales compuestos involucra estructuras de tipo
membrana. Estas usan la piel externa del objeto para soportar la carga. Un ejemplo
de tales estructuras se tiene en alas de aviones, palas de aerogeneradores, ductos,
estructuras automotrices monocasco, cascos de botes, que se encuentran
solicitadas a tensiones complejas (choque, impacto, cargas ciclicas).

El disefio de este tipo de estructuras que involucran superficies tridimensionales
sean de materiales tradicionales o materiales compuestos, implica obligatoriamente
algun método de disefio computarizado, ya que los métodos disponibles de analisis
manual estan restringidos a geometrias simples. Uno de los mas extendidos es el
gue usa el método de los elementos finitos y que en la practica significa la utilizacion
de software que facilite el volumen de calculo necesario.

En los materiales compuestos esto es ineludible, debido a que no solo se disefia la
estructura, sino también el material. Es decir, se determina el nUmero de ldminas y la
orientacion de las fibras en el compuesto, que den las propiedades mecéanicas
adecuadas segun la direccion de la carga.

Actualmente el estado del arte en materiales compuestos es la seleccion de la fibra
correcta y su adecuada orientacion para optimizar el producto. Por ello, uno de los
aspectos necesarios para tomar ventaja de estos materiales es la aplicacién con
criterio de modernas herramientas informaticas para automatizar el calculo y analizar
apropiadamente cualquier aplicacion construida en base de composites. Por
ejemplo, el chasis de un auto de Formula 1 (figura 1.9) involucra una estructura con
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mas de 500 laminas cortadas en formas diferentes que deben ser estratificadas
manualmente en un molde. En este disefio se debe balancear continuamente el
requerimiento peso vs. rigidez.

Figura 1.9. Optimizacion del espesor de la celda de seguridad del piloto de un

Formula 1, usando el software “Genesis”. 1

1.3. UTILIZACION DE COMPUESTOS EN EL ECUADOR

En el pais no se ha incursionado profundamente en el tema de los materiales
compuestos y tampoco se ha explotado su potencial, si bien se los viene utilizando
en forma artesanal y empirica, sin mayor reflexion sobre su optimizacion y analisis.
Ejemplos se lo puede encontrar a lo largo y ancho del pais, especialmente en
microempresas dedicadas al “tuning” de autos y también en lugares tan remotos
como a orillas del rio Coca, donde se pueden encontrar pequefios talleres dedicados
a la fabricacion de canoas en fibra de vidrio.

Hubo eso si un intento de desarrollo en este campo cuando la empresa
ensambladora AYMESA empez6 a producir en 1978 un sedan de dos puertas, con
carroceria de poliéster reforzado con fibra de vidrio. Era el auto Céndor (figura
1.10), cuyos soportes superiores del sistema de amortiguacidn se conectaban
directamente con la fibra de vidrio, soportando asi cargas localizadas y demostrando
la fortaleza de este material. Actualmente las empresas carroceras son las que mas
utilizan las construcciones en fibra de vidrio.
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Figura 1.10. Sedan Coéndor de 1978. 11

Mas avances en la aplicaciéon de materiales compuestos se los encuentra en centros
militares como el CIDFAE (Centro de Investigacion y Desarrollo de la Fuerza Aérea
Ecuatoriana) en el cual se realiza reemplazos y reparaciones en aeronaves y
helicopteros con composites, utilizando fibra de vidrio, kevlar y fibra de carbono.

La Brigada de Aviacion del Ejército 15-BAE también cuenta con una instalacion
destinada a efectuar diversas construcciones con materiales compuestos, como por
ejemplo:

» Reparacion de diferentes membranas estructurales de los helicopteros como
cubre-motores (figura 1.11), cubre-transmisiones, etc.

» Construccion de aletas estabilizadoras, empenajes, etc.

» Reparacion de aspas de helicopteros.

La tecnologia que emplean es la construccion tipo sandwich, es decir el uso de
paneles tipo panal o alveolares como material central, tejidos de fibra de vidrio como
capa de proteccidn exterior y resina epoxica como matriz; también utilizan
espumados como material central.



20

Figura 1.11. Cubre-motor en reparacion del helicoptero PUMA, fotografia tomada en
los talleres del 15-BAE.

Ante estas circunstancias, las personas que estan ligadas al mundo académico
tienen la obligacién de lanzar iniciativas que devengan en un incremento del acervo
técnico y tecnoldgico del pais. En el area de materiales compuestos se puede
encontrar aplicaciones en un sinnimero de campos, tales como energia eolica,
protesis, recreacion, automotriz, carrocerias, etc.

Adicionalmente, otras razones que justifican este proyecto son:

Divulgar estrategias y procedimientos que permitan disminuir el tiempo de
disefio de productos construidos en materiales compuestos, fomentando de
esta manera la aplicacion de estos materiales.

Incentivar el uso de software de elementos finitos en la resolucion de
problemas de Ingenieria, especificamente del software ANSYS, debido a que
es indudablemente uno de los programas mas importantes utilizado por
ingenieros y disefiadores en un amplio abanico de industrias y aplicaciones,
ocupa el puesto 122 en el ranking mundial del software técnico.

Al haber escogido como elemento de aplicacién una carroceria de un auto de
competencia Formula SAE, se tiene la intencion de dar un primer paso para
iniciar el diseiilo completo de un prototipo, que lleve a incursionar en
competencias interuniversitarias.
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1.4. OBJETIVOS

El presente proyecto, plantea los siguientes objetivos:

1.4.1. OBJETIVO GENERAL

Formular un procedimiento para analizar estructuras de materiales compuestos
utilizando el método de los elementos finitos y llevar a cabo una aplicacion préctica,
en una estructura tipo membrana, que se analiza utilizando un paquete comercial de
elementos finitos de propdésito general.

1.4.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Exponer la caracterizacion micromecanica de los materiales compuestos y la
mecanica de laminas y laminados en base a la teoria disponible.

» Detallar las diversas teorias de falla, correspondientes a los materiales
compuestos.

» Detallar las particularidades que las técnicas del método de los elementos
finitos presentan para resolver problemas con los materiales compuestos.

» Detallar la metodologia y seleccionar los elementos especializados
disponibles en el software comercial de proposito general seleccionado, para
analizar materiales compuestos.

e Seleccionar una aplicacién ingenieril, que involucre la utilizacion de
membranas, fabricadas en materiales compuestos.

1.5. ALCANCE

La presente tesis inicia con una revision de los conceptos fundamentales de los
materiales compuestos, tales como la micromecéanica y la macromecanica, asi como
una revision de las principales teorias de falla, las cuales sirven para comparar las
tensiones actuantes en la carroceria de un auto con la resistencia del material y
garantizar de esta manera que no exista degradacion o rotura del elemento.

Posteriormente se detallan algunas de las particularidades del método de los
elementos finitos, aplicados a materiales compuestos, indicando como se obtiene la
matriz de elasticidad para un elemento rectangular tipo placa de cuatro nodos y
cinco grados de libertad en cada nodo, utilizando el modelo discreto de Mindlin -
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Reissner. Un conocimiento adecuado de este topico permite utilizar de manera
profesional cualquier software de elementos finitos en al andlisis de piezas basadas
en materiales compuestos.

Luego de esta etapa introductoria, el trabajo se concentra, en primer lugar, en las
particularidades que posee el software comercial seleccionado, orientadas al analisis
de materiales compuestos, para luego, en forma pormenorizada, ejemplificar una
aplicacion préactica con una estructura tipo membrana. Se detalla el procedimiento a
seguir con el programa, de tal manera que, siguiendo los pasos indicados, el lector
pueda abordar cualquier otra aplicacion.

Se ha seleccionado el chasis monocasco de un auto de carreras monoplaza formula
“SAE Mini Indy”, al que se someterda a las hipotesis de carga propias de estos
modelos. El disefio de este elemento es parte de un proyecto de mayor alcance y de
gran interés académico ya que los prototipos de esta categoria, disefiados y
construidos por estudiantes y profesores universitarios de varios paises del mundo
compiten anualmente en lo que inicialmente era un certamen de universidades
estadounidenses. El interés se debe al convencimiento de que los certamenes
universitarios en cualquier campo del conocimiento contribuyen, de manera
importante, al desarrollo de las competencias profesionales de los estudiantes.



23

REFERENCIAS

1.1

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.
1.12.

Whitfield, Kermit, Building the future., http://www.autofielguide.com/
articles/110104.html

Committee on Materials Science and Engineering, the Solid State Sciences
Committee and the National Materials Advisory Board, National Research
Council, Research Opportunities and Functional Roles of Materials,
http://www.nap.edu/ html/materials_and_man/0309039282/HTML/74-109.
HTML

S. Milton and S.M. Grove, Composite Sandwich Panel Manufacturing
Concepts for a Lightweight Vehicle Chassis,
http://www.tech.plym.ac.uk/sme/innovation/chass.pdf

Environmentally friendly microsport cars designed in Rio de Janeiro,
http://www.obvio.ind.br/obviona/012.htm

Sara Black & Dale Brosius, SPE Automotive Composites Conference
October2004 http://www.fiberforge.com/DOWNLOADS/Composites
TechnologyOct04.pdf

John Barnard, Gearbox Case Design. (2001).
http://www.grandprix.com/ft/ftpw017.html

Corvette: Year by Year, http://www.web-cars.com/corvette/1997-3.php
Bikes Pinarello, http://www.pinarello.com/main_eng.php

HJC Helmets, http://www.hjchelmets.com/

Pamela J. Waterman, The Life of Composite Materials, A multi-layered
sequence of engineered materials and design resources,
http://www.deskeng.com/articles/aaaedt.htm

The chevette photo gallery, http://www.chevettes.com/about.php

Wainwright, S. y Biggs, W. (1980). Disefio mecanico en organismos Madrid:
H.Blume Ediciones



24

CAPITULO 2

MICROMECANICA Y MACROMECANICA DE LOS
COMPUESTOS LAMINADOS

El presente capitulo presentara en primer lugar un resumen de los modelos
matematicos que se utilizan para entender tedricamente las propiedades de los
materiales compuestos. A continuacion se obtendr4 el comportamiento de una
lamina fabricada con estos materiales cuando se somete a cargas en diferentes
direcciones. Se conoce como lamina a la unidad fundamental estructural de material
compuesto de geometria plana o curva, mientras que un laminado es una secuencia
de laminas estratificadas o apiladas una sobre otra. Finalmente se ejemplificara el
andlisis de una lamina, tanto en forma manual como con el software Ansys para
efectuar un analisis comparativo. Conocer el fundamento teérico de la mecénica de
laminas y laminados servira tanto para sustentar todo el desarrollo matematico que
conducira luego al andlisis de composites utilizando el método de los elementos
finitos, como también permitird generar apropiadamente los datos que deben ser
ingresados al software especificado.

2.1. CLASIFICACION DE LAS LAMINAS

Los materiales compuestos estan formados por un material de fase uniforme
continua, llamado matriz, que rodea a la fase discontinua. Segun la fase discontinua,
los composites pueden ser:

Compuesto reforzado con particulas: Se caracteriza porque se compone de
particulas suspendidas en una matriz. Las particulas pueden tener virtualmente
cualquier forma, tamafio o configuracion, con esto se logran propiedades uniformes
en toda la masa del compuesto.

Ejemplo: Caucho en poliestireno para cAmaras fotogréficas.

Compuesto reforzado con fibras cortas: Las fibras cortas pueden estar orientadas
aleatoriamente o en forma unidireccional. El reforzamiento aleatorio produce
compuestos aproximadamente isotropicos. Se habla de isotropia cuando un
elemento presenta propiedades iguales en todas las direcciones y posiciones.

Ejemplo: Poliéster reforzado con fibra de vidrio utilizado en paneles de automoviles.

Compuesto reforzado con fibras largas: Estas fibras pueden ser unidireccionales
o tejidas y los composites multicapas se refieren a los laminados. La respuesta del
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material es generalmente ortotropica y su comportamiento depende de la direccion
de las cargas respecto a las fibras. Las propiedades de un material ortotrépico son
diferentes en tres planos mutuamente perpendiculares.

Ejemplo: Epodxico reforzado con fibra de carbono utilizado en alas de aviacion.

El presente estudio se centrara unicamente en los compuestos reforzados con fibras
largas unidireccionales o tejidas, debido a que el elemento a ser analizado es un
elemento estructural sometido a cargas significativas.

2.2. MICROMECANICA DE LOS COMPUESTOS

La existencia de una gran variedad de parametros, que brindan la flexibilidad para
sintonizar un disefio para cada aplicacion, significa que el disefio y el analisis para
composites son mas complejos que los correspondientes para materiales
tradicionales. La explotacion de las ventajas que ofrecen los materiales compuestos
requiere una comprension de la mecanica de estos materiales a multiples niveles. El
estudio de la mecéanica de los materiales compuestos ofrece una aproximacion
analitica, cuyo objetivo es la caracterizacion de los materiales compuestos en los
niveles micro y macromecanico.

La micromecanica analiza la relacion entre las propiedades de un material
compuesto y las propiedades y proporciones de sus constituyentes. Aqui se analiza
en detalle la interaccion de los constituyentes. Dentro de la micromecanica se
emplean dos modelos de mecanica de materiales, denominados la “regla de las
mezclas” y la “regla modificada de las mezclas”.

La regla de las mezclas es el modelo mas simple e intuitivo. Un volumen
representativo de una ladmina consta de tres regiones distintas: fibra (f), matriz (m) y
vacios (v) (figura 2.1).

“acio

Figura 2.1. Estructura de un material compuesto al nivel micro. *%
La masa total (M) y el volumen (V) son M = M + M, vy V = Vi + V, + V,,
respectivamente, donde los subindices f, m, v se refieren a las fibras, la matriz y los
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vacios. Dividiendo las masas y voliumenes individuales por la masa y volumenes
totales se obtienen las fracciones mésicas y volumétricas, definidas por:

Mm+m; =1 Yy Vp+vi+v,=1 (2.1)
donde m;=Mi/ M, My = M/ M, vi = Vi / V, vin=Vn/ V, v, =V, /V, representan las
fracciones indicadas. La fraccion volumétrica de la fibra satisface la relacion O<vi<ly
es usualmente 0.5 o mayor. Igual caracteristica cumple la fraccion volumétrica de la
matriz.

Cuando la fraccién de vacios es despreciable, se obtiene (2.2):

V=1 - v (2.2)

Adicionalmente la masa total es (2.3):

M= pilVi+ pmVm

(2.3)
La densidad de la lamina se calcula mediante (2.4):
M pilVit+t omVm
= — = = s + vV,
p v v PNV T Pmlm
(2.4)
La fraccion volumétrica se relaciona con la masica mediante (2.5):
b
Vs Py (2.5)
Vf:—:—:ﬂmni Vm:Lmnm
V. M pg Pm

A continuacion se detalla la manera de calcular las constantes elasticas de un
compuesto reforzado con fibras continuas unidireccionales, las cuales se utilizan
para elementos estructurales. Este calculo se usard para caracterizar el
comportamiento estructural de la lamina y dar pautas para el disefio de composites.
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2.2.1. DETERMINACION DEL MODULO DE ELASTICIDAD LO NGITUDINAL
=1

Fibras

Figura 2.2. Volumen representativo para determinar el médulo E;.

El modelo de la figura 2.2 se denomina modelo de deformacién constante y sirve
para determinar el médulo longitudinal del compuesto a lo largo de las fibras. El eje 1
corresponde a la direccion longitudinal, el eje 2 a la direccién transversal y el 3 a la
direccién a través del espesor. Se supone gque ambos materiales son isotropicos,
homogéneos y linealmente elasticos, con constantes E;, vi, Gty Em, Vm, Gm. El
elemento esta sometido a la fuerza F; en la direccion de las fibras, a lo largo del eje
longitudinal. La fuerza se distribuye en la superficie como:

Fi=01A (26)

A es la seccion total. Parte de la fuerza es absorbida por las fibras y parte por la
matriz.

01 A=A;0n+ AmOmi (2.7)

donde los subindices fl1 corresponden a la fibra en la direccion 1 y los ml
corresponden a la matriz en la direccion 1.

Los esfuerzos normales obedecen la ley de Hooke y son iguales a:
o1=¢E; Of = € Es Om1 = €m1 Em (2.8)

Reemplazando (2.8) en (2.7) y dividiendo para A:
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g1y = —[df1 Ef + —[Em1lEm
A A (2.9)

La elongacion AL y las deformaciones unitarias son iguales:
€1 = €1 = €Em1 (2.10)

Las fracciones volumétricas, puesto que la longitud L es igual para ambos
componentes, son:

Vi=Ai/A  Vm=An/A (2.11)
Y se obtiene por tanto la siguiente expresion para el médulo de Young longitudinal
en términos de los modulos de la fibra y la matriz. Esta expresién representa la regla

de las mezclas para el calculo del médulo de elasticidad.

E1 = vilEf + VmEm = vilEs + (1 - Vf) [Em (2.12)

2.2.2. DETERMINACION DEL MODULO TRANSVERSAL E ,

Figura 2.3. Volumen representativo para determinar el médulo E,.

El modelo de la figura 2.3 se utiliza para obtener el modulo transversal E,. En este
caso los esfuerzos tanto en la fibra como en la matriz son los mismos (figura 2.4),
esto sucede cuando el volumen representativo es cargado transversalmente con una
fuerza en la direccion 2. Las pobres propiedades de las fibras en su direccion
transversal, junto con las débiles propiedades del material que constituye la matriz,
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conducen a la obtencibn de un material compuesto de bajas propiedades en

direccion transversal a sus fibras.

o = Constante T

BN, S 24 7 4 e N

A T A A L 4 A / \
= ' o — 7o
= S \\ﬁ% Y

=f2 F Em2 g = O = a2

Figura 2.4. Modelo de esfuerzo constante para determinar el médulo E.

[2.1]

Puesto que el modulo de cada constituyente es diferente, la deformacion unitaria no
sera igual en la fibra y la matriz. El esfuerzo y deformacion en la direccion 2 estan

relacionadas mediante:

(2.13)

IA%

efp = 0f2 emo om2
= m -
Et Em
2
r ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
¥
E
=
+
r=
]

Figura 2.5. Deformacién del volumen representativo,

constante.

bajo condiciones de esfuerzo

Las condiciones de deformacion (ver figura 2.5) se expresan mediante:

. Ah Ah
2_ —
h  hf+hm (2.14)
hs hm hf  hy
Ah = Ah s+ Ah gy = eppllf + ety = —Bg+ — g =| — + — |[o¢ (2.15)

La deformacién en la direccién 2 es por tanto:
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h h o h h o V V
e, = An_(h )00 (_u_mjgioz (—f’f—mj@o

Puesto que: E; = 0p/ €

E, — 1 _ EflEm
’ (ﬂerj EmlYf + EfVp

Ef  Em (2.17)

2.2.3. DETERMINACION DEL MODULO DE CIZALLAMIENTO G 1,

El médulo cortante puede ser determinado al considerar el diagrama de cuerpo libre,
mostrado en la figura 2.6. La deformacién cortante para fibras y matrices son una
funcién del médulo cortante para cada constituyente,

Tf12 Tml2
= (2.18)
Gr Y ml2 Gm

Y fl2 =

Figura 2.6. Diagrama de cuerpo libre y deformaciones para determinar Gj.
Partiendo de:
Tf12=Tmi12 = T12 (2.19)

donde los subindices i, indican que el cortante esta en el plano paralelo al eje 1y en
la direccion del eje 2.

La deformacién por cortante segun la figura 2.6 es:
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Y12 = =

hf +hm (2.20)
donde:
A = htlyf12 + hm¥m1z (2.21)
o he-~ 12+ hm-~m12 VI v T2 v Tmi2 _ "zj + “f_m\"_*
12 = e+ P = VT2 m-Tml2 = f_Gf iyl G _._\Gf ij ™12

(2.22)

Puesto que:
Y12 = 12

G12 (2.23)
Se obtiene finalmente el médulo de elasticidad a corte en el plano. 2

1 GflGm
v, Vm Vi[Gm + Vi [Gy
Gt Gm (2.24)

2.2.4. DETERMINACION DEL COEFICIENTE DE POISSON v;;,

La denominada relacion de Poisson principal, vi2, se obtiene mediante una
aproximacion similar para el analisis de E;. En primer lugar, la relacion de Poisson
principal es:

)
V12 = — (225)

€1

Para el estado de esfuerzos o; = 0 y siendo todos los otros esfuerzos cero, las
deformaciones son representadas en el volumen caracteristico de la figura 2.7. La
simplificacion fundamental es que la deformaciéon de la fibra es idéntica a la
deformacion de la matriz en la direccion de la fibra, La deformacién transversal A,
es:

Aw=-Wldo = Whi1o[dq (2.26)
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Pero macroscépicamente también es igual a:

.ﬁw = .-i‘hmw+ -j'lf'l.l'l.l

(2.27)
2
Awf2
- | matRz \ —
s 3% — .
E— MATRIZ O
- L -—
-l |-
Figura 2.7. Volumen representativo para determinar v,
El desplazamiento lateral de la matriz es:
AM = hpldmw = ~hmBmld1 (2.28)
Af w = hildpy = —hfDD 21
Pero adicionalmente:
hm = Vm[ﬁhf'*‘ hm) = Vmw\/ (2 29)
Por lo tanto, reemplazando (2.29) en (2.28) se obtiene:
AM w = _(Vmw\/) [QV m@l)
am § = —(VfEN)[GVfB]_) (2.30)

Finalmente, reemplazando las dos expresiones de (2.30) en (2.27) se obtiene:

0w = ~{nW) o msz) = (W) 1) = W1 it + 1) @31)

Y se consigue el médulo de Poisson principal

V12 = (v mm + mef) (2.32)
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Mientras los modelos que usan la regla de las mezclas simplificada dan resultados
adecuados para E; y vi, los resultados para E; y Gi2 no concuerdan bien con los
resultados provenientes del analisis de elementos finitos y de la teoria de la

elasticidad. Por lo tanto, se necesita modificar los modelos simplificados %, para lo
cual se cuenta para E; con la siguiente relacion:
Y V,
_f + n Elﬂ
1 _E  Em
+
E2 Vi + 1 Wm (2.33)

donde n es el factor de esfuerzo particionado que usualmente toma un valor entre
0.4y 0.6 23,

La regla de las mezclas modificadas para G;,, esta dada por la siguiente férmula:

(2.34)

donde n; es el factor de cizallamiento — cortante particionado y es igual a 0.6 2.

2.3. MACROMECANICA DE LOS COMPUESTOS

La macromecanica es el estudio del comportamiento del material compuesto en
donde el material es asumido completamente homogéneo y los efectos de los
constituyentes (fibra, matriz) son detectados Unicamente como propiedades
aparentes promedio del material.

Como se indico, un laminado no es mas que laminas apiladas y perfectamente
adheridas entre si. Una diferencia entre los compuestos laminados y los materiales
isotropicos tradicionales es que la respuesta a las cargas en los materiales
compuestos depende de la direccién en que se aplique la carga. Para analizar la
respuesta de un compuesto laminado, se debe analizar en primer lugar una lamina
simple, la cual se caracteriza por tener todas las fibras orientadas en la misma
direccion. Este modelo permite tratar a la lamina como un material ortotrépico,
asumiendo que las fibras se encuentran perfectamente rectas y uniformemente
orientadas dentro de la lamina.
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Para modelar mateméaticamente una lamina se considera que existe una fila Gnica de
fibras a lo largo de esta. Un esquema del modelo referido se puede observar en la
figura 2.8. Los ejes 1, 2 y 3 son las direcciones principales del material, el cual es
conocido como ortotrépico por tener dos planos ortogonales de propiedades
simétricas y es definido como sigue:

1: Direccion principal de la fibra.
2: Direccion perpendicular a la fibra en el plano de la lamina.
3: Direccibn perpendicular a la fibra fuera del plano de la lamina.

Este sistema 1, 2, 3 se denomina el sistema principal coordenado del material.

/1
Real Maodelado

Figura 2.8. Representacion esquematica de la lamina real y modelada. 4!

Para evaluar la respuesta de una lamina a las cargas externas, cada componente de
la matriz de flexibilidad debe ser determinado.

2.3.1. MATRIZ DE FLEXIBILIDAD

Las relaciones deformacion- esfuerzo para un material ortotropico estan dadas por la
ecuacion (2.35):

1y [ S11 S12 S13 0 0 0 ] (e1)
=2 D29 Doz b2y 0O 0O =2
23 531 Sg2 Sz3 0 00 o 3
Veal |l © 0 0 S 0 O '<M>
25 0 0 0 0 S5 0 o5
e [ 0 0 0 0 0 Se ||og 2.35)

O en forma compacta.
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{e} = [s){o} (2.36)

donde S es la matriz de flexibilidad. Para determinar los parametros Sj se considera
que los unicos esfuerzos inducidos en una lamina ortotrépica son los esfuerzos
directos de traccion o, producidos por una carga que actla en la direcciéon 1 en un
sistema ortogonal de ejes 1-2. La aplicacion de esta carga deformara al elemento
como se muestra en la figura 2.8.

PR N
B —=
— B

Y

i

Figura 2.8. Representacion de la deformacion de una lamina sometida a carga en la
direccion 1.

Esto dara como resultado las deformaciones unitarias siguientes:

o1 -vi2ld1 -v13ld1
—— g = ——— €3 = ——

1T E E
1 1 1 (2.37)

Ahora, si se considera que se le aplica al elemento una carga que produce un

esfuerzo de traccion o, en la direccion 2, el elemento se deformara como se muestra
en la figura 2.9 y las deformaciones resultantes son:

-vo1ldp 02 -v23ldp
€1 =—— €2 = — €3 =—"—

E2 B2 E2 (2.38)
igual sucede con un esfuerzo de traccion oz en el eje 3.

el -v31ld3 , —vgo 03 ea o3
= =2 = = —
E3 Es Es (2.39)
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Figura 2.9. Representacion de la deformacion de una lamina sometida a carga en la

direccion 2.
Por lo que los parametros S;j, se definen mediante:

1 —v21 —V31
S11 = — S1o = Sqa2 =
11 Eq 12 E, 13 Es
V12 1 V32
So1 = = Soo = _Ez So3 = Es
—Vv13 —vaq 1
S = 8 = S = —
31 Eq 32 EQ 33 Es

Puesto que la matriz de flexibilidad es simétrica %2, se cumple que:

Vip _ Vi
Ei Ej
V12 V21 V13 V31 V23 V32
E1 =) E1 E3 =) E3

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Las ecuaciones (2.41) y (2.42) se denominan relaciones reciprocas. Ademas de los
componentes normales de la matriz de flexibilidad, se deben determinar los términos
cortantes Sa4, Sss Y Ses, que complementan las ecuaciones constitutivas del solido
elastico ortotrépico para formar la matriz (2.35). Por induccién de corte puro en los

planos 2-3, 1-3, y 1-2, la relacion entre corte y deformacion es:

1 1
Sag = — S5 = —— Se6 = ——
Go3 G13 G12

(2.43)
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donde Gj es el médulo cortante aplicado al plano ij. Por lo tanto, la matriz de
flexibilidad se la define mediante:

[ 1 v
Eq Eq
—vi2 1
Eq Ea
—vi3 —v23
Eq Ex
[ S 1=
] 1]
0 0
] 1]

2.3.2. MATRIZ DE RIGIDEZ

0 0 0
Eq
e N
Eo
L N
Es
o — o g
Gog
0 0 . g
(513
o o0 o0
512

(2.44)

La matriz de rigidez [C] proporciona la relacion entre los esfuerzos y deformaciones
en un material. Esta se conoce como la ley de Hooke generalizada para materiales

anisotropicos y puede ser expresada en forma matricial como:

{o}=1C 1}

(2.45)

donde [ C ] es la matriz de las constantes del material, las cuales son normalmente

obtenidas mediante ensayos.

Las ecuaciones constitutivas para un material anisotropico pueden ser escritas

explicitamente como:
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(ox\ [C11 Ci2 C1z Cia Cis Cag | fax
oy Cor Cop Cog Cog Cos Cog Sy
<”z > Cz1 Czz Cs3z Csa Tz Cap £z >
Tz Ca1 Caz Caz Caga Cas Cap <WE
iz Cg1 Csz Cs3 Csq Css Cag | |
Ty ) [ C61 Cez Ces Cea Ces Ces | rwy )
— _/
V
[C] (2.46)

donde [ C ] es la matriz de rigidez del elemento tridimensional.
En el caso de un material ortotropico, la matriz [C] se simplifica y se denota como

[Q]. Esta matriz de rigidez del material ortotrépico se obtiene explicitamente
invirtiendo la matriz de flexibilidad:

-1

[ @]=[ 3]
(2.47)

La relacion esfuerzo-deformacion para la lamina ortotrépica es por lo tanto:

ey [ Qip Q2 Qi3 0 0 0 (&)

b Qg Qg2 Q3 O 0 O £2

o3 (g Q23 W3 0O 0 O <€3>
<rr4>' 0 0 0 Qg 0 O cq

Ty ] ] ] ] ':155 ] &5

og 0 0 0 0 0 Cgg £g

e R (2.48)

Los componentes individuales de la matriz de rigidez son expresados en términos de
las constantes elasticas como:

B(l—v23m32) E(1-\)315)13) E3E(1‘V125*21)

Q11 =E1 Q22 = E2

D(\)12 +V32@13)
— E2

Q33 =

D(\)21+\)315123)

Q2 =E1
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Q1 = E15(V31+V21m32) _ E35(v13+v12|1}23)

Qs = E25(V32+V12m31) _ E35(v23+v21|1}13)

donde:

A =1-viphlpg —vo3lizp —v310i13 - 2013021032 019

Qa4 = G2z, Qs5 = G13, Q6 = G12

Bajo condiciones apropiadas, estas expresiones pueden ser simplificadas.
Generalmente se asume que el mddulo de flexibilidad en las direcciones 2 'y 3 es el
mismo (E, = Ej3), lo cual implica que v,3 = vay, V21= V12 Y Vi3 = V31. Se considera que
E, # E3 cuando la lamina es compactada en el proceso de curado.

2.3.3. TRANSFORMACION DE ESFUERZOS PARA UNA LAMINA DE
ORIENTACION ARBITRARIA

Las ecuaciones (2.35) y (2.46) corresponden al caso particular en que el eje x del
sistema de coordenadas coincide con el eje 1 del material (direccion de las fibras).
Este es el caso del material conocido como especialmente ortotrépico *4. En
realidad, el eje del material no siempre coincide con el eje x, este caso se denomina:
configuracion fuera de eje, o material generalmente ortotropico (figura 2.10).

2 Y

i
! N 4 0

1
X

Alineado al eje Fuera de eje
Figura 2.10. Configuraciones alineadas con el eje, vy, fuera de eje.

Relacionar esfuerzos y deformaciones en el sistema x-y, en base de las relaciones
constitutivas desarrolladas para el sistema 1-2, (2-35) y (2-46), requiere el uso de las
ecuaciones de transformacion siguientes, La transformacion de las deformaciones
se escribe en forma simplificada como:
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S

€6 Yy (2.50)

donde la matriz [ T¢] se define segtn (2.51)*!, siendo m = cos (8) = dy/dl y n = sen
(6) = dx/dI.

rﬂ2 n2 o 0 0 m-n
n2 rﬂ2 o 0 0  —-mn
[ T. 7= 0 1T 0 0 0
0 0 m -n 0
0 0 n m 0
-Z2mn 2Zmn 0 0 0 rng—n2
(2.51)
La transformacion de los esfuerzos se escribe en forma simplificada como:
= Ty
76 THY (2.52)

donde la matriz de transformacion [T,] se obtiene al analizar el equilibrio de
esfuerzos en el volumen representativo siguiente (figura 2.11):

A oy

Figura 2.11.Transformacién de esfuerzos desde un sistema x-y a un sistema 1-2. %!

T‘ Fi = - (tdl) - ey (tdy) - cos(8]) — oy (T di)-5en(8] — Ty () -COS(8) — - (T-dy)-S2N(8) = 0
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Despejando o3 y usando la notacién indicada se simplifica a:

01 = ox[I° — oy + 20 xy (D
(2.53)

Similar procedimiento se sigue para el resto de ejes, de tal forma que la matriz de
transformacion [T,] para tres dimensiones se representa como:

m n o0 0 2mn
n2 m2 oo 0 -2mn
[ T ]_ 0 o 1 0 0 0
a | =
0 O 0 m -n 0
0 O 0 n m 0
-mn mn 0O 0 0 mz—n2

(2.54)

El vector de esfuerzos se obtiene mediante el vector de desplazamientos mediante:

a1 g9
=[ Q] '
Tt 6 (2.55)
Entonces se puede reemplazar (2.50) y (2.52) en (2.55), obteniéndose:
=} Sy
™ %y (2.56)
Despejando los esfuerzos se obtiene:
Ty =
-1
=l Toe T L@ T ]
hd i (2.57)

Entonces la matriz de rigidez reducida transformada [ G ] se obtiene al multiplicar
las siguientes matrices:



me e 00 a0 Zmn Qup Qi Gy 0 0 O me n° 00 0 mn
n2 m2 00 0 -Zmn @iz U2 Qo3 O 0 0 n2 m2 o0 0 —-mn
[G]<| 0 © 100 0 | @r3 Q23 Qa3 O 00 0 0 100 0
0 0 0m -n 0 0 0 0 Qg O O 0 0 0m-n
0 0 0Onm 0 0 0 0 0 Qg 0 0 0 0n m
| -mnmno0 0 m-n® | L 0O 0O 0 0 0 Qs || -2mn 2mn 0 0 0O m’-n’
(2.58)
El resultado de esta operacion es la ecuacion constitutiva (2.59):
Qg Qo Q43 O 0 Qg
(t‘T}{\ _ _ _ _ (5__}{ \
o @y Qg Woy 0 0 @og| |-
Y . . . . =y
<‘TI> I:113 QES QBS v 0 QSE <51>
"YWL 0 0 0 i 44 ] 45 0 ['yZ
THF | HZ
0 0 0 ) A5 ) 55 0 n
T}{\_,l,-' _ _ — — |I}f'_'|"'
.Y . 16 G 26 G a6 v 0 Q (1= k g
- - (2.59)

donde cada elemento de [ Q ] se define como sigue:

Q 11 = Q11-md+24@12+E-Qggl-mz-n2+agg-ﬂ4

= 2 2 fl

Qo= Q1+ Qo2 -4 Qgg)-m™-n"~ + Uqg2:n

= 2 2

2 49 = Qy3-m™+ Wazn

Q e = —Qoomn® + Qqp-mo-n—- Q12+ 2-Qggl-m-n-lm? - n?|
16= ~Qz2-m 19-mM° 12+ 2-Qgg)-m-n-

':122:Q11-nd+2-|Q1g+2-(2155--m2-n2+@22-md

= 2 2

@ 59 = Qqz-n" + Wog-m

Q 0g = —Qgg-ma-ﬂ+ﬂl11-m-ﬂ3+(Q1g+2-@55)-m-ﬂ-(m2—n2)
(A 59 = Q33

Q55 = Q3 - Waz/-m-n

= 2 2
Q 44 = Qgq-m" + Qsg5-n

42
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0 45 = U5 — Cgq/-m-n

Q 5 = Q55-m2+(§144-n2
B 2
2 2 2 2
Q gg = Q11+ Qo2 - 2-Qyg)-m"n° + Qgg. ' m* - n* (2.60)

2.3.4. RELACION ESFUERZO-DEFORMACION PARA ESTADO DE ESFUERZOS
PLANOS EN UN MATERIAL ORTOTROPICO

La mayoria de estructuras construidas mediante materiales compuestos son
disefiadas para aplicaciones que obedecen a un estado de esfuerzos planos. El
estado de esfuerzos planos no es una idealizacién de la realidad, mas bien es la
forma natural de esfuerzos a los que se someten las piezas hechas de materiales
compuestos. Este es la forma correcta de utilizar un laminado puesto que este no
puede asumir altas cargas en otra direccidon que no sea a lo largo de las fibras. En el
estado de esfuerzos planos se asume que: 0; = Ty; = Tx, = 0. Por lo tanto, la ecuacion
constitutiva en la forma general ortotropica se reduce a:

oy Qi Q2 Wig Ex
oy r=| W2 Woo Woag | <ay
Ty Qg Qog Qs | (Twy (2.61)

La matriz de rigidez para esfuerzo plano también se denomina matriz de rigidez
reducida. La forma especialmente ortotropica es:

Q11 Q2 0
[ @ ]= Q12 Qg2 0
1] o Q
58 (2.62)
donde los términos Qj;;son:
Eq E>
Qll = Q22 -
1-viphipg 1-viphipg
vi2[E2 vo1lEq
Q12 = = Qe6 = G12
1-viohiog 1-vio2hiog (2.63)
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La forma generalmente ortotropica se formula usando las transformaciones de
esfuerzos y deformaciones:

o Qo Qo Uag | g
oy p=| Qg Uy Qo< &
I Qg Qg Qg | VY

(2.64)

La variacion de cada componente 2 en funcién de 6 se ilustra en la figura 2.12,

para una lamina de fibra de carbono y resina epoxy se utilizan las expresiones de
(2.60).

— 12770,

10 1 1 1 1
—5%10
1]

Figura 2.12. Variacion de los elementos de la matriz reducida transformada en

funcion de 6, para un médulo de flexibilidad de la fibra 220 GPa, de 3.6 GPa para la
matriz y de una fraccién volumétrica v de 0.6.

2.3.5. FORMA INVARIANTE DE l(j

Los componentes de < pueden ser expresados de una manera alternativa,

conocida como la forma invariante de @29 con el objetivo de determinar
rapidamente los términos que modifican la rigidez con respecto al angulo de
orientacién de la ldmina, para lo cual se utilizan las identidades trigonométricas
siguientes.
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. 1+|:|:|ES|[2-5]|
coste) 3+4-cus(2-;j+cus(4-a]
aride) = 3—4.cus(2.aaj+cns(4.a)
O 2-5in(2-a]|8+ sin(4.8 )
sin{e) -cas(e) = E'Smu'ﬂa_ sini-¢)
or(e) cod(e) = =Eos(e)
8 (2.65)

Evaluando Qi1 usando estas funciones, se obtiene:

= d 22 4
Q= Qppm + 20 U2+ 2. Qggl-m™-n" + Qao-n

(3+4.cos({2.8)+ cos{4.6)) {1+ cos{2.-8)) (1-cos(2-8))

+2.(Qpa+ 2- Qg ) +QQQ_(3—4.c05(2.e)+c05(4.e))

Q 11 = Q-

8 2 2 8
a e Q11_(3+4-c05[2-89) + cos(4-6)) +2-'Q12+2-Q66'-H - cogs(él-e)) + Qo (3—4-(:051[2-2) + cos(d.-6))
— 3.Q11+2.Q2+4 Qgg+3 Qo2 (4.Qq1-4.Qz2) (Qq1-2Q2-4 Qgg+ Qo)
QH: 1M1+ 12+ 66+ 22+| 11 22|-COS(2-8)+| 11 12 66 + 22|-C05(4-8]
8 8 8
(2.66)
Simplificando las ecuaciones, se consigue:
@ 4y = Uy +Uz-cos{2-8) + U3.cos(4.-8)
(2.67)

Las otras expresiones de (2.60), también pueden ser simplificadas con las siguientes
definiciones, denominadas invariantes de Q:

Up = ({3001 + 20012 + 4Q66 + 3022)
Uz = %E@Qn - Q22)

U3 = %EﬁQu + Q22 —2[@Q12 - 4E<D66)

Ug = %E@Qn + Q22+ 6[Q12 - 4[@66)

_1 _
Us = 5 EﬁQll + Q22 - 2[Q12 + 4[@66) (2.68)
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La forma explicita de @ puede expresarse como:

(

Q 11\ [ Ug cos(2.8)  cos{4.6) |
a Ly —cos({2-6) cos(d 4)
22
— g 0 —cos5(4-6) 1
(=
e >= Us 0 —cos(4-8) |} s
Q .
- fA 0 SingZ-6) sin(4.6) Us
o
16 .
- o SNZO) Ginge)
| @2 L _

(2.69)

2.2.6. FORMA INVARIANTE DE LA MATRIZ DE FLEXIBILIDA D PARA EL
ESTADO DE ESFUERZOS PLANOS

La matriz de flexibilidad reducida para casos de esfuerzos planos es la siguiente:

£x 511 512 0 K,
gy r=| 212 S92 0 [ Loy
(R 0 0 Sgg | (mxr

(2.70)
Cada componente es expresado en término de las constantes elasticas como:

1 V21 V12
S11=— S12 = =
E1 E2 E1
1 1
Sop = — Seg = ——
= ®7 G, (2.71)

Utilizando los mismos procedimientos de transformacion, se puede demostrar que
las relaciones para una lamina generalmente ortotropica en el caso de esfuerzo
plano es:



1
o)

e 11 12 56| (o

G = Sy S22 S5

W) | Sy Sa2 Sas| U
donde:

S 11 = 511-m4+|2-S1g+555|-m2-n2+522-n4

0l

12 = 1517 +Sgg—Sggl-mz-ﬂ2+51g-'ﬂ4+m4'

0l

0l

90 = 511-ﬂ4+ I 2-51g+555|-m2-n2+ Sgg-m4

0l

S e = 212511+ 2502 -4.512- Sggl-mz-ﬂ2+555-'m4+ i

16 = 12511 —2-512—555I-m3-ﬂ—lz-522—2-512—555I-m-ﬂ3

g = —I2-522—2-512—555I-m3-ﬂ+lz-511 —2-512—555|-m-n3

(2.72)

(2.73)
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La matriz de flexibilidad también se puede expresar en términos de invariantes, y

para ello se definen constantes V;.

V1 = < {3511 + 20512 + Se6 + 30522)
Vo = %E@Sn - 822)

V3 = %Eﬁsu + S22 - 20512 - 866)

Vg = %E@Sn + 322 + 60812 - 866)

Vs = %E@Sn +322 - 20312 + 866)

La expresion matricial para {S} en términos de V; es por lo tanto:

( )

(2.74)
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Sy
_ W Ccosi2-8) cos(d-6)
S 29
B Wy —cos(2.6)  cos(4d.8) ’
Sz Vg 0 ~cos(-0) |y,
S eg Vg 0 —4.cos(4.-6) Vs (2.75)
S sintZ2-8)  2-sin(4.8)
16 . .
_ i sinfZ2.6)  =2.s5in(4.6)
S 26

2.3.7. EJEMPLO DE APLICACION
Con el propésito de aclarar la formulacién anterior se plantea el siguiente ejemplo:

Una ldmina de material compuesto estd sometida a esfuerzo uniaxial como se
aprecia en la figura 2.13, dada el esfuerzo de 1 MPa, 8 = 45°y las propiedades del
material que son: E; = 155 x 10° Pa, E,= E3= 12.10 x 10° Pa, Gi» = Gi3 = 4.40 x
10°, Ga= 3.20 x 10° Pa, v = viz = 0.248, vy = 0.458, determine los
desplazamientos que sufre la lamina.

a0
EREEE

‘ N 0

50

!

RERER

Figura 2.13. Lamina simple sometida a carga axial en x.

Los componentes de la matriz de flexibilidad se calculan mediante las relaciones
anteriormente revisadas en (2.40).

E;=155-10°Pa E,=12.1-10°Pa G;,=4.40-10°Pa Vv, =0.248 0 =45°
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1 1 V12 1
S11=— So2 = — S12 = Se6 = —
E1 =) E1 G12
V12
Vo] = E2E]E— vo1 = 0.01936
1

Los invariantes segun las expresiones dadas en 2.74 son:

V1 = 6.14202x 10~

Pa

Vo = -3.80965x 10~ 11t

Pa
Va = -1.68721x 10~ 11t
Pa

Vs = -1.84721x 10" 1t
Pa
-10_1

Vg = 1.59784 x 10 4—
Pa

Los términos de la matriz de flexibilidad, para un dngulo de 45°se hallan mediante
(2.75):

(732922510~ 1)

782972% 10”1
— 11
~3.53441 x 10 1
{5)= ¢ )

992962 % 10" |
_3.80965 % 107 ]

\—-2.80965 x 107 11/

Dado que el vector de esfuerzos es:
Ty [:]
e \ = B
¥ = 4110 Fa
T;{-_,I,-' I:I
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Se puede determinar las deformaciones unitarias mediante (2.72), donde se verifica
gue al existir tanto deformaciones lineales como angulares se esta ante lo que se

conoce como acoplamiento corte-extension puesto que aparece el termino yyy.

- 782922.10" " —353441.10" " |-3.80965. 10" 0 _3534% 1072
ey »=|-353441.10 """ 782022.10° " | —280085.107 "1 |<1.10% =< 7.829% 107"
Ty ~2.80065.10" " —3.80985.10" | 922962107 " 0 _381x 1072

Note que aparecen los términos QisYy Q26 los cuales significan que hay acoplamiento
entre deformacion cortante y tensiones normales (tercera fila) y entre esfuerzos
cortantes y deformaciones normales (tercera columna).

El campo de desplazamientos se obtiene mediante las definiciones de
deformaciones axiales y de corte, las cuales son integradas:

¥
- oL Integrandc u=exX+f(y) (2.76)

v
oy = Y Integrandc v = ey[y + g(x) (2.77)

vy =2 42V Z2Fty) 201
v o i (2.78)

Las funciones f (y) y g(x) pueden ser arbitrariamente asumidas como funciones
lineales puesto que deben satisfacer las ecuaciones de compatibilidad:

fly) =C1+C2y g(x) =C3+ Cyulx (2.79)

En el centro de la placa, es decir en x=0, y=0, los desplazamientos pueden ser
despreciados, por lo que u = v = 0. Usando estas condiciones, C;= C3= 0. En el
centro también se cumple que la rotacidén del solido rigido es eliminada por lo que se
requiere:

au _9v _g
My &
Co=0Cy

Vxy= 2 (ex®+ Co13) + - (ey3+ C4IR) = Co+ C4 = 20T,
oy 0x
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Y xy
Co=Cy=—=X=2
2 4 >
Finalmente:
Iy Iy
U= g+ — WoE S+ —— K
* 5 Y yo 5

(2.80)
Por lo tanto, el campo de desplazamientos se obtiene al reemplazar las
deformaciones unitarias obtenidas en (2.80), las unidades de u y v dependeran de
las unidades asignadas a x, y:

u = -3.53441 ﬂo‘SDk—%ﬂo‘f’@
v=782922 10 °[y- %HO‘SQ

Es asi que en el extremo superior izquierdo de una lamina de 50mm x 50mm, donde:
x=0.025m y=0.025m

se reemplazan en (2.80), verificandose que:

U= -135881 % 10°° m ve14811x10° % m

Por tanto, el extremo de la lamina experimenta una deformaciéon u de -0.001359 mm,
v de 0.0014811 mm, y los desplazamientos de la placa ortotropica varian de
acuerdo con la posicion en la placa segun la figura 2.13, comprobandose el
acoplamiento corte-extension debido a la distorsion angular que presenta.

Bl . . .
243441073,
21073 =

1x107% -

W (3 ar .

- 107 =

—2x107% 4

— 2430

_ 3><1EI_3 ] 1 ]
T T R P | 0 1x107% Bl

Uiz,
Figura 2.13. Desplazamientos en un material ortotropico con eje del material a 45°
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Mientras que para una placa de material isotropico los desplazamientos
corresponden a extension en la direccion de la traccion aplicada (eje y) y contraccion
en el eje x (figura 2.14).

lxlﬂ_3 T T T

sx107 4

Mix.y) 0r

_setn7H

_ 1><1D_3 ] 1 1
-0 - k107 0 1=1072 21077

Lz,

Figura 2.14. Desplazamientos en un material isotropico.

Si se varia el angulo de orientacion de la fibra se tendra diferente grado de
deformacion angular.

45°

30°

Figura 2.15. Variaciéon de los desplazamientos con respecto a la orientacion del eje
principal del material.

2.3.8. EJEMPLO DE APLICACION CON ANSYS

Con el objetivo de validar el procedimiento que se seguird posteriormente en Ansys,
y familiarizarse con los comandos de este programa se realizara el mismo ejemplo
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utilizando el software, para lo cual se sigue el siguiente procedimiento, que sera
revisado en profundidad en el capitulo 5°!:

* Ingreso de parametros escalares
* Modelado de la lamina:

Figura 2.16. Modelo de un cuarto de lamina de 50 x 50 mm.

o Seleccion del elemento finito adecuado, especificamente el elemento
membrana (Shell), denominado Linear Layer 99.

» Asignar la orientacién de 45°y el espesor del lam inado unitario.

Fi\Real Constant Set Number 1, for, SHELL99 X

Mat no., ¥-axis rokation, layver thk  MAT THETA TK

Lawer numbet 1 | u} | | angulo | | espesor |

Ok, Cancel Help

Figura 2.17. Cuadro de dialogo para asignar la orientacién al eje principal de la
lamina.

» Asignar las propiedades ortotropicas al material

» Efectuar el mallado (mesh) de la lamina
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» Definir las condiciones de frontera. Puesto que la placa no esta sujeta por
ningun lado, y se va a utilizar un cuarto de placa, se puede utilizar las
condiciones de borde de simetria en el borde izquierdo y en el inferior.

e Colocar la carga de traccion en el borde superior

1ELEI‘I'EI\]TS AN

HOV 13 2007
lg:48:12

placa sinple

Figura 2.18. Condiciones de simetria y carga en la lamina.
» Resolver las ecuaciones.

» Efectuando el postprocesado se obtiene:
lNDDAL SOLUTION AN

JAN 21 Z003
18:47:38

STEP=1
SUB =1
TIME=1
UsM [AVE)
RSYS=0

DM =1.11

SMN =.328E-10
SMX =1.11

- 3ZBE-10 -24661 - 483221 . 738831 -986441
2123305 . 369315 S6lG5E6 LB63136 1.11

placa simple

Figura 2.19. Desplazamientos de la lamina.
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En la figura 2.19 se observa la distorsion angular que sufre una lamina ortotropica
cuando los ejes del material no coinciden con los ejes coordenados. Para efectuar el
analisis comparativo se debe identificar los nodos respectivos segun figura 2.20.

AN

MAR 18 2008
13:50:18

DISFLACEMENT

STEP=1
dUB =1
TIME=1
DMX =.2ZZE-03

Figura 2.20. Identificacion de nodos.

Una vez identificado el nodo, que en este caso es el 22, se buscan las
deformaciones respectivas en la tabla de deformaciones siguientes:

AMSYS Main Menu

Preferences
Preprocessor
Solution
El General Postproc

Data & File Opts

Results Summary

[ Read Results

Failure Criteria

Plot Results

E List Results
Detailed Summary
Iteration Summry
Percent Error
Sorted Listing
Element Solution
Section Solution
Superelem DOF

PRNSOL Command

0.53566E-05 0.59556E-04-0.30439E-04-0.63331E-04  0.0000 .

0.53566E-05 0.59556E-04-0.30439E-04-0,69331E-04  0.0000 0.0000
-0.33818E-04 0.81122E-04-0.21717E-04-0.41730E-04  0.0000 0.0000
-0.33818E-04 0.91122E-04-0.21717E-04-0.41720E-04  0.0000 0.0000
-0.27474E-04 0.70056E-04-0.19569E-04-0.37992E-04  0.0000 0.0000
-0.2747E-04 0.70056E-04-0.19569E-04-0. 3M992E-04  0.0000 0.0000
10 -0.30520E-04 0.69034E-04-0.17715E-04-0.34271E-04  0.0000 0.0000
10 -0.30520E-04 0.69024E-04-0.1775E-04-0. 34927E-04 - 0.0000 0.0000
12 -0.29646E-04 0.66159E-04-0.16771E-04-0.32416E-04  0.0000 0.0000
12 -0.29646E-04 0.66150E-04-0.1671E-04-0.32416E-04  0.0000 0.0000
14 -0.29277E-04 0.64459E-04-0.16159E-04-0. 31225E-04  0.0000 0.0000
19 -0.29277E-04 0.64450E-04-0.16159E-04-0. 31225E-04  0.0000 0.0000
16 -0.2867/7E-04 0.63045E-04-0.15787E-04-0.30497E-04  0.0000 0.0000
16 -0.28677E-04 0.63042E-04-0.15787E-04-0.30497E-04  0.0000 0.0000
18 -0.28158E-04 0.62010E-04-0.15548E-04-0.30033E-04  0.0000 0.0000
18 -0.28158E-04 0.62010E-04-0.15542E-04-0.30033E-04  0.0000 0.0000
20 -0.27707E-04 0.61239E-04-0.15401E-04-0. 29?4?E 04 0.0000 0.0000

q
q
f
f
]
]

| EN 1 1 1 = D ED R




Figura 2.20. Tabla de deformaciones.

Lo mismo se puede hacer con los desplazamientos:

AMSYS Main Menu

Preferences
Preprocessor
Solution

B General Postproc

Data & File Opts
Results Summary

Read Results
Failure Criteria
Plot Results

B List Results

Detailed Summary
Iteration Summry
Percent Error
Sorted Listing
Element Solution
Section Solution
Superelem DOF
SpotWeld Solution
Reaction Solu

Modal Loads

3 Elem Table Data

‘A
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19 -0.34222E-06
15 -0.37866E-00
16 -0.41473E-06
17 -0.45044E-0a
15 -0.48583E-06
19 -0.52091E-0a
20 -0.55571E-06

(22 -0.12507E-05 0.15002E-05 0.0000 0.20231E-05 2

23 -0.66155E-0a 0.75904E-07  0.0000
24 -0.69321E-06 0.15194E-06 00000
25 -0.73452E-06 0.227/7E-06  0.0000
26 ~0.77045E-06 0.30353E-06  0.0000
27 -0.80595E-06 0.37924E-06  0.0000
29 -0.94100E-06 0.45491E-06  0.0000
20 -0.87E57E-06 0.53059E-06  0.0000
30 -0.90963E-06 0.60633E-06  0.0000
31 -0.94313E-06 0.68219E-06 0.0000
32 -0.97603E-06 0.75825E-06  0.0000
33 -0.10082E-05 0.83462E-06  0.0000
34 -0.1039E-05 0.91146E-06  0.0000
35 -0.10701E-05 0.92308E-06  0.0000
36 -0.10895E-05 0.10675E-05  0.0000
37 -0.11276E-05 0.114/5E-05 0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000 0.34222E-06
0.0000 0.37866E-06
0.0000 0.41473E-06
0.0000 0.45044E-0n
0.0000 0.43533E-06
0.0000 0.52091E-06
0.0000

0.55571E-06

0.66590E-0n
0. 71455E-06
0. 76903E-06
0.52303E-06
0.29072E-0n
0.95615E-06
0.10238E-05
0.10932E-05
0.11640E-05%
0.12359E-05
0.13029E-05
0.13326E-05
0.14571E-05
0.15325E-05
0.16022E-05

Figura 2.21. Tabla de desplazamientos.
Finalmente se establece la siguiente tabla de resultados. El programa se ha corrido
con diferentes nimeros de elementos finitos cuadrangulares:

Tabla 2.1. Tabla comparativa de resultados.

CALCULO TEORICO

£x 2% Txy u [m] v[m]
-0.353441E-04 | -0.782922E-04 | -0.380965E-04 | -0.135981E-05 | 0.14811E-05
CALCULO EN ANSYS
Elgmentos £x €y Txy u [m] v[m]
finitos
4 -0.36643E-04 | -0.76994E-04 | -0.36157E-04 | -0.12824E-05 0.15585E-05
100 -0.35306E-04 | -0.78330E-04 | -0.38082E-04 | -0.12507E-05 0.15902E-05
400 -0.35284E-04 | -0.78352E-04 | -0.38174E-04 | -0.12459E-05 0.15950E-05
900 -0.35300E-04 | -0.78337E-04 | -0.38160E-04 | -0.12445E-05 0.15965E-05
Se observa que existe una muy buena aproximacidbn con respecto a las

deformaciones y a los esfuerzos. Existe una ligera discrepancia con respecto a los
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desplazamientos, del orden del 5%, que para propésitos practicos es despreciable.
También se observa que no necesariamente se consigue mejores resultados
aumentando el numero de elementos finitos, incluso con cuatro elementos los
resultados no difieren en exceso. El desarrollo tedrico visto en el presente capitulo
se utilizara esencialmente para calcular correctamente los parametros a ser
ingresados en el software Ansys.
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CAPITULO 3

ANALISIS DE LAMINADOS

El presente capitulo trata sobre dos teorias bidimensionales que simplifican el
analisis de placas. Las teorias bidimensionales son obtenidas de la teoria de la
elasticidad tridimensional, asumiendo variaciones de desplazamiento y esfuerzos a
través del espesor del laminado. En primer lugar se revisa la teoria clasica de
laminados, la cual asume que las deformaciones cortantes ingenieriles son cero y en
base de esta teoria se desarrollan las ecuaciones constitutivas de un laminado. La
teoria clasica de laminados describe la respuesta mecanica de cualquier laminado a
una combinacion de cargas en el plano y momentos flectores. A continuaciéon se
revisa la teoria de placas de Mindlin — Reissner, la cual predice un valor diferente de
cero para la deformacién cortante ingenieril, lo que da resultados satisfactorios para
los materiales compuestos. Al incluirse las deformaciones transversales se tienen
ecuaciones constitutivas completas.

3.1. LAMINADOS

Los materiales compuestos en los componentes ingenieriles son construidos en
estructuras laminadas con el fin de incrementar la rigidez ya que en ciertos casos
con una sola ldmina no es posible lograr un elemento que soporte las cargas
establecidas.  El conformar un laminado consiste en estratificar lamina por lamina,
hasta conseguir el espesor y propiedades mecanicas deseadas. Los laminados
pueden ser construidos también por apilamiento de preimpregnados, o por bobinado
de filamentos. Las laminas adyacentes pueden ser del mismo o de diferente material
y la orientaciéon de cada una de las fibras con respecto al eje de referencia (por
conveccion el eje x) puede ser arbitraria en cada lamina.

Una importante caracteristica de estos laminados es que su espesor es usualmente
mucho mas pequefio que las otras dimensiones. Esto posibilita que se simplifique la
teoria que describe el comportamiento de estas laminas. En esta teoria, cada lamina
puede ser representada como un material homogéneo con propiedades efectivas las
cuales pueden ser isotropica, ortotropica o transversalmente isotropica. Cada lamina
estd en un estado de esfuerzos planos y la lamina se deforma de acuerdo a la
hipoétesis de Kirchhoff cuyo contenido se revisara a continuacion.
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NN

/

Figura 3.1. Estratificacién de laminas para obtener un laminado. !**

3.2. TEORIA CLASICA DE LAMINADOS

La teoria de la placa delgada esta basada en una coleccion de hipétesis
formalizadas por Kirchhoff en 1850. Estas hipétesis permiten reducir la complejidad
de un problema de elasticidad tridimensional a un problema resoluble bidimensional.
Esta teoria permite resolver la mecanica de un laminado desde la lamina simple.

Es importante definir ciertas convenciones para efectuar el analisis matematico del
laminado. Primero, el plano x-y es el plano del laminado y la direccion z es
perpendicular al plano de la lamina, como se observa en la figura 3.2:

Z.

X

Figura 3.2. Convencién de planos y ejes coordenados. *2

De acuerdo a la teoria clasica de laminados (CPT), o teoria de placas de Kirchhoff
se asume que:

e Cualquier linea originalmente recta y perpendicular al plano medio de un
laminado ABCD, se asume que permanece recta y perpendicular al plano
medio cuando el laminado es deformado. Esto equivale a ignorar la



61

deformacion cortante en los planos perpendiculares a la superficie media y
por lo tanto px, =0y »y; = 0, y por lo tanto se tiene Gizy Gaz = .

e Se asume que las normales no varian de longitud, por tanto no existe
variacion del espesor en la direccion z, €, = 0.

* Los desplazamientos de la placa en la direccidn z provienen Unicamente de la
flexion.

Cuando una placa uniforme fleja, no existe extension de la linea de centros (ver
figura 3.3), siendo la linea de centros un eje que divide el laminado verticalmente en
dos regiones de igual espesor y que pertenece a la superficie media. Pero de igual
manera que en las vigas (debajo de la linea de centros, el eje z es negativo) se
genera compresion y se tiene desplazamiento negativo y (sobre la linea de centros,
el eje z es positivo) se genera traccion y se tiene desplazamiento positivo. Los
desplazamientos en la direccion (X, y, z) son (u, v, w) respectivamente.

] "o —
z .
i
A 7 .
II
) Linea de centros B % | A
¥ T 1
¢ aay -+|C [ ; #Wu
L 'p 2 CB':;' - 1
R 3/
w - ~/ : f
! __f’f.ﬁh““m_ D! :
<> / L lazeB
) “{ B
"‘x._\_\__,._- "'—u/’ g i il 55

¥

Figura 3.3.Geometria de una placa deformada segun la teoria clasica de laminacion.
(3.3]

Debido a que la linea ABCD permanece recta, el desplazamiento en el punto C es:
Uc = Uo — Zc tan (B) (3.1)
Siendo ug, Vo Y Wp, los desplazamientos de la superficie media de la placa.

Para angulos pequefios:

Uc = Uo — Zc (B) (3.2)
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B es la pendiente de la linea de los centros o de la superficie media del laminado y
es igual a:

B = ow, / ox (3.3)
Por lo tanto, el desplazamiento u en cualquier punto z a través del laminado es:
Uc = Uo — Z¢ (OW, / OX) (3.4)

Los desplazamientos dentro del plano que son funcion de la posicion (x, y, z) en el
laminado pueden ser definidos mediante:

U(X,y,2) = Ug(X,Y) —zEE"—w(x,y)j

0X

V(X.Y.2) = Vo(X.Y) - ztEa—w(x,y)] (3.5)
oy

Una vez obtenido el desplazamiento, se puede definir la deformacion unitaria
tomando en cuenta que su concepto es la variacion del cambio de desplazamiento
(ver figura 3.4).

{u+a_(u-d><)}— Ll
- O _au

S -— s —

2 A (3.6)

Desplazamiento # + extension % ax

Posicién Inicial Posicidén Final

Figura 3.4. Desplazamiento en la direccion x. 2

Por ello se sustituye la funcion u determinada anteriormente y se evalla su derivada:

_ 2to . & w
Ox & (3.7)
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La deformacién unitaria en y es obtenida de la misma manera:

2
2] &y (3.8)

La deformacién cortante ingenieril se define como la variacion en el angulo entre dos
rectas, que eran perpendiculares antes de la aplicacion de la carga (ver figura 3.5).
Para pequefias deformaciones este angulo se calcula mediante:

o
= {g}r
&_;V _,_..-""-F--F.lr

dy| ! i
/ ﬂ,f’“""#i % dx
dx

Figura 3.5. Deformacién cortante ingenieril. -2

ou  av
Ty = ﬂ-dw 2k 2 34 L2
dy clx &y o

(3.9)

Sustituyendo nuevamente las funciones u y v se obtiene:

. d L &
E= — —Z—

3}{ a

Ay & wi
Sy - — Sl p—

By 3y’
= U0 Vo, P

& M ac (3.10)

En forma matricial:
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By Fuy
1]
Sy — =Y +7 Ry
~ 0 3
Iy Yy Ky
(3.11)

En forma simplificada:

Sty

(3.12)

donde, &,°, €,°, 7x,° son las deformaciones unitarias del plano de referencia y ky, k,,
Ky Son las curvaturas del plano de referencia o plano medio.

f_ a2w\
E}.{D E
] #
SRR =420
. 1]
: P
Y

(3.13)

Utilizando las ecuaciones constitutivas, los esfuerzos en la lamina k-ésima pueden
ser expresados como el producto de la rigidez y de la deformacion:

o Qo Qg Uag (g
oy p=| Qo Wogp Woagg|< &
I Qg Qg Qg VY
(3.14)

Reemplazando (3.11) en (3.14) se obtiene:
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o Qg Wy Wog g " »
- ~ ~ ~ 0 .
oy r=| Qg Qg Qg gy I Ny
T = = = 1] K
. i Qg Wos Ugg Ty a2
(3.15)

3.2.1. RELACIONES CARGA - DEFORMACION Y MOMENTO-C URVATURA EN
UN LAMINADO

Las fuerzas y momentos resultantes en un laminado se obtienen por integracion del
esfuerzo en cada ldmina a través de su espesor, por ejemplo:

t !
2 2
Ny = O')(dz My = O'Xﬁdz

(3.16)

Puesto que los esfuerzos varian de ldmina a lamina del laminado, los célculos deben
ser efectuados para cada lamina y cada uno de estos resultados tendria que ser
analizados para identificar los puntos criticos.

Una placa laminada posee tres resultantes de esfuerzos: N, Q y M, que son
respectivamente fuerzas existentes en el plano del laminado o fuerzas de
membrana, fuerzas de cizallamiento y momentos, como se muestra en la figura 3.6:

A

dy
Figura 3.6. Fuerzas, cortantes y momentos en una porcion de placa de dimensiones
dx por dy. B4



66

La coleccion entera de fuerzas y momentos resultantes para un laminado estan

definidas mediante:

i z,

N:-: 2 oy f Ty

N-P.- = FT'EI,.' dz = T‘ t“'f"'-_.l.-' dz

i

Y ol k= Yy )

3 Tt
t
M:{ 2 Ty n oy
My >= ay pzdz= N oy > ZdZ
i

Mhey Ay "= vy)

) Tt
(3.17)

donde zx y zx.1 estan definidos en la geometria basica del siguiente esquema (ver
figura 3.7). Note que z son las coordenadas, mientras que n es el niumero de

[Aminas.

12

Referenca

n

Zn-1

1

0

Figura 3.7. Geometria de una placa laminada.

Debido a que no siempre los ejes del material coinciden con los ejes de referencia,
se necesita determinar la rigidez del material [Qij](k) conocida como la rigidez
“reducida transformada” en términos de Qij*® y que se calculan con las ecuaciones

de transformacion vistas en (2.69):
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Las ecuaciones anteriores pueden ser configuradas para tomar ventaja del hecho de
que la matriz de rigidez [Q;]® es constante dentro de la lamina y recordando que los
esfuerzos son iguales al producto de la matriz de rigidez por las deformaciones:

— — — "zk o Il{
My . Gy Qi Wgg Ex Ky
My b= N7 | Q2 Qp G | ey b dz+ Ry (-Zdz
o R J— R
& K=1110) ] i ] 5
Xy 16 26 6 ey Ry |
VT zk—l
! i
— — _ K ] Z,
Pl N Qi Qi Qg x Ky
ME"’ = T Elg agg Ejﬁ 5*_.,.* L Zdz + HE" 22 dz
i — _ _
M}{y k=1 g g Ggg .0 Fiy k
vy 7 |
VT zk—l
! |

(3.18)

Se debe recalcar que &, €,°, 5’ Kx Kxy Kxy NO son funciones de z, la integracion
sobre el espesor puede ser llevada a cabo facilmente, por lo que las ecuaciones
anteriores pueden ser escritas como:

- - 9

My A Al A | [ ex Bii Bz Big | [ nx
ANy p=] Az Am A | < ey D341 Bz Bz B < Ry
My Alg  Pag Pgs | | D Bis Bas Bes | [ruy

LRy

- (e T

Pl Bin Biz Eis x Dii Diz Dag | [ Ky
<My =|Biz Bx Bas|< gy "L+ D1z Dx Dy |< Ky
Il Bie Baxs B . Dig D Des | (K
(Mhey vy ) . 3.19)
donde:
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[ Q iJ:IK'[' Tkt '2"zk'2]
[ Q J{'['ZHH - 'ZH'3:|

11>

[ B J=3

=
Il
-

11>

[ Dy J=3

siendo:

=
Il
-

(3.20)

[Aj] x): Matriz elastica de extension, representa la rigidez extensional, relaciona los
esfuerzos normales (Ny, Ny, Ny,) con las deformaciones de la superficie media.

[Bi] 3x3): Matriz de acoplamiento extension — flexion. Relaciona los momentos (M,
My, M) con las deformaciones de superficie media (g,°, €,° y £4) y los esfuerzos

normales (Nx, Ny, Nyy) con las curvaturas (kyx, Ky, Kyy).

[Di] (3xs): Matriz elastica de flexion. Relaciona los momentos (My, My, Myy) con las
curvaturas (xx, Ky, Kxy).

Un laminado serd simétrico, en relacién a la superficie media, cuando tiene las
capas agrupadas en pares, localizadas simétricamente en relacion a la superficie
media, y con igual orientacion de fibras y propiedades. La simetria del estratificado
implica un trabajo de esfuerzo desacoplado del trabajo de flexion [Bj] = O, si no se
verifica la simetria existira tanto deformacion en extension y flexion.

En ausencia de deformacién cortante y utilizando la teoria clasica de placas, la
relacion fuerza - deformacién para una placa delgada de materiales compuestos se
reduce a (3.21).

) . 0
e A11 A1z Ag B1r Bi2 Boag E

[y A1z Azo Ags Bio Boz Bog E,
M il il il B E B 0
:-cy>= 16 A6 Aes Bie Bos Bes | <IW>
Pl Bi1 Bi2 Big D1 Dz Dig

Y Biz Boz Bog Di2 Doz Dog

H'-_,I,-'

Il Bisg Eos Bes Die Dog Des ,
Y
[ C]

(3.21)
donde [ C ] es la matriz de rigidez para una placa sin deformacion cortante. La
ecuacion anterior (3.21), en forma matricial se definen como:
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{(ﬁi}) 5o i)

En las placas de materiales laminados, debido a que se consideran que estas estan
perfectamente pegadas entre si, las deformaciones varian linealmente a través del
espesor del estratificado, ver figura 3.8. Como las constantes elasticas son
diferentes para cada capa, los esfuerzos presentan discontinuidades.

Bl Ww N -

s /

Estratificado Variacion de la Médulo Distribucion de
deformacion caracteristico esfuerzos

Figura 3.8. Variacion hipotética de las deformaciones y esfuerzos a través del
espesor. *!

La mera presencia de [B] implica acoplamiento entre flexiébn y extension, debido a
gue tanto fuerzas y -curvaturas, como momentos Yy deformaciones existen
simultdneamente. Cuando en un laminado existe la matriz [B] es imposible extender
la lamina sin que al mismo tiempo aparezca flexion y torsion. Esto se lo puede
simular en Ansys, sometiendo a un laminado cuyos ejes del material estan a 45°y -
45°% a una carga Ny = 100 kN/m (ver figura 3.9).
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DISPLACEMENT

STEE=1
dUB =1
TIME=1
DMX =.001775

MAR 3 Z008
10:18:57

Figura 3.9. Respuesta en Ansys de un laminado utilizando para la fibra E; = 220 GPa
y v= 0.2 y para la matriz E,= 3.6 GPay v , = 0.35 y una carga de traccion Ny = 100

kN/m.

3.2.2. DEFORMACIONES Y CURVATURAS DEL PLANO MEDIO

Si las fuerzas normales y momentos resultantes actuando en una lamina son
conocidos, sus deformaciones de plano medio pueden ser calculadas al despejar €°

y k de 3.22 B3l Ast:

0

= N}{ M;{
ey " p=[A1 S Ny p+[B1]q My
] My Mhey
Fiw N;{ M}{
HE"' = I:[: 1 :I NE,- +|:D 1 :| M"_'."'
H},-p_,l,-' NW M}g-_,l,-'
(3.23)
siendo:

-1
(Arl=l AT rarTrBIL O J 1Bl A]

ol



71

B:]=-1 AT 81 O°
CYRPICTRY

[D,]=L O T!

[ D J=iD1-1BIL AT B]
(3.24)

Por lo tanto los esfuerzos en cada lamina pueden ser calculadas mediante:

0

oy X Ky
J— B I:I -

oy b= Q@ L4 & 7l Qi Jeqny

Ty Ty Koty

(3.25)

Con el objetivo de aclarar el procedimiento a seguir para el calculo de un laminado
se desarrollara el siguiente ejemplo.

3.2.3. EJEMPLO DE APLICACION

Determine las matrices A, B y D para un laminado con dos laminas a [+45/-45]. Cada
lamina es de 6 mm de espesor y contiene 60% de fibra T-300 en una matriz epéxica.

Considere para la fibra E; = 220 GPa y V:= 0.2 y para la matriz E,=3.6 GPay V, =
0.35. Finalmente, calcule los esfuerzos en el plano medio de cada lamina debido a
una carga Ny = 100 kN/m.

Se calcula E1, Es, via, Vo1 Y G1p para 6=0° utilizando (2.12), (2.17) y (2.32):
Er=220010° Ep=3.610°  vi=02  uvp=035 V=06
E11 = Ef+ Emi{1 - w) Ei1 = 1.334x 10 Pa

9
Eo» = 8.784x 10° [Pa
Ef{1 - vf) + Em 22

Eoo =

v12:VfEJ!f+vm[G1—Vf) vi2 = 0.26



E2o
vl = — N2
E11

Asumiendo relaciones isotrépicas para los constituyentes se tiene segun 2.24:

Gr= —t
= 2[ﬁl+Vf)
o= 20 + v
G _ Gfl:(Bm
2 Gflfm + GmDk

vo1 = 0.017

Gi = 9.167 x 102 Pa
Gm = 1.333x 10°Pa

Gip = 3.262x 10°Pa

Se calcula Qll, Q22, le, Q21 Yy Qee para 9200, segljn 2.47

E11
Quu="—7""""-
1-viphipg
E22
Qo =———
1-viphipg
v12ED2
Q12 =
1-viphipg
Q21 = Q12

Q11 = 1.34x 1011DPa

Q2 = 8.824x 10°Pa

Q1o = 2.294x 10°Pa

Qe6 = G12

Se calculan los invariantes de Q: U1, Uy, Uz, Us y Us segun 2.68:

1
Up = gtﬁsmzu + 32 + 2[Q12 + 4Qes)

Uz = %EﬁQu - Q22)

Uz = %E@Qn + Q22 - 2[Q12 - 4@66)

Ug = %EﬁQu + Q22 + 6[Q12 — 4[Mee)

Us = %[@Ul—U4)

Up = 5.578x 10°Pa
U = 6.261x 100 Pa
Us = 1.565x 10-"[Pa
Ug = 1.795x 100 Pa

Us = 1.892 x 10'°Pa

72

Los parametros reducidos transformados de [(_Qi,-] en funcién del angulo del material

se calcula utilizando 2.69:
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i

11 = Ug+ Uz cos(2-8) + Usz.cos{4.8)

i

19 = Ug —Us.cos{4 8}

i

95 = Uy —Ug.cos(2-8) + Uz cos{4.8)

i

e %.uz.sm(z.e) + Ug-sin(4-6)
. %.uz.sm(z.e) - Ug-sin(4.6)

i

i

gg = Ugs— Uz cos(4.8)

Con los angulos especificados en el ejemplo se pueden definir las matrices y por lo
tanto se tiene para las fibras a +45°

Qg Qo Qg | 4017210 " 2326x10"0 2133 10'0
[Qa54+1=] Q41 Qo Qog|=| 326x10"" 4007x10"" 3.128x10'° |[Pa]
Qe Qo Qgal| L3133x10" 3128x10"" 3457x 10"
Y para -45°en [Pa]:
Qo Qa2 Qg 1a4017x10 " 326x10"" —3.133% 100
[Qqs_1=| Q44 Qoo Qo |=| 326x10"0 4007x10'"" —3.128x10'0 |[Pal
Qi Qo Qgg| L-3133x10" —3128x10" 3457x 10"

A continuacién se determina las matrices [A], [B] y [D] para un laminado de +45°y -
45° segun (3.20).

hO =-0.006 m, h1=0 m, h2=0.006 m

4821x10 % 4.032x 10" 0
[ Al=[ Qase J(W1-h0)+[ Qas- J(h2-h1) [ A T1=| 4032x10° 4809x10° 0 [Pa]

0 0 4148 % 10°
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0 0 ~1128 % 10°
B ]=%.[ Qlios ]-'h12—h02'+%-[ Qqs. Jh2*-m?l i [ B 1= 0 0 ~1126x10 8 | [Pa]
~1.128x 108 -1.126x 10° 0
5785%10° 4.838x 10° 0
[ D ]=%.[ Qass ]-'h13—h03'+%-[ Qs Jh2® 1111 D 1= 4838x10° 5771x10° 0 [Pa]
0 0 4978% 10 °

Se determinan las deformaciones y curvaturas del plano medio segun las
ecuaciones (3.24)

[ Ay =0 AT

5943x 10”7 —5821x 10" ° 0
-9 -9 -1
[ A ]=|-5821x10 5.96x 10 0 [Pa]
0 0 2411 %1072

[ 0° J=1D1-1 B 1] An ][ B]

2719x 10° 1777 x10° 0
a
[ 0% J=] 1777107 2714x10° 0 [Pal]
0 0 2107 %10 2

[ B J= Ar 1081 D° T

0 0 6.054 % 107 '
, K
[ B1 ]= 0 0 5038x 10” ¢ | [Pal
6.054% 10" 7 6.038x 10" 0

[ci]=[ B T
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0 0 6.054% 10" *
[ C1 ]= 0 0 6.038x 10 |[Pa]
5.054% 10" 7 6.038x 107" 0

(A 1=[ Am J+[ A 10810 0° T 0 B 1] A ]

7715%10°°% -5051x 10~ ° 0
1
[ A1 1=|-5051x10"% 7.728x 1072 0 [Pa]
0 0 5696 % 107 °

Para una carga de Ny = 100000 N/m en la direccion x, y utilizando (3.21) se tiene lo
siguiente:

N, 7715x 107 %
{M=1 41 140 {="}=4 _5.051x 107
0 0
¥ 0
{H}:[ C1 ]9 0 {r-:} = 0
0 0.061

Con estas relaciones se puede calcular las deformaciones y rotaciones en el plano
medio de la lamina a +45°, utilizando la ecuacion ( 3.12)

T3
4= 7000 ™
{545+} ={'C D}+ ] '{” }
7715x 1074

{eass} =0 —5051% 107 %
_1816x 1074
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Y las deformaciones y rotaciones en el plazo medio de la lamina a -45°

3
7= ——[m
J 1000[ ]

{eas} ={"H+z{x}

7715% 1074
{zas} =5 5051x 1074
1816 10" %

Se calcula también los esfuerzos en el plano medios de +45°, utilizando (3.23).
{oast = Qase ]{ED:H 7 Qase s}
8333 x 10°

{ru 5+} = 0

2093 % 10°

Los esfuerzos con respecto a los ejes del material se calculan utilizando las
ecuaciones de transformacion:

2 2
o1 = 8.333x 10%05(45 [—l"—j + OBin(45 [—l"—) + 2[62.093 x 106) [€c03(45 B"—) Ein(45 EI"—D
180 180 180 180

51 = 6250 10° [Pal

2 2
oy = 8.333x 1OGBin(45EIT[—j + 0@05(455“—) _2i2.003x 1¢°) [écos(45[—ln—j Bin(45E!n—D
180 180 180 180

5o = 2.074x 10° [Pa]

2 2
112= | 8.3331¢F) +0] [ésir(45Eln—j mo{459"—D +2.093 106[Eco{459"—) - sir(45E|n—) J
180 180 180 180

13 = —4 167 x 10° [Pa]

Los esfuerzos en el plano medio de -45° de igual f orma:
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{oast = Qus- bz Qus- J{x}

8333 x 10°
{rrdﬁ_} = 0 [Fa]
~2.093 % 10°

2 2
o1 = 8.333« 10%0{459"—) + OBir(—45El”—j + 2[(1—2.09& 106) [éco{—455n—j Bir(—45E|n—D
180 180 180 180

51 = 6259 % 10% [Pal

2 2
o0 = 8.33% 1063ir'(—455n—j + omo{—455“—j + 22,003 10 [écos(—455n—j Bir(—45E|n—D
180 180 180 180

50 = 2074 10° [P4]

110 [He.3331) +4 [ésir{—45E|1%O) 50{4551"&)) ~2.09% 106[Ecos(—4551%0)2 —sir(—45|31%()zj

19 = 4167 x 10° [Pal

Los esfuerzos asi determinados deben ser verificados con las teorias de falla
correspondientes de los materiales compuestos, para determinar si la placa resistira
el servicio, al que sera sometida.

3.3. TEORIA DE PLACAS DE MINDLIN - REISSNER.

La teoria clasica de placas (CPT), o teoria de placas de Kirchhoff, asume que las
deformaciones de cizallamiento transversales (yx. Y vy,) son nulas. Esta teoria
considera que la fibra transversal permanece recta, inextensible y perpendicular a la
superficie media de la placa después de la deformacion, siendo las rotaciones de
esta fibra en torno al plano medio calculadas por medio de las derivadas de la
deflexion w.

(3.26)
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La CPT es adecuada para el analisis de placas delgadas, especialmente cuando la
deformacion transversal es despreciable. Las placas de materiales compuestos
cuyas relaciones de moédulo elastico (E1/Giz ¥ E1/Gy3) son préximas a 50 son
susceptibles a fallar por corte transversal o delaminacién. Por ello se necesita una
teorfa que tome en cuenta las deformaciones cortantes transversales .

Algunos de los primeros y mas importantes trabajos publicados sobre placas son de
Reissner en 1945, seguidos por el de Mindlin en 1951. Reissner trabajé con
expansiones de campo de esfuerzos, mientras Mindlin se interes6 en campos de
desplazamientos. Ambos adoptaron coeficientes de correccidon del cizallamiento
constante, siendo 5/6, para los trabajos de Reissner, y T / 12 para los estudios de
Mindlin. Otro pionero del estudio en cuestion fue Kirchhoff, que formaliz6 en 1850 la
teoria de placas delgadas.

La teoria de Mindlin - Reissner se aplica en placas gruesas y en materiales
compuestos, donde las deformaciones cortantes e inercia rotacional son incluidas.
La teoria de Mindlin - Reissner considera las siguientes hipotesis:

* No se requiere que la fibra transversal sea perpendicular al eje axial después de
la deformacion, como se muestra en la figura 3.10. Por lo tanto yx, #0 y vy, # 0.

A I B i 41 A
/ A \ ']

Plano Meutro

Figura 3.10. Una fibra recta que es perpendicular al plano neutro de la placa antes
de la deformacion rota, pero permanece recta después de la deformacion. 24

* Se asume que las tensiones normales perpendiculares a la superficie media
se desprecian, o, = 0.

e Todos los puntos sobre una normal a la superficie media antes de la
deformacion permanecen sobre una linea recta luego de la deformacion.

* Los desplazamientos son pequefios respecto al espesor.
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» Las fibras rectas y normales a la superficie media antes de la deformacién no
cambian de longitud después de la deformacion.

Los desplazamientos paralelos a la superficie media indeformable, u y v, a una
distancia z pueden expresarse como:

u(x.,y,2) = W(x,y) + zBy(x,Y)

v(X,y,2) = V(X,Y) - 2Bx(X,Y)

w(x,y,2z) = w(X,y)
(3.27)

En estas ecuaciones:
B« = Rotacion con respecto al eje x de la fibra transversal a la superficie media.

8y = Rotacion con respecto al eje y de la fibra transversal a la superficie media.

Figura 3.11. Deformacién transversal de una placa en la hipotesis de Reissner-
Mindlin donde 6, y dw/dx; no tienen necesariamente que coincidir, puesto que se
considera que las deformaciones transversales no son nulas. 4

Derivando se obtienen las deformaciones unitarias.
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E}{—ﬂ-’l = E}{D+Z‘EH"H‘I ‘
. a _ : EHH
By = — - Sy~ £ — ‘
'-\E?.ﬁ,l"
Er = a_W =10
i (3.28)

Las deformaciones cortantes son:

U a 0 A8 A6
Ty ==+ = oy +z| 2 -
oty o L £
ah' 2w A
"|"._Illrz = [ = —E'}{ —_
gz &y ety
“|'}E=%’I +a—w = ':‘:"-_,I,-'+a—w
a7 & (5x
(3.29)

En representacion matricial, las ecuaciones (3.28) y (3.29) se resumen en la
siguiente forma:

( 8y i 2
0 ax 0 A
Ex £y Ex
By
ey p= uy,” +Z-{ _98x y =<gl ¢ +2Z B
ay ay Oy
{ %y o I} |'D
& aby a8y g R
vay T
—':‘:'}{+a—w
vz | o
"z
ewa_w
Y

(3.30)
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Note que si las deformaciones transversales yx, y ¥y, son despreciables se regresa a
la teoria clasica de placas o CPT. Las ecuaciones (3.30) se expresan en forma
compacta como:

e} o2t

gy + oW
Ny
{1} =
E"-_,I,-'+ a—w
o (3.31)
siendo:
B_E"_-.-’ A s BUD \
by i
Fiy
Ao 0
{ H}: Ky o= e > { }_:El 5 % ij >
H}{\_,I,-' a&f B-_,.f
By A6y a” 8
_ ey
i J \ Y,
(3.32)

La relacion entre deformacion y esfuerzo cortante en una lamina k es expresada
mediante:

{sz} Qg Qys {“f:-:z}
vzl | Q. Q Tyz),

45 44 (3.33)

La matriz de constantes elasticas, referente a la deformacién de cizallamiento
transversal se la representa mediante [ Q ¥ ].

Qg Wy

(3.34)

Las fuerzas cortantes se obtienen por integracién de los esfuerzos cortantes:
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[

i T r k T
{ L { - dz= ' & dz
I:l-_,l,-' T"_-,-"Z k:‘I T"_-,-"I

(3.35)
Sustituyendo en (3.35) el producto de la matriz de las constantes elasticas por las
deformaciones (3.33) se obtiene:

&) (ko
{@y = i L_ [CJ ']K{w dz

Para determinar las fuerzas cortantes transversales Qy, y Qy, se asume una
distribucion parabdlica para los esfuerzos cizallantes interlaminares wy, Y 1y, siendo
el factor de correccién: 5/6 o %/12 34,

il

[ C 1= g E [@ﬁ']k'zm—zk'
K= 1

(3.37)

La ecuacién (3.38) relaciona las deformaciones transversales con las fuerzas
cortantes:

{Q}{}_|:C44 ‘345}{?}:1}
(y | Cas Css vz (3.38)

Por lo tanto, en presencia de deformacion cortante, la ecuacion constitutiva del
laminado debe incluir la matriz elastica de cortante [Cj] ox2). Esta matriz es parte de
la ecuacion constitutiva del material y relaciona los esfuerzos cortantes (Qy, Qy) con

las deformaciones debido al corte (Yxz, Vyz), Segun (3.39).
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r 4 /.0
[N:{\ A1 A2 A1s Be1 Biz B g 0 0 ;K\
My Ao Ao Agg Bio Boo Bog 0 0 -:»_,;D
My Atg A26 Pes Big Bog Bes 0 O 0
[y
<M}:> B11 B12 Big D41 Dyg Dyg 0 O < § >
= . T
by Biz Boo Bog D1z Dog Dgg 0 O ) (3.39)
Ty
ey Bis Bz Bes Digs Dog Dgg 0 O )
Ty
Qy 0 0 0 0 0 0 Ca Cas||_
| WF
\ &y 0 0 0 0 0 0 Cas Css
S - \“fﬂ}
o
[ C]

Las ecuaciones constitutivas en forma compacta, para un laminado que incluye
esfuerzos de cizallamiento transversal, se expresan mediante:

(8x1) (8x8)  (8x1)

Como se puede ver, resolver manualmente problemas de laminados es
relativamente complejo y ademas estas ecuaciones se utilizan Unicamente para
placas de geometrias simples. Por lo tanto, si se requiere abordar geometrias
complejas se necesita usar métodos variacionales o el método de elementos finitos.
Sin embargo, la ecuacion (3.40) es muy importante ya que servira para desarrollar el
meétodo de elementos finitos que se vera en el siguiente capitulo. Asimismo, esta
ecuacion se utiliza en Ansys como alternativa para generar los datos en forma
matricial que luego se ingresan al programa.
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CAPITULO 4

ANALISIS POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS

FINITOS DE COMPUESTOS LAMINADOS

En el presente capitulo se revisa el procedimiento general para analizar elementos
hechos de materiales compuestos usando el método de los elementos finitos. Salvo
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en casos especiales donde se analiza probetas a escala microscopica, se debe
utilizar las ecuaciones de la micromecénica y macromecanica para definir las
constantes mecanicas con lo que se asume gque las propiedades del material estan
tedricamente homogenizadas. Adicionalmente se presentan las ecuaciones
diferenciales de la placa laminada, obtenidas mediante la resolucion de las
ecuaciones de equilibrio que constituyen la llamada forma fuerte de las ecuaciones
de gobierno. EIl siguiente paso es determinar la ecuacion de la energia de
deformacion elastica de la placa laminada de material compuesto, que constituye la
forma débil de las ecuaciones de gobierno. A continuacion se efectla un breve
resumen de las funciones de interpolacién. En este caso se utilizaran las funciones
de interpolacién del elemento cuadrangular y se determinaran las matrices de
transformacién desplazamiento — deformacion [ B ] de extension, de flexién y de
corte con las que se obtendra la matriz de rigidez del elemento finito, que para ser
resuelto implicitamente se integrara utilizando Matlab. Finalmente se resumen
algunas caracteristicas de los principales programas comerciales de propdsito
general utilizados para analizar problemas mediante el método de los elementos
finitos.

4.1. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método de los elementos finitos es una poderosa técnica numeérica, que permite
resolver diversos problemas de la fisica e ingenieria en general. Con el método de
los elementos finitos se pueden resolver problemas de mecanica de solidos o
estructurales de caracter uni, bi o tridimensional, en regiones geométricamente
complicadas. Con algunas excepciones, la mayor parte de los sistemas en ciencia e
ingenieria son de naturaleza continua y su comportamiento no se puede expresar en
forma precisa en funcién de un nimero pequefio de variables discretas.

Aunque la mayor parte de los sistemas continuos son inherentemente
tridimensionales, en algunos casos su comportamiento puede describirse
adecuadamente por modelos uni o bidimensionales. Asi ocurre, por ejemplo, con los
problemas de flexion de placas, en los que el analisis se limita al estudio de la
deformacion del plano medio de la placa, y con todos los sistemas en los que se
puede hacer uso de las hipétesis simplificativas que reducen el estudio al de un
problema bidimensional.

Un analisis riguroso de dichos sistemas precisa la integracion de las ecuaciones
diferenciales que expresan el equilibrio de un elemento diferencial genérico del
sistema. Ejemplos de estos sistemas “continuos” son comunes en el analisis
estructural de solidos, placas y laminas en ingenieria civil, mecénica, aeronautica,
naval, materiales compuestos, transferencia de calor, mecanica de fluidos y
electromagnetismo, etc.
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La caracteristica que ha hecho al método de los elementos finitos tan popular es que
puede ser dividido en un conjunto de pasos logicos y puede ser usado para analizar
un amplio rango de problemas solo cambiando los datos de entrada del dominio.
Estos pasos se expresan de la siguiente manera:

* Se genera un mallado que abarca toda la estructura, obteniéndose una coleccion
de subdominios simples no intersectantes entre si, denominados elementos
finitos, cuyo comportamiento se especifica mediante un numero finito de
parametros asociados a ciertos puntos caracteristicos denominados nodos, ya
que es mas facil derivar en cada elemento una solucion conveniente aproximada.

* A patrtir de los principios de formulacién variacional:

Principio de energia potencial minima
Principio de energia minima complementaria
Principio de energia estacionaria de Reissner

O utilizando el método de los residuos ponderados, uno de los cuales es el
método de Galerkin, se obtiene la matriz de rigidez parcial [ ke ] de cada elemento
finito. El principio de energia potencial minima permite obtener [ ke ] resolviendo
la integral (4.1).

[ke]=([B]T-[C]-[B]dv (4.1)

donde [B] es la matriz de transformacion desplazamientos — deformaciones, V es el
volumen del elemento y [ C ] es la matriz de rigidez caracteristica del material.

* La matriz de rigidez [ K ] de la estructura es determinada al ensamblar las
matrices de rigidez parciales [ ke ].

* Se especifica las condiciones de frontera y las cargas aplicadas en la estructura
son reemplazadas por un sistema de fuerzas equivalentes, tal que las fuerzas

actuan en los puntos nodales.

» El desplazamiento de los puntos nodales es calculado al resolver el sistema de
ecuaciones definidos por:

[K1{d}={f} (4.2)
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donde { f } es el vector fuerza, que representa las fuerzas nodales equivalentes,
ver figura 4.1.

Fuerzas nodales

Elementos

Figura 4.1. Estructura y su mallado en elementos finitos.

 ElI vector { d } es subdividido en subvectores { de }, que representan el
desplazamiento de los puntos nodales de un elemento particular.

e El desplazamiento de un punto dentro del elemento es calculado por:

{U}=1N]J{de} (4.3)

donde el vector { U } representa el desplazamiento y [ N ] es la matriz de las
funciones de forma.

* La deformaciéon en un punto es calculada por:

{e}=[B]{de}
(4.4)

donde [B] es la matriz de transformacion desplazamientos - deformaciones.

» Las esfuerzos en un punto son calculadas por:

{o}=[Cl{e}
(4.5)

Los pasos precedentes se aplican a barras, vigas, estructuras y placas fabricadas
tanto en materiales convencionales como en materiales compuestos. La Unica
diferencia entre materiales convencionales y materiales compuestos es la matriz de
rigidez del material [ C ]y la ecuacion de la energia.
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El propésito del presente capitulo es particularizar las caracteristicas de la resolucién
de problemas relativos a elementos hechos de materiales compuestos por el método
de los elementos finitos.

4.2. HOMOGENIZACION

No es préactico calcular estructuras de materiales compuestos discretizando
completamente sus constituyentes, es decir fibra y matriz. Adn con las
computadoras mas sofisticadas actualmente disponibles es computacionalmente
costoso y materialmente imposible calcular en ese nivel de detalle. Sin embargo,
cuando se requiere analizar el comportamiento al micronivel de pequefias probetas
del material se puede modelar las fibras embebidas en la matriz (ver figura 4.2).
Adicionalmente, se realizan investigaciones en las cuales se utiliza microfotografias
para evaluar los efectos del hilado, o de vacios en la matriz (ver figura 4.3).

34

-
2

Figura 4.2. Discretizacion fibra-matriz. [

En aplicaciones practicas de célculo de materiales compuestos por el método de
elementos finitos, es necesario idealizar los constituyentes mediante la obtencién de
las ecuaciones constitutivas del laminado, homogenizando asi las propiedades del
material.
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Plimmie Al qd-2 @RS E e ade B

Figura 4.3 Geometria real de un tejido evaluada en COMSOL.*?!

Debido a que la discretizacion de un laminado es un procedimiento sencillo, se
prefiere analizar las estructuras reales usando membranas bidimensionales 2D. Sin
embargo, siempre se puede emplear un analisis total 3D en regiones altamente
esforzadas o regiones de especial interés tales como juntas y areas donde los
efectos de borde libre son prominentes. En un tipico analisis bidimensional de
estructuras laminadas, el laminado es modelado como un conjunto de membranas
pegadas entre si, desarrollando las matrices de rigidez y de acoplamiento derivadas
de la teoria clasica de placas laminadas o de la teoria de placas de Mindlin —
Reissner. En el analisis de compuestos, estas matrices de rigidez son las matrices
[A], [B] y [D], las mismas que fueron definidas segun las ecuaciones (3.20).

4.3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Las ecuaciones de equilibrio de un cuerpo sélido pueden ser derivadas usando tanto
los principios de energia como los de mecénica vectorial (Leyes de Newton). Los
principios de energia requieren la minimizacion de la energia potencial total para
derivar las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de frontera asociadas.

Para obtener las ecuaciones de equilibrio de un cuerpo sélido deformable, se debe
examinar el estado general de esfuerzos en un punto arbitrario en el cuerpo, por
medio de un elemento diferencial. Todas las componentes de los esfuerzos varian
espacialmente y estas variaciones pueden ser expresadas en términos de la
expansion de primer orden en series de Taylor (figura 4.4). Entonces las condiciones
de equilibrio en la direccion x e y resultan en:
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2

v

. 0]_,+ _' d}"
ot dy

N (x+ dx, y+dy)

Figura 4.4. Esfuerzos en una superficie infinitesimal. [+
9% L 9T L F, =g
" 3y
9%y 2™ +Fy=0
& o (4.7)

Extrapolando las ecuaciones anteriores al campo tridimensional, se puede obtener
las siguientes expresiones, sumando fuerzas y momentos en la direccion (X, y, z).
Las ecuaciones de equilibrio de elasticidad para el caso estatico son:

9% 8™y 0™ LF 0
e &7

e

oy L2 LIV L Ey=0
O
9to 0TV 89T L p ¢

ax 2y ar (4.8)

Dada la delgada geometria de los laminados e integrando las ecuaciones (4.8) a lo
largo del espesor, como en (3.16), se obtiene:
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BNy | 8 Ny +Fy=0
o a3
By, 3Ny +Fy=0
o o

& o

G L9 Lq=0
(4.9)

4.4. FORMULACION DE ELEMENTO FINITO MEDIANTE EL
METODO DE LA ENERGIA

El sistema de ecuaciones desarrollado en (4.9) constituye la forma fuerte del sistema
de ecuaciones de gobierno para placas. La forma fuerte, en contraste con la forma
débil, requiere una continuidad estricta en las variables de campo (desplazamientos
u, vy w). Obtener la solucion exacta para una forma fuerte de sistema de
ecuaciones diferenciales es usualmente muy complicado para problemas practicos
de ingenieria. EI método de diferencias finitas puede ser usado para resolver
sistemas de ecuaciones de la forma fuerte en forma aproximada. Este método
usualmente trabaja bien para problemas con formas regulares simples.

Una forma débil o forma integral es usualmente formulada usando uno de los
siguientes métodos:

* Método de los residuos ponderados
» Principios de energia

El método de residuos ponderados es una herramienta aplicable para resolver todo
tipo de problemas de ecuaciones en derivadas parciales. El método de residuos
ponderados suele estar orientado a la formulacién de problemas de transferencia de
calor. En la literatura disponible existe informacion sobre ambos métodos para
resolver problemas de materiales compuestos.

Los principios de energia o variacionales estan mas adaptados a la resolucion de
problemas de mecanica de solidos y estructuras. Los métodos de energia o
variacionales se clasifican en:

» Principio de energia potencial minima
* Principio de minima energia complementaria
* Principio de energia estacionaria de Reissner
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4.4.1. PRINCIPIO DE ENERGIA POTENCIAL MINIMA
El principio de energia potencial minima se enuncia asi:

“Para sistemas conservativos, de todos los campos de desplazamiento
cinematicamente admisibles (u, v y w), aquellos que satisfacen las condiciones de
equilibrio, extremizan la energia potencial total /7,. Si la condicion extrema es un
minimo, el estado de equilibrio es estable.” [*!

Se consideran sistemas conservativos aquellos en los cuales el potencial de trabajo
es independiente de la trayectoria. Es decir, si el sistema se desplaza desde una
configuracion dada y se trae de regreso al estado inicial, las fuerzas efectdan un
trabajo nulo, independiente de la trayectoria. Los desplazamientos cinematicamente
admisibles son aquellos que satisfacen la naturaleza de valor Unico de los
desplazamientos (compatibilidad) y las condiciones de frontera.

La energia potencial total 1, de un cuerpo elastico en reposo se define como la
diferencia entre la energia potencial de deformacion elastica 1 y el trabajo realizado

por las fuerzas externas W;.

|_|p =1 _Wf
(4.10)

Para un cuerpo eldstico lineal la energia de deformacion unitaria total N estd dada
por (4.11):

I = %L T frav = %.L{zjﬂ[ C 1e}av
(4.11)

donde V representa el volumen del sélido, [ C ] es la matriz de rigidez del material,
{ €} es el vector de deformaciones y { 0 } es el vector de tensiones.

El trabajo realizado por las fuerzas externas se obtiene mediante (4.12):

Wi = L {UY fidv + L {UT fiddsr

(4.12)

donde { U } representa el vector de desplazamientos { u, v, w }' dentro del elemento,
St representa la superficie del sélido en el cual las fuerzas de superficie son
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prescritas, f, es el vector de fuerzas volumétricas y{fS es el vector de fuerzas
superficiales.

Para una placa de material compuesto lineal, se puede aplicar el principio indicado y
se tiene que:

1 T T
Ly = EL {e} {=} dU—L {U} {ffdsy
f (4.13)
La hipotesis de Mindlin - Reissner de describir el comportamiento de la placa por la

superficie media, permite que la integral potencial total sea reducida a una ecuacién
de superficie. Desarrollando la ecuacion (4.11) se obtiene:

Il = %L {eV {o}av = %L L {e] {o}dz dsr

(4.14)

Reemplazando en (4.14) las ecuaciones definidas en (3.12), (3.25) y (3.37) se
obtiene:

Il = % J {ED +7Z K }T[ E.J :Ik' {ED +z H]’ dZ+L {“.‘]’T-[ Q '\'l{-{“.'} dz | dSs

(4.15)

Desarrollando e integrando la ecuacion (4.15) se obtiene:
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n J—
AT S & LT o

n —
+ 2T S [0 Tl - T § as

e % v 2 [ [ a ]K-[{zk ~Zk-1 'ﬂ-“.- dSe

k=1
(4.16)

Se generan entonces cinco integrales de superficie, cuya escritura puede ser
simplificada si se substituye por las matrices[A],[B],[C]y [ D], desarrolladas en
el capitulo 3, por lo tanto la energia potencial de deformacién elastica para un
material compuesto es:

N (G SIS N AERISNE ST IS S =

(4.17)
siendo:

{2 {K}y{ Y }: Vectores referentes a las deformaciones normales, curvaturas y
curvaturas producidas por el cizallamiento transversal.
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[Q iy [Q": Matrices de constantes elasticas referentes a las deformaciones de
tension, flexion y cizallamiento transversal.

[A], [B], [C], [D]: Matrices elasticas de tension, tension / flexion, corte y flexion
definidas en (3.20).

4.5. FUNCIONES DE FORMA

El campo de desplazamiento desconocido dentro de un elemento finito puede ser
interpolado por una distribucion aproximada. Esta distribucién se vuelve mas exacta
conforme se consideran mas elementos en el modelo y pueden ser expresadas
como funciones polinomiales que pueden ser facilmente derivadas e integradas. Por
ejemplo, para el caso mas simple de elemento finito que es el elemento barra, los
desplazamientos son expresados en términos de los desplazamientos nodales { ul,
u2 } por medio del polinomio de primer grado.

U(x) = (1— )—I()Eul + ()—l(j M2
(4.18)

donde | es la longitud del elemento finito, x es la variable independiente y las
funciones de interpolacion N1y N2 son:

X
I

Nl1=1- N2 =

ll‘ (4.19)

La figura (4.5) representa la interpolacion lineal del campo de desplazamiento dentro
del elemento barra:

0.8

0.6
L)

04

0.2r h

L=a

Figura 4.5. Interpolacion lineal del campo de desplazamientos en una barra
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En el caso de problemas en dos dimensiones se utilizan elementos triangulares y
las funciones de interpolacién son bidimensionales *°!:

NL(x.Y) = 2= (es - xa) + (v2 - y3) B+ (xa - x2) 5]

N2(x.y) = 2= (a1 - xa3a) + (¥3 - y2) B+ (xa - x3) 5]

N3(x.y) = o= (a2 -xe) + (v1.-y2) B+ (x2 =) 5]

(4.20)

donde A es el area del elemento triangular de la figura 4.6 y estd dada por el
determinante de (4.21):

3 3

0.0

N1
Figura 4.6. Elemento triangular de tres nodos con el sistema de coordenadas atado
al elemento y el grafico de la funcion de forma para N1.

T %1 Wy
1
A=_]1 x
i 2 Y2

BRCENE (4.21)

Hay dos tipos basicos de funciones de interpolaciéon que son usadas en andlisis de
elementos finitos. La interpolacion de Lagrange, en la cual Unicamente la funcion es
interpolada, y la interpolaciéon de Hermite, en la cual la funcién y sus derivadas son
interpoladas. Por ejemplo, en la interpolacibn de Hermite se puede exigir que la
primera derivada del desplazamiento axial sea continua. Los elementos finitos
desarrollados usando la interpolacién de Lagrange son llamados elementos C°, y los
elementos finitos desarrollados usando la interpolacibn Hermite son llamados
elementos C™, donde m > 0 es el orden de las derivadas incluidas en la
interpolacion.
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Como en la teoria de Mindlin - Reissner las curvaturas (6xy 6,) no son derivadas del
desplazamiento vertical w (ver 3.28), las funciones de interpolacion solo requieren
continuidades C° en los desplazamientos y las rotaciones. Por el contrario, en la
teoria de Kirchhoff, se exigen continuidades en las primeras derivadas del
desplazamiento (clase C'). En otras palabras, es mas facil desarrollar los elementos
finitos utilizando la teoria de Mindlin — Reissner.

Se seleccionara el elemento rectangular, puesto que la matriz de deformacién no es
constante, como sucede en los elementos triangulares. Esto genera una
presentacion mas realista en las deformaciones y por lo tanto en la distribucién de
los esfuerzos a lo largo de la placa. La formulacién de las ecuaciones para los
elementos rectangulares es mas simple comparada con los elementos triangulares,
debido a que la funcion de forma puede formarse muy facilmente debido a la
regularidad en la forma del elemento rectangular.

Considere un dominio bidimensional. EI dominio es discretizado en un namero de
elementos con cuatro nodos y cuatro lados rectos. Se numera los nodos en una
direccién contraria a las manecillas del reloj, puesto que cada nodo tiene dos grados
de libertad y el numero total de grados de libertad para un elemento lineal
rectangular sera de ocho.

A Vv
_ A7
4 (x4, V) 3 (X3, ¥3)
(g, V) (U3, 3)
S iy
2b — > - f.
JEX
2a
1 (x1,¥) 2 (X2, %)
{”]‘1’.'1'} {”-"_&. 1-'.':}
>
X,

Figura 4.5. Elemento rectangular y su sistema de coordenadas. *!

La dimension del elemento es definida como 2a x 2b x h. Se define un sistema local
de coordenadas (g, n) con su origen localizado en el centro de elemento rectangular.
La relacién entre las coordenadas fisicas (x, y) y el sistema local de coordenadas
naturales (g, n) esta dado por:
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donde x; Yy yc son las coordenadas del centro del elemento y se obtiene:

o]

£
.

an

1 1
a ]

¥ |

(4.23)
Un elemento diferencial de area se obtiene mediante:

dx[dy = ab[dg [dn
(4.24)

Por lo tanto, para integrar una funcion f (x, y) sobre un elemento rectangular, se
puede efectuar la siguiente transformacion al sistema de coordenadas naturales:

1 Al
J HERY dxdy:J j a-b-glg,m) dg dn
5 —1v-1

Las funciones de forma expresadas en coordenadas naturales deben satisfacer los
mismos requisitos que en coordenadas cartesianas. Por consiguiente, en elementos
de clase C°basta que las funciones cumplan:

(4.25)

a) Condicion de compatibilidad nodal (ver figura 4.6).

g = (i=1)
AR '{0} L))

(4.26)

b) Condicion de sélido rigido !

i [Nillg ,n)] =1

i=1

Debido a la regularidad del elemento rectangular, las funciones de forma pueden ser
obtenidas esencialmente por inspeccion y escritas directamente como sigue:
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Ny = %Eﬂl-i)fﬂl-n)

N2 = %Eﬂlﬂ)fﬂl-n)

N3 = %Eﬂlﬂ)fﬂlﬂl)

Ng = %Eﬂl-i)fﬂlﬂl)

Figura 4.6. Funcién de interpolacion Ns.

La matriz de interpolacién para un elemento cuadrangular con ocho grados de
libertad tiene la forma siguiente:

M1 N2 N2 N4 0 0 O 0}
Lo o0 0 0 NI N2 N3N

(4.29)
El desplazamiento {U (x, y)} es funcion de las coordenadas x e y, y expresa el

desplazamiento en cualquier punto dentro del elemento finito mediante la matriz de
funciones de interpolacion [N (X, y)] y el vector de desplazamiento en los nodos {d}:

U tl= 1 NexGy) 1{de)
(4.30)

El vector desplazamiento { de } tiene el arreglo siguiente:
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( . \
desplazamiento nodo 1

dz desplazamiento nodo 2
ds desplazamiento nodo 3
{de} ={ 7 I={ >
desplazamiento nodon
LI I e ) (4.31)

La ecuacion (4.30), se la escribe en forma explicita segun (4.32):

TR
L2
L3
M1 N2 N3 M4 0 1] 1] 1] :| L MT-U1+ M2-uZ2 + N3 -U3+ Mg -ud
1] 1] 1] o M1 N2 N3 N MT w1+ N2 w2+ W w3+ N g

UEH,FJ={

Al
W2
W3
wd

(4.32)
Los desplazamientos u(Xx, y) y v(X, y) son interpolados mediante:

u(x,y) = N1m1+ N2@m2 + N3m3 + N4@4

V(X,y) = N1¥1 + N2[@2 + N3E3 + N4[¥/4
(4.33)

Adicionalmente, en la tabla (4.1) se indica otras funciones de interpolacion que se
usan con elementos finitos mas complejos. Las funciones serendipitas son creadas
por métodos de inspeccién, y no necesitan de nodos internos como las funciones
lagrangianas:



Tabla 4.1. Las funciones de interpolacion de Lagrange y Hermite.
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[4.7]

Tipo de elemento

Funciones de
interpolacién

Caracteristicas

Elementos de Lagrange

Lineales

Ya(1+88)(1+nn;)

Nodo i (i=1...,4)

Cuadraticos

Vag&i(1+88)(1+nn;) nn;
Yo nNi(1+nNi)(187)
Yo &G (1+ €5) (1n)

Nodo esquinero
Nodo lateral ¢ =0
Nodo lateral nj =0

(1€%)(1n?) Nodo interior
Elemento serendipito Ya(1+88)(1+nn)( && +nni | Nodo esquinero
cuadratico 1) Nodo lateral ¢ =0

5(1&°%) (1+nm)
Yo(1+€5) (1n°)

Nodo lateral nj =0

Elementos cubicos de Hermite

Funciones de [ 1/16 (£+§)* (€ & 2)(n+n)® | Para nodo
interpolacién de la | (nni-2) j (i=1....,4)
variable u 1/16 & (E+&)° (€ & 1)
(n+n)* (N ni—2)
116 (&+8)° (€ & 2)n;
(n+n)? (N ni— 1)
U16 & (§+&)° (€ &
D(n+n)> (N ni— n;
Funciones de | Y2 (& +1)( not 1) (2+ &, + | Para nodo
interpolacién  para la | no—¢&*—n?) i (i=1....,4)
variable u Y &( € +1)%(E 1) (no+1|( 2a y 2b son los lados
Derivada du/og ) del elemento rectangular
Derivada du/on Xc Y Yc los coordenadas

1/22 Ni( o +1)(No 1) (no +1
)
§=(xx)/a n=(y-yc)b
&=¢& no=nn

del centro del elemento
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4.6. MATRIZ DE TRANSFORMACION DESPLAZAMIENTO -
DEFORMACION

A modo de ejemplo se revisa el siguiente procedimiento de transformacion de las
deformaciones para el caso de esfuerzos planos definidas mediante:

_ _&u
-?._‘H: -——
M
Ay
-:.'-_,II-' -_—
o
au ay
“l'w e
d o (4.34)

La forma matricial se simplifica a:

.
) ax
=R
Ll
o=l o 2 =1
o W
.
e 2
L&y (4.35)

donde [ L ] es la matriz del operador diferencial y reemplazando (4.30) en (4.35) se
obtiene:

2y
sy o=[ L J[NDC,yI{de}=[ B ]{de}

Ty
(4.36)

Por lo tanto las deformaciones pueden ser descritas mediante:

{e}=[B]J{de} (4.37)
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donde [ B ] es la matriz de deformacién, que se determina al obtener las derivadas
parciales de las funciones de forma, segun (4.38):

[B] =[L]IN(X V)] (4.38)
A continuacion se define el vector de desplazamientos nodales { de } y se obtienen
las tres matrices de deformacion [ B ] para una placa de materiales compuestos. Se
considera la siguiente notacién para el vector de desplazamientos nodales 9

{ de } (20x1): vector de desplazamientos nodales del elemento finito placa de

dimensiones (20 x 1), por cuanto se tiene 5 grados de libertad en los cuatro nodos y
es igual a:

.
{de} ={ur uz uz s vi vo va w4 wy o wo wn Wy Gxg Bxo Bxg B By Byo Byg Byg}
(4.39)

donde u;, viy w; son los desplazamientos lineales y 6x;y By; son las rotaciones con
respecto a los ejes X, y en los nodos.

Se definen las matrices de transformacion desplazamiento — deformacion como:
[ Bt] (3x20): matriz de transformacion desplazamiento - deformacion de tension

[ Bf] 3xe0): matriz de transformacion desplazamiento - deformacion de flexion

[ Bc] (2x20) : matriz de transformacion desplazamiento - deformacion de corte

Los vectores de deformacion de la ecuacion de la energia (4.17) se reemplazan en
(4.37) de la siguiente manera:

"}=[ Bt ]{de}
{e}=[ B J{de}

{v}=[ B ]{de}
(4.40)
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4.6.1. MATRIZ DE TRANSFORMACION DESPLAZAMIENTO - DE FORMACION

DE EXTENSION

En base del procedimiento de transformacién visto en 4.6 se transforman las
deformaciones de la superficie media de la siguiente manera:

O en forma simplificada: { °}=[ L ][ N ]{de} = [ B; ]{de}

P |

=

S

1]
0 0

A u _ L _

JHE RO

4

e
(4.41)
(4.42)

donde [ B; ] es la matriz de transformacién desplazamiento — deformacién de

extension, la cual se obtiene mediante:

|

[ Bt J=[ L 1L N]

-{

N1 N2 N3 N4 0 0 0 0
O 0 0 0 M1 M2 N3 N4

(4.42)

Utilizando las ecuaciones (4.28) y hallando sus derivadas parciales se obtiene la

matriz [ B;] sxe0) que es igual a:
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__,]_T] T-n 1+n 1+ 0 0 0 0 0 D_
a a = =
1 T—¢ 1+€ 1+€ 1-¢
B 1=—4| o0 0 0 0 — = = = 0 .0
[ B 1=7 > b b b
1= 1+€ 1+¢ 1-¢€ 0 1-m T-m T4+m T4 0 0
L b b b b a a @ 8 -
(4.43)

4.6.2. MATRIZ DE TRANSFORMACION DESPLAZAMIENTO DE FORMACION
DE FLEXION

Las curvaturas correspondientes pueden ser expresadas segun la ecuacion (3.30)
mediante:

i ﬂq‘.‘f N i 8_ _
1 ax A
oy H}{ H}{
[ K ]= Ky r= —@H = _3_ 0 { }:[L]{ }:[L]-[N]-{de}
, By By By By
hw
GG .
L 2 do ] L Ay
(4.44)
O en forma simplificada
{k}=[L][NJ]{de} = [ Br]{de} (4.45)

donde [ B¢ ] es la matriz de transformacion desplazamiento — deformacion de flexion,
la cual se obtiene mediante:

g 2
B
3 0 ... M1 N2 N3 N4 0 0 0 0
[ Br J=[ L[ N]I=|-= 0 |
ay 0 ... 0 0 0 0 N1 N2 N3 N4
e 8
L & ay
(4.46)

Por lo tanto la matriz [ Bt] (ax0) €s:
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00 0 0 0 0 0 g 1=m 1-m 1+m _1+m
a & a &
1 1-¢ 1+¢ 1+¢& 1-¢
=—. |00 .0 ] - - ] ] 0 0
[ & 1=1 b b b b
T-7 T-7 T+ 147 T-¢ T+ 146 1-¢£
T T ] = - - _
N a a a a b b b b
(4.47)

En la ecuacion anterior se aprecian las ultimas columnas de la matriz para

visualizacion.
4.6.3. MATRIZ DE TRANSFORMACION DESPLAZAMIENTO DEFO RMACION DE
CORTE

Las deformaciones correspondientes pueden ser expresadas mediante 3.20:

N —HH+B_W & -1 0 W Wi
{f}: Y| ded oL Wed = L1 N 1 {dg
e Hy+a_w I By By
o o i
(4.48)
O en forma simplificada
{g}=[LI[NIJ{de} =[ Bc]{de} (4.49)

donde [ B ] es la matriz de transformacion desplazamiento — deformacion de corte,
la cual se obtiene mediante:

-T 00 . N1 MNZN2ZN4 O O 0O 0 0 0 0 0
40 0 0 0 0 NI MNZMN3MN4 O 0O 0 O
o 1|0 .. 0 0 0 0 0O 0 0 0 N NZN3 N

[ Bc J=[LI[NI]=

(4.50)

Por lo tanto, la matriz transpuesta de [ B¢ ]Jexo €S (4.51), se utiliza la matriz en
forma transpuesta para visualizar de mejor forma en el formato.
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0 0 T
0 i
£—1 -1
4.5 H
£+1 n-1
Cab Caa
£+1 1+ 1
4-b 4.5
£—1 M+ 1
4b aa
T
~(m=1)| =-= 0
I: B. :IT — ./-.\:1 14\:
(r1—1)-|__j + E,—' 0
¢ 1*-.
_“H”"—.jJFZ,.-' 0
fe 1)
I{T]+1:|-|..\Z—:1;| 0
- b
o (5
fe 1)
0 —I[r]—1]|.|_j + :1,-|
fe 1)
0 (n+ 1)-|_j + :1,.-|
’i 1*-.
i 0 pURS A 1,-'_

(4.51)

4.7. MATRIZ DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO

Una vez que las matrices de transformacion [ B] = [L ][ N ] son determinadas, la
formulacion de elemento finito para un elemento puede ser formulada usando el
siguiente proceso. Se parte de la ecuacion de la energia de deformacion elastica
siguiente:

(4.52)
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Se substituye el vector { € } por la expresion (4.37):
{e}=0[B]{de} (4.53)

teniendo:

|I=%-J I:[ E ]-{de}:IT-[ C ]I:[ E ]-{de}:ld”'«f
4%

(4.54)

El vector constante de deformacién { de } puede salir de la integral:

n=1-{de}T-U [B1[ C 1B ]av|de
2 W

(4.55)
Por la tanto, la matriz de rigidez del elemento [ ke] es:
T
[kej=j[5]-[ c ][ B ]dV
W (4.56)

La integral de volumen se puede cambiar a integral de superficie mediante:

i ah A
ke J=| || wllieicis ]]d8f=h'j 181 c 1B iles
W0 J Sf
5

(4.57)
La ecuacion de la energia se reescribe asi:

1 T
1= —={dz} | Kk {de}
2" [ re Jce (4.58)

En el caso del elemento finito para materiales compuestos se reemplaza en la
ecuacion de la energia (4.17) las correspondientes matrices de transformacion [B]:
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o
f
T T T T
+ et [Bt] [ B 1[Bt |{de}+{de} [B¢] [ D 1[B¢]{de}+ -

+4de [Bc ][ C 1[B ¢ J{delldsy

(4.59)
Obteniendo factor comun { de }, la matriz de rigidez del elemento queda:

[ ke ]=L[[Bt]T-[ AlB]+[B:] 1 B 1[Br]+[Br] 1 B I[Bt]+

s8] 1B 1[Bt]+[B¢] 1D 1[Bt]+[Bc] [ C 1[Bc]]dSs
(4.60)

Se puede comprobar que las expresiones anteriores generan la version simplificada
de la matriz de rigidez:

(A118B1 o ][[Bt]
[Kel=| [[Bt][Br][Bcll{IB1ID1 o [[[Br]]|dss
0 o [ Ccll|[B.]

of
(4.61)

Mediante la transformacion de coordenadas y siendo a y b los lados del elemento
finito rectangular se obtiene la siguiente integral:

1 1

[a11B]1 o 1[[Bt]
[Ke]= ab|[[Bt] [Br] [B c]]ﬂ[ B1[D] o ] [Br] ||decm
o o [c1|[B.]

1Y
(4.62)
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Las matrices de transformacién se ensamblan de la forma siguiente y la version
transpuesta [ [B:][B¢] [ Bc]] es (4.63):

n-1 5 £ 0 0 0 0 0
44 45
S o S 5 0 0 0 0
4 45
n+1 0 £+ 1 0 0 0 0 0
44 40
L A S el 0 0 0 0
4a 4b
o &1 n=t 4 0 0 0 0
4b 4a
o &1 m-1 0 0 0 0
4b  4a
0 £+ 1 n+ 1 0 0 0 0 0
4b  4a
o &1 n+t 0 0 0 0
4b  4a
0 0 0 0 0 0 Sl =
4b 44
0 0 0 0 0 0 —Z+b1 —“4‘1
T - a
[Btl{EBr][Bc]] = o -
0 0 0 0 0 0 2 ‘
4b 4a
0 0 0 0 0 0 _E-1 Sk
4b 4a
0 0 0 o b on=T gy (&0 0
4b  4a iy
0 0 0 o &1 on=1 g0 0
4b  4a 27 7)
4b  4a Ry
0 0 0 o A1 onl (800 0
4b 4a 4" 4)
0 0 o =t 4 £ 0 m-1[&-1)
44 4 4 1)
0 0 0 _n-1 0 _E+1 0 —(T]—1)-|:£+12|
4a 4b 2" a)
0 0 ORI R R b 0 e[ &+
44 45 2" )
0 0 o -+l 5 &1 0 RN
I 44 4b 4 1) ]
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Con el objetivo de ilustrar el procedimiento a seguir se resolvera la primera parte de
la matriz de rigidez, correspondiente a la rigidez extensional:

j [(B+]'[ A 1[Bt]ds
5 (4.64)

Para simplificar el calculo se supone que la matriz de rigidez extensional [ A ] tiene
valores unitarios:

Desarrollando la operacion (4.64) se obtiene una matriz de (20 x 20) cuyo primer
término es:

1 A1
-1 -1 -1 -1
(”—3—]%—1) (”—+E—jmz—1)
4(a 4 4[4 4
k11 = alb + dn dg
AA 4
-1v-1
(4.65)
Resolviendo en el software MathCAD V14, se obtiene el valor de ki1
1 1
n-1 ¢&¢-1 n-1 ¢&¢-1
——=+>—=|h-1) |—+>— -1
(4@ 4[@)[0” ) (4@ 4[ﬂ>)mE ) a b 1
alb + dndg = ——+—+=
474 4 3 3@ 2
17-1
(4.66)

Si se desea obtener toda la matriz se debe recurrir a Matlab, se utiliza la funcion
“diff” para obtener las derivadas parciales y la funcion “double (int (int )))” para
obtener las integrales dobles en forma numérica. Estas sentencias se aplican en el
siguiente archivo .m:
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% Programa para calcular la matriz de rigidez K (20
un elemento finito rectangular de material compuest

syms r s
a=1
b=1

% Propiedades del material

% Matrices ABCD

A=[194 39 35; 39 55 35; 35 35 43];
B=[511617;16 18 17; 17 17 16],
D=[651311;131811;11 11 14];
C=[180; 0 18;];

%Funciones de interpolacion para un elemento rectan
N1 = (1/4)*(1-r)*(1-s);

N2 = (1/4)*(1+r)*(1-s);

N3 = (1/4)*(1+r)*(1+s);

N4 = (1/4)*(1-r)*(1+s);

% Matriz de transformacion desplazamiento de formac
% de tension

Bte(1,1)= 1/a*diff(N1,r);
Bte(1,2)= 1/a*diff(N2,r);
Bte(1,3)= 1/a*diff(N3,r);
Bte(1,4)= 1/a*diff(N4,r);
Bte(2,5)= 1/b*diff(N1,s);
Bte(2,6)= 1/b*diff(N2,s);
Bte(2,7)= 1/b*diff(N3,s);
Bte(2,8)= 1/b*diff(N4,s);
Bte(3,1)= Bte(2,5);
Bte(3,2)= Bte(2,6);
Bte(3,3)= Bte(2,7);
Bte(3,4)= Bte(2,8);
Bte(3,5)= Bte(1,1);
Bte(3,6)= Bte(1,2);
Bte(3,7)= Bte(1,3);
Bte(3,8)= Bte(1,4);
Bte(3,20)=0;

% Matriz de transformacion desplazamiento de formac

x 20) de

gular

ion

ion
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% de flexion

Bfl(1,17)= 1/a*diff(NL,r);
Bfl(1,18)= 1/a*diff(N2,r);
Bfl(1,19)= 1/a*diff(N3,r);
Bfl(1,20)= 1/a*diff(N4,r);
Bfl(2,13)= 1/b*diff(N1,s);
Bfl(2,14)= 1/b*diff(N2,s);
Bfl(2,15)= 1/b*diff(N3,s);
Bfl(2,16)= 1/b*diff(N4,Ss);
Bfl(3,13)= Bfl(1,17);
Bfl(3,14)= Bfl(1,18);
Bfl(3,15)= Bfl(1,19);
Bfl(3,16)= Bfl(1,20);
Bfl(3,17)= Bfl(2,13);
Bfl(3,18)= Bfl(2,14);
Bfl(3,19)= Bfl(2,15);
Bfl(3,20)= Bfl(2,16);
Bfl(1,1)= O;

% Matriz de transformacién desplazamiento de formac
% de corte

Bc(1,9) = 1/b*diff(N1,s);
Bc(1,10)= 1/b*diff(N2,s);
Bc(1,11)= 1/b*diff(N3,s);
Bc(1,12)= 1/b*diff(N4,s);
Bc(1,13)= N1;
Bc(1,14)= N2;
Bc(1,15)= N3;
Bc(1,16)= N4;

Bc(2,9) = 1/a*diff(N1,r);
Bc(2,10)= 1/a*diff(N2,r);
Bc(2,11)= 1/a*diff(N3,r);
Bc(2,12)= 1/a*diff(N4,r);
Bc(2,17)= N1;
Bc(2,18)= N2;
Bc(2,19)= N3;
Bc(2,20)= N4;

B1l= Bte.”*A*Bte;
B2= Bte.*B*Bfl;

ion
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B3= Bfl.*B*Bte;
B4= Bfl.*D*Bfl;
B5= Bc.*C*Bc;

% Matriz B

B = B1+B2+B3+B4+B5;

% Resultado numérico en Matlab

K= a*b*double(int(int(B,r,1,1),s,1,1))

Obteniendo € siguiente resultado:

Coluwnns 1 through 12

96.5000 -57.5000 -57
-57.5000 61,5000 18
-57.0000 15.0000 98

15.0000 -ZZ.0000 -57

43.68333 —-4.8333 -3Z.

—-6.6333 Z.8333 -4
-3&.1667 —6.8333 43

—4.8333 8.8333 -0

a o

a o

a o

a o
-19.3333 2.8333 13.
2.B8333 -3.3333 2
13.6667 2.8333 -19
2.B8333 —-2.3333 2

-3.1687 19.6667 -2.
-8333

19.6667 -20.1667 -13

—2.6667 -13.8333 S=F
-13.8333 14.3333 19.

Columns 13 through 20

-19.3333 2.8333 13.
.B333
.3333
.B333

Z2.8333 —-3.3333 Z
15.6667 2.8333 -18
2.8333 —-2.3333 2
-19.8333 2.3333 14,
2.3333 —-2.8333 3
14.1667 3.3333 -19
3.3333 —Z.8333 2
6.0000 3.0000 3
3.0000 6.0000 3
=3.0000 —&.0000 -6
—&.0000 =3.0000 -3
Z4.1667 2.3333 -8
2.3333 13.1667 a
—-5.68333 0.3333 24.
0.3333 2.1667 2
—-14.0833 2.0833 10
1.5833 —0.5833 2
10.4167 1.5833 -14
2.0833 -3.0833 1

.0ooo
falulalx)
. 5000
. 5000

1867

SE5333
SE5333
.8333

BEET

-5333
23333
-5333

BEE7

1667
BEE7

6667

1667

-3333
5333
L3333
falulalx)
falulalx)
falulalx)
falulalx)
SE5333
23333

1667

23333
2167
0833
0833
- 5833

18.
L0000

—Z2

-57.
B1.
-6,

L5333

—4.

38333

-2

-3
-13

-2

-3

-2

-z

-3

-6,
3333
1667
23333
13.
. 5833
0833
0833
-0.

-3

aooo
S000
S000
8333

8333

5333
23333
5333
23333
5333

14.

19.
-20.

3333
BEE7
1667

.B333
.3333
.B333
23333
23333
SB333
L3333
5333
L0000
L0000
L0000

oooo

1667

5B33

43 .
L5333
.lee7
—6.
50.
. laa7
L5333
- loa7

8333

G333
1867

.58333
23333
1667
23333
23333
-8333
-1
-8333

.lee?
.BE6T
.BE6T
.8333
.3333
.8333
. G6BE7
L5333
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
L0833
L0833
2167
. 5833
.58333
23333
-1
1667

-6,
B335
-4,
B335
-5.
15,
11.
L1667

-z

-2
-2

-z

19.
zZ0.
L8333
14.
LB333
L3333
B335
L3333
-6,
L0000
L0000
L0000
L5833
-o.
L0833
L0833
15,
28,
io.
-5.

13

-z

-z

-3

-3

8333

8333

1867

1867
1867

L3333
L8333
L3333
L8333
L8333
L3333
L8333
L3333

6667
1667

3333

aooo

5833

3333
8333
1667
BEET

-3e.
5333
5333
5333
L5333
1667
50,
-5.

-8
43
o

1i4.
23333
-5333
23333
-1
-58333
L3333
-58333

-2
19
-2

-Z.
.B333
=)o
19.
- B6ET
-B333
3333
5333
falulals)
falulals)
falulals)
falulals)
-21a67
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0833
0833
—16.

1i0.
-5333
23333

-2
19
-2
-3

-6
10

-14

39
-15

1667

1867
1667

1667

6667

1667
BBE7

EEET
1667

-B8333
G333
—6.
G333
1667
1667
1667
15.

G333

1667

.3333
.5333
.3333
.5333
.5333
.3333
-5333
.3333

.B333
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Figura4.7. Matrizderigidez del elemento finito rectangular.
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Cuando se utiliza un elemento rectangular de 4 nodos, la matriz de rigidez del
elemento es del orden de 20 x 20, y para un elemento de 9 nodos es de 45 x45.

Finalmente, para obtener el trabajo realizado por las fuerzas externas se reemplaza
nuevamente (4.30) en (4.12):

Wf=J [[ N de ]T-fbd\f+j [[ N ] de] fodSs= dET-J [ N ]T-fde+j [N ] £ dst
i Sf W Sf
(4.67)
Las fuerzas de volumen son entonces:
T
FD=J [ M ] fpdV
W (4.68)
Y las fuerzas de superficie son:
T
{F5}=J [ N ] -f5dSs
5
f (4.69)
donde [N]":
(N1 0]
N2 0
N30
T Mg 0
[ N ] =
0 M1
0 N2
0 N3
L0 N4 (4.70)
La ecuacion (4.67) puede ser reescrita asi:
Wi = (e} -(Fp + Fs) = {de¥ {fa}
© R 4.71)

Fo ¥ Fs son las fuerzas nodales que actian en los nodos del elemento, que son
equivalentes a las fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie. Estas dos fuerzas
pueden ser sumadas para formar el vector de fuerza total nodal fe:
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{fe= Fo + Fs (4.72)

Si por ejemplo se tiene una carga uniformemente distribuida en un elemento, f, es
constante, la integral dara:

.
{f} =zabfi(1 00100100100
£ 7| ) (4.73)

Esto implica que la fuerza distribuida es dividida en cuatro fuerzas concentradas de
un cuarto del total de la fuerza total. Estas son las condiciones de frontera de fuerzas
que junto con las condiciones de frontera de desplazamientos son aplicadas en el
ensamble del sistema de ecuaciones:

[ke]{de}={fe} (4.74)

Las ecuaciones formadas de esta manera son resueltas para los valores nodales de
los desplazamientos, las ecuaciones correspondientes a los desplazamientos son
utilizadas para determinar deformaciones unitarias y esfuerzos en cualquier punto
dentro del dominio del elemento S;.

Los elementos finitos placa/membrana mas populares que usan los programas
comerciales estan basados en la teoria Reissner-Mindlin. Esta es la manera mas
conveniente de formular elementos placa/membrana. Al contrario, las
aproximaciones analiticas prefieren usar la teoria clasica de placas laminadas. Esto
se debe a que las deformaciones y curvaturas estan definidas mediante la teoria
clasica de laminados y son:

[ Fw )
E}.{D axz
0 0 i
£ = Sy H=< ——
”, 7 |
[y
L, Pw
\ Y (4.75)

Se aprecia claramente que las funciones [N] descritas en (4.28) no servirian para
desarrollar las curvaturas k ya que se obtendria valores de cero. Esto significa que
se necesitan interpolaciones C° para u y v, e interpolaciones C* de w para
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desarrollar un elemento de placa sometido a flexion. Las funciones de interpolacion
N deben garantizar continuidad en:

u,v,w,a_w aw FFw Fw Pw

ax oy al af oy

Por lo tanto, es evidente que es mucho mas dificil escoger una funcién de
interpolacion N que satisfaga todos estos requerimientos. Para un elemento
triangular una de tales funciones debidas a Tocher es la siguiente:

WI{}{,'E,.“]I = 0 +n‘g-}{+11‘3-'3,-’+11‘4-){2+115-}{-'3F+115-'3F2+1E?-}{3 +n‘g-' }{2-'3,-’+ }{-'g,iz'+u'9-'3,-f3
(4.76)

Las constantes aj, a», as, a4, as, as, a7, Ag, a9 Son determinadas de las condiciones
nodales.

Por lo tanto, la teoria de Reissner-Mindlin permite desarrollar elementos finitos mas
sencillos que en el caso de la teoria clasica de Kirchhoff, y validos tanto para el
analisis de placas delgadas como para el de placas gruesas. Los elementos de
Kirchhoff son mas limitados y complejos aunque quizas mas seguros para el analisis
de placas delgadas. Es dificil decidir cual de las teorias es mas recomendable, pero
parece gue la balanza se va decantando cada vez mas en el uso de los elementos
de Reissner- Mindlin.

4.8. EJEMPLO DE APLICACION

Una vez que se determind la matriz de rigidez de un elemento finito tipo placa para
materiales compuestos se procede a ejemplificar el ensamblaje y resolucion de la
ecuacion de rigidez global en el siguiente ejemplo: Para la placa bidimensional
cargada que se muestra en la figura 4.8 se efectuara el ensamblaje de las matrices
de rigidez del elemento finito, se aplicaran las condiciones de contorno y se
determinaran los desplazamientos. Se utilizaran las propiedades del ejemplo 3.2.3.
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1000 N

1
-
1

e=2 e

- 2 -

Figura 4.8. Placa con dos elementos finitos.
* Ensamblaje:

Es importante definir las coordenadas locales y globales segun la figura 4.9

4 3
@) @ [@ @)

coordenadas locales

e=2 e=1

1) @ @ (2)
) 6 1
coordenadas globales -

Figura 4.9. Malla de dos elementos de cuatro nodos.

A continuacién se debe cambiar de posicién las filas y las columnas de la matriz de
rigidez del elemento finito (4.69) ordenada segun tipos de desplazamientos (4.39),
por una matriz ordenada segun nodos, de la manera indicada en (4.77):




Ll
Lz
L3
Ly
V1
2
V3
V4
Hifq
Kyl
Wy
4
Bz
B
4
By
B2
B3
g

— [Ki]

Ll
W
L]

5

fyq
Ly
Wy
Wy
By

By
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4.77)

La matriz de 20 x 20 [ K ] puede ser descompuesta en 16 submatrices de 5 x 5
cuya primera fila se construye de la siguiente manera:

[Kit1e ]=

[Kize ]=

K1
K1
ka1
K1

K12
Kaa
Kao
K42
Kaz

K12
Ka12
K312
Ka12

Ks12

K1z
Kaa
Ka3
K43
K3

Kis  Kis

Koag Kas

Kas HKas
Kag  Hys
Kes HKss

Ki1z Kaqg

Kziz K o214

Katz  Kars

Karz  Karg

Kaiz  Kaia

Ki1s
Kz1s
Ka1s

Ky1s

Ks1s |

[Kize | =

[Kise ]=

Kig
T
K3g
Kag
K

K11g
K1
K31

Ka1g

| Ksig

Kar
Kar
Kaz
Kar
Kz

K17
Kar7
Kar7
Ka17

Ks17

Kig

Kag K 29
Kag HKag
Kag  Kag
Ksg Ksg




Repitiendo para el resto de filas, la

compacta se representa segun:

[ Ki1e Kize

Kae Kaze
[Kij 1=

Kate Kaze

| Kare Kaze
De igual manera,

desplazamientos:

1 Y3

LR
W
Wy

B0y

Eh

Kize Kise |

Kaze Kaose

Kaze Kase

Kaze Kase |
utilizando

(1A

W3

{ s w

0

L By:

subvectores, se

i

S

\

representa el

u
3
i
8
b
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matriz de rigidez del elemento finito en forma

(4.79)

vector de

( u

W

{ Uiz w

De fo;ma global el vector de desplazamiento para un elemento es entonces:

{U}=<u3 >

{F}=<F3 >

La ecuacion global de rigidez es por tanto:

( 3\

()

A

B
L
(4.80)
(4.81)
(4.82)
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Ki1e Kize Kize Kise L4 F1q
Kaie Kaze Kaze Kose L5 F2

Kate Kaze Kaze Wase L3 Fa

| Kare Kaze Kaze Kase Ly Fa

(4.83)
Y en forma compacta:

[Kie U=} (4.84)

La matriz de rigidez de la estructura se forma a partir de las contribuciones de las
matrices de los diferentes elementos individuales. Esta operacién se denomina
ensamblaje. Las matrices de rigidez de cada elemento son:

B 1 2 3 5 B 3 4
B [Kite Kize Kize Kige | 5 [Kite Kize Kize Kise |
1 Kate Kaze Kaze Kage B Kate Kaze Kaze Kage
2 Kare Kaze Kaze Kage 3 Kate Kaze Kaze Kage
I | Kate Kaze Kaze Kige | 4 | Kate Kaze Kaze Kige |
matriz elemento 1 matriz elemento 2

Tras el ensamblaje se obtiene:

1 0 Kqq (1 Kag M Koy (Y Kaq 0
2 a Kgy ka2 N Kgg Y Kag V) a
3| Ky 2 Ka )4 K1 . K4z ™ K43 R ka3 )4 Kag ) Kas (2
4| K (2) Kas (2) 0 0 K (2) K (2)

(4.85)
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Como puede verse, la matriz es simétrica y para formar por ejemplo el elemento
correspondiente a 5-5, se observa en la figura 4.9 que corresponde al K;; de la
matriz del elemento 1. Adicionalmente existen elementos que son cero debido a que
no existe conectividad entre estos nodos, por ejemplo 5-1, 5-2, etc.

* Condiciones de contorno:

El problema estructural siempre tiene restricciones de desplazamientos que deben
imponerse para poder resolver el sistema de ecuaciones global y evitar la
singularidad de la matriz de rigidez. A nivel practico esto se traduce en eliminar las
filas y columnas del sistema de ecuaciones que estan relacionadas con el
desplazamiento prescrito. Con ello se reduce la dimension del sistema a resolver y
s6lo se calculan las verdaderas incognitas del problema. En el caso del ejemplo
especifico se fijan los nodos 4 y 5, por lo tanto U y Us son cero.

5 B 1 2 3 4
5 | Ky Kz L 0 Kz K1g @] fU\
gl Ko 2 Koz 34 K1 ™ Kz M K13 ™ Kaa o K14 M Kog (2 UZ
1 0 Koy Koz 1 gy Kag 0 U
ol Ky Ky 1 g O Koy O . Y
3l Kar T K P ke M ke M ke ™ ke P ke Y kg 53
s Ky @ ke, @ . . Ky @ K @V
(4.86)
5 G 1 2 3 4
s | 42 k2 . . g2 2
Lg
5| K Dk Pk kT g T g P g M kg Ug
1 a Kz Koz gy Kaa a U
SIE Ky (1 Ky @ gy ) o ) . U,
3] Mo ? Kae P K ke M ke 1 ke P ke kg 53
s | g2 g I I et e | U
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Por lo tanto, el sistema de ecuaciones a resolver esta definido en forma matricial de
la siguiente manera:

Koy @Dt ks D Ky, @ ks M e, @y g, O (u,; (F;
Ky ) Kzz 1 Kay (1 Kag V) ) Ly - Fi >
Kqqy (1) Koy (1 Kag (D Kaq (P Uz Fa
ki @ ke @ Ky @ K D gy Pk gy kUSJ kFEJ
(4.88)

En esta expresiéon se conoce el vector de fuerzas y los desplazamientos son las
incégnitas a resolver. Desarrollando los vectores columna de acuerdo al ejemplo
presentado se obtiene:
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Ug
Vg
we| |
B
Byg
Ly
W
Wi
B
Kar Kaz 1 Kgy Kaq B4

o o o o o o o o o 8

KS’I (1) HSE (1] KBS (1) K34 (1) Ll 0

— 1000
m || v |

+ b ) Kaz . K4z ™M Kaz
W

Bty
B
Uz
V3
W |
By

Byq

o o oo o o o a

(4.89)

Esta ecuacion se la puede resolver invirtiendo la matriz de rigidez y multiplicandola
por el vector de fuerzas segun el programa en Matlab 7.1.0 indicado en el Anexo 1.

A .. -1 f
Y '[ K simplificada} i (4.90)

Las incognitas del sistema corresponden a los desplazamientos nodales de la malla,
por lo tanto la obtencion de la deformada de la estructura es inmediata. Algunos
desplazamientos ya son conocidos por la imposicion de las condiciones de contorno,
por ello no forman parte del sistema de ecuaciones.
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Los resultados en metros son los siguientes:

Tabla 4.2. Desplazamientos, resultado de correr el programa en Matlab.

Us - 0.00mm
Ve 0.00 mm
We 19. mm
Bx6 0.021 rad
By6 0.069 rad
Uz -0.1 mm
\Z1 0.1 mm
W1 -40.4 mm
Bx1 0.0449 rad
By1 0.0353 rad
u> 0.1 mm
Vo -0.1 mm
Wo -15.2 mm
Bx2 -0.0319 rad
By -0.0406 rad
Us 0.1 mm
V3 0 mm
W3 -27.1 mm
Ox3 -0.0479 rad
By3 0.0111 rad

Una vez que se han calculado los desplazamientos, las deformaciones se
determinan mediante la férmula que las relaciona, a partir del campo discretizado,
ver ecuaciones (4.40):

"}=[ Bt ]{de}
{e}=[ Br J{de}
(v} = B J{de}

(4.91)
Los esfuerzos se calculan por medio de la siguiente ecuacion:
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fT_‘:{ H}{
J— ~ |:| J—

oy L= Q J.< & >z Q oKy

Ty Ty Ky

(4.92)

Como pudo constatarse en el desarrollo y formulacién del problema de elementos
finitos anterior. Resolver manualmente es sumamente largo y tedioso por mas
simple que sea un problema, por lo cual para aplicaciones practicas es
imprescindible el usos de herramientas computacionales y eso es lo que se revisara
a continuacion.

4.9. CODIGOS COMERCIALES PARA ANALISIS CON ELEMENT OS
FINITOS

Los aspectos mas importantes del andlisis de elementos finitos de una estructura de
materiales compuestos son:

* Homogenizacion de las propiedades materiales mediante la obtencion de las
leyes constitutivas.

» Postprocesamiento de resultados numéricos para recuperar esfuerzos y
deformaciones en las direcciones principales del material para un analisis de
falla subsecuente.

Un eficiente postprocesado de resultados numéricos es inherente a un ingreso
preciso de datos de material, en la etapa del preprocesado. Un buen cdédigo
comercial es aquel que incorpora el proceso de homogenizacion en un apropiado
nivel de analisis, como también soporta pre y postprocesamiento de una amigable y
eficiente manera. La tabla (4.2) lista algunos de los programas de elementos finitos
que pueden analizar materiales compuestos, que soportan elementos soélidos 3D,
placas 2D y membranas.
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Tabla 4.3. Software de elementos finitos con posibilidad de calcular laminados
compuestos.

Software Descripcion Pagina Web

Software de propdsito general con una amplia
variedad de tipo de elementos apropiados para
ABAQUS analizar membranas laminadas y | http://www.abagqus.com/
comportamiento no lineal en plasticos, | products/

ABAQUS utiliza la técnica VCCT para
determinar la tasa de relajacion de energia en
el frente de la delaminacion que ha sido
utilizada por Boeing y juega un importante rol
en el disefio de estructuras aeronauticas.

Software de uso general, bajo costo, paquete | http://algor.com/homepa
ALGOR de elementos finitos con elementos | g2.htm
compuestos. Importante informacion en linea.

ANSYS ofrece una gama de capacidades para
analisis de composites. Las capacidades
ANSYS tradicionales incluyen elementos tipo cascaras, | http://www.ansys.com/
sélidos y viga con definiciones de seccion
avanzadas y criterio de falla. El software
ANSYS tiene capacidad de estratificar capas
con diferentes propiedades y en diferentes
angulos.

ANSYS puede trabajar con el paquete
FIBERSIM que es una herramienta informética
lider en el disefio de piezas hechas en
materiales compuestos.

Paquete de uso general de rango intermedio.
Incluye varios médulos, tales como andlisis no
COSMOS- lineal avanzado, andlisis de tensién vy
M dislocaciones, andlisis de estabilidad vy | http://www.srac.com/pro
frecuencia, andlisis de trasferencia de calor, | ducts.html

andlisis de respuesta dindmica, andlisis de
fatiga, y optimizacion del disefio.

DYNA3D es un programa de elementos finitos
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para resolver problemas de mecanica | http://www.lstc.com
estructural o del continuo. Debido a su
DYNA 3D naturaleza explicita DYNA3D utiliza pequeiios
pasos temporales para integrar las ecuaciones
de movimiento y es especialmente eficiente en
la resolucibn de problemas de dinamica
transitoria.

MSC.NASTRAN puede ser eficientemente | http://www.mechsolutio
utilizado para modelar compuestos laminados. | hs.com/products/patran/
MSC. MSC.NASTRAN permite al usuario especificar | lammod.html
NASTRAN las propiedades del material, orientacion y
espesor para cada lamina. ElI programa
entonces calcula las propiedades de la placa
equivalente.

Pre y post procesador general para el andlisis | http://www.femap.co.uk/
FEMAP de elementos finitos. No soluciona por si
mismo pero interconecta con 20 diversos
programas. Tiene una buena interfaz para
definir laminas.

COMSOL Multiphysics™ es una herramienta | http://www.comsol.com/
de modelado y analisis para prototipaje virtual
de fendmenos fisicos. COMSOL Multiphysics
COMSOL puede modelar virtualmente  cualquier
fendmeno fisico que un ingeniero o cientifico
pueda describir con ecuaciones diferenciales
parciales (PDE), incluyendo transferencia de
calor, movimiento de fluidos,
electromagnetismo y mecénica estructural,
soportando la integracion de problemas de
diferentes campos.

Los pre y postprocesadores listados en la tabla 4.2 soportan las principales
condiciones para analizar materiales compuestos reforzados con fibras. Estas
incluyen:

* Ingreso de propiedades de laminas basadas tanto en arquitectura unidireccional
como en tejido bidimensional.

+ Estratificacion de [aminas.
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» Orientacion del vector, usado para definir la orientacion de la capa en el espacio.

* Homogenizacion a propiedades tridimensionales efectivas.

« Ingreso de las matrices de rigidez [A], [B], y [D] para placas y cascarones.

* Recuperacion de esfuerzos y deformaciones.

» Falla de la primera capa basado tanto en criterios puntuales tension/deformacion
o falla cuadratica (Tsai-Wu, Hill, Hashin).

4.10. SELECCION DEL SOFTWARE

Se ha analizado las cinco herramientas informaticas siguientes:

Comsaol
Cosmos
Algor
Abaqus
ANSYS

De estas, Cosmos y Comsol no tienen posibilidad de estratificar capas, solamente se
puede homogenizar el laminado mediante un calculo previo. De los tres restantes se
escogi6 el programa ANSYS debido en primer lugar a la importancia que tiene este
codigo en el ambito académico y cientifico internacional. Cumple las condiciones
descritas anteriormente para la solucion de materiales compuestos y finalmente
existen grandes cantidades de informacion y tutoriales en la red.
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CAPITULO 5
TEORIAS DE FALLA

En el presente capitulo se analizan las principales teorias de falla de los materiales
compuestos, que basicamente se clasifican en dos grupos: las teorias de falla
independientes y los criterios polinomiales. Estas teorias se utilizan para caracterizar
la resistencia de un material compuesto. Adicionalmente se ha graficado con la
ayuda de Mathcad las envolventes de falla que se utilizan para definir los niveles de
esfuerzos seguros del material, sin considerar la falla interlaminar. Para determinar
si el elemento que serd analizado posteriormente con Ansys, puede soportar los
esfuerzos sin perder su funcionalidad, se necesita garantizar esto mediante algun
método comparativo. Las funciones que establecen la comparativa entre los
esfuerzos inducidos y la resistencia del material son los criterios de falla.
Adicionalmente el programa Ansys maneja varios de los conceptos aqui expuestos
por lo que es necesario conocer la derivacion de los criterios de falla.

5.1. MODOS DE FALLA DE MATERIALES COMPUESTOS

Existe una amplia variedad de mecanismos de falla en materiales compuestos con
respecto a los encontrados en metales (ver figura 5.1). La falla en materiales
compue