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SUMARIO

El objetivo de esta Tesis es desarrollar un modelo matemático que

permita calcular los voltajes y corrientes transitorios que se pr£

ducen al energizar una línea de transmisión trifásica ya sea en va_

cío o con carga; desde una barra infinita o desde un generador

real. Para ello se implementa un programa digital que considera

el efecto del ángulo de energización e incluye tiempos de retardo

en el cierre de los polos del disyuntor.

Se pone especial énfasis en la importancia del espectro de frecuen-

cias como mecanismo para conocer la influencia de cada armónico en

la respuesta total de voltaje y corriente.

Esta tesis incluye la ecuación general de una línea de transmisión

larga, en dominio de frecuencia; aplicación de las condiciones de

borde para cada tipo de energización, aplicación del teorema del re_

siduo para obtener la respuesta en dominio del tiempo, implementa-

ción del programa digital y análisis de resultados.



CAPITULO I

INTRODUCCIÓN
.*

1.1. IMPORTANCIA DEL ESTUDIO DE TRANSITORIOS DEBIDOS A MANIOBRA EN

UNA LINEA DE TRANSMISIÓN

En el diseño de un Sistema Eléctrico de Potencia, es de fundamental

importancia, la determinación del nivel de aislamiento de cada uno

de sus elementos. Aparentemente dicho nivel está dado por el volta_

je nominal de operación del sistema, pero en la realidad, ésto no

se cumple.

Los continuos cambios que se producen en las condiciones del siste-

ma, tales como: apertura y cierre de interruptores, descargas atmo^

féricas, fallas, etc., determinan la aparición de voltajes transita

rios, cuyos valores pico en ciertas ocasiones exceden enormemente -

al voltaje nominal de operación.

"t Dependiendo del voltaje de operación del sistema, los transitorios

predominantes tienen diferente origen.

Para niveles de transmisión de hasta 400 KV, las descargas atmosfé-

ricas constituyen el factor determinante en la selección del nivel

de aislamiento; para niveles de EHV,extra high - voltaje, es decir

^ hasta 700 KV, el aislamiento se determina en base al comportamiento

del sistema en condiciones de apertura y cierre de interruptores y

para niveles mayores UHV, Ultra - high - voltaje , el factor prepon



derante es el comportamiento del sistema en condiciones de falla, pri£

cipalmente debido a las sobretensiones que se producen en las fases

sanas durante fallas asimétricas.

Es por tanto, en niveles de transmisión superiores a 400 KV, en donde

radica la importancia y la necesidad de analizar y estudiar profunda-

mente los sobrevoltajes producidos por maniobra y principalmente aque

líos relacionados con el cierre y apertura de interruptores.

Paralelamente con el desarrollo y crecimiento de los sistemas de po-

tencia se ha hecho más imperiosa la necesidad de tiempos ultra - cor-

tos en el despeje de las fallas, por tal motivo se ha puesto mucho i£

teres en el desarrollo de interruptores de gran velocidad; por otro

lado, con el uso de relés de estado sólido se han obtenido tiempos de

operación menores que un ciclo, en condiciones normales. Sin embargo,

ante la presencia de componentes de alta frecuencia en la señal de

llegada disminuye notablemente la velocidad de operación.

En un intento por obtener métodos más rápidos de despeje se ha recu-

rrido a técnicas digitales, pero a menudo han sido desechadas debido

principalmente al escaso conocimiento de las formas de onda exactas.

De aquí se desprende la enorme importancia de desarrollar métodos que

a más de los niveles de sobrevoltaje proporcionen un conocimiento com

pleto del espectro de frecuencias de voltajes y corrientes del siste^

ma en condiciones anormales ya que, en el futuro, las subestaciones -

de maniobra serán reemplazadas por equipo digital de alta velocidad.



El espectro de frecuencias proporciona toda la información de los ar-

mónicos que se presentan en los transitorios y de la influencia de ca_

da uno de ellos.

Con este conocimiento se pueden diseñar filtros que eliminen los com-

ponentes de frecuencia más influyentes sobre todo en las señales de

entrada a los equipos de protección, garantizando de esta manera una

operación confiable del sistema de protecciones.15

Sin embargo, el tratamiento de este problema trae consigo múltiples -

complicaciones originadas principalmente en la complejidad que repr^

senta el determinar un modelo matemático que se ajuste a cada una de

las realidades, que obedecen a circunstancias de lo más diversas.

Este tipo de estudios requiere necesariamente la utilización de técnj_

cas digitales que a más de velocidad y precisión permiten tener acce_

so a una gran cantidad de información.

1.2. ESTUDIOS REALIZADOS SOBRE EL TEMA

Las técnicas utilizadas en el estudio de transitorios en sistemas e-

léctricos de potencia han tenido un desarrollo acorde con el creci-

miento de los sistemas; su exactitud y grado de sofisticación cada

día van en aumento.

Los primeros métodos se basaron en pruebas realizadas sobre modelos

de líneas de transmisión, pero han sido reemplazados por otros más

eficientes, algunos de los cuales se describen a continuación:



Ufam y Miller 1~2 plantean un modelo matemático de una línea de trar\s_

misión trifásica equilibrada basada en un sistema de ecuaciones dife^

renciales parciales en función del tiempo y de la posición con respe£

to a uno de los terminales de la línea.

Utilizando la transformada de Laplace obtienen un sistema de ecuacio-

nes diferenciales en función de la frecuencia que se convierten luego

en ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden al aplicar la

transformación modal.

Luego, utilizando una función de Laplace de retardo de tiempo que es

la base de su método, calculan los sobrevoltajes por energización en

vacío.

La estructura de las ecuaciones generales de voltaje y corriente dan

la posibilidad de incluir cualquier condición de borde en los dos ter

mínales de la línea.

Francisco Garcia4 aplica la teoría de las ondas viajeras en líneas -

de transmisión, utilizando el diagrama de lattice propuesto por Bew-

ley y extendido a líneas multiconductoras. Calcula los voltajes y co

rrientes transitorias por energización en distintas condiciones, ta-

les como: energización en carga, en vacío, inclusión de resistencias

de preinserción en el disyuntor, etc.

Cabe indicar que los resultados que obtiene para energización en va-

cío son muy similares a los de Uram y Miller.



Mauricio Leser3 utiliza el modelo matemático obtenido por Uram y Mj_

ller para líneas de transmisión trifásicas balanceadas y lo aplica

al caso de energización en vacío utilizando el teorema del residuo

como método para hallar la transformada inversa de Laplace. Los rje

sultados son prácticamente los mismos obtenidos por Uram y Miller.

Incluye además la posibilidad de considerar tiempos de retardo en el

cierre de los polos del disyuntor.

Battison12, utiliza la transformada inversa de Fourier modificada »

que consiste en incluir en la frecuencias un parámetro de amorti-

guamiento. La solución se da con la integración de ecuaciones matrj_

cíales en función de la frecuencia, para luego dar una respuesta en

dominio del tiempo. El principal problema radica en el tiempo de

ejecución del programa digital.

Entre otros autores se puede mencionar:

A. 0. Me Elroy y R. M. Porter13, desarrollan un programa digital pa_

ra el cálculo de transitorios en sistemas eléctricos, lineales basán^

dose en los principios de superposición, en la técnica del diagrama

de Lattice y en la aproximación de terminales complejos mediante fra¿

mentos de líneas de transmisión.

D. E. Hedmanltf, desarrolla un programa para el estudio de transito-

rios por maniobra en sistemas monofásicos y trifásicos, poniendo e_s

pecial énfasis en el tratamiento de la atenuación y distorsión de

las ondas viajeras.



1.3. OBJETIVOS Y ALCANCE

El propósito de esta tesis es desarrollar un algoritmo e implemen-

tar un programa digital que permita determinar los voltajes y las

corrientes transitorias que se presentan al energizar una línea de

transmisión ya sea .en vacío o con carga; desde una barra infinita

o desde un generador real; proporcionando además la posibilidad de

incluir un tiempo de retardo en el cierre de los polos del disyur^

tor y de variar el ángulo de energización de la fase A que se toma

como referencia.

El programa proporciona además información detallada del espectro

dé frecuencias, de cuyo análisis se puede desprender alternativas

para disminuir los sobrevoltajes producidos por energización.

En esta Tesis no se considera la presencia de carga atrapada en la

línea.

En el caso de energización con carga» se considera que ésta es per_

fectamente balanceada.

El modelo matemático utilizado considera que los parámetros de la

línea permanecen constantes a lo largo de todo el tiempo de estu-

dio lo cual es una aproximación. En la realidad, los parámetros

varían con las frecuencias de las armónicas presentes en el transi_

torio.



CAPITULO II

ECUACIÓN GENERAL DE VOLTAJES Y CORRIENTES PARA UNA LINEA DE

TRANSMISIÓN LARGA USANDO EL. MODELO DE PARÁMETROS DISTRIBUIDOS '

2.1. INTRODUCCIÓN

El primer paso a seguirse para realizar el estudio de transitorios es

obtener un modelo matemático que represente fielmente el comportamien_

to de una Línea de Transmisión, para ello se considerará una línea

trifásica compuesta por tres conductores individuales paralelos a la

superficie de tierra. Se asume además que la línea es perfectamente

transpuesta y equilibrada, por lo tanto los parámetros R, L, C serán

iguales para cada una de las tres fases.

Para propósito de este estudio se fija el terminal izquierdo de la

línea como terminal de envío y el terminal derecho como terminal de

recepción. El terminal de envío por tanto estará conectado a la fuer^

te, sea esta una barra infinita, otra línea o un generador real y el

terminal de recepción estará asociado con la carga que puede ser pur£

mente resistiva; del tipo R - L o bien este terminal puede estar a-

bierto.

Para la ubicación de cualquier punto a lo largo de la línea se tomará

como referencia (x = 0) el terminal de envío y la longitud irá aumen^

tando de izquierda a derecha, tal como se muestra en la figura 2.1.



T

Las magnitudes de interés en este modelo son los voltajes con respec^

to a tierra en cualquier punto de la línea y las corrientes en los

conductores.

Tanto los voltajes como las corrientes son función de dos variables:

la distancia x a lo largo de la línea, medida desde la referencia

x = O y el tiempo t, medido desde alguna referencia, que generalmen-

te es el momento en que se cierran los disyuntores (t = 0).

t El (0,t)
U (0,t) >

+ E2(0,f)
líCO.t) >

tEs(0,t)
r»(o,t) >

t El <X,t>
U (X,t) >

+ EíCX.t)
Iztx.t) >

t EsíX.t)
I»(X,t) >

tElíXo.t)
IKXo.t)

+ Ee(Xo,t)
Ia(Xo,t)

t EatXo.t)
l8<XO,t)

.„, -..— — ,—f\O

Fig. 2.1.

X=Xo

Para la representación matemática de una línea, puede considerarse

que los parámetros R, L, C están concentrados en un punto cualquie^

ra o bien que se encuentran uniformemente distribuidos a lo largo

de ella; el modelo depende principalmente de la longitud de la lí^

nea; para líneas cortas es preferible usar parámetros concentrados

y para líneas largas, parámetros distribuidos.



Pero, el hecho que a una línea se la considere corta o larga, no de_

pende únicamente de su longitud física, sino de las frecuencias de

interés que se presenten en ella. A frecuencias industriales de 50

Hz ó 60 Hz la mayoría de líneas pueden considerarse cortas, pero a

frecuencias de 50 KHz a 500 KHz, las líneas son "Eléctricamente Laĵ

gas" y requieren de una representación más detallada.

Cuando se estudian los voltajes transitorios de energización o los

voltajes de recuperación durante condiciones de falla, se presenta

un amplio margen de frecuencias que generalmente están dentro del

rango indicado anteriormente y es por tanto aconsejable, para este

tipo de estudios, considerar a la línea "eléctricamente larga" y

usar un modelo de "parámetros distribuidos".

2.2. CIRCUITO EQUIVALENTE DE UNA LINEA DE TRANSMISIÓN TRIFÁSICA ELEC_

TRICAMENTE LARGA

Para la implementación del modelo de parámetros distribuidos, se de_

be representar un elemento diferencial de línea por un circuito equj_

val ente.

Tradicionalmente se selecciona una sección TT o una sección L forma_

das de resistencia, inductancia y capacitancia por unidad de longj_

tud.

En esta tesis se utilizará una sección L, cuya representación gráfi_

ca se muestra en la figura 2.2.
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Ax

RlAx LlAx

RrAx LrAx

)LuAx :

,

;

LMAx

rCiAx

iCiAx

*CUAX CüAx CMAX

-CiAx

Fig. 2.2. Representación de una sección "L" de una línea de transmi^
sión trifásica.

En el circuito de la figura 2.2., unificando las capacitancias entre

líneas con las capacitancias a tierra, las resistencias e inductan-

cias de línea con la resistencia e inductancia de tierra, se pueden

plantear las siguientes igualdades:

3Rj + Ri = R DT -Kj ~ (2.1)

3LT + Li = Lo |T =
LT

(2.2)

L 4. J_ - JL_
CT Ci "" C0

-1-
CT

J
3 -C

(2.3)

Con lo que la figura 2.2. se transforma en el circuito mostrado en



en la figura 2.3.

tEi(X.f)

f E*X,t)

11

u x /Lo-L

TIERRA O-

ClAx ¿ ClAx =

i Ax -

- CiAx =

- 3CiCo
Ct+Co

+ Ee
12

+ E«
Is

Ax

Il(XtAx,t)
o

Ie(XtAx,t)

Ií(X,t)+ !8(X,t)

-OTIERRA

XtAx

Fig. 2.3. Circuito equivalente para una línea de transmisión trifá-
sica.

En este circuito los conductores de fase se describen por medio de

sus parámetros de secuencia positiva, mientras que los efectos del

camino de retorno se consideran a través de los parámetros de

cuencia cero.

2.3. APLICACIÓN DE LAS LEYES DE KIRCHOFF DE VOLTAJES Y CORRIENTES

se-

Siguiendo el método descrito por Uram y Miller1, a partir del circuí
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to equivalente mostrado en la figura 2.3. se determinan dos grupos

de ecuaciones; el primer grupo se obtiene al aplicar la ley de Ki>

choff para voltajes en el lazo formado por cada conductor de fase

y tierra; el segundo grupo proviene de aplicar la ley de Kirchoff

de corrientes en la unión de cada conductor con la rama capacitiva

a tierra.

Primer grupo (Aplicación de la ley de Kirchoff de voltajes). -

I2(X.t)

I2(x,t) + Is(x.t) ] (2.4)

E (x,t) = Rjlzíx.t) + L,-¿ I2(x,t)

I2(x,t) + I3(x,t)] + (L

+ I2(x,t) + I3(x,t)] (2.5)

- -¿ E (x.t) = lUaíx.t) + L! ̂  I3(x,t) + (R° " RI) [ Ix(x,t) +

+ I2(x,t) + Is(x.t) ] + (L° " L') -̂  [ Î x.t) +

+ I2(x,t) + I3(x,t)] • (2.6)

Si las ecuaciones 2.4. , 2.5. y 2.6. se desarrollan y se agrupan tér
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minos en función de Ii(x,t), I2(x,t), I3(x,t); toman la forma:

Ei(x,t) = - t (Ro + U • ) + 2(R: + L

(Ro + Lo-^) - (Ri + L!-̂ ) ] !2(x,t) +

(Ro+Lo^)- (Ri + Lx-^) ] I3(x,t)} (2.7)

^-E2(x,t) =4-f[ (Ro+ L0^) - (Ri + L!
dX I

+ [ (Ro + L o - ) + 2(R! + L! - J ] I2(x,t) +

+ [(Ro+Lo-^)- (Ri + L,-^) ] I,(x.t)}(2.8)

(R° + L° -3X U^A,^ 3 |L V'M

+ [ (RO + L0 ̂) - (RX + L! -̂ ) ] i2(x,t) +

1
o. r ÍD -i- I -̂ -̂  + ?^R -!- ! -$-\ T f x t ^ > í ? Q ^+ L V ^ O ^ L O ^rrj T ^V^i ̂  LI _o.; j i 3 V A 9 L ; r \c-*?j

Segundo grupo (Aplicación de la ley de Kirchoff de corrientes)

En la fase 1:
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-•g£ "Mx.t) »- |p Mx.t) (2.10)

Si se asume que la tierra tiene un voltaje E0(x9t), se puede plan-

tear la ecuación:

A Eo(X5t) = A [ Mx.t) + I2(xtt) + I3(x,t) ]

De donde:

° F (Y + \ .A. fv.l "" kp\L fT ^v t^ + T (Y -M + T ^v t^l-̂ x- to^Xjt; ~ -5- \—g F' ̂>T Lii^x'1'' Í2^X9^^ ̂  lavXs^vj

Pero el voltaje de tierra para cualquier x y cualquier t es igual a

cero, por tanto:

O = ( " ° ) - [Ii(x,t) + I2(x,t) +'I3(x,t)] (2.11)

Si se suman las ecuaciones (2.10) y (2.11) entre sí, se tiene:

~ E'<x.t) - It(x.t) + () [htx.t) + I2(x.t)

+ I3(x.t)] (2.12)

Desarrollando la ecuación (2.12) y agrupando términos en función de

Ii(x,t), I2(x,t)s I3(x,t), ésta toma la forma:

< - } ¿ I'íx-t) +
(2.13)
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Por analogía, para las otras dos fases:

I2(x't}

- + -> is(x,t) (2.15)

2.4. CONVERSIÓN A DOMINIO DE FRECUENCIA USANDO LA TRANSFORMADA DE

LAPLACE

En el desarrollo seguido hasta este punto se han obtenido dos gru-

pos de ecuaciones, cuyas variables son función de la distancia x y

el tiempo t; además dichas variables se ven afectadas por derivadas

parciales, en consecuencia, lo que se ha obtenido en un grupo de

"Ecuaciones Diferenciales Parciales".

La aplicación de la Transformada de Laplace presenta una doble uti-

lidad: en primer lugar permite trabajar en dominio de frecuencia y

en segundo lugar y como consecuencia de lo anterior, convierte las

derivadas parciales en derivadas totales obteniéndose un sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Así, para el primer grupo de ecuaciones:
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Ei(x,t)) = --E1(x,s) (2.16)9x -^rt»w" dx

Ii(x,t» = s Mx.s) - ii(x,0+) (2.17)

si se considera que la línea ha permanecido desenergizada por mucho

tiempo, no existe carga atrapada en el momento de la energización ,

por lo tanto:

= s Mx.s) (2.18)

Si se obtiene la transformada de Laplace de cada uno de los térmi-

nos en las ecuaciones (2.7), (2.B) y (2.9) y se aplican las igualda^

des (2.16) y (2.18) se tiene:

Ei(x,s) = | f [(Ro + sL0) + 2(R, + sLj] I^x.

+ sL0) - (RI + sLj] I 2 (x9s) +

+ [ (Ro + sL0) - (Ri + sLj] I3(x,s) } (2.19)

^ E 2 (x ,s ) = 3- i [ ( R o + sL0) - (Ri + sLx ) ] I^x.s) +

+ [ (Ro + sL0) + 2(Ri + sLi)] I2(x,s) +

[(Ro + SL0) - (Rx + sL,)] I 3 (x ,s ) } (2.20)
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_ _
dx Es(x.s) = | [(Ro + sL0) - (Ri + sLi)l Ii(x,s) +

J [

+ [(Ro + sL0) - (Ri + sLi)] I2(x,s) +

[(Ro + sL0) + 2(Rj + sLi)] I3(x,s) (2.21)

A los términos (R0 + sL0) y (Ri + sLi) se los puede definir como las

impedancias serie de secuencia cero y secuencia positiva de la línea,

respectivamente

Z0 = Ro + sL0 (2.22)

Zi = Ri + sLi (2.23)

Reemplazando las igualdades (2.2) y (2.23) en (2.15), (2.20) y (2.21)

se obtienen las ecuaciones:

- ¿- EÍÍX.S) = | Í(Z0 + 2Z1)I1(x,s) + (Z0 - Zjl̂ x.s) +

+ (Z0 - Zjlsíx.s) (2.24)

E2(x,s) = y(Z0 - Z!)I,(x.s) + (Z0 + 2Z1)I2(x,s) +

+ (Z0 - Z1)I3(x,s) ] (2.25)

Es(x.s) = (Z0 - ZjIJx.s) + (Z. - Z

+ (Z0 * 2Z,)I3(x)s) (2.26)
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Que expresadas en forma matricial tienen la forma:

(ZO+2ZJ

(Zo-Zx) (Z0+2Zx) (Zo-Zj)

(Zo-Zx) (Zo-Zj (Z0+2Zx)

dx

Iiíx.s)

I2(x9s)

I3(x,s)

U

(2.27)

De manera similar, atendiendo al segundo grupo de ecuaciones, se

den plantear las siguientes igualdades al aplicar la teoría de la

transformada de Laplace:

(2.28)

= sE!(x9s) - ei(x,0+) (2.29)

Como se había Indicado anteriormente, se considera que la línea en

el momento de la energización no tiene carga atrapada; por tanto:

Ei(x.t)] = sEi(x.s) (2.30)

Al obtener la transformada de Laplace de cada uno de los términos de

las ecuaciones (2.13), (2,14), (2.15) y aplicando las igualdades -

(2.28) y (2.30) se obtienen las ecuaciones:
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(2.31)

- sE2(x,s) - I2(x,s)

(2.32)

..sEa(x,s) = ( - -) I2(x.s)

(2.33)

Si de cada una de las tres últimas ecuaciones se despejan los volta-

jes se tiene:

- Ei(x,s) = ó-
sd' dx

" icr} Hx (2.34)

cEc l*b**) + & + &&M*'*)

(2.35)
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Es(x,s) =4 (-i-
o 1 SLo

(2.36)

A los términos sCo y sCi se los puede definir como las admitancias

paralelo de secuencia cero y secuencia positiva respectivamente,

Yo = sC( (2.37)

i = sC3 (2.38)

Reemplazando estas dos últimas igualdades en (2.34), (2.35)y (2.36)

se tiene:

(x»s) - -y •

(2.39)

(2.40)
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(2.41)

Expresando estas ecuaciones en forma matricial:

- Ei(x,s)

- Ea(x9s)

- E3(x,s)

1
3

W V ' W ~ V ' W ~ V ''0 '1 '0 "1 "0 * 1

1 1 1 9 1 1
/ J L} (L + A.\ L}
\ v ' ^V T v ' W v '
» 0 » 1 '0 '1 « 0 Tl

\ ~ "v / \"v ~" 7̂ / \ v '
•0 '1 '0 < 1 '0 '1

ár'.<x,s)

_d_ j / s.

a~-i3(x,s)
* ' — "n̂ -

2.5. APLICACIÓN DE LA TRANSFORMACIÓN MODAL

(2.42)

Los dos grupos de ecuaciones obtenidos aplicando las leyes de Kir-

choff se transforman en dos ecuaciones que escritas en notación ma^

tricial son:

-[E] = itn

(2.43)

(2.44)

Derivando la ecuación (2.43) con respecto a x
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(2.45)

¿ [ I ] = - 3 [ Y ]-' [ E ] (2.46)

Reemplazando (2.46) en (2.45):

dx' [ E ] - [ Z ] [ Y ] - ' [ E ] = [ 0 ] (2.47)

si:
,.1

(2.48)

dx< [E ] - [ a ] [ E ] = [0 ] (2.49)

Donde:

[ Y ]
-1 1

(Y» + 2YJ (YO - YI) (Y» - Y

(YO - Y,) (Y» + 2Yj (Y0 - Y,)

(Yo - Yi) (Yo - Y t ) (Yo + 2Y,)

(2.50)

Entonces [ a ] es:
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[a] =-1

( Z o Y o + Z Z i Y i ) ( Z 0 Y o -

( Z 0 Y o -

( Z 0 Y o -

(Z0Y

( Z o Y 0 -

( Z 0 Y 0 -

(Z 0 Y 0 - Z^

(Z0Y

(2.51)

En la igualdad (2.51) se puede notar claramente que [a] es una ma-

triz completamente llena; es decir, ninguno de sus elementos es

igual a cero, por lo tanto, la ecuación (2.45) en forma desarrolla-

da toma la forma:

¿Eiíx.s) - ctnEi(x,s) - a12E2(x,s) - a13E3(x,s) = O (2.52)

3£T E2(x,s) - ct2iEi(x,s) -

E3(x,s) - a3iEl(xss) -

= O (2.53)

- a33E3(x9s) = O (2.54)

La resolución de este sistema de ecuaciones se hace bastante compli-

cado porque en cada ecuación están presentes las tres variables

Ei(x,s), E2(x,s) y E3(x,s).

Afortunadamente la técnica matricial proporciona un instrumento que

permite solventar este inconveniente; este instrumento es la "Tranŝ

formación modal".

La transformación modal es un mecanismo que permite diagonal izar una
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matriz, al aplicar esta técnica se puede transformar la matriz lle-

na [a] en una matriz diagonal [y] .

La ecuación gencial (2.49) va a transformarse en la ecuación:

H^[F ] - [Y][F] = [0] (2.55)

que en forma desarrollada es:

FJÍX.S) - YH F,(x,s) = O • (2.56)
dx'

F2(x,s) - Y22 F2(x,s) = O (2.57)

F3(x,s) - Y33 F9(x,s) = O (2.58)

Planteadas de esta manera las ecuaciones, la resolución se hace ^

tante simple, pues cada una de ellas puede considerarse como una ecua_

ción diferencial homogénea de segundo orden, cuya solución es dire£

ta.

El problema radica en determinar la matriz [y] y para ello se consi-

dera que las matrices [E] y [F] se encuentran relacionadas lineal_

mente; así:

[ E ] = [ T ] [ F ] (2.59)

[F ] = [ T ] - a [ E ] (2.60)
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Reemplazando (2.59) en (2.49) se tiene:

dx'
[ T ] [ F ] - [ a ] [ T ] [ F ] = [ 0 ] (2.61)

Dado que [ T ] es una matriz numérica, independiente de x:

'1
dr [ F ] - [I]' [a] [T] [F] = [0] (2.62)

De donde se deduce que:

M = W [T] (2.63)

La matriz [T] se obtiene aplicando la teoría de los valores y vect£

res propios de una matriz.

El procedimiento consiste en hallar primero los valores propios o

raíces características de la matriz [a] 9 luego se determina el ve£

tor propio correspondiente a cada valor propio. Finalmente la ma^

triz de transformación [T] se compone de los vectores columna pro-

porcionales a los vectores propios de [a] .

El resultado de esta operación matricial es el siguiente:

[T]-

1 1

-1 1
(Ver apéndice A)

(2.64)
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[T ]
-1 1 -1 -1 (2.65)

-1

Entonces, la matriz [y] es igual a:

ZnY

_ i
[Y] = [I]' [a] [T] =

O' O

(2.66)

Las ecuaciones (2.56), (2.57) y (2.58) por lo tanto toman la forma:

dx;2
FÍ(X,S) - Z0Y0 Fi(x,s) = O

dx:

dx:

F2(x,s) - ZjYj F2(x,s) = O

F3(x,s) - Ẑ ! F3(xss) = O

2.6. RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

(2.67)

(2.68)

(2.69)

La solución de las ecuaciones diferenciales (2.67), (2.68) y (2.69)

tiene la forma:
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Fi(x,s) = KH e- / Z o Y o X

- /ZiYi xr / ' \/F2(x,s) = K2i e

c /v c^ -Fslx,s; -

Expresando en notación matricial:

Donde:

] = [ K, e" ] + [ K

K 1 2 e / Z o Y ° x

, ,, ZiYi x
+ K2 2 e

e "] =

n e
- / Z Y x

t/ 0"v ¿ i T iK-21 e

(2.70)

(2.71)

(2,72)

(2.73)

(2.74)

[K2 ex+] =

ZnYn X

Por la ecuación (2.59) se sabe que:

(2.75)

[ E ] = [ T ] [ F ]
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Por lo tanto:

[ E ] = [ T ] [ K l e ' ] + [ T ] [ K 2 e x + ] (2.76)

Desarrollando esta ú l t ima igualdad:

Ei(x ,s )

E2(x ,s)

E 3 (x ,s)

=

1 1 0

1 0 1

1 -1 -1

K e~/ Z 0 Y 0 x

«., e-^*

JC.,.-^".

*

1 1 0

1 0 1

1 -1 -1

Z Y 0 x

K 2 2 e

K3 2 e

Realizando las operaciones matriciales:

(2-77)

" /Z°Y x Z ° Y ° x + K21

(2.78)

E2(x,s) = KM e~/Z°Y<> x + K12 e/ Z»Y° x K 3 1

+ K32 e ZiYi x (2.79)

E3(x,s) = Kn K1 2 e1 x - (K21 + K3 1)

V \1^32; e Yl X (2.80)
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En las tres últimas ecuaciones se nota que los coeficientes corres-_

pendientes a e y a eY x S2. Y " x
0 0 » * « ° ° son comunes para las tres ecua_

clones, lo que no sucede con los coeficientes de e-/ l l x y

e

Para facilitar las operaciones se define:

[R] = [S] = ^32 (2.81)

R1 = K1 (2.82)

[ v ] = vector unitario (2.83)

Al escribirse las ecuaciones (2.78), (2.79) y (2.80) en notación ma_

tricial de la forma:

[E] = [R]

s1 e (2.84)

Se pueden definir dos matrices [A] y [B], de tal modo que cumplan

las condiciones:
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[ s ] = [-UJL] (2.85)

[ R ] = (2.86)

De manera similar _se definen dos constantes A1 y B 1 de modo que:

S1 =_ A1 + B1 (2.87)

R' B1 - A1 (2.88)

Reemplazando (2.85), (2.86), (2.87) y (2.88) en (2.84) se tiene:

E ] = [ B - A j e-/Z777 x + j A + B j /I7Y7 x +

1 - A '

Desarrollando y reagrupando términos en esta última ecuación:

E ] = [B] [A]

o Y o x , -

A' /e' - " • " x - e"/Z°Y°X (2.90)
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Se conoce por definición que:

eos h x = sen
ex - e"x (2.91)

Reemplazando las igualdades (2.91) en la ecuación (2.90)

[E] = [B] eos h /Z^i x + [A] sen h /I^i x +

+ [v] (B1 eos h / Z 0 Y 0 x + A1 sen h / Z 0 Y 0 x) (2.92)

Para facilitar las operaciones posteriores se define:

Z i Y : (2.93)

Z 0 Yo ' o (2.94)

Reemplazando estas últimas igualdades en (2.92)

[E]. = [B] eos h Xi x + [A] sen hXi x + [v](B' eos h A0 x +

+ A1 sen h X0 x) (2.95)

Esta es la ecuación general que permite calcular el voltaje de cada

una de las fases de la línea, en cualquier punto de la misma,

diendo de las condiciones de borde que se planteen.

La'respuesta viene dada en dominio de frecuencia.
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Para obtener la ecuación general de corrientes; al despejar [I] en

la ecuación (2.43) queda:

[i i - - 3 (2.96)

Si se determina la derivada -r- [ E ] tomando como base la ecuación

(2.76) se obtiene como resultado:

_ _
dx [E] = [TJ¿ [K, ex']. + T T."í¿ [K. O (2.97)

E ] = - [ T ] [ Y [ T ] [ Y ] [ K 2 e x + ] (2.98)

Reemplazando (2.98) en (2.96)

,-1
= 3 [ Z ] - [ T ] [ Y ] [ K 1

[ 2 ]
-1 1

9

''[ T ][ y ][K2 ex+]

(2.99)

/ J: ±\0 zr;

_

27

27

(2.100)

Para facilitar las operaciones la ecuación (2.99) se modifica a una

ecuación de la forma:
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[ I ] = [ T ] [ K ] [ K i e x - ] - [ T ] [ K ] [ K ex+]

Para determinar la matriz [K] se plantea la ecuación

= [T]

(2.101)

(2.102)

De donde:

[ K ] = 3 [ T ] - ' [ Z ] - ' [ T ] [ Y (2.103)

Realizando las operaciones correspondiente se llega a determinar que

' Yo /Zo 1 O

[K ] = (2.104)

Yi/Zi

Si se invierte esta matriz se obtiene la matriz "Impedancia Caracte_

rística".

' TJT: o o

[K] O /ZT/Y? O (2.105)

Zi/Y,
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[ ti } -> matriz impedancia característica

Donde:

r-- fin impedancia característica de secuencia cero. (2.106)YO

= fií impedancia característica de secuencia positiva.

(2.107)

Reemplazando los valores de Z09 I19 Y0> YI se tiene

Oí =

Sin embargo, para Líneas de Transmisión de Potencia se acepta como

válida la s impl i f icac ión 1 :

Aplicando la igualdad (2.105) se tiene:

[ I ]• [ T I M ^ f K i ex"] - [ T } [ n } - l [ K 2 e/] (2.111)

Desarrollando la ecuación matr icial , realizando las operaciones indj_

cadas y reagrupando términos se obtienen las siguientes igualdades:
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Z0Y0 x

^ [ K a i e->A2TYTx - K22e/I^x ] (2.112)

I2(x9s) == ./vf [ Kn e"

- K32 (2.113)

Is íx .s) = - K1

K3i) x + (K22 + K 3 2 ) e x]

(2.114)

Aplicando las igualdades (2.81), (2.82) y (2.83) y utilizando nota-

ción matricial se tiene:

R' e" / Z ° Y ° ' x - S1 e / Z ° Y ° x ] (2.115)

Aplicando las igualdades (2.85), (2.86), (2.87) y (2.88) se tiene:
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B - A u-/HYTx [A + B
7S C - 75

leí
Zo [v]

B1 - A1 - /ZoY7x A' + B 1
x~ L ~~^- r, • • C ~ f\o y reagrupando términos:

(2.116)

/v~
[I] - /¡ [

_ [ A ] (.e
.
+ e

{B- (
- / Z o Y o ' x ^1 / 6 - e

x - /Z 0 Y 0 ' x
- A' (2.117)

Aplicando las igualdades (2.91)

11 = -/|f ( [A ] eos h /YIYTx + [ B] sen h/^Y7 x) -

[v] (A1 eos h /Z0Y</ x + B1 sen h /2^7 x) (2.118)
l

Aplicando las igualdades (2.93) y (2.94)
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I 1

t1 1= - / y2" ([ A lcos h xi x + t B 1 sen n Xl x )

> f^-^
[ v ] (A1 eos h X 0 x + B 1 sen h X0 x) (2.119)

o

Esta es la ecuación que permite calcular la corriente en cada una de

las fases de la linea para cualquier punto x de la misma; dependien-

do de las condiciones de borde que se impongan. La respuesta, al

igual que en la ecuación general de voltajes, viene dada en dominio

de frecuencia.

A

t
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CAPITULO III

CALCULO DE VOLTAJES Y CORRIENTES TRANSITORIOS

3.1. CALCULO DE VOLTAJES EN DOMINIO DE FRECUENCIA

3.1.1. Voltajes al energlzar una linea en vacio desde una barra in-

finita

Para resolver la ecuación general (2.85) se deben determinar las

constantes [A] , [B] , A1 y B', aplicando condiciones de borde ade^

cuadas para el caso planteado, recordando que no se considera la

existencia de carga atrapada en el momento de la energización.

Antes de aplicar las condiciones de borde, se deben hacer las si-

guientes consideraciones:

En las ecuaciones (2.85) y (2.86) al despejar [ A ] se obtiene:

[ A I = [ 2S - B 1 [ A ] = [B - 2R ] (3.1)

Igualando las dos ecuaciones:

[ 2S - B ] = [ B - 2R] (3.2)

De donde: [ B ] = [ S ] + [ R ] (3.3)
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Reemplazando (3.3) en (3.1)

[ A ] = [ S ] - [ R ] (3.4)

Si se suman entre si los términos de los vectores [ S ] y [ R ] sepa_

radamente se tiene:

Kai + KSI - K2i ~ KSI = O (3.5)

K22 + ^32 ~ K22 ~ ^32 = O (3.6)

Es decir, que si los términos de [ R ] son Rl9 R2s R3 y los térmi-

nos del vector [ S ] son Sl9 S2, S3, se concluye:

Ri + R2 + R3 = O Sj + S2 + S3 = O (3.7)

En la relación (3.4), si los términos del vector [ A ] son A19 A29

A3, entonces:

AI = Sj - R! A2 = S2 - R2 A3 = S3 - R3 (3.8)

Sumando las tres igualdades:

A! + A2 + A3 = (Sj + S2 + S3) - (Rj + R2 + R3)

Por (3.7) Aj + A2 + A3 = O (3.9)
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Si se hace lo mismo en la ecuación (3.3) y si los términos del vec_

tor [ B ] son Bl5 B2, B3 se concluye que:

i + B2 + B3 = O (3.10)

Las ecuaciones (3.9) y (3.10) no significan que los términos de [A]

o de los de [B ] sean cero

! i A2 f A3 i O ! i B2 -f B3 j O (3.11)

3.1.1.1. Determinación de las condiciones de borde y calculo de las

constantes

El circuito equivalente para el caso de energización de la línea en

vacío desde una barra infinita tiene la forma:

Vi(t) El(0,t) EitXo.t)
li(Xo,t)

Va(t> Ez(0,t)

V3(t) E3(0,t>
I3(0,t)

Ea(Xo,r)
Is(Xo,t)

o

XrXo

Fig. 3.1. Linea trifásica con el terminal de recepción abierto y el
terminal de envío conectado a una fuente ideal (barra ir^
finita)
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Las condiciones de borde determinan que:

para x = O , t _> O E(0,s) = V(s) (3.12)

para x = x , t _< O I(x ,s) = O (3.13)

Si en la ecuación general de voltajes (2.95) se reemplaza x = O,

ésta toma la forma:

[ Eo ] = [B] + [v] B' (3.14)

Que en forma desarrollada es:

E^O.s) = B! + B1 (3.15.a)

E2(0,s) = B2 + B1 (3.15.b)

E3(0,s) = B3 + B1 (3.15.c)

Así mismo la igualdad (3.12) en forma desarrollada es:

Ei(0,s) = Vjís) j(3.16.a)

E2(0,s) = V2(s) (3.16.5)

E3(0,s) = V3(s) (3.16.C)
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Igualando las ecuaciones (3.15) y (3.16)

Bi + B1 = Vi(s) (3.17.a)

B2 + B1 = V2(s) (3.17.b)

B3 + B1 = V3(s) (3.17.c)

Sumando las ecuaciones (3.17) entre sí se tiene:

(Ex + B2 + B3) + 3 B1 = Vj(s) + V2(s) + V3(s)

Por la igualdad (3.10) se sabe que B! + B2 + B3 = O, entonces

B. «yi(s)*v,(s)+v.(si (3a8)
3

Reemplazando (3.18) en (3.17) se obtiene:

s) - V2(s) - V,(s)

B2 -

B3 ••.2V»(s? -Vi(s) -Va(s)

Aplicando la segunda condición de borde (3.13) en la ecuación gene^

ral de corriente (2.119); y si además se define:



43

Yci - (3.20)

Ye o = (3.21)

Ii(xo,s) = - Yci (Ai eos h A j x 0 + BI sen h \ x 0 ) -

- Yc 0 (A ' eos h A Q x0 + B1 sen h X 0 x0) = O (3.22.a)

I2(xo,s) = - Yci(A2 eos h Ai x0 + B2 sen h AI x0) -

- Yc0(A' eos h Ao x0 + B1 sen h A0 x0) = O (3.22.b)

I3(xo,s) = - Yci(A3 eos h A! x0 + B2 sen h A! x0) -
3

- Yc0(A! eos h AO x0 + B' sen h A0 x0) = O (3.22.c)

Si se suman entre si las ecuaciones (3.22) se tiene:

- Yci(Ai + A2 + A3) eos h \i x0 - Yci(Bi + B2 + B3) sen h AI x0 -

Ü 3A1 eos h A0 x0 - Yc0 3 B1 sen h A0 x0 = O (3.23)

Por (3.9) y (3.10), (3.23) se convierte en:

- Yc0 3 A1 eos h A0 x0 - Yco 3 B1 sen h A0 x0 = O (3.24)

Despejando A':
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A' = - B' ros Í X° x° = - B' tan h X° x°eos n AO XQ

Reemplazando (3.18) en (3.25):

V i ( s ) + V 2 ( s ) + V s ( s )A. = .
3

Si en las ecuaciones (3.22) se despeja AIS A2 y A3 se tiene

A, = - £¿ (A1 eos h Xo x0 + B- sen h X0 x0) . Bj tan h ̂
1 eos h AI x0

(3.27.a)

A _ YCo /A1 eos h AO X0 + D sen n AQ AO\ +__ u ,
2 ~ " Ye ^ —' ~ 2 n AI x,

1 eos h AI x0
(3.27.b)

A1 eos h X Q x 0 + B' sen h X0 xpA3 = - '10 f
Yr

1 eos h Aj x0

(3.28.c)

En el factor: A1 eos h A0 x0 + B1 sen h A0 x0

si se reemplaza (3.25): A' = - B1 tan h A0 x0> queda

D, sen h AO x0

eos h AO Xo eos h AO Xo + B1 sen h A0 x0 = O

Por lo tanto:

Ai = - Bi tan h Ai x0 (3.29.a)

A2 = - B2 tan h AI x0 (3.29.b)
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A 3 = - B 3 tan h A i x 0 (3.29.c)

Reemplazando el valor de las constantes obtenido en la ecuación ge^

neral de voltajes (2.95) se tiene:

Ei(x,s) = Bi eos h A! x + A! sen h Xi x + B1 eos h X 0 x +

+ A1 sen h A 0 x (3.30.a)

E2(x9s) = B2 eos h Ai x + A2 sen h Ai x + B1 eos h A0 x +

+ A1 sen h Ao x (3.30.b)

E3(x,s) = B3 eos h AI x + A3 sen h Ai x + B' eos h A0 x +

+ A1 sen h Xo x (3.30.c)

En el estudio de sobrevoltajes por energización interesa conocer ünj

camente el voltaje que aparece en el terminal de recepción de la lí_

nea, por lo tanto, su resolverán las ecuaciones (3.30) para x = Xo9

así:

Ei(xoss) = Bi eos h AI x0 - Bi tan h AI x0 sen h A! x0 +

+ B1 eos h AO x0 - B1 tan h A0 x0 sen h A0 x0 (3.31.a)
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E2(xo,s) = B2 eos h Xi x0 - B2 tan h Xi x 0 sen h Xi x0 +

+ B' eos h X 0 x0 - B1 tan h X 0 x0 sen h X 0 x0 (3.31.b)

E3(xo5s) = B3 eos h Xi x0 - B3 tan h Xi x0 sen h X j x0 +

+ B1 eos h X 0 x0 - B 1 tan h X 0 x0 sen h X 0 x0 (3.31.c)

Agrupando términos semejantes:

El(xo,s) - E^cos h X: x, -

" ' {3-32-a)

E2(x6,s) = Ba(cos h A, X 0 - eos n AI A

B'(cos h X o X 0 - " ; ; ° ) (3.32. b)
eos n A O X Q

i - / \ / t •» SCM I A1 A n\
E3(xo5s) = B3(cos h Xi X0 - T^-Ü—rSr' +

WUo II A! A Q

4̂̂ ) (3.32.c)

fartnr rn<; h y - sen h2 x = COS h2 x - sen h2 Xfactor cos h x CQS h x ~̂  Cos h x

Pero cos h2 x - seh h2 x = 1

Por. lo tanto cos h x - = (3.33)
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Entonces:

EI(XO'S> = cos h\ x0 + cos h'x, xo (3-34'a)

E2(xti»s) = eos \, x0 + eos h 0 x0 (3'34'b)

cos 0 Xo (3-34.C)

Reemplazando (3.19) en (3.34) se tiene:

h AI x0 3 cos h A0 x0

(3.35.a)

Vi(s) - V3(s) , Vi(s) + V2(s).+ V3(s)
h Ai XQ f - - 3

(3.35.b)

F íxó si - 2 Vs(s) - Vi(s) • V2(s) Vi(s) + V2(s) + V3(s)
3V ' ; 3 cos h AI x0 3 cos h X0 x0

(3.35.c)

3.1.1.2. Determinación de los voltajes de gereración en dominio de

frecuencia

Se se parte del hecho de que el estudio se realiza en un sistema trj_

fásico,el defasamiento entre los voltajes de cada fase es de 120°, -

por lo tanto se puede expresar el voltaje de cada fase en dominio del

tiempo de la siguiente manera:

Vi(t) = V sen wt (3.36.a)
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V2(t) = V sen (wt + 2TT/3) (3.36.b)

V3(t) = V sen (wt - 27T/3) (3.36.c)

En estas ecuaciones se considera que el voltaje máximo es igual para

cada fase y además que la energización se produce exactamente en el

instante en que el voltaje en la fase A pasa por cero, tal como lo

muestra la figura 3.2.

Vítí

-v
t=O (cierre del disyuntor)

Fig. 3.2. Voltajes en la barra infinita considerando que el interru¿
tor se cierra a t = 0.

La aplicación de las ecuaciones (3.36) limita las posibilidades de

análisis, razón por la cual deben ser modificadas de tal manera que

al tiempo t =0, en que se cierran los interruptores, el voltaje de

la fase A no se encuentre necesariamente en 0° sino en cualquier ár^

guio i.

Por otro lado, es importante mantener la posibilidad de la presencia
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de voltajes desbalanceados en la fuente; aunque la probabilidad de

ocurrencia de este evento en la práctica es muy pequeña; para prp_

pósitos de análisis puede considerarse.

Con estos antecedentes, las ecuaciones (3.36) toman la forma:

Vi(t) = Vi sen (wt + i) (3.37.a)

V2(t) = V2 sen (wt + 2ir/3+íi) (3.37.b)

V3(t) = V3 sen (wt + flJ - 2ir/3) (3.37.c)

Dado que en estas ecuaciones están expresados los voltajes de fase

en dominio del tiempo y que todo el estudio se realiza en dominio

de frecuencia, es necesario obtener la transformada de Laplace para

cada una de ellas, asi:

w eos

s2 + w2
= V,(s) = Vl"

V2(s) = V2-S sen (4> + 2*/3) + w eos (i + 2Tr/3)
s2 + w2

(3.38.b)

V9(s) = V3 S sen (gi - 2y/3) + w eos (j -
s2 + w2

(3.38.c)

Utilizando estas expresiones es posible determinar el valor de los

numeradores en las ecuaciones (3.35):
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1 1 2 Vl S sen ̂  2 Vl w eos

- V 2 . S sen (i + 2ir/3) - V2 W cos(í¿ + 2ir/3)

- V3 S sen (i - 2ir/3) - V3 w cos(tf - 2ir/3)>

Agrupando términos;

2 V i ( s ) ~ V 2 ( s ) - V 3 ( s ) _

Si se define:

2 Vi sen gí - V 2 sen(jzi + 27T/3) - V 3 sen(0 - 27T/3) = VAL

3

2 Vi eos $ - V2 cos(g5 + 27T/3) - V 3cos((¿ - 2iT/3)

3

Entonces:

2 V!(s ) - V 2 ( s ) - V 3 (s ) :s L (S VALÍ + WVAL2) (3.42)
3 ( s 2 + w 2 )

De manera similar para los otros casos:

2 V 2 (s ) - V.(s) - V 3 (s ) =

3 (s2 + w 2 )
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2 V3(s) - V,(s) - V?(s) =
3 (s2 + w2)

V,(s) + V?(s) * V3(s) __ - (s

3 (s2 + w2)

En donde:

WAI o 2V2sen(0+27r/3) - Visen0 - V3sen(0-2ir/3)VAL3 - ~ —^ __.

uní A - 2V2cos($+27r/3) - ViCOS0 - V3cos(0-27T/3)VAL4 - 3—™ —

uní c 2V3sen(^-2ir/3) - ViSentf - V2sen(fS+2Tr/3)VALo = o—• ~

VAL6 = ^V3CQs(gS-2TT/3) - Vicosgí - V2cos(cí+27r/3)
o

W A I -7 - Viseh0 + V2sen(íS+27T/3) + V3sen(^-2ir/3)
VML/ ^

VALS -' VICQS^'+ V2Cos(jzS+2TT/3) + V3cos(¿-2iT/3).

Los términos VALÍ, VAL2S VAL39 VAL4, VAL5, VAL6, VAL7, VALS son cons,

tantes pues dependen de V i » V2» V3 y i que son valores constantes.

Aplicando las relaciones (3.42), (3.43), (3.44) y (3.45) en las ecua-

ciones (3.35) se tiene:
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VALÍ + - - - VAL 2
(s2+w2)cos h A ! x 0 (s2+w2)cos h \ x

.+ - VAL7 + íí VALS
(s2+w2)cos h A 0 x 0 (s2+w2)cos h A 0 x 0

(3.58.a)

c / n rx S VALS + _ w VAL4E2(xo5s) =
(s2+w2)cos h AI x0 (s2+w2)cos h AI x0

VAL7 - w
(s2+w2)cos h Ao x0 (s2+w2)cos h A0 x0

(3.58. b)

E3(xoss) = — VAL5 + VAL6
(s2+w2)cos h Ai x0 (s2+w2)cos h A! x0

VAL7 + - - VALS
(s2+w2)cos h Ao x0 (s2+w2)cos h A0 x0

(3.58.c)

Las ecuaciones (3.52) permiten determinar el voltaje de cada fase en

el terminal de recepción en dominio de frecuencia.

Se nota que cada una de las ecuaciones está compuesta de dos partes

principales: una que tiene relación con los valores de secuencia p£

sitiva» que es propia para cada fase y la segunda que tiene relación

con los valores de secuencia cero y es común para las tres fases.

Si se analiza un poco las ecuaciones (3.50) y (3.51) se puede con-

cluir que los términos correspondientes a secuencia cero en las ecua^

ciones (3.52) son nulos cuando el sistema es perfectamente equilibra
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do; así, cuando Vi = V2 = V3 los términos VAL7 y VALS son iguales a

cero .

Los componentes de secuencia cero aparecen cuando el cierre del inte_

rruptor no es simultáneo para las tres fases.

Por ejemplo» si los voltajes en la barra infinita (antes del inte-

rruptor) son Vi = V2 = V3 = 1 pu y al cerrar el circuito falla el in^

terruptor de la fase A los voltajes aplicados a la línea en el termi^

nal de envío serían:

V2 - Vs - 1 PU

i = O

Al reemplazar estos valores en las ecuaciones (3.50) y (3.51) con un

defasaje i cualquiera, se obtienen valores de VAL7 y VALS diferentes

de cero que determinan la presencia de componentes de secuencia cero

en el voltaje resultante.

Otra circunstancia en la que aparecen las componentes de secuencia ce^

ro es cuando los voltajes en la barra infinita están desequilibrados,

es decir cuando: Vi i- V2 i V3, pero la probabilidad de ocurrencia de

este caso, como se había indicado anteriormente es casi nula.



3.1.2. Voltajes al energizar una línea con carga desde una barra in-

finita

3.1.2.1. Determinación de las condiciones de borde y cálculo de las

constantes

Considerando que las cargas en un sistema de potencia son generalmen^

te del tipo R - L el circuito equivalente para este análisis tiene

la siguiente forma:

Vi(t) EiíÓ.t)

Vatt) E2£0,t)
I2(0,t)
o

V3(t) E3(OtT>
I3(0,t)

o

X=0

ElíXo.t)
Ii(Xo.t)

RLl LL1

E£<Xott)
l2(Xo,t)

O

RL.2 LL2

E3(XO,t)

ISÍXO.t)

RL3 LL3

X=Xo

Fig. 3.3. Línea trifásica con el terminal de recepción conectado a
una carga R-L y con el terminal de envío asociado a una
barra infinita.

En este caso, solo se conoce una condición de borde:

para x = O ; t >_ O E(0,s) = V'(s) (3.53)
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Reemplazando x = O en la ecuación general de voltajes (2.95) se

ne:

[ Eo ] = [ B ] + [v] B1 (3.54)

Que en forma desarrollada es:

Ei(0,s) = B! + B1 (3.55.a)

E2(0,s) = B2 + B' (3.55.b)

E3(0»s) = B3 + B1 (3.55.c)

La ecuación (3.53) en forma desarrollada es:

Ei(0,s) = Vj(s) (3.56.a)

E2(05s) = V2(s) (3.56.b)

Es(0,s) = V3(s) (3.56.c)

Igualando las ecuaciones (3.55) y (3.56):

Bi + B1 = Vj(s) (3.57.a)

B2 + B1 = V2(s) (3.57.b)

B3 + B1 = V3(s) (3.57.c)
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Si se suman entre si las ecuaciones (3.57) se tiene:

(Bi + B2 + B3) + 3 B1 = Vj(s) + V2(s) + V3(s)

Por (3.10) se concluye

B, = Ms)*V2(s) +V3(s)

3

Al reemplazar (3.58) en cada una de las ecuaciones (3.57) se obtiene

Bl -"2Vi(s) - V2(s) - V3(s) (3.59.a)
3

D - 2V2(s) - Vi(s) - V3(s) M .o k>

B. = -. 2V3(s) - Vi(s) - V2(s) (3.59.c)

En el terminal de recepción se plantea la ecuación:

[Ex,] = [ Ix0][ RL ] + [ LL ] [ Ixo ] (3.60)

que en dominio de frecuencia toma la forma:

Ex0(s) ] "[ RL ] + S[ LL]| [ Ix0 ] (3.61)

Donde:
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[RL

R. 0 0
Li

0 R, 0
L-2

0 0 R,
Ls

;[ LL] -

L, 0 0
Li

0 L, 0
L2

0 0 L,
L3

(3.62)

Si en la ecuación (3.61) se despeja la corriente:

= [ RL + SLL I"1 [E(xo,s) ]

Realizando las operaciones indicadas se concluye

(3.63)

ÍKxo.s)] =

, + SL, )
Li LI

E2(xo,s)/(R. + SL,
Lo Lo

(3.64)

Utilizando la ecuación general (2.95) y las ecuaciones (3.18)y (3.19)

se plantean las siguientes ecuaciones:

E,(xo,s) = AlSen eos

A'sen hXoX0
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E2(xo,s) * A2sen

A'sen hX0Xo + [ l s z s - - ] eos hX0x0 (3.65.b)

E3(xo,s) = A3sen

A'sen hXoXo + [ l 2 3 ] eos hX0x0 (3.65.c)

Reemplazando las ecuaciones (3.65) en (3.64) y considerando:

R. = R, = R, = R, (3.66.a)
LI La La L

L, " L| « L, = L, (3.66.b)
Li L2 Ls L

Se tiene:

sen hxixo 4- f 2Vi.(s)-V2(s)-y3(s.) 1 eos
+ + L - J

4, A - sen hXpXo r V1(s)+V2(s)+V3(s) , eos hxQxnR + SL 3 ~ R + SL

(3.67.a)
RL + SLL 3 ~ RL + SLL

- A2 sen hXiXp , r 2 V 2 ( s ) - V 3 ( s ) - V 3 ( s ) i eos h\ - R + SJ_ L — - -y— — J R + $

, A'sen hXpXp . r V i (s )+V 2 (s )+V 3 (s ) -» eos hX 0 x 0

(3.67.b)

RL + SLL 3 RL + SLL
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A3 sen hXiXp r 2V3(s)-Vi(s)-V2(s) i eos hXiX0

R + SL ~~ * [ ~ 3 ~~" J R + SL

A' sen hX0x0 r Vi(s)+V2(s)+V3(s) -. eos hX0x0

RL + St_L L " 3 J RL + SLL

(3.67.c)

Considerando ahora la ecuación general de corrientes (2.119) para

x = xo y empleando las igualdades (3.20) y (3.21) se tiene:

I i(xo.-s) = - Ycx ÍA^os h\,xQ + [ - V l ( s )"V | ( s )"V3( s ) ] sen

- Ye o lA'cos hX 0 Xo + [ ' ix*/..^/..^/ ] sen h Ox0

(3.68.a)

I 2 (xo9s) = - Ye, /A2cos hX l Xo + [ -2V2(s)"Vs)"V3(s) ] senI ^

- YCO <¡A'cos hXoXo + L - M " / - . ' ! ^ / - ' ^ ^ / j sen

(3.68.b)

Is íxo.s) = - Ye, {ASCOS hXl X o + [ 2 V , C s ) - V | ( s ) - V 2 ( s ) ] sen

A'COS hxox0 + • i . sen h

(3.68.c)

Igualando las ecuaciones (3.67) y (3.68) para cada fase se tiene:
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sen h X i X o . r 2 V i ( s ) - V 2 ( s ) - V 3 ( s ) -, cos hx , x n , A 1 sen hx n x n
SL SI_

r'Vi(sKV2(s)+V3(s) ] eos
L O J | r j

cos

2V1(s)-V2(s)-Vs(s)

sen

sen hXiXp r 2V2(s)-Vi(s)-V3(s) , cos hAiXo A' sen hX0xo
+ SL . L 3 ~ ~" J . R + SL R + SL

eos cos h X l X o

2V?(s)-V1(s)-V3(s)

(3.69.b)
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sen hXiXp + r 2V 3 (s) -V i (s ) -V2(s) -. cos hX_iX0 + A' sen hX 0 x 0

eos hXoXo = . YCi s cos

2V3(s)-Vi(s)-V2(s)
•3

+ [ V1(s)+V2(s)+V3(s)

Si se suman las tres ecuaciones (3.69) entre si, el resultado es

(Al+A2+A3) + gs ° (B1+B2+B3) + 3A' °
I— L L L L L

/ \1 °DS +XSL° = - Yci { cos hXiXo(Ai+A2+A3) + sen hX^oíBi+Ba+Bajl -

- Yc0 <3 A1 cos hXoXo + 3B1 sen hX0x0i (3.70)

Por las ecuaciones (3.9) y (3.10) se sabe que

Ai + A2 + A3 = O

Bi + B2 + B3 = O
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3A' sen hXpXp , 3B'cos hX 0 x 0 _
R + ^i R 4- <;iKL -1 M.L KL -i bLL

- Yc 0 <3A ' cos 3B'sen h X 0 x 0 -

(3.71)

Despejando A1 se llega al siguiente resultado:

A1 = - B

cos_hXoX^_ + /YT s e n h X o X o

. . . RL.+ SLL / Z o .
(3.72)

sen y

p . CT + / T~ COS
1 t

Reemplazando (3.72) en las ecuaciones (3.69) y despejando A 1 5 A2 y

A3 se obtiene como resultado:

= - B,
sen

RL + SLL
eos hXiX0

(3.73.a)

A2 = - E-

cos h X j X p , / Yj
R L + S L L

sen
RL + SLL

sen hX iX 0

Y
~ eos

(3.73.b)

cos

A3 •= -
RL + SLL

sen
RL + SL,

Zi
sen

cos hx x
COS hAlX

(3.73.c)
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Los voltajes en el terminal de recepción (x - x ,) de acuerdo a la ecua

ción general (2.95) son:

El(xo,s) = BlCos hX l X o + AlSen hX*. + B'cos hx 0 x 0 + A'sen hx 0 x 0

(3.74.a)

E2(xo,s) = B2cos hX l X o + A2sen hX.x» + B'cos h X 0 x 0 + A'sen hx 0 x 0

(3.74.b)

E3(xo,s) = B3cos hXl X o + A3sen hXl X o + B'cos hX 0 x 0 + A'sen hx0x0

(3.74.c)

Reemplazando los valores de las constantes obtenidas, en las ecuacio

nes (3.74):

'cos 'hXiXjL + /YJL sen hXi¡

Ei(xo,s) = Bi cos

eos hApXjL + / "a. Sen hX0x0
R. + SL, / ¿o . v

B' cos hXoXo - B' -^—^ /=. -se" h^oxo
sen hXpXj, + /L^. cos hX(|Xo

RL + SLL / Z0

(3.75)

Luego de realizar las operaciones indicadas y agrupar términos, la

ecuación (3.75) se convierte en:

E1(XO,S) = **=; * 5̂/•» «-«« K-^.v. .. , /2o sen hX0x0
eos hXlXo + «s oXo Y7 -R¡̂ SL-L

(3.76.a)
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Por analogía para las otras fases:

E2(xo,s) = B(

eos Zi sen hXiXp _ _ c h, Y . /ZQ sen hXQx0

YT RL + SLL ' COS hAoX° V Yo RL + SLL

(3.76.b)

E3(xo,s) = B1

yY i .
yoX

IT sen hX0XQ
w~ ñ T - el -
r0 K. + bL.

(3.76. c)

Reemplazando los valores obtenidos de B l s B23 B3 y B1 se obtiene co

mo resultado:

El(x09s) - 2Vi(sM?(s)-V,(s)

3 cos sen
i RL + SLL

Zp sen hxnxp
Yo RL + SLL

(3.77.a)

E2(x05s) - gV2(s)-Vi(s)-Vi(s) 1

cos hXixo + Zi sen

+ Vi(s)+V2(s)+V3(s)

3 cos hXoxo + Z0 sen
SL

(3.77.b)
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E3(xo.s) = 2V̂ -Ms)-V?(sl

3 eos h

,. V^sHa ísJ+Vg ís )

seneos hA0x0 + ./ vr

(3.77.c)

Al reemplazar las ecuaciones (3.42), (3.43), (3.44) y (3.45) en (3.77)

y si además se recuerda que

L
Ci

l
Yo
*-Q ^, / *- O _ ft
\ ~ / r- ~ Sfi(

se obtienen los siguientes resultados:

EI(XO,S) =

(s2 + w2)(cos

VALÍ +

w

(s2 + w2)(cos

(s2 + w2)(cos

VAL2

VAL3 +

w

(s2 + W2)(cos hX0Xo

VALS (3.78.a)



E2(xo,s) = VAL3 +

(s2 + w2)(cos hX.x. +

VAL4 +
(*2 •\=>

( 2 +

( 2

S

w

2\f

f i í sen h X z X o v
RL + SLL

^o sen h X o X o \ + <;i '
RL H SLL

í>o sen h x o x o ^

VAL7 +

E3(xo,s) = VALS +

(ŝ  + w2)(cos hxixo + ñ

VAL6

VAL7

(s2 + W2)(cos hxoxo + °R

(s2 + w2)(cos hxoxo + °°p se" S,̂R + SL

VALS
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VALS (3.78.b)

Cuando la línea terminada en carga R-L se energiza desde una barra ir^

finita las ecuaciones obtenidas, permiten calcular el voltaje en cada

fase y vienen dadas en dominio de frecuencia.
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La estructura de estas ecuaciones es similar a la de las ecuaciones

obtenidas anteriormente para el caso de energización en vacio; hay

una componente de secuencia positiva y una componente de secuencia

cero que aparece cuando hay un desbalance en el sistema.

i

Se nota también que estas ecuaciones pueden ser utilizadas para ene;r

gización en vacio; reemplazando simplemente

-1— =0
RL + SLL

D bien, pueden analizarse casos en los cuales la carga conectada a

la línea sea puramente resistiva o puramente inductiva; reemplazando

por cero la inductancia LL o la resistencia R[_, respectivamente.

3.1.3. Voltajes al energizar una línea en vacío desde un generador

real

^
3.1.3.1. Determinación de las condiciones de borde y cálculo de las

constantes

Un caso más real es aquel en el cual se considera la impedancia del

generador, que generalmente es una reactancia inductiva, pero para

generalizar el estudio se va a considerar que dicha impedancia está

constituida de una resistencia en serie con una reactancia inductiva.

El circuito equivalente se presenta en la figura 3.4.
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Vl(t)

VaíT)

ElíO.t)
tlíO.t)

—o

£2(0,T)

Í2(O,t)
—O

ROZ L02
EaíO.t)
IsíO.t)

—o
R63 LOS

X = 0

El(Xo.t)
Ii(Xo,r)

_o

E2(Xo,r)
l2(Xo,t)

o

EsíXo.t)
Is(Xo,t)

O

X=Xo
o

Fig. 3.4. Línea trifásica con el terminal de recepción abierto y el
terminal de envío conectado a un generador con impedancia
serie.

En este caso no se conoce ninguna condición de borde en el terminal

de envío; pero si se conocen los voltajes que están presentes antes

de la impedancia del generador, con los cuales se plantea la siguier^

te relación:

= [Lg] dt [Rg][Io(t)] + [E0(t)] (3.79)

Donde:

[V(t)] es el vector de los voltajes a la'salida del generador.

[Eo(t)j es el vector de los voltajes en el terminal de envío (x=0)
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[lo(t)j es el vector de las corrientes en el terminal de en-

vío (x = 0)

[Lg] es la matriz inductancia del generador y tiene la for_

ma:1

Nl-

L9l O O

O Lg2 . O

O Lg

[Rg] es la matriz resistencia del generador y tiene la

forma:

[Rg]=

Rgi O O

O Rg2 O

O O

Si se aplica la transformada de Laplace en la ecuación (3.79) se ob^

tiene una ecuación en dominio de frecuencia, de la forma:

[V(s)l = [Lg] S [loís)] + [Rg][l0(s)j + [E0(s)] (3.80)

de donde:



70

[Eo(s)] = [V(s)] - [Rg + s Lg][ l 0 (s) ] (3.81)

Considerando:

Rgi = Rg2 = Rg3 = Rg (3.82.a)

Lgi = Lg2 = Lg3 = Lg (3.82.b)

la ecuación (3.81) en forma desarrollada es:

Ei(o.s) = Vi(s) - (Rg + SLg) Ia(o9s) (3.83.a)

E2(o,s) = V2(s) - (Rg + SLg) I2(o5s) (3.83.b)

E3(o5s) = V3(s) - (Rg + Slg) I3(o,s) (3.83.c)

Si en la ecuación general de corrientes (2.119) se reemplaza x = O 3

y se aplican las igualdades (3.20) y (3.21), ésta toma la forma:

[Io(s)] = - Yci [A] - Yc0 [v] A1 (3.84)

Que en forma desarrollada es:

Ii(o.s) = - Yci Ai - Yc0 A1 (3.85.a)

I2(o9s) = - Yci A2 - Yc0 A1. (3.85.b)

Is(o.s) = - Yci A3 - Yc0 A1 (3.85.c)
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Reemplazando las ecuaciones (3.85) en (3.83):

¿

EI(O.S) = V^s) - (Rg + SLg)(- Ycj AI - Yc0 A') (3.86.a)

E2(o,s) = V2(s) - (Rg + SLg)(- Yc2 A2 - Yc0 A1) (3.86,b)

E3(o,s) = V3(s) - (Rg + SLg)(- Yc3 A3 - Yc0 A1) (3,86.c)

Por otro lado, si en la ecuación general de voltajes, se reemplaza -

x = O, ésta toma la forma:

[E0(s)] = [B] + [v] B' (3.87)

Que en forma desarrollada es:

Ei(o,s) = B! + B1 (3.88.a)

E2(o,s) = B2 + B1 (3.88.b)
"sr

E3(o,s) = B3 + B1 (3.88.c)

Igualando las ecuaciones (3.86) y (3.88):

Vi(s) - (Rg - SLg)(- Yd Ai - Yc0 A1) = B! + B1 (3.89.a)

-*

V2(s) - (Rg + SLg)(- Ye, A2 - Yc0 A1) = B2 + B1 '(3.89.b)
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V3(s) - (Rg + SLg)(- Ycx A3 - Yc0 A1) = B3 + B1 (3.89.c)

Si se suman las ecuaciones (3.89) entre si:

Vi(s) + V2(s) + Ya(s) - (Rg + SLg) < - Yd^ + A2 + A3) - Yc0 3A'| =

= Bi + B2 + B3 + 3 B1

Por las ecuaciones (3,9) y (3.10) se sabe que:

Ai + A2 + A3 = O y B! + B2 + B3 = O

Por lo tanto:

Vi(s) + V2(s) + V3(s) + (Rg + SLg) YcQ 3 A1 = 3 B1

Al despejar B1 se obtiene:

B' •••Vi(s)-+ V2(s) + Vs(s) ,. A. YcQ „ __-™__«_,^_ ^^___-_„ T A\L

3

En el terminal de recepción se plantea la siguiente condición de bor_

de;

para x = x0 , t >. O I(xo9s) = O (3.91)

Reemplazando x = xo en la ecuación general de corrientes (2.119):
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[ Ixo(s) ] = - Yci j[ A ] eos h X j X o > [B] sen hXi

- Yc0 [v]<A' eos hX 0 x 0 + B1 sen hX0x0 \ O . (3.92)

Que en forma desarrollada es:

i < A i eos h X j X o + B! sen h X z x 0

- Y c 0 <A ' eos h X 0 x 0 + B1 sen h X0x0l = O (3.93.a)

- Yc 0 <A' eos h X 0 x 0 + B1 sen h X0x0 l = O (3.93.b)

A3 eos h X i X 0 + B3 sen h X i X o

- Yc 0 <A' eos h X 0 x 0 + B1 sen h X0x0| = O (3.93.c)

Sumando entre si las ecuaciones (2.93) se tiene:

- Yci <cos h Xi x0(Ai + A2 + A3) + sen h Xi x0(Bi + B2 + B3)>

- Yc0 <3 A ' eos h X 0 X 0 + 3 B1 sen h X 0 x0i = O (3.94)

Por las igualdades (3.9) y (3.10), la ecuación (3.94) queda:

- Yc0 <3A' eos h X 0 x0 + 3B' sen h X0 X 0 ]> = O (3.95)
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Al despejar B1 en (3.95):

B' - - A- - (3-96)

Igualando (3.96) y (3.90):

Vi(s)+V2(sKV3(s) + A, yCo(Rg + SLg) = . A, eos h X0 X0 (3>97)
r\Q

Si en (3.97) se despeja A1, el resultado es:

A, = _ V i ( s )+V 2 (s )+V 3 (s ) sen hX0 X Q

3 eos hX0x0 + sen hX 0 x 0 Yc0(Rg + SLg)

(3.98)

Al reemplazar A1 en (3.96):

B. = Vi(s)+V2(s)+V9(s) eos h X0 x0

3 eos hX0x0 + sen hX0x0 Yc0(Rg + SLg)

(3.99)

Despejando A1 en la ecuación (3.96):

A, . . B. h X 0 x0 (3_100)

eos n AO X Q

Si en las ecuaciones (3.89) se despeja BI, B2» B3 y se aplica la

igualdad (3.100) se obtiene:

Bi = V i ts ) + (Rg +-SLg) YCl ^ - {(Rg + SLg)Yc0

^

**"
COS n A o X Q

(3.101.a)
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B2 = V 2 (s ) + (Rg + SLgjYd A2 - {(Rg + SLg)Yc

(S.lOl.b)

0

B3 = V 3 ( s ) + (Rg + SLg)YCl A 3 - {(Rg + $Lg)Yc0 ^" ̂ ° ^ Q + 1
i cub i) AO " o

(S.lOl.c)

Al reemplazar (3.99) en (3.101):

B! = Vi (s) + (Rg + SLg) Ye, A j - -Vl(s) + V^s) + V 3 ( s ) (3.102.a)

B2 - V 2 (s) H- (Rg + SLg) Ye, A2 - - V l ( s ) + V s ) + V a ( s ) (3.102.b)

B3 = V 3 (s ) + (Rg + SLg) YCl A3 - V l (s ) + V s ) + V 3 ( s ) (3.102.c)

Reagrupando términos:

Bj = (Rg + SLg) Ycj Aj + 2Vl(s) " V|(s)'" V3(s) (3.103.a)

B2 = (Rg + SLg) Yc2 A2 + 2Vz(s) " V'(s) " Va(s) (3.103.b)
O

B3 = (Rg + SLg) Yc3 A3 + 2Va(s) " V^(s) " Vz(s) (3.103.c)

Si en las ecuaciones (3.93) se aplica la igualdad (3.100):

- YCj /Ai eos h AI x0 + B! sen h Xi x 0> = O (3.104.a)

- Yd <A2 eos h Ai x0 + B2 sen h Xi X0i = O (3.104.b)
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- Yci <A3 eos h Ai x0 + B3 sen h AI x0\ O (3.105.c)

De las ecuaciones (3.104) se puede obtener como resultado:

B = _ A eos h A) x0 (3.106.a)
1 l sen h AI x0

R - _ A cos " *i XQ
. 2 2 sen h AI x0

B = - A eos h Ai XQ
3 3 sen h AI x0

Al igualar (3.103) y (3.106) se obtiene:

ÍRa + SlaWr, A, + 2Vl(s) - V2(s) - V3(s) _ _ . eos h A! x^Kg -i- 5Lg;yci AI i- « - M I h ,

(3.106.b)

sen h AI x0

(3,107.a)

(Rg + SLg)YCl A2 + 2̂(s) - Vl(s) - V,(s) = „ ̂  eos h X, x.

(3.107.b)

(Rg + SLg)YCl A3 + -̂ s) " Vx(s) - V2(s) . . A3 eos h A,

(3.107.C)

Si en (3.107) se despeja AI, A2, A3:

A = 2V1(s) - V2(s) - V3(s) sen hA^p
1 3 cos hAiX0 + sen hAiX0 . Yc^Rg+SLg)

(3.108.a)

A = - 2V2(s) - Vi(s) - V3(s) Sen ft:
2 3 cos hAiX0 + sen hAiX0 - Yc^Rg+SLg)

(3-108.b)
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2 V 3 ( s ) - V i ( s ) - V 2 ( s ) oA = _ . . . . . __^

3 3 eos hX iXo + sen hXiX 0 . Ye! (Rg + SLg)

(3.108.c)

Al reemplazar (3.108) en (3.106):

B = 2V i ( s ) - V 2 ( s ) - V 3 ( s ) eos1 '
3 eos hXiX0 + sen h X x X o . YC j (Rg + SLg)

(3.109.a)

r i (s ) - V 3 ( s ) eos
eos hA iXo + sen hA iX 0 . Y c j ( R g + SLg)

(3.109.b)

R . 2 V 3 ( s ) • -V i (s ) - V 2 ( s ) eos
D 3 - ^ ^ '

__ _
eos hAiXo + sen h X i X o . Yc^Rg + SLg)

(3.109.C)

Si en (3.106) se despeja Al5 A25 A3:

xx

- R sen h'Xi XQ
3 " " B3 eos h Ai x0

Los voltajes en el terminal de recepción (x = X0) de acuerdo con la

ecuación general (2.95) son:

Ei(xoss) = Bi eos h Ai x0 + Ai sen h Ai XQ + B1 eos h X0 Xo +

+ A' sen h X0 x0 (3.111.a)
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E2(xo,s) = B2 eos h Xi x0 + A2 sen h \ x0 + B1 eos h X0 x0 +

+ A1 sen h X0 x0 (S.lll.b)

E3(xo,s) = B3 eos h Xi x0 + A3 sen h AI x0 + B1 eos h X0 x0 +

+ A'sen h X0 x0 (S.lll.c)

Al reemplazar (3.100) y (3.110) en (3.111) y reagrupar términos se

tiene:

cos'h2XiXn - sen- cos h XiXo
p, eos h2X0xQ - sen haA0x0

u " eos h X0x0

(3.112.a)

/ ,*\ D 2XiXo - sen h2XixQ , Ri cos h2X0xQ - sen h2X0x0
2(xo5s) - B2 — eos h Xixo " " B cos h X0xo ~~~"

r / ,~\E3(xo,sj - B

Pero,

h2Xix0 - sen
eos h XlXo

. D
B

, cos h2X0x0- sen h2X0x0

cos h XoX0

cos h2x - sen h2x = 1

(3.112.C)

(3.113)

por lo tanto:

eos 0 Xo

cos x0 eos
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E 3 (xo ,s ) =
B1

X O
(3.114.c)

Reemplazando los valores de Bi, B2, B3 y B1 se obtiene como resulta

do:

1

cos hXiXo + / r1 (Rg+SLg)sen

Et(XOiS) .

V 2 ( s ) i V 3 ( s ) 1
/ Y

cos h X o x o + _/ 7^ (Rg+SLg)sen h x o x ,

(3.115.a)

cos

_

j X o + / — - (Rg+SLg)sen hx:x

V 2 ( s ) + V 3 ( s )
/ v

eos hx0x0 + 5- (Rg+SLg)sen

(3.115. b)

E 3(X O s S ) = 2V3(s) - V , (s ) - V2(sl 1

cos hXiX0 + / y1-(Rg+SLg)sen

Vi(s) + V2(s) + V3(s)

cos hX0x0 + / 7- (Rg+SLg)sen hx0x0

(3.115.C)

Finalmente reemplazando (3.42), (3.43), (3.44) y (3.45) en (3.115) y



si se recuerda que:
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Yi

Zp ~ / LQ
Yo / C0

se obtiene como resultado:

Ei(xo,s)

(s2 + w2) ((sLg + Rg)
I

VALÍ

x°
i¿l

eos h Xl x,l
J

w

(s2 + w2) {(sLg + Rg)

VAL 2
sen h Xi xo

fíi + eos h Ai x ,

VA17

(s2 + w2) {(slg + Rg) sen h Xo xo + eos h X 0 Xo

w VALS

(s2 + w2) ( (sLg + Rg)
[ "

sen A + eos h X o x

(3.116.a)
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E2(xo,s) = — — ¿ — VAL3

(s2 + w2) < (slg + Rg) Sen V x°- + eos h \, x0l
\l I

w VAL4

(s2 + w2) ((slg + Rg) sen h x* X P + eos h x, x0l
{ MI I

VAL7
t>n\n h A Q xp , h , \) T COS n A o X o >

£} f

w VALS

(s2 + w2) {(sLg + Rg) sen hnA° X°- + cos h A O x0\ j

(3.116. b)

E3(xo,s) = - - - - - VAL5

{(sLg + Rg) sen h0 A ^ x° + cos h X, xA
i "i j

W VAL6

(s2 + w 2 ) {(SLg + Rg) sen hn A I x° + cos h \, x 0 l
i. Ul J

s

(s2 + w2) {(sLg + Rg) sen h0 X° x^ + cos h X 0 x0l
V "O ]

VAL7

W VALS

(s2 + w2) {(sLg H- Rg) sen ̂  X^ x° + cos h X0 xfl\ "O J

Las ecuaciones (3.116) permiten determinar el voltaje de cada una de

las fases en el terminal de recepción de la línea; la respuesta vie



82

ne dada en dominio de frecuencia.*

g-

Su estructura es similar a la de las ecuaciones obtenidas para los

casos anteriores, con una componente de secuencia positiva propia pa_

ra cada fase y una componente de secuencia cero, igual para las tres

fases que aparece solo cuando se produce un desbalance en el sistema.

Estas ecuaciones ofrecen algunas alternativas de estudio: si se reern

* plaza Lg = O ó Rg ~ O permiten analizar los casos en los cuales la

linea se energiza desde una fuente resistiva 6 inductiva, respectiva^

mente; o bien, si Lg = O y Rg = O corresponde al caso en que la lí-

nea se energiza desde una barra infinita.

3.1.4. Voltajes al energizar una línea con carga desde un generador

real

En el presente caso se considera que la carga es del tipo R - L y la

impedancia del generador compuesta de una resistencia en serie con

r una reactancia inductiva.

El circuito equivalente se muestra en la figura 3.5.

En este caso no se conoce ninguna condición de borde, ni en el termj_

nal de envío, ni en el terminal de recepción; las únicas magnitudes

conocidas son los voltajes antes de la impedancia del generador.

En el terminal de envío se presenta la siguiente relación:
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Vití) El«M)

R03 LO 3

x=o
rO

EitXo.t)
Ii(Xo.t)

RL1 LLl

E2<Xo,t)
It(Xo,f)

EsíXo.t)
IsíXo.t)

X=Xo

o-

Flg. 3.5. Línea trifásica con el terminal de recepción conectado a
una carga R - L y el terminal de envío asociado con un ge-
nerador.

= [Lg ] [ Io(t) Rg Eo(t)

el significado de cada matriz se dio en la sección 3.1.3.

Expresando la ecuación anterior en dominio de frecuencia:

V(s) ] - [ Lg ] S [ Io(s) ] + [ Rg][I0(s) ] + [ E0(s)

despejando

Eo(s) ] = [ V(s) ] - [Rg + SLg] [ I 0 (s) (3.117)
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Considerando:

Rg i = Rg 2 = Rg 3 = Rg

Lgi = Lg2 = Lg3 = Lg

La ecuación (3.117) en forma desarrollada es:

Ei(o,s) = Vx(s) - (Rg + SLg) MO.S) (3.118.a)

E2(o,s) = V2(s) - (Rg + SLg) I2(o,s) (3.118.5)

E3(o,s) = V3(s) - (Rg + SLg) I3(o,s) (3.118.c)

Al evaluar la ecuación general de corrientes (2.119) para x = O y

aplicar las igualdades (3.20) y (3.21) se tiene:

[ I0(s) ] = - Yca [A] - Yc0 [v] A1 (3.119)

que en forma desarrollada es:

Ii(o,s) = - Ycj Ai - Yc0 A1 (3.120,a)

12(0,5) = - Ycj A2 - Yc0 A» (3.120.b)

J3(oss) = - Yci A3 - Yc0 A1 (3.120.c)
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Reemplazando (3.120) en (3.118):

Ei(o,s) = V,(s) - (Rg + SLg)(- YCl A, - Yc0 A1) (3.121.a)

E2(o,s) = V2(s) - (Rg + SLg)(- Yd A2 - Yc0 A1) (3.121.b)

E3(o,s) = V3(s) - (Rg + SLg)(- Yd A3 - Yc0 A1) (3.121.c)

Si se evalúa la ecuación general de voltajes (2.95) para x = O se ob^

tiene:

[ E0(s) ] • [B ] + [v ]B' (3.122)

en forma desarrollada es:

Ei(o,s) = B/+ B1 (3.123.a)

E2(o,s) = B2 + B1 (3.123.b)

E3(o,s) = B3 + B1 (3.123.c)

Igualando las ecuaciones (3.121) y (3.123):

Vi(s) - (Rg + SLg)(- Yd A! - Yc0 A1) = B! + B' (3.124.a)

V2(s) - (Rg + SLg)(- Ye! A2 - Yc0 Af) = 6 2 + 6 * (3.124.b)
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V3(s) - (Rg + SLg)(- Yci A3 - Yc0 A1) = B3 + B1 (3.124.c)

Sumando entre sí las ecuaciones (3.124):

Vi(s) + V2(s) + V3(s) - (Rg + SLg) {- Yci (Aj + A2 + A3) - Yc0 3A'U

= (Bi + B2 + B3) + 3 B1 (3.125)

Como Ai + A2 + A3 = O y Bi + B2 + B3 = O

Vi(S) + V2(s) + V3(s) + (Rg + SLg) Yc0 3 A' = 3 B1 (3.126)

Despejando B1 :

A, YCo (Rg + SLg) (3_127)

En el terminal de recepción se presenta la siguiente relación:

[ Exo(t) ] = [ Ixo(t) ] [ RL ] + [ LL ] ¿ [ Ixo(t) ] (3.128)

el significado de cada matriz se dio en la sección 3.1.2.

La ecuación (3.128) expresada en dominio de frecuencia toma la fo_r

ma:

[ Exo(s) ] ={[ RL ] + S [ LL ]} [ IXo(s) ] (3.129)

Despejando la corriente:



87

[ Ixo(s) ] = [ RL + SLL ]•'[ Exo(s) ] (3.130)

que en forma desarrollada es:

Ii(xoss) = Eitxo.sJ/ÍR, + SL, ) (3.131.a)LI U

I2(xo,s) = E2(xo,s)/(Rl + SL(
L2 L2

V I3(xo,s) = E3(xo,s)/(R, + SL, ) (
L3 L3

Evaluando la ecuación general de voltajes es (2.95) para x = x0:

.Ei(xoss) = Ai sen h Xi x0 + BI eos h AI x0 + A1 sen h X0 x0 +

+ B1 eos h Ao x0 (3.132.a)

E2(xo,s) = A2 sen h \i x0 + B2 eos h Xi x0 + A' sen h X0 x0 +

r + B1 eos h X0 X0 (3.132.b)

E3(xo,s) = A3 sen h AI x0 + B3 eos h \i x0 + A' sen h X0 x0 +

+ B1 eos h X0 x0 (3.132.c)

Reemplazando (3.132) en (3.131) y considerando:

R, = R, = R. = R,Li L2 L3 L
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L, = L, = L, = U
L i 1.2 L3 L

se tiene:

Ai sen h Xi X 0 , B eos h AI X 0 A ' sen h X Q X
"

,
SLL " RL

Q

1 COS h X o Xo o"
R + SLL

/o -¡oo a \)

A2 sen h Xi x p , B eos h Xi x 0 , A ' sen h X 0 x 0

R L + S L L " RL + SLL - - RL + SLL

SLL
- i o o u \. b)

*\ A3 sen h Ai x0 B eos h AI x0 , A ' sen h X 0 x,
,s) - RL + SLL RL + SLL + R~TSL^~"

4. B COS h A Q Xp /o 1 Qo ^\ D 4- ci (3.133.CJ

Por otro lado, si en la ecuación general de corrientes (2.119) se

reemplaza x = x0 y se aplican las igualdades (3.20) y (3.21) se tie-

ne:
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h(xo,s) = - Yci < A i eos h A! x0 + Bi sen h Xi x,

- Yc0 <A' eos h Ao x0 + B1 sen h X0 x<A (3.134.a)

I2(xo,s) = - Yci <A2 eos h Ai x0 + B2 sen h AI x,

- Yc0 <JA' eos h Ao x0 + B' sen h A0 X0\)

I3(xo,s) = - Yci <As eos h AI x0 + Bs sen h AI x0

- YCO JA' eos h Ao x0 + B1 sen h A0 x0\)

Si se igualan las ecuaciones (3.133) y (3.134) se tiene:

P—. q. < A! sen hx^o + Bl eos hXjXo + A1 sen hX0x0 + B1 eos hA0x0y
L L ^ /

eos hAiXo + Bjsen hAiX0l - Yc0 <A'cos hA0x0 + B'sen HAOXO i

(3.135.a)

-T-^—<A2sen hAiX0 + B2cos hXiX0 + A'sen hA 0 x 0 + B'cos hA0x0 i =
^ L I /

A2cos hXiX0 + B2sen hXiX0s - Yc0 K A ' c o s hx0x0 + B'sen hx0x0

(3.135.b)

——^—<A3sen hXiXo + B3cos hx^o + A'sen hX0x0 + B'cos hX0x0i =<L -i- ^LL ^ j

< A3cos hXiX0 + B3sen hXiX0 > - Yc0 < A ' c o s hX0x0 + B'sen hA 0 x 0

(3.135.c)
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Si se suman entre si las ecuaciones (3.135) se obtiene:

D _ C1
KL bLL

/sen hXiXoíAx+Aa+As) + eos hXiX0(Bi+B2+B3) + 3A1 sen hX0x
I

+ 3B1 eos hX0x0\ - Yci /eos hXiX0(Ai+A2+A3) + sen hX1x0(B1+B2+B3)

- Yco /3A1 eos hXoXo + 3B1 sen hX0x0| (3.136)

Como A! + A2 + A3 = O y Bl + B2 + B3 = O

La ecuación (3.136) queda:

D . ~, ^ S A ' sen hX0x0 + 3B1 eos h X 0 x 0 > = - Y c o ^ A 1 eos hX 0 x 0 +
RL

+ 3B1 sen hX0x0> (3.137)

Al despejar B' en (3.137) se obtiene:

+ Yco eos hXoXoR, + SL.
B1 = - A' —± - 1 - - (3.138)

c s ¡?x° ° + Yco sen hÁ0x0

Igualando (3.127) y (3.138):

V,(s) + V,(s) + V,(s) + A, YCo (Rg + SLg) =

3

Yco cos
. *

A1 -± - 1 - (3.139)
eos

V^^I
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Despejando A1 se tiene:

A. = .

eos hX0Xo
Vi(s) + V2(s) + V3(s) RL + SLL

DENO

(3.140)

Donde:

DENO = (SLg + Rg)Yc0 (cgs v** + Y C O sen hX 0 x 0 )
K i "r O L j

+ (Sn" tX¿f° + YCo eos hAoXo) (3.141)RL + bLL

Reemplazando (3.140) en (3.138):

-K—, L ° + Ye o eos
D, „ Vi(s) + v2(s)•+ v3(s) VLILL

3 DENO v~

Al despejar Bi, B2, B3 en las ecuaciones (3.124) queda:

Bi = Vi(s) - (SLg + Rg)(- Yci AI - Yc0 A1) - B1 (3.143.a)

B2 = V2(s) - (SLg + Rg)(- Yci A2 - Yc0 A') - B1 (3.143.b)

B3 = V3(s) - (SLg + Rg)(- Yci A3 - Yc0 A') - B1 (3.143.c)

Si se despeja BJ9 B2, B3 en las ecuaciones (3.135) se obtienen los s

guientes resultados:
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f YCi eos hXiX0
l\ ' *_» L_ |

BI = - Ai — • • (3.144.a)

- °s ' i^ + Yq sen hXiXo
T RL SLL

SR" +s r * Yc* cos
B2= - A2 -- — — (3.144.b)

+ Yq sen hXlXo

+ Yq eos h\o

B3= - A3 — • (3.144.c)

-CgS ̂  + Yd sen hXlXo

Si se iguala (3.143) y (3.144),se despeja A!, A2, A3 y se reemplaza

los valores de A1 y B' obtenidos anteriormente, el resultado es:

4- Ye! sen hXiX0
ZV^s) - Y2('s) - V-3(s). "L ' ̂ Ul

"i . '
DEN1

eos i 0 . v

2V 2 (s ) - V a ( s ) - V 3 ( s ) R, + SL. + YCl sen

A2 = - — — L (3.145.b)
3 DEN1

eos AiX0 Y

2V3(s) - Y! (S) - V 2 ( s ) R, + SL, + YCl sen

A3 = — (3.145.C)
3 DEN1

Reemplazando (3.145) en (3.144):

sen p y

(s) - -V3(s) R, + SL, * YCl cos
—i - ̂ - (3.146.a)

3 DEN1
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sen iXp" v

YCl COS2 V 2 ( s ) ~ Y ! (S ) - V 3 ( s ) R, + SL.
B2 = - — - - - - (3.146.b)

3 DEN1

i p Y h,
2V 3 (s ) - ViU) - V 2 (s ) R, + SL. H YClCOS hAlX°

B3 = —-— — 1 t .— (3.146.C)
3 DEN1

Donde:

DEN1 = (SLg + Rg) Yd ( ...|. + Yci sen h\iX0) +
Kt "r OL i

+ ( Sn" ^° + Ye, eos hXiXo) (3.147)
Ki T oL i

Regresando a la ecuación general de voltajes, si ésta se evalúa para

x " x0 se tiene:

Eiíxo.s) = A! sen hA^ + BÍ eos hX!X0 + A1 sen hX0x0 + Bl eos hXüX0

(3.148.a)

E2(xo,s) = A2 sen \\XI*Q + B2 eos hXiX0 + A1 sen. hX0x0 + Bl eos hX0x0

(3.148.b)

E3(xo,s) = A3 sen hXiX0 + B3 eos hXiX0 + A' sen hx0x0 + B1 eos hx0x0

(3.148.e)

Al reemplazar en (3.148) los valores de las constantes AÍ, A2, A3, A1

BI» B2> B3, B1 se obtiene el siguiente resultado:



94

F fyo O - 2Vi(s)-V2(s)-V3(s) 1 + Vi(s)+V2(s)+V3(s) 1Eilxo.s) __^ ,. ___ h ------ 3 ----- __

(3.149.a)

2V2(s)-Vi(s)-V3(s) 1 . Vi(s)+V2(s)+V3(s) 1- 3 -^--t 3 p

F fvn O - 2V3(s)-Vi(s)-V2(s) 1 . Vi(s)+V2(s)+V3(s) 1tsixo.s; 3 ijpH 3- p^

(3.149.b)

(3.149.C)

Donde:

X = (SLg + Rg) (co "° + ̂  X°)+ (̂ ^ lX° + eos hAlXo)

(3.150)

n - /<í^r, 4. D/1^ ^cos h Ao xo , sen h Xo Xo\o sen 0xo , u, \o - (SLg + Rg) ( RL + ̂  + - ̂ - ) + (___J_L + cos hX()Xo)

i

. (3.151)

> Al reemplazar las ecuaciones (3.42), (3.43), (3.44) y (3.45) en (3.149)

se tiene:

Ei(xo,s) = § VALÍ + * VAL 2
(s2 + w2) D! (s2 + w2) D,

+ § VAL7 + * VALS (3.152.a)
(s2 + w2) Do (s2 + w2) Do
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E2(xo,s) = ? VAL3 + —2 VAL4
(S2 + W2) D! (S2 + W2) D!

? VAL7 + ~^-~—-VALS (3.152.b)
(S2 + W2) Do (S2 + W2) Do

E3(xo,s) = S VAL5 + V VAL6
(S2 + W2) Da (S2 + W2) D!

VAL7 + - ̂ - VALS (3.152.c)
(s2 + w2) Do (s2 + w2) D0

Las ecuaciones obtenidas (3.152) permiten calcular el voltaje de cada

fase, en el terminal de recepción de la línea; la respuesta viene da_

da en-dominio de frecuencia.

Si se pone atención a las ecuaciones (3.150) y (3.151) se nota clara-

mente que éstas contemplan los casos analizados anteriormente en las

seccion-es 3.1.1., 3.1.2. y 3.1.3.

Asi:

- Si se introduce como datos: Lg = O , Rg = O y además se tiene que

= o
RL + SLL

las ecuaciones (3.152) se convierten en las ecuaciones (3.52) obte-

nidas en la sección 3.1.1.
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Si se introduce como datos : Lg = O y Rg = O , las ecuaciones

(3.152) se convierten en las ecuaciones (3.78) obtenidas en la

sección 3.1.2.

- Si se introduce como dato: = O, se tendrían las ecua_

RL + SLL

ciones (3.116) obtenidas en la sección 3.1.3.

Con estos antecedentes» las ecuaciones (3.152) se consideran las

ciones generales que abarcan todos los casos estudiados.

3.2. CALCULO DE CORRIENTES EN DOMINIO DE FRECUENCIA

3.2.1. Corrientes al energizar una linea en vacio desde una barra in-

finita

Debido a que los interruptores están ubicados en el terminal de envío

de la linea, es importante conocer las corrientes que se presentan en

este punto, por lo tanto, dentro de esta Tesis se calcularán únicamen_

te las corrientes que se presentan en el terminal de envío (x = 0).

Si en la ecuación general de corrientes se reemplaza x = O y se

deran las igualdades (3.20) y (3.21) se tiene:

[ Io(s) ] = - Yci[ A ] - Yc0[ v ] A1 (3.153)

que en forma desarrollada es:
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Ii(o»s) = - Ye! Ai - Yc0 A1 (3.154.a)

12(0,5) = - Yci A2 - Yc0 A1 (3.154.b)

Is(oss) = - Yci A3 - Yc0 A1 (3.154.C)

Como las constantes Ai, Aa». A3, A1 son las mismas para las ecuaciones

de voltaje y corriente; se reemplazan dichas constantes por sus valo^

res respectivos determinados en las ecuaciones (3.19), (3.26) y (3.29)

y se obtiene como resultado:

Il{o>s) = _2V1(s)-V?(s)-V3(s) y tan h

3

tan h Ao XQ (3_155_a)

I2(0,s, = 2V?.(s) - V,(s) - V,(s) yci
3

V1(s)+V?(s)+V,(s)

- V.(s) - V2(s)
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r

Si en (3.155) se reemplazan las igualdades (3.42), (3.43), (3.44) y

(3.45):

I,(o,s) = s • VAL1 YCl tan h X, x0 + ^ - YCl tan h x» x0

(s2 + w 2 ) (s 2 + w2)

+ s • VAL7 Ye o tan h X0 x0 + - _ Yc0 tan h X0 x0

(s2 + w2) (s2 + w2)
(3.156.a)

I2(o,s) =
s . VAL3

(s2 + w2)
tan h Xx x0 + w . VAL4

(s2 + w2)
j tan h Xi x

s • VAL7 Yc0 tan h X0 x0 + W ' VAL8 Yc0 tan h X0 x0

(s2 + w2)
(3.156.b)

ls(o,s) = s • VAL5..
(s2+w2)

tan h X! x0 + W ' VAL6 YCl tan h xx x0

+ l_i_M7_ Yco tan h Xo Xo + w. VALS YCo tan h Xo Xo

(s2 + w2) (s2 + w2)
(3.156.C)

Como: Y, -i
Zi

Ye o - 1 (3.157)

- se"
COS hX X0~

tan hX0x0 =.. sen hX0x0

eos hX0x0

(3.158)

Las ecuaciones (3.156) se convierten en:
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Il(0fS) * s ' sen h X l X° VALÍ + - W ' 5en hx ' x« VAL2
(s2+w2)fi i eos H X i X o (s2+w2)^! eos hX iX 0

+ s . sen h X p X p VAL7 + w . sen h X 0 x Q

(s2+w2)^0 eos hX 0 Xo (s2+w2)^0 eos hX0x0

(3.159.a)

j2(0,s) = s ' sen hx*x° - VAL3 - w ' sen hXlX° - VAL4
(s2+w2)fh eos hXiXo (s2+w2)̂ i eos hXiX0

s . sen hXpXp w . sen hX0x0

eos hX0x0 (s2+w2) 0̂ eos hx0x0
(3.159.b)

Is(0,s) = s • sen hXlXo VAL5 w ' sen l ° VAL6
(s2+v/2)fti eos hXiXo (s2+w2)fii eos

s . sen hXpXo w . sen hXPx

eos hX0x0 (s2+w2)S7o eos hX0x0
-(3.159.c)

Las ecuaciones (3.159) permiten calcular en dominio de frecuencia las

corrientes en el terminal de envío de la línea, cuando ésta se energj^

za en vacío desde una barra infinita.

3.2.2. Corrientes al energizar una línea con carga desde una barra in

finita

Al reemplazar en la ecuación (3.154) los valores de constantes Ai, Aa

A3, A1 determinados en la sección 3.1.2. se tiene:
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cos h X i x o , v .
2V i ( s ) - V 2 ( s ) - V 3 ( s ) R, + SL. " + YCl sen h A l X °

I^o.s) = ñ Ye, — u .
v - ; 3 i sen h A i x o

P . e. + Yci cos h X i x oRL H bLL

eos h Xo X Q y , ,
V , ( s ) + V ? ( s ) + V (s) TI + SL ~ + Y C o sen h X o X o
_2_-—__J 1 ye o —t L

U ci° X g + Y ^ n cos h X 0 x 0

(3.160.a)

COS h Xi XQ Y cpn .

2V 2 ( s ) - V ! ( s ) - V 3 ( s ) R. + SL, f YCl sen h Xl X o

I ( o s s ) = Yc i —^ 1— — —

^r-cf—" + Yci cos h Xi x 0
L + 5LL

COS M A Q X n , w r-^i-i U "\

V, (s ) + V (s) + V (s) R. + SL, + Y co sen h xo x o
+ _J 1 ! Ye o—i

sen h X 0 X 0
~B Z-cl T »C.n cui " A 0

"I T *>L.
+ Yr cos h X

(3.160.b)

h "\
OH /^ >/ / ^ ^ w / ^ ^ ' "h _i e i—"~ 4 YCi sen h Ai x.2 V 3 ( s ) - V j ( s ) - V 2 ( s ) R, + SL, 1 AI '

I (o ,s) = Ycj —i 1 ..
cos h

eos h x n xn + y sen h x

Vi (s) + V2(s) + V 3 ( s ) y RL + SLL
c o

RL

(3.160.C)

Si en (3.160) se reemplazan las ecuaciones (3.42), (3.43), (3.44)

(3.45), (3.157) y (3.158) se tiene:
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S • Gl VALÍ + W • Gl VAL2 + S ' G° VAL7
(s2 + W2)HX (s2 + W2)H! (s2 + w2)H0

w • G° VALS (3.161.a)
(s2 + W2)H0

Iz(o.s) = - ̂_Gj - VAL3 + W • Gl VAL4 + s ' ̂  VAL7
(S2+W2)H1 (s2-+w2)H! (s2+w<)H0

w • G° VALS (3.161.b)
(s2 + W2)H0

s • GI VAL5 + W • Gl VAL6 + S ' G° VAL7
w2)^ (S2+W2)H1 (s2+w2)Ho

w • G° VALS (3.161.C)
(s2 + w2)H0

Donde:

eos h Ai x0 sen h AI x0
— + (3.162)

R + SL

eos h A o x0 sen h X0 *o
'oGn = + (3.163)

RL + SLL fio

RL + SL
í - sen h Xi X0 + eos h Xi x0 (3.164)
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H0 = — sen h X0 x0 + eos h X0 X0 (3.165)
RL + SLL

Las ecuaciones (3.161) permiten calcular la corriente en el terminal

de envío para cada una de las fases. La respuesta viene dada en d£

minio de frecuencia.

3.2.3. Corrientes al energizar una linea de vacio desde un generador

real

Si en las ecuaciones (3.154) se reemplazan los valores de las constar^

tes obtenidos en la sección 3,1.3. se tiene:

2Vi(s) - V2(s) - V3(s) sen
h(o,s) = . YCl

eos

Vi(s) + V2(s) + V3(s) sen hX0x0
. Yco

I 2(o,s) =

eos hXoXo+sen hXoX0.Yc0(Rg+SLg)

(3.166.a)

2V2(s) - Vi(s) - V3(s) sen hx^o
2̂

3 eos

Vi(s) + V2(s) + V3(s) sen hX0x0
. Ye0 _̂ ,̂ , _ ,—

eos hXoXo+sen hX0x0.Yc0(Rg+SLg)

(3.166.b)
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2 V 3 ( s ) - V i ( s ) - V 2 ( s ) sen hXiX0

Is(o,s) = . Y
eos hAiXo+sen hXiX0.Yci(Rg+SLg)

V i ( s ) + V 2 ( s ) + V 3 ( s ) sen hX 0 x 0

3 eos hX0x0+sen hX 0 x 0 .Yc 0 (Rg+SLg)

(3.166.c)

Reemplazando en (3.166) las ecuaciones (3.42), (3.43), (3.44), (3.45)

(3.157) y (3.158) se tiene:

s ' Gl VALÍ + w ' Gl VAL2 + s ' G° VAL7
(s2 + W2)HX (s2 + W2)H! (s2 + W2)H0

w • G° VALS (3.167.a)
.2 j_ ...2

(o,s) = -' 's':'Gi VAL3 + w ' G^ VAL4 + L̂ _ÍIL_ VAL7
(s2 + W2)H! (s2 + w2)Hj (s2 + w2)H0

+ w ' Go VALS (3.167.b)
(s2+w2)H0

I3(o,s) = s ' GI VAL5 + w ' Gl VAL6 + s ' Gp VAL7
(s2 + w2)Hi (s2 + w 2 )H j (s2 + w2)H0

w ' G° VALS (3.167.c)
(s2 + . W 2 ) H 0
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Pero en este caso:

sen h Xi x0
(3.168)

sen h Xi x0
Go = (3.169)

fio

sen h Xi x0
> Hi = (SLg + Rg) + eos h X! x0 (3.170)

sen h Xj x0
Ho = (SLg + Rg) • + eos h X0 x0 (3.171)

Las ecuaciones £3,167) permiten calcular la corriente para x = O en

cada fase. La respuesta viene dada en dominio de frecuencia.

3.2,4. Corrientes al energizar una línea con carga desde un generador

real

Al reemplazar los valores de las constantes A19 A2> A3, A1 obtenidos

en la sección 3.1.4, en la ecuación (3.154), el resultado es:

COS I l / V l / X p . y 1 .

2Vi(s) - V2(s) - Vs(s) R, + SL, YCl se" h Al X|

Ii(o.s) = . Yci —L L

DENi

cos hXpXp , v . ,
Vi(s) + V2(s) + V3(s) R. + SL, + Yc° sen h Xo x°

. YCO T
DENQ

(3.172.a)
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COS h AI X p y , ,

2V2(s) - V!(s) - V 3 (s ) R, + SL. YCl sen h Al x°
I2(o,s) = . YCr-¿ 1

Vi (s ) + V 2 ( s ) + V 3 ( s )
+ . Ye,

eos h AQ x0

DENi

\l • \r — i -v—ií- 4 - V ^ con n i v< 11- O -»1-!) II A o A o

DENQ

(3.172.5)

eos h A! XQ , y . .
2V3(s) - V!(s) - V2(s) R. + SL. ~+ YCl S6n h Xl X

L

i A O

Vi(s) + V2(s) + V3(s) R, + SL
COS h Xp Xp , v oeirí . ,

~+ YC° S6n h A° Xo

3 DEN0

(3.172. c)

Reemplazando en (3.172) las ecuaciones (3.42)s (3.43), (3.44), (3.45)

(3.157) y (3.158) se tiene:

Iilo.s) = S ' GI VALÍ + -̂̂ J— VAL2 + s ' G" VAL7
(s2 + w2)Da (s2 + W 2 ) D j (s2 + W 2 )D 0

+ w ' G Q VALS (3.173.a)
(s2 + W 2 ) D 0

I 2 (o,s) = S ' G] VAL3 + ^-^— VAL4 + s ' G" VAL7
(s2 + W2)D! (s2 + w2)Dx (s2 + W2)D0

+ w • G-Q VALS (3.173.5)
(S2 + W 2 )D 0



106

I3(o,s) = 5 • Gl VAL5 + W- l̂— VAL6 + *-^— VAL7
(s2 + WZ)D! (s2 + W2)D, (s2 + W 2 )D 0

w • G° VALS (3.173-c)
(s2 + w 2 )D 0

En donde:

eos h A! x 0 sen h \i X 0

+ (3.174)
R , + SL, Í2i

eos h A 0 x0 sen h A 0 x0

Go = + (3.175)
R, + SL, fio

Dl = (SLg + Rg)(C°S ^ ¡I X°

+ (ñ—i'ci " sen h Xa X 0 + eos h X j X 0 ) (3.176)
RL "h SLL

D o =

fio—

, L

sen h Ao x0 + eos h X0 x0) (3.177)

Las ecuaciones (3.173) permiten calcular las corrientes en el terminal

de envío de la linea, cuando ésta se energiza con carga desde un gene-
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rador real; sin embargo, con un adecuado manejo de las variables, es

posible analizar una serie de alternativas, como las siguientes:

a) Para Rg = Lg = O y R ^ $L = O

las ecuaciones (3.173) se convierten en las ecuaciones (3.159) ob_

tenidas en la sección 3.2.1.

b) Para Rg = Lg = O

las ecuaciones (3.179) se convierten en las ecuaciones (3.161) ob_

tenidas en la sección 3.2.2.

C) Para -

las ecuaciones (3.173) toman la forma de las ecuaciones (3.167) ob_

tenidas en la sección 3.2,3.

Con estos antecedentes, se concluye que las ecuaciones (3.167) son

ecuaciones generales que incluyen todos los efectos analizados ante-

riormente, por lo que, serán utilizadas para los procesos posteriores.

3.3. APLICACIÓN DEL TEOREMA DEL RESIDUO

El Teorema del Residuo es un instrumento que permite transformar una

expresión que se encuentra en dominio de frecuencia a dominio de tiern

po, en otras palabras es un método para determinar la transformada in
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versa de Laplace.

En forma bastante general, el Teorema del Residuo dice: "La Transfor_

mada inversa de Laplace de una expresión en dominio de frecuencia es

igual a la suma de los residuos debidos a cada uno de los polos de

dicha función".

F(t) = I residuos de est F(s) (en los polos de f(s)) (3.178)

La aplicación del Teorema del Residuo requiere por tanto, del cálcu-

lo previo de los polos de las funciones determinados en dominio de

frecuencia.

Para tener una idea clara de la forma de los polos, se analiza la for_

ma general de las expresiones determinadas para la energización- de

una línea en vacio desde una barra infinita, que es el caso más sencj_

11o;

E(xo,s) = 5 K! + S K2
(s2 + w2) eos h AI x0 (s2 + w2) eos- h Ai x0

(s2 + w2) eos h Ao x0 (s2 + w2) eos h A0 x0
(3.179)

En esta ecuación aparecen dos componentes: una de secuencia positiva

y otra de secuencia cero.
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SI una función F(s) se expresa de la forma:

entonces los polos de F(s) son las raíces de B(s), es decir» aquellos

valores de s que hacen B(s) = 0.

En la componente de secuencia positiva se plantea la ecuación:

(s2 + w2) eos h Xa X0 = O (3.181)

De aquí se obtienen dos igualdades:

a) s2 + w2 = O (3.182)

de donde: s = +_ jw (3.183)

La igualdad (3.182) determina la existencia de un par de polos com,

piejos comjugados que corresponden a la frecuencia fundamental de

oscilación. Esta frecuencia, impuesta por la fuente, es totalmen^

te independiente de los parámetros de la línea.

b) eos h A! x0 = O (3.184)

Por definición de coseno hiperbólico se tiene:

,
— = 0 (3.185)



110

De donde: i2XlX° = - 1 (3.186)

Pero AI es una función de s que es una variable compleja.

La teoría de variable compleja plantea lo siguiente

"Si se tiene una relación e = z ; de donde:

y y = u + j v

entonces z debe tener la forma:

s = r

y por lo tanto:

u = In r

v = 9 + 2K-ÍT

La variable compleja w tiene la forma:

y = In r + j (6 + 2m) " 8

Acomodando la ecuación (3.186) al caso general indicado» se tiene;

y = 2 AI x0
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z = - 1 = r [ eos (O + 2mr) + j sen (O + 2mr) ] (3.187)

De (3.187) se obtienen dos ecuaciones:

r eos (O + Znir) = - 1 (3.188)

r sen (O + 2nir) = O (3.189)

SÍ 0 = - TT

eos (-TÍ + 2mr) = -1 para cualquier n=l,2535

sen (-TT + 2n-rr) = O para cualquier n

por lo tanto r = 1

En conclusión:

2 A! x0 = ln 1 + j TT (2n - 1)

pero ln 1 = O

entonces 2 Ai X0 = j TT (2n - 1) n=l,2s39...

j u (2n " !) (3.190)

Por otro lado se conoce que:
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Ai = /ZiYi' = / s2LiCi + sRiCi (3.191)

Igualando. (3.190) y (3.191):

/ S2LX d + s RÍ Ci= -¿—i * (2n - 1) (3.192)

Elevando al cuadrado ambos miembros:

> s2 L! d + s Rx d = - - - 7T2 ( 2 n - I)2

s2 Lj d + s R! Ci + T r 'ir2 (2n - !)2 =° (3.193)

Resolviendo (3.193) se tiene:

n = 1,2, 35 ----

Los polos debidos a (3.184) tienen la forma:

(3.194)

Sn = a + j bn (3.195)

Se ha obtenido por lo tanto una serie infinita de polos complejos

jugados.

Estos polos corresponden a las frecuencias naturales de oscilación -

del sistema y dependen de los parámetros y longitud de la línea.
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La respuesta para la componente de secuencia cero tiene la misma

forma:

a) s = + jw frecuencia fundamental

b) Sno = a0 ± j bn0 frecuencias naturales en secuencia cero

n = 1, 2, 3,,,.

En la ecuación general de voltajes en dominio de frecuencia (3.152) -

se puede realizar el mismo análisis, para determinar los polos, así:

a) s2 + w2 = O

s - +_ jw Frecuencia Fundamental

b) Di = O

Reemplazando el valor de Dj dado en la ecuación (3.150)

/ci « -L D«\/COS h AI XD , sen h Ai XQ\ /ni sen h AI XQ , u •* ^ n(SLg + Rg)( R + ̂ —~ + —̂-) + (—^—+ ̂  —~ + eos h Ai x0) = O

(3.196)

Este ecuación no tiene una solución directa, para su resolución es ne^

cesario recurrir a métodos iterativos.

> Luego de implementar en el Computador Digital- una técnica numérica -

que utiliza el Método Iterativo de Newton se determinó que las raíces
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o soluciones de la ecuación (3.196) tienen la forma;

Sn = an + j bn (3.197)

y para la componente de secuencia cero:

no " ano i J bn (3.198)

La solución corresponde a una serie infinita de raíces complejas coii

jugadas, que físicamente corresponden a las frecuencias naturales de

oscilación del sistema.

La respuesta en dominio del tiempo será la suma del residuo corres-

pondiente a la frecuencia fundamental más el sumatorio de los resi-

duos correspondientes a las frecuencias naturales.

La respuesta en dominio del tiempo debida a la frecuencia fundamental

tiene la forma:

-OC-

FIG. 3.6
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La respuesta debida a cada frecuencia natural de oscilación tiene la

forma:

Viíf)

FIG. 3.7

El voltaje total en dominio del tiempo es la suma de una señal sinu-

soidal más una serie de sinusoides amortiguadas.

Cada sinusoide amortiguada tiene su propia atenuación, frecuencia de

oscilación y ángulo de fase.

Si s = a + j b

la atenuación viene dada por "a" y la frecuencia por "b".

Por el desarrollo realizado en el Apéndice B se sabe que si una fun-

ción tiene la forma:

F(s) = A(s)
WT
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El residuo debido a un par de raíces complejas conjugadas de la forma

s = a + j b

se calcula mediante la expresión:

Ais)
B(s)/(s2 - Zas + a2 + b2)

donde a es el ángulo de fase de

s=a+jb
sen(bt + a) (3.199)

A(s)

B(s)/(s2 - 2as + a2 + b2) s=a+jb
(3.200)

3.3.1. Cálculo de voltajes transitorios

Como se había indicado anteriormente se trabajará en base a las ecua-

ciones (3.152) porque éstas incluyen todos los casos analizados.

El modelo general de las ecuaciones (3.152) es el siguiente:

E(xoss) = w

(s: (s:
K2 (sec. positiva)

K3 +
(s2 + W2)D0 * (s2 + W2)D0

(sec. cero) (3.201)
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3.3.1.1. Respuesta para secuencia positiva

La componente de secuencia positiva viene dada por la expresión:

E(+)(x0iS) „ _3 K l + *-
(s2 + w2)Dj (s2 + v

a) Respuesta a frecuencia fundamental (s = ĵ  j w)

De acuerdo a la forma general de s:

(3.202)

a = O (3.202.a)

b = w (3.202.b)

Reemplazando (3.202) en (3.199) se tiene

R =
w (s2 + w2)D!/(s2 + w2)

KI sen (wt + a1)
s=jw

w
W K2 sen (wt + a )

s=jw

(3.203)

De donde:

R -
w

s

Di

KI sen (wt + a1) +

s=jw Di
K2 sen (wt + a) (3.204)

s=jw
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Si en el primer término de (3.204) se aplica la propiedad de la

transformada de Laplace que dice:

11 si (F(S)} = f(t)

s F(s)) = f'(t) (3.205)

se obtiene:

R = Kj COS (wt + a) + 1

s=jw 1

K2 sen (wt + a) (3.206)

Sacando factor común:

R = Di ^ eos (wt + a) + K2 sen (wt + a)) (3.207)
s=jw

El factor D! contiene dentro de 5i a términos de la forma sen hXiX0

y eos hAiX0) en este caso

i = /j w R! Ci - w (3.08)
A

Por otro lado:

0 = ta-1 flm (HDlll
a t9 [Re (1/DJJ

(3.209)

Aplicando la ecuación (3.207) para cada una de las fases:



119

REi = VALÍ eos (wt + a) + VAL2 sen (wt + a)} (3.210.a)

RE2 =
Di

(VAL3 eos (wt + a) + VAL4 sen (wt + a)} (3.210.b)
s=jw

RE3 =
s=jw

VAL5 eos (wt + a) + VAL6 sen (wt + a)} (3.210.c)
i

b) Respuesta a frecuencias de la forma sn = an + j

Aplicando (3.199) a (3.202):

e

ant s N Ki sen (bnt + ai ) +

bn

bn
w N

(s2 + w2)Di
K2 sen (bnt + (3.211)

Donde: N = sn2 - 2 an $n + 2 . k 2 (3.212)

Aplicando la propiedad de la transformada de Laplace (3.205) se

tiene:

R =
(s

bn

--e8"* sen(bn t +
dt

bn (s
w K2 sen (bn t + ai)

j bn

(3.213)
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dt
eant sen (bn t + cu) = an eant sen (bn t + cu)

+ bn eant eos (bn t + cu) (3.214)

Reemplazando (3.214) en (3.213) y agrupando términos semejantes se

obtiene:

R =
bn (s

I bn eos (bn t + ai)

an + K2 w) sen(bn t + ai) (3.215)

Pero al reemplazar + j bn en

N

.(s2 + w2) Di

N se hace cero al igual que DI; es decir, se produce una indetermina^

ción de la forma O/O que puede superarse aplicando la propiedad de

L'Hopital que consiste en derivar numerador y denominador independien^

temente.

Asi:

N = 2 (sn - an) (3.216)

"3T Di = DERFi (3.217)
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DERFi = (SLg + Rg) fsen h Xl Xo d Xl Xo - cos h X' x° L.
I RL + SLL ds (RL + SLL)2

-eos h XiX0 d Ai XQ
ds

cos h A I X Q + sen h Ai x 0 , ,

(RL + SL L ) 2 fli

RL + SLL

™~ U -Vcos n AI d Xi sen h AI x(

ds (RL + SLL)2

+ sen h AI d AI XQ

ds
(3.218)

Donde:
ds 2/ sn2 Lj Ci + sn RI Cj'

(3.219)

Aplicando (3.216) y (3.218) en (3.215) se obtiene

R =
sant

"bn"
- an)

(s
j bn cos(bn t

an + K2 w)sen(bn t (3.220)

Extendiendo la ecuación general (3.219) para cada fase:

RREí =
bn

2(sn -

(s
j VALÍ . bn . cos (bn t + ai)

j bn

+ (VALÍ . an + VAL2 w) sen (bn t + ai) (3.221.a)
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RRE2 =
2 (sn - an)

(s2 + w2)DERFi
VAL3 bn eos (bn t + ax)

(VALS . an + VAL4 w) sen (bn t + a.,)\)

RRE3 =
2 (sn " an)

(s2 + w2)DERFj
VAL5 bn eos (bn t + ai)

sn=an+j bn

.+ (VALS , an + VAL6 w) sen (bn t + ai)

Si
2(sn - an)

(s2 + w2)DERFi
= H(sn)

bn

Entonces: ai = tg"1 Jim (H(sn))/Re (H(sn))|

(3.221.c)

(3.222)

(3.223)

3.3.1.2. Respuesta para secuencia .cero

Las expresiones para secuencia cero pueden obtenerse por analogia,dj_

rectamente de las ecuaciones halladas para secuencia positiva, recor_

dando que la componente de secuencia cero es igual para las tres fa_

ses.

a) Respuesta a frecuencia fundamental s = +_j w

io = RE20 = REso =
r
< VAL7 cos(wt+ao)+VAL8 sen(wt+ao)

s=jw
(3.224)
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n , 4.Donde: a0 « tg-i (3.225)

Dentro del factor Do aparecen los términos sen h X 0 x 0 y eos h A 0 x 0

en los cuales:

A 0 = /3 W Ro Co - w2 Lo Co' (3.226)

b) Respuesta a frecuencias de la forma sn = ano + j b

RRE1 0 = RRE 2 o ~
2(sno - ano)

s2 + w2)DERF

VAL7 bno eos (bno t + a10) + (VAL7 ano + VALS w) sen (bnot

dio (3.227)

Donde:

sen
DERF0 = (SLg + Rg) -r- r̂~

l KL 5LL

eos

eos hX0x0

ds

f eos hx0x0 sen hx0x0
+ < -x : r— +

RL í SLL

f i pCOS hXpXp d X o X Q fio Ll sen hXpXp ., dXoX 0

2 • sen nA°X° ~ ~(R

(3.228)
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•3É

,
2 /sn20 L0 C 0 + sno R0 c

Si: = H(snJ (3.230)

1 m (H(sno))

(s« + w»)DERF, f _Jb

- tr- tg

3.3.1.3. Respuesta total

Finalmente el voltaje total para cada fase en dominio del tiempo se

calcula mediante las siguientes relaciones:

n
EiT(xo,t) = REi + REio + 2 (RREí + RREio) (3.232.a)

1

n
E2i(xo5t) = RE2 + RE10 + Z (RRE2 + RREio) (3.232.b)

1

n
E3T(xo9t) = RE3 + REio + E (RRE3 + RREio) (3.232.c)

1

Respuesta Respuesta libre
forzada o transitoria

3.3.2. Calculo de corrientes transitorias

Para la aplicación del teorema del Residuo se consideran las ecuacio^

nes (3.173) que abarcan todos los casos analizados.

El modelo general de estas ecuaciones es el siguiente:
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(S2 + W2) D! (s2 + w2)
K2

w (3.233)
(s2 + w2) Do (s2 + w2) Do

3.3.2.1. Respuesta para secuencia positiva

La componente de secuencia positiva viene dada por la expresión:

W K2 (3.234)
($2 + W2) D3 (s2 + w2) DX

En' la ecuación (3.234) se puede notar que el denominador es igual al

de la ecuación (3.202) correspondiente a la componente de secuencia

positiva del voltaje; por lo tanto los polos o frecuencias de oscilé^

ción son los mismos indicados anteriormente.

a) Respuesta a frecuencia fundamental (s = +_ j w)

De acuerdo con la forma general de s = a +_ j b; para este caso

a = O (3.235.a)

b = w (3.235.b)

. Aplicando (3.199) en (3.234) se tiene:
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R =
w (s2 + w2) ̂/(s2 + w2)

i sen (wt + £')

w
w

(s2 +.w2) Di/ts2 + w2)
K2 sen (wt + 3) (3.236)
s=jw

De donde:

R = w sen(wt+6') sen(wt+3) (3.237)
S=JW

Al aplicar la propiedad de la transformada de Laplace indicada en

(3.205) se tiene:

R = KI eos (wt + 3)
s=jw Di K2 sen (wt + 3) (3.238)

s=jw

Sacando factor común

R = I eos (wt + 3) + K2 sen (wt + 3) (3.238)
s=jw

Los factores GI y DI contienen a términos de la forma sen h Xi

y eos h Xi x0s en los cuales:

\i = / j w Ri Ci - w2 Li C (3.239)

Por otro lado:
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o -
6 - -1 Im (GI/D')

Re (Gi/DJ (3.240)

Aplicando la ecuación general (3.238) a cada fase se obtiene:

Rh =

RI2 =

VALÍ eos (wt + B) + VAL2 sen (wt + g)

S=JW (3.241.a)

| VAL3 eos (wt + 3) + VAL4 sen (wt + 3) f

(3.241.5)s=jw

RI3 =
s=jw

VAL5 eos (wt + 3) + VAL5 sen (wt + 3)

(3.241.c)

b) Respuesta a frecuencias de la forma: Sn = an +_ j

Reemplazando (3.199) en (3.234) cuando:

a = an

b = bn

se tiene:

R =_ e S N Gi

(s2 + w2)Di
sen (bnt + 61 ' )

' + £ ' w N Gi

(s2 + w2)Di
K2 sen (bn f + (3.242)
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Donde: N = sn - 2 an sn + an + (3.243)

Aplicando la propiedad de la transformada de Laplace indicada en

(3.205) y sacando factor común el resultado es:

R = I Ki bn eos (bn t +

sn=an+j bn

. an + k2 w) sen (bn t + (3.244)

Sin embargo» al reemplazar sn = an + j bn en

N 6j
(s2 + W2)DX

N y DI se hacen cero; se presenta por lo tanto una indeterminación

de la forma O/O; este problema se soluciona aplicando la propiedad

de L'Hópital indicada anteriormente:

Asi: 7ÍT N = 2(sn - an) (3.245)

» - DERF, (3.246)

La variable DERFj está descrita en la ecuación (3.218)

Aplicando (3.245) y (3.246) en (3.244) se obtiene:
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R =
>a nt 2(sn - an) GÍ

(s2 + w2)DERFa
. bn . eos (bn t + Bi)

i bn

i . an + K2 . w) sen (bn t + Si) (3.247)

Si. 2(sn - an) G!

(s
= H(sn) (3.248)

sn=an+j bn

entonces Bi =
,-i Im H(sn)

Re H(sn)
(3.249)

Aplicando la ecuación general (3.247) para cada fase

RRIi =
2(sp -
(s2 + w2)DERFi

| VALÍ . bn . eos (bn t + Bi)

b

+ (VALÍ . an + VAL2 w) sen (bn t + 61) (3.250.a)

KKl 2 ~
2(sn - an) Gi

(s2 +
VAL3 . bn .eos (bn t +

b

+ (VAL3 . an + VAL4 w) sen (bn t + 61) (3.250.b)

RRI3 =
bn

2(sn - an) G!

(s2 + W2)DERF:
JVAL5 . bn . eos (bn t +

bn .

(VALS . an -f VAL6 w) sen (bn t + Bi) (3.250.c)
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3.3.2.2. Respuesta en secuencia cero

Las expresiones en secuencia cero pueden obtenerse directamente por

analogía a partir de las ecuaciones determinadas en secuencia posj_

tiva. Se debe recordar que la componente de secuencia cero es

igual para las tres fases.

a) Respuesta a frecuencia fundamental (s = +. j w)

RI io = a o 3 o
S-JW

VAL7 eos (wt +

Donde: - tn-i J Im(Go/D0)
r9 J R e ( G o / D o )

(3.251)

(3.252)

Los factores G0 y D0 contienen elementos del tipo sen h X0 x0 y

eos h A0 x0enlos cuales:

A0 = / j w Ro Co - w2 L (3.253)

b) Respuesta a frecuencias de la forma sno = ano +_ j bn0

RRIio = RRIzo = RRIao =

VAL7 bn

(s2 + W2)DERF0

ano+VAL8 w)sen(bn0t+í3io)[ (3.254)
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Si:
(s2 + W2)DERF0

= H(sno)

no no no

810 ~~
Im H(sno)

Re H(snfl)

(3.255)

(3.256)

3,3.2.3, Respuesta total

La corriente en el terminal de.envío expresada en dominio del tiempo

se calcula mediante las siguientes expresiones:

Rh + RIio + £ (RRIi + RRIio)
1

(3.257.a)

IzT(xo,t) = RI2 + RIio + 2 (RRIz + RRIio)
1

(3.257.b)

I3T(xo,t) = RI3 + RIio + £ (RRIs + RRIio) (3.257.C)

Respuesta
forzada

Respuesta libre
o transitoria
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CAPITULO IV

PROGRAMA DIGITAL

4.1. GENERALIZACIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO

El modelo matemático debe considerar todos los casos analizados en

el Capítulo III; éstos son:

- Energización de una linea en vacío desde una barra infinita.

- Energización de una línea con carga desde una barra infinita.

- Energización de una línea en vacío desde un generador real.

- Energización de una línea con carga desde un generador real.

Al hablar de carga, ésta puede ser:

- Puramente resistiva.

- Del tipo R - L.

Igualmente, la impedancia del generador puede constar de:

- Una parte resistiva y una parte reactiva; ó
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- Solamente de una reactancia inductiva.

Anteriormente se indicó que las ecuaciones halladas para la energiza^

ción con carga desde un generador real, tanto de voltajes como de

corrientes, pueden ser adaptadas a cualquiera de los casos indicados

a través del manejo adecuado de los valores que toman las variables;

sin embargo, la implementación de estas ecuaciones en el Computador

Digital, dada la forma como están expresadas, pueden acarrear algu-

nos inconvenientes que deben analizarse para realizar las modifica-

ciones adecuadas.

Así por ejemplo, en el cálculo de los voltajes transitorios la ecua^

ción que permite determinar el residuo debido a la frecuencia funda^

mental en secuencia positiva tiene la forma:

jy- VALÍ eos (wt + a) + VAL2 sen (wt + a)

En esta ecuación:

- VALÍ y VAL2 son constantes que dependen del voltaje de la fuente

en cada fase y del ángulo de energización de la fase A.

- w es la frecuencia angular impuesta por la fuente y por lo tanto ,

es una constante.

- a es el ángulo de fase y viene dado por la expresión
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Donde se nota claramente que a depende del factor DI.

En consecuencia, la variable Di es la que encierra dentro de sí las

condiciones del sistema y esto se comprueba en la ecuación (3.150).

Di = (SLg + Rg)(cgs * ** x° + sen h ' x°

Los parámetros de la linea Rls tlf C\n considerados en las va-

riables Ai y ÍU , los parámetros de la carga son R|_ Y L[_, los parame^

tres del generador son Rg y Lg.

Es entonces, esta ecuación la que permite seleccionar el tipo de ene£

gización, dependiendo de los valores que tomen las variables.

Si se quiere analizar el caso de energización desde una barra infini-

ta simplemente se reemplaza Rg y Lg por cero y la ecuación toma la

forma :

- Oí S*n 11L X° + eos h A! X0 (4.1)VL ^L

Para una carga puramente resistiva se reemplaza LI = O y la ecuación

es;

Di = -Ir— sen h AI x0 + eos h AI x0 (4.2)
RL
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Si en el computador digital se introducen como datos:

Rg = Lg = LL = O

no se presenta ningún problema y el computador trabaja en la ecua

ción (4.2); pero si se desea estudiar el caso de energización en v

cío hay que reemplazar en la ecuación (3.150).

Rg = Lg = oo

como = O 9 ésta toma la forma
00

D1 = (SLg + Rg)sen h xx x0/ñi + eos h AI x0 (4.3)

En el computador digital no se puede introducir como dato el infinj_

to;.la alternativa es entonces utilizar valores sumamente grandes ,

dentro de los límites permitidos (p. ej. 1075 es Doble Precisión).

Para evaluar las molestias que trae consigo esta alternativa, se reein

plaza:

RL + SLL
= FACT (4.4)

y para energización en vacío se introducen como datos:
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En la realidad una impedancia de carga igual a cero, quiere decir -

que el terminal de recepción de la línea está en cortocircuito; pe_

ro en esta tesis, esta consideración representa solamente un meca-

nismo para facilitar la realización del Programa Digital.

El programa está estructurado de tal manera que si se lee como da-

tos Ri = O y L|_ = O, asigna a la variable FACT el valor

FACT = O + j O

de lo contrario toma el valor indicado en (4.4) o bien, si R, = O y

LL i- 0.

FACT =
SLL

ó si R j O y L = O

FACT = l

RL

Con esta variación la ecuación (3.150) toma la forma:

Di = (SLg + Rg)(cos h AI x0 • FACT + sen h AI x0/íh)

+ ÍÍ! sen h Ai x0 • FACT + eos h Ai x0 (4.5)

De igual manera, para secuencia cero:
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Do = (SLg + Rg)(cos h A0 x0-FACT + sen h A0 X0/fio) +

+ fio sen h A0 x0 • FACT + eos h A0 x0 (4.6)

En el cálculo de los residuos, debidos a las frecuencias naturales

de oscilación, aparecen los términos: DERFi y DERF0 para secuencia

positiva y cero, respectivamente.

Como DERFj = -̂ - DI

y DERFo = -̂ - D0

La variación realizada es igualmente válida para este caso.

En el cálculo de corrientes transitorias, además de los términos DI ,

DD , DERFi y DERFo aparecen Gt y G0 que, de acuerdo con las ecuacio -

nes (3.174) y (3.175) son:

Gi = eos h xrxp + sen h Xi Xo/fli

sen

En la generalización del modelo matemático toman la forma:

GI = eos h Ai xo'FACT + sen h Ai XoAh (4.7)

G0 = eos h A0 Xo'FACT + sen h A0 x0/fio (4.8)
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Las variables consideradas, impl ementadas en el computador con su

nueva forma, permiten un fácil acceso al programa para analizar cual_

quiera de las alternativas que éste ofrece, simplificando al máximo
É

el problema de introducción de datos.

4.2. EFECTOS DEL TIPO DE CIERRE DEL DISYUNTOR

Para proporcionar una mayor flexibilidad al programa digital, se

sidera que el cierre del disyuntor puede realizarse de dos maneras

- Cierre simultáneo

- Cierre no simultáneo

Para la simulación del cierre no simultáneo se utiliza una función

de retardo de tiempo en los voltajes de fase de la generación.

En la teoría de la Transformada de Laplace, la función de retardo

de tiempo es

e'T°s f(s)

Si -'«•) = F(t)

entonces ^ je"T°s f(s) | * F(t-T0)

Donde . F(t) = O cuando t < O
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Esto significa que si en el momento de la energización (t = 0) una

de las fases no cierra, el voltaje en esta fase es igual a cero has^

ta cuanto To = t.

En la realidad, durante el intervalo de tiempo O - T0 aparece un

pequeño voltaje en la fase que no ha cerrado debido al acoplamiento

mutuo existente con las fases que si están energizadas.

4.2.1. Cierre simultáneo

Las expresiones de voltaje y de corriente contienen una componente -

de secuencia positiva que es propia para cada fase y una componente

de secuencia cero, común para las tres fases y que está afectada por

las constantes VAL7 y VALS, cuyas expresiones son:

VAL7 = (Vi sen i + V2 sen (i + ZTT/S) + V2 sen (i - 27T/3) )/3

VALS = (V! eos i + V2 eos (i + Z-rr/S) + V3 eos (i - 27T/3) )/3

Al producirse el cierre simultáneo, para cualquier instante de tiein

po» se cumple:

Vi = V2 = V3 (4.9)

porque se supone que los voltajes en la barra infinita o en la sali-

da del generador son equilibrados.
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Con esta condición las constantes VAL7 y VALS son iguales a cero pa_

ra cualquier instante de tiempo.

Por lo tanto, al producirse un cierre simultáneo, la componente de

secuencia cero, tanto para voltajes como para corrientes, es nula y

aparece únicamente la componente de secuencia positiva.

Este resultado es lógico si se considera que con un cierre simultá^

neo, el sistema permanece siempre balanceado y que en general las

componentes (voltaje y corriente) de secuencia cero aparecen como

consecuencia de un desbalance en el sistema.

Las ecuaciones de voltaje en dominio de tiempo, toman la forma:

n
Eil(xo,t) = REi + E RREj. (4.10.a)

1

n
E2T(xo,t) = RE2 + Z RRE2- (4.10.b)

1

n
E3T(xo,t) = RE3 + Z RRE3 (4.10.c)

y las ecuaciones de corriente:

n
IiT<xo,t) = RIi + Z RRIi (4.11.a)

n
I2T(xo,t) = RI2 + Z RRI2

1
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n
.t) = RI3 + Z RRI3

1

4.2.2. Cierre No Simultáneo

Si se considera, por ejemplo, que al producirse la energización, la

fase A no cierra a t = O sino con un retardo t = T0; matemáticamente

este efecto puede modelarse utilizando una función paso de retardo -

que afecta al voltaje de la fase A y las expresiones de VAL7 y VALS

toman la forma

VAL7 = ( Y! sen i U(t - T0) + V2sen (i + 27r/3) + V3 sen (i - 2ir/3) ) /3

(4.12)

VALS = ( Y! eos i U(t - T0) + V2 cos(0 + 27T/3) + V 3 cos((í - Zir/S) ) /3

(4.13)

U(t - To) -* función paso de retardo.

Como es lógico de suponer, las constantes VALÍ a VALS también se ve^

rán afectadas pero en esta parte del estudio interesa únicamente cô

nocer los efectos en VAL7 y VALS.

Para tiempos menores a T0 se tiene:

Vi * O

V* » V3
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y por tanto VAL7 i- VALS i O

En consecuencia, durante el periodo considerado entre t = O y t = T0

aparece las componentes de secuencia cero y la respuesta de volta-

jes y corrientes viene dada por las ecuaciones (3.232) y (3.257) -

respectivamente.

Esta influencia de la componente de secuencia cero desaparece en el

instante en que cierra la fase A (t = T0), ya que el sistema a par-

tir de este momento es equilibrado.

La utilización de la función paso de retardo permite realizar una

serie de análisis, tales como:

a) Efecto del cierre secuencial del disyuntor.

b) Efecto del acoplamiento mutuo entre fases.

c) Efecto de la falla del disyuntor en el cierre de una de las fa-

ses.

4,3. DESCRIPCIÓN DEL PROGRAMA PRINCIPAL Y SUBRUTINAS

4.3.1. Programa Principal

El programa principal esta constituido por tres bloques principales:

1) Lectura e impresión de datos.
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2) Cálculo de voltajes transitorios e impresión de resultados.

3) Cálculo de corrientes transitorias e impresión de resultados.

Bloque 1:

En esta parte del programa se leen e imprimen todos los datos reque_

ridos para el cálculo. (La descripción de las variables y sus res-

pectivos formatos se detalla en el Apéndice C).

Bloque 2:

El procedimiento seguido para el cálculo de los voltajes transito -

ríos es el siguiente:

a) Cálculo de las frecuencias de oscilación del sistema para secuen_

cia positiva.

b) Cálculo de la amplitud y fase de la componente de frecuencia

famental , en secuencia positiva-.- - .:=..-. ,-^r,,-

c) Cálculo de la amplitud y fase de las componentes correspondientes

a las frecuencias naturales de oscilación en secuencia positiva.

d) Si el cierre del disyuntor no es simultáneo» se repiten los pa-

sos a)» b) y c) para secuencia cero.

e) Si el cierre no es simultáneo, se calculan las constantes VALÍ a
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VALS tomando en cuenta los tiempos de retardo, de lo contrario ,

para cierre simultáneo se reemplazan directamente los valores de

Vi, Va, Va leídos como datos en las ecuaciones (3.40), (3.41),

(3.46), (3.47), (3.48), (3.49), (3.50), (3.51).

f) Cálculo del voltaje a frecuencia fundamental en secuencia cero.

Si el cierre es simultáneo se asigna el valor cero.

g) Cálculo del voltaje a frecuencia fundamental en secuencia positi_

va.

h) Cálculo del voltaje total a frecuencia fundamental (Voltaje en

estado estable).

i) Cálculo del voltaje debido a cada frecuencia natural de oscilación

en secuencia cero. Si el cierre es simultáneo se asigna el valor

cero.

j) Cálculo del voltaje debido a cada frecuencia natural de oscila-

ción en secuencia positiva.

k) Cálculo del voltaje total debido a las frecuencias naturales.

1) Cálculo de la suma de voltajes en estado estable y transitorio.

m) Se imprimen los resultados, primero en forma de tabla en la que

se indica el tiempo en milisegundos y el voltaje correspondiente
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a cada una de las fases en p.u.; seguidamente se grafican los r¿

sultados de cada fase independientemente.

Bloque 3:

El procedimiento para el cálculo de las corrientes transitorias es

exactamente igual al seguido para el cálculo de voltajes.

4.3.2. Descripción de las subrutinas

SUBRUTINA FCT

Dados los parámetros de la línea en secuencia positiva (Ri, LÍ5 Ci)

o en secuencia cero (R05 L0, C0); los parámetros déla carga (R|_ y

LL), los parámetros del generador (Rg y Lg) y la longitud de la lí^

nea (x0)> calcula el valor de 0: y DERFj en secuencia positiva ó Do

y DERFo en secuencia cero, para un valor de s dado.

SUBRUTINA RTNI

Utilizando el proceso iterativo de Newton, esta subrutina calcula u_

na raíz de la ecuación no lineal.

Di = O (para secuencia positiva)

ó DO = O (para secuencia cero)

de acuerdo a un valor inicial Xo dado.
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El algoritmo seguido es el siguiente;

f(xi)_

En cada iteración se necesita evaluar f(x) y ff(x) y para ello se

utiliza la subrutina FCT.

El proceso iterativo termina si se cumplen las siguientes condicio-

nes:

6 < e

10° '

donde:
si

xi+i - xi s

£1 valor e es el criterio de convergencia y viene dado como dato del

programa.

Si estas condiciones no se cumplen luego de un número máximo de ite_

raciones (dato del programa) aparece un mensaje de error.

Cuando la derivada f (x), evaluada en la subrutina FCT es igual a cê

ro, el proceso se detiene y aparece un mensaje de error. Si para un



147

valor x.+1 se cumplen las condiciones indicadas entonces x. , es la

raíz de la función considerada.

Nota importante: Esta subrutina calcula solamente una raíz de la

función. Si existen más raices el proceso debe repetirse completa-

mente con un nuevo valor inicial XQ.

Si se tiene un vector formado por varios números complejos, esta ^
\a los ordena en forma ascendente tomando en consideración ünica^

mente la parte imaginaria y finalmente les asigna una variable sus-

crita s(i).

SUBRUTINA CONPF

Esta subrutina calcula las frecuencias de oscilación del sistema y

para ello parte de un valor inicial:

S = PR + j PIM

donde las variables PR y PIM son datos del programa.

Utilizando este dato como valor inicial x0, llama a la subrutina

RTNI que calcula la raíz de la función DX(S) ó Do(s).

En la sección 3.3. se indicó que las frecuencias de oscilación tie-

nen la forma general
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sn = an ± J t>n

g
Para la aplicación del Teorema del Residuo (ver Apéndice B) se nec£

sita determinar solo una de las frecuencias complejas conjugadas, es

decir:

sn = an + j bn

> Matemáticamente la función D^s) (ó D0(s) es secuencia cero) puede

tener raíces cuya parte real sea positiva, pero en la sección 3.3.
/

se indicó que la parte real de la frecuencia compleja S correspon-

de a la atenuación y físicamente, una atenuación positiva no tiene

sentido.

Por las razones indicadas, la raíz calculada en la subrutina RINI d£

be pasar por un proceso de diagnóstico: Si la parte real de la raíz

calculada es positiva ó la parte imaginaria es negativa, la raíz d£

terminada no es válida para el estudio y se rechaza.

v

Es necesario por lo tanto, partir de un nuevo valor inicial x¡, y ein

pezar el proceso nuevamente.

A partir de una serie de pruebas desarrolladas en el computador con

las frecuencias de oscilación, se determinó que, su parte real o ate_

nuación, se mantiene constante o bien tiene un margen de variación
•4-

muy pequeño, mientras que, la parte imaginaria o frecuencia angular

sufre variaciones considerables.
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Por lo tanto, para determinar el nuevo valor inicial x'0 basta con

incrementar únicamente la parte imaginaria PIM, pero, un incremento

muy pequeño de PIM puede conducir a la misma raíz que fue desechada

y con un incremento muy grande se pueden pasar por alto una o algu^

ñas raíces.

Luego de experimentar en varios casos; con diferentes valores se

concluyo que el valor adecuado para el intervalo es 1000.
/

Es necesario señalar que utilizando este valor no se elimina comple^

tamente la probabilidad de que, con el nuevo x'0 , se llegue a una

raíz ya determinada anteriormente, pero disminuye notablemente.

El proceso se repite y las raíces que satisfacen las condiciones in_

dicadas son almacenadas en un vector R.

El numero de frecuencias naturales de oscilación que se requiere pa_
3

ra tener una respuesta satisfactoria'puede variar de 20 a 403, pero

en el computador se comprobó que la diferencia entre una respuesta

con 20 componentes de frecuencia y una respuesta con 40 componentes

es mínima y el tiempo que se requiere para obtener 40 raíces es mu

cho mayor que el necesario para calcular 20 raíces.

El programa por lo tanto se ha estructurado para trabajar con vein-

te componentes de frecuencia y este valor no puede ser modificado.

Una vez obtenidas todas las raíces o frecuencias necesarias, es im

portante ordenarlas en forma ascendente atendiendo la parte imagi-
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narla solamente, y para ello se utiliza la subrutina ORDEN.

Una vez ordenadas las frecuencias son almacenadas en un vector S.

SUBRUTINA VEST

Con los valores de los parámetros de secuencia positiva de la linea,

la carga, la generación y la longitud de la línea, se calcula la arn

plitud y fase de la componente de frecuencia fundamental para volta_

jes.

De la ecuación (3.207), se tiene que el módulo es:

VABS2 =

y el ángulo de fase es:

(4.14.a)
s=jw

a = tg"1 | (4.14.5)

Si se introducen como datos los parámetros de la línea de secuencia

cero, la salida de la subrutina es:

VABS1 = 1
Do s=jw

ot0 = tg-i Re(l/Do)

(4.15.a)

(4.15.b)
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SUBRUIINA VIRAN

Con los valores de los parámetros de la línea, de la carga, la gene

ración, la longitud de la línea y las frecuencias naturales de oscj_

lación, esta subrutina calcula la amplitud y fase correspondiente a

cada componente de frecuencia para voltajes.

Si se introducen los parámetros de secuencia positiva, las variables

de salida son:

VABS2Ln =
- an)

(sn2+ w2) sn=an+j bn

Re H(sn)

Para secuencia cero la subrutina calcula

VABSIRn =

(sno2+ w2)DERF sn0-

* tn'1 /Im H(sno)\g \Re H(sno)/

(4.16.a)

(4.16.b)

(4.17.a)

(4.17.b)

Con los parámetros de la línea, la carga, la generación y la longi-

tud de la línea, calcula la amplitud y fase 'de la componente de co-

rriente a frecuencia fundamental.
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IABS2 =
s=jw

(4.18.a)

= tq
tg
-1

En secuencia cero:

(4.18.b)

IABS1 =
s=jw

(4.19.a)

= tg-i / Im(G0/D0)\Re(G0/Do)

SUBRUTINA I VIRAN

(4.19.b)

Con los parámetros de la linea, la carga» la generación, la longitud

de la linea y las frecuencias naturales de oscilación calcula la arn

plitud y fase de la componente de corriente correspondiente a cada

frecuencia de oscilación.

Para secuencia positiva:

lABSZRn =
2(sn -

(s bn
(4.20.a)

(4.20.b)
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Para secuencia cero:

lABSIRn =
2(sn0 -

(sn? + W2)DERF

sno

(4.21.a)

Sno=ano+ j

Re H(sno) (4.22.b)

SUBRUTINA VALOR

Conociendo el voltaje aplicado a cada una de la fases de la línea y

el ángulo de energización de la fase A, calcula las constantes VALÍ

a VALS de acuerdo a las ecuaciones (3.40), (3.41), (3.46), (3.47) ,

(3.48), (3.49), (3.50) y (3.51).

SUBRUTINA VMAYOR

Determina el valor máximo ya sea de voltaje o de corriente en cada

fase a partir del voltaje o corriente'calculado para cada intervalo

de tiempo.

SUBRUTINA PLOT

Gráfica los resultados de voltaje y corriente obtenidos, utilizando

una escala fija en el eje x y que corresponde o bien al voltaje ex_

presado en p.u. o bien a la corriente expresada en KA y una escala

variable en el eje de tiempo que depende de los datos de entrada cg_

rrespondientes al tiempo total de observación del transitorio e ir^

tervalo de tiempo.
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CAPITULO V

EJEMPLOS Y APLICACIONES

Con el fin de poder establecer una comparación entre las señales de

voltaje y corriente que se presentan en los diferentes tipos de e-

nergización, es conveniente referir todos los ejemplos que se realj_

zan a una sola línea.

Para tal efecto se ha seleccionado la línea en base a la cual realj_

zan el estudio de transitorios: Uram y Miller1'2, Mauricio Leser3 y

Francisco García4, lo que permite comprobar la validez del modelo

fnatemático desarrollado en esta tesis.

Dicha línea tienen las siguientes características:

Resistencia

Inductancia

Capacitancia

Imp. característica

Velocidad de propagac.

Longitud de la línea

SECUENCIA POSITIVA . SECUENCIA CERO

0.43443xlO""1fi/Km

0.12482xlO~2H/Km

0.92369xlO"aF/Km

fií = 367.6 fí

294506.4 Km/seg

0.24096x10° ti/km

0.32398xlO"2H/Km

0.54070xlO"8F/Km

fio = 774 fl

238925.6 Km/seg

251.43 Km

Tabla 5.1.
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Los datos complementarios son:

Voltaje nominal : 345 KV

Potencia base : 100 MVA

Impedancia base : 1190 n

5.1. COMPROBACIÓN DE LA VALIDEZ DEL MODELO MATEMÁTICO

En la figura 5.1. se muestran las señales obtenidas por Uram y Mi-

11er1 corespondientes a los voltajes en el terminal de recepción

cuando la línea se energiza en vacio desde una barra infinita. El

ángulo de energización de la fase A es 0°.

En la figura 5.2. se presentan. las señales obtenidas por Francisco

García4 y en las figuras 5.3.a., 5.3.b. y 5.3.c. las señales obteni_

das por Mauricio Leser3 para las mismas condiciones de energización.

En la figura 5.4. se muestran las señales de voltaje obtenidas en

las mismas condiciones y utilizando el modelo matemático generaliza^

do desarrollado en esta tesis, se puede comprobar que coinciden e-

xactamente con los resultados dados en las referencias.

Así mismo para energización con carga resistiva de 1190 (Ipu) deŝ

de una barra infinita las señales de Uram y Miller, figura 5.5. y

Francisco García, figura 5.6. coinciden exactamente con los resulta-
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dos obtenidos en esta Tesis, figura 5.7.

En la figura 5.8. se muestran las señales de voltaje en el terminal

de recepción cuando la linea se energiza con carga resistiva de 1190

fí desde una fuente resistiva de 15 n/fase que fueron obtenidas por

Francisco García.

Se puede notar que estas coinciden en todos sus puntos con las seña_

les obtenidas en esta Tesis y que se muestran en la figura 5.9.

Se puede concluir por lo tanto que el modelo matemático desarrolla-

do es válido y puede ser utilizado para todos los tipos de energiza_

ción considerados en esta tesis.

5.2. EFECTO DEL NUMERO DE COMPONENTES DE FRECUENCIA

En la sección 4.3.2. al describir el funcionamiento de la subrutina

COMPF se indicó que el número de componentes de frecuencia que úe_

ben ser tomados en cuenta para el estudio puede variar entre 20y40

rango que es aconsejado por Mauricio Leser3, pero en el desarrollo

de esta Tesis se comprobó que es más conveniente utilizar sólo veir^

te componentes de frecuencia, atendiendo principalmente al tiempo

de ejecución del programa.

La razón radica principalmente en el hecho que, el modelo matemáti-

co planteado por Mauricio Leser permite calcular las frecuencias de

oscilación del sistema evaluando una ecuación en la que se varía un
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contador n que determina el armónico correspondiente; mientras que,

el modelo matemático desarrollado en esta Tesis, no permite calcu-

lar matemáticamente dichas frecuencias sino únicamente a través de

métodos iterativos.

En el modelo de Mauricio Leser, la diferencia del tiempo requerido

por el computador para calcular veinte o cuarenta valores es mínimo»

por lo tanto el número de componentes de frecuencia a considerarse

no constituye un problema.

En esta Tesis» por el contrario el número de frecuencias que se con_

sideran debe ser optimizado ya que, la obtención de cada una de

ellas implica un proceso iterativo completo que requiere de un tietn

po de ejecución bastante considerable.

Luego de realizar algunas pruebas en el computador se determinó que

la diferencia entre respuestas con cuarenta componentes y respues-

tas con veinte componentes es despreciable; por lo tanto todo el es_

tudio se hace, en base a veinte frecuencias de oscilación.

Para comprobar esta afirmación se presentan en la figura 5.10., las

señales de voltaje en el terminal de recepción cuando la línea se

energiza en vacío desde una barra infinita utilizando cuarenta com_

ponentes de frecuencia y en la figura 5.11. las señales que se ob-

tienen al considerar veinte componentes de frecuencia.
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Además se adjuntan en las tablas 5.2. y 5.3. las frecuencias emplea_

das en el primero y segundo casos, respectivamente.

Se puede comprobar que las dos señales mostradas prácticamente no

tienen ninguna diferencia.

5.3. APLICACIONES

El programa digital está estructurado de tal forma que permite cal-

cular los voltajes en el terminal de recepción y las corrientes en

el terminal de envío de la línea, para las diferentes condiciones

de energización detalladas anteriormente.

La posibilidad de incluir tiempos de retardo en el cierre de cada

uno de los polos del disyuntor y de variar el ángulo de energiza -

ción, provee al programa de un campo de aplicación bastante amplio,

con una serie de alternativas que se describen a continuación.

5.3.1. Efecto del ángulo de energización

La magnitud de los sobrevoltajes por energización depende principal

mente del ángulo de cierre del disyuntor, con referencia al ángulo

de la fase A, ésto se puede comprobar analizando los resultados ob^

tenidos al energizar la línea con ángulos de 0°, 30°, 60°, 90° en

diferentes condiciones.

a) Energización en vacío desde una barra infinita considerando cie-

rre simultáneo.
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ÁNGULO
(Figura)

0°
(Fig. 5.4)

30°
(Fig. 5.12)

60°
(Fig. 5.13)

90°
(Fig. 5.14)

Voltaje máximo (p.u)
(valor absoluto)

FASE A

1.189

1.785

1.987

1.923

FASE B

1.986

1.923

1.954

1,612

FASE C

1.954

1.612

1.189

1.785

ÁNGULO
(Figura)

0°
(Fig. 5.4.b)

30°
(Fig. 5.12.b)

60°
(Fig. 5.13.b)

90°
(Fig. 5.14.b)

Corriente máxima ( KA )
(valor absoluto )

FASE A

0.481

1.707

2.667

2.912

FASE B

2.667

2.912

2.377

1.205

FASE C

2.377

1.205

0.481

1.707
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b) Energización con carga resistiva de 1190 (1.0 p.u) considerando

cierre simultaneo.

ÁNGULO
(Figura)

0°
(Flg. 5.7)

30°
fig. 5.15)

60°
(F1g. 5.16)

90°
(Fig. 5.17)

Voltaje máximo (p.u.)
(valor absoluto)

FASE A

1.143

1.411

1.575

1.519

FASE B

1.575

1.519

1.150

1.068

FASE C

1.150

1.068

1.043

1.410

ÁNGULO
(Figura)

0°
(Fig. 5.7.b)

30°
(Fig. 5.15.b)

60°
(Fig. 5.16,b)

90°
(Fig. 5,17.b)

Corriente máxima (KA )
(valor absoluto)

FASE A

0.580

1.814

2.866

3.150

FASE B

2.866

3.150

2.591

- 1.337

. FASE C

2.591

1.337

0.580

1.814
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c) Energización con carga R - L, considerando cierre simultáneo:

>

'

ÁNGULO
(Figura)

0°
(Fig. 5.18)

30°
(Fig. 5.19)

60°
(Fig. 5.20)

90°
(Fig. 5.21)

Voltaje máximo (p.u.)
(valor absoluto)

FASE A

1.056

1.625

1.872

1.910

FASE B

1.872

1.910

1.980

1.570

FASE C

1.980

1.570

1.056

1.625

".ÁNGULO
(Figura)

0°
(Fig. 5.18.b)

30°
(Fig. 5.19.b)

60°
(Fig. 5.20.b)

90°
(Fig. 5.21.b)

Corriente máxima ( KA )
(valor absoluto)

FASE A

0.448

1.744

2.812

3.126

FASE B

2.812

3.126

2.603

1.383

FASE C

2.603

1.383

0.448

1.744
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Conclusiones:

1) En los tres tipos de energización, el menor sobrevoltaje en la

fase A se tiene cuando ésta se cierra a 0°, en la fase B cuando

la fase A cierra a 90° y en la fase C, cuando el ángulo de cie^

rre de la fase A es 60°.

El comportamiento de las corrientes es exactamente el mismo.

2) El caso más crítico de las corrientes se presenta cuando la ^

gización se produce a 0° ó 60° en lo que se refiere a sobrevolta_

je, pero al hablar de corriente, el caso más crítico se presen^

ta cuando la energización se realiza a 30° 6 90?

5.3.2. Efecto de cierre sincrónico o secuencial del disyuntor

Del análisis realizado en la sección 5.3.1. se concluye que un mét£

do para disminuir los sobrevoltajes es cerrar las fases cuando la

señal de voltaje de la fuente correspondiente a cada fase para por

cero, es decir cerrar el disyuntor en forma sincrónica o secuencial.

Así la fase A debe cerrar a 0°, la fase B a 120° y la fase C a 240°.

Esto se puede modelar haciendo uso de los tiempos de retardo:

- En la fase A T0 = O mseg

- En la fase B TÍ = 5.5 mseg
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- En la fase C T2 = 11.0 mseg

Los resultados obtenidos se muestran a continuación:

Tipo de energización
(Figura)

En vacío
(Fig- 5.22)

Carga R
(Fig. 5.23)

Carga R - L
(Fig. 5.24)

Voltaje máximo (p.u.)
(valor absoluto)

FASE A

1.494

1.042

1.067

FASE B

1.655

1.095

1,850

FASE C

1.806

1.046

1.660

Tipo de energización
(Figura)

Eh vacío
(Fig. 5.22.b)

Carga R
(Fig. 5.23.b)

Carga R - L
(Fig. 5.24.b)

Voltaje máximo (KA)
(valor absoluto)

FASE A

0.928

0.490

0.735

FASE B

1.479

0.439

1.181

FASE C

1.543

0.433

0.806
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Efecto del cierre secuencial se puede visualizar más claramente en

el siguiente cuadro comparativo.

^̂ ^̂ Tipo de cierre

Tipo de ̂ -̂̂ ^
energización ""̂ \̂ ^

En vacío

Carga R

Carga R - L

Voltaje máximo (p.u)
(valor absoluto)

C. simultáneo

0° y 60°

1.986

1.575

1.980

C. simultáneo

30° y 90°

1.923

1.519

1.910

C. secuencial

1.806

1.095

1.85

^̂ T̂ipo de cierre

Tipo de ̂""~\
energi zaci ón -̂-̂ ^

En vacío

Carga R

Carga R - L

Corriente máxima (KA)
(valor absoluto)

C. simultáneo

0° y 60°

2.667

2.866

2.812

C. simultáneo

30° y 90°

2.912

3.150

3.126

C. secuencial

1.543

0.490

1.181

En estos resultados se comprueba la validez del cierre secuencial -

del disyuntor como método para disminuir los voltajes y corrientes

transitorias por energización.
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5.3.3. Efecto del acoplamiento mutuo entre fases

El modelo matemático empleado para representar a la línea de transmj_

sión considera el acoplamiento mutuo entre fases.

En el programa digital, este efecto puede obtenerse haciendo uso de

los tiempos de retardo en el cierre de las fases, de la siguiente ma_

ñera:

- Tiempo de retardo en el cierre déla fase A T0 = O mseg.

- Tiempos de retardo en el cierre de las fases A y B TI y T2 igua-

les al tiempo de observación del transitorio.

Esto quiere decir que únicamente cierra la fase A, mientras que B y

C permanecen abiertos.

Introduciendo estos datos al computador se tienen los siguientes re-

sultados:

T. de energización
(Figura)

En vacio
(Fig. 5.25)

Carga R
(Fig. 5.26)

Carga R - L
(Fig. 5.27)

Voltaje máximo (p.u.)
(valor absoluto)

FASE A

1.226

1.031

1.067

FASE B

0.187

0.082

0.123

FASE-C

0.159

0.082

0.123
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T. de energización
(Figura)

En vacío
(Fig. 5.25.b)

Carga R
(Fig. 5.26.b)

Carga R - L
(Fig. 5.27.b)

Corriente máxima ( KA )
(valor absoluto)

FASE A

0.405

0.492

0.380

FASE B

0.133

0.089

0.114

FASE C

0.133

0.089

0.114

Teóricamente, el voltaje y la corriente en las fases que no han ce-

rrado son iguales a cero, pero por el acoplamiento mutuo aparece en

las fases B y C un pequeño voltaje inducido por la fase A y por e-

fecto de éste» aparece también una corriente de valor reducido.

Por otro lado, el máximo voltaje en la fase A cuando esta se ^

za en vacio y las fases B y C quedan abiertas, es de 1.226 p.u.mie£

tras que al producirse el cierre simultáneo a 0°, caso analizado an^

teriormente, el máximo voltaje en la misma fase es de 1.189 p.u. Es_

ta diferencia se produce también, por efecto del acoplamiento, mutuo

entre fases.

5.3.4. Efecto de la carga conectada en el terminal de recepción

El tipo de carga conectada a la linea influye en la magnitud de los

voltajes y en la forma de las señales.
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Al energizar la linea en vacio, desde una barra infinita, figura 5.4

se nota la presencia de picos pronunciados superpuestos en una sinu_

soide de frecuencia nominal» pero hasta loe 100 mseg, no se amortj_

guan totalmente. Este hecho puede explicarse al observar la Tabla

5.4. en la que se muestran las frecuencias de oscilación, amplitud y

fase de cada componente de frecuencia.

La atenuación que es común para todas las frecuencias, tiene un va-

lor muy pequeño» 17.4 db y por lo tanto los componentes transitorios

están presentes durante un tiempo mayor.

Al conectar una carga resistiva, la atenuación es mucho mayor —

391,47 db, por lo tanto los voltajes transitorios se atenúan rápida-

mente. Esto se puede comprobar observando la tabla 5.5. y la figura

5.7. en la que se nota que a partir de-los 10 mseg la señal es per-

fectamente sinusoidal, con carga R - L, figura 5.18, la inductancia

de la carga determina la presencia de una serie de picos pero la sê

nal tiende a ser sinusoidal.

Al incluir la impedancia del generador los efectos son similares a

los anotados.

5.3.5. Efecto de la carga y de la impedancia del generador en las

frecuencias de oscilación

Si se observan las tablas 5.4., 5.5., 5,6. y además las tablas 5.7,

5.8. y 5.9. que corresponden a la energización en vacio, con carga R
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y con carga R - L desde un generador real se puede comprobar que la

parte imaginaria de las frecuencias de oscilación o frecuencia angj¿

lar prácticamente es independiente de los parámetros de la genera-

ción y de la carga y depende únicamente de los parámetros de la 1_^

nea.

5.3.6. Variación de las frecuencias de oscilación con la longitud

de la linea

Para la energización de la linea en vacio desde una barra infinita,

con cierre simultáneo y ángulo de energización igual a 0°, variando

la longitud de la linea desde 50 Km hasta 500 Kms y manteniendo

constantes .los parámetros de la linea se obtienen los resultados -

mostrados en las tablas 5.10. a 5.19.

En base a estos resultados se concluye que la parte real de las fre_

cuencias complejas si o atenuación es completamente independiente

de la longitud de la línea» mientras que la frecuencia angular de

las mismas frecuencias complejas depende directamente de ella.

Las figuras 5.28. a 5.37. muestran la variación de los diez prime-

ros armónicos con la longitud de la línea.

5.3.7. Espectro de frecuencias

El espectro de frecuencias, Fig.5.37bes la representación de la arn

plitud de cada componente transitoria de yol taje o corriente en fun_
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ción de la frecuencia angular correspondiente.

y\b

La obtención del espectro de frecuencias es muy importante porque

proporciona información acerca de cuál -armónica es la que más incj

de en el voltaje o corriente transitorias.

La principal utilidad de esta tesis radica en la posibilidad de co_

nocer exactamenye las frecuencias de oscilación, la respuesta debi_

da a cada frecuencia y sobre todo la influencia de cada componente

de frecuencia en la respuesta total a través de los espectros de

cuencia.

Este conocimiento del armónico más influyente permite disminuir no_

tablemente el voltaje o corriente transitorios eliminado o suprimiera

do dicho armónico mediante el filtro adecuado,

En las figuras 5.38. a 5.49. se presentan los espectros de frecuen-
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cia para t = O, correspondientes a los ejemplos que se han analiza-

do.

En el eje correspondiente a la frecuencia, Wl corresponde a la com-

ponente fundamental y W2 a W21 corresponden a los veinte primeros

armónicos.

5.3.8. Variación del máximo sobrevoltaje con la longitud de la lí-

nea

Para la energización de la línea en vacío desde una barra infinita

considerando cierre simultáneo y ángulo de energización 0°, al va_

riar la longitud de la línea desde 50 hasta 500 Km al máximo sobre_

voltaje, en valor absoluto, de cada una de las fases varía tal como

lo muestra la figura 5.50.

En las curvas mostradas se distinguen dos zonas, la primera corres-

ponde a un comportamiento algo indefinido, con aumento y disminu-

ción del mayor sobrevoltaje; pero a partir de cierta longitud, dife_

rente para cada fase, las curvas tienden definitivamente a crecer

conforme aumenta la longitud de la línea. _ . . . : . .
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FIG. 5.5

FIG. 5.6
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FIG.5.8
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S( 1)
SI 2)
S( 31
Sí 4)
Sí 5)
Sí 6)
Sí 71
Sí 8)
Sí 9)
Sí 10)
sai)
Sí 12*
SÍ13)
Sí 14)
SÍ15)
Sí 16)
SÍ17)
Sí 13)
SÍ19I
Sí 23)

=
=
3S

=

=

=S

=

a

=

s=

=

-=

X

=
=
as
-
=
=

-17.40 + J
-17.40 -«-J
-17.40 *J
-17.40 +J
-17 .40 *J
-17.40 +J
-17.40 *J

„ _ -17.40 +J
-17.40 *J
-17.40 +J

__ -17.4Ü *J
-17.40 *J
-17.40 +J
-17.40 *J
-17.40 +J
-17.40 +J
-17.40 *J
-17.40 VJ
-17.40 *J
-17.40 +J

1839.85
5519.77
9199.64

12879.50
16559.37
20239.23
23919.11
27598.96
31278.32
34958.69
38638.55
42318.41
45998.27
49678.13
53357.98
57037.84
60717.71
64397.57
68077.37
71757.25

TABLA 5.3
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-17.40
-17.40
-17.40
-17. 4u
-17.40
-17.40
-17. *0
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40

TABLA

-17.40
-17.40
-17. *0
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-A7.40
-17. 4u
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40

+J 1321.63
*J 3965.19
+J 6608.69
•t-J 9252.18
+->- H-6-95^66
*^ 14539.15
<-J 17182.64
*J 19826.14
*J 22469.61
*J 25113.11
*J 27756.58
+J 30400.07
*J 33043.55
+J 35687.03
+J 38330.53
*J 40974.02
*J 43617.48
+J 46260.98
*J 48904.45
+J 51547.93

5.16

*J 1156.39
*J 3469.53
+J 5782.60
+J 6095.65
*J 10408.70
*J 12721.76
+J 15034.80
*J 17347.86
*J 196o0.92
*J 21973.96
+J 24287.02 -
+J 26600.05
•frj 28913.11
+J 31226.16
+J 33539.21
*J 35B52.25
*J 38165.31
+J 40478.36
*J 42791.41
*J 45Í04.46

TABLA 5.17
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¿( i) *
¿í 2) =
¿( 3) *
¿( 4) *
¿( 5) *
¿( 6) =
¿( 7) *
¿( 8) =*
¿( 9) =
¿(10) =
¿(11 ) -
¿(12 ) =
¿(13) »
¿(14) =
¿(15) =
¿(16) =
¿(17) =
¿(18) =
¿(19) =
¿(20) *

-17-40
-17. 40
-17.40
-17.^0
-17.40
-¿7.40
-17.40
-17. 4Ü
-17.40
-17.40
-17.40
-i7 .40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.4Ü
-17.40
-i/. 40
-17.40
-17.40

TABLA

+ J
* J
+J
+ J
+J
* J
+J
*J
+J
*J
>J
* J
+J
+ J
*J
* J
•t-J
+ J
+J

°-
5.18

1027.87
3084.02
5140.08
7196.13
9252.18

11308.23
13364.28
15420. J2
17476.36
19532.41
21586.46
23644.50
25700.53
27756.58
29812.63
31868.67
33924.71
35980.77
38036.80
40092.84

¿( 1)
¿ ( 2 )
¿( 3)
¿( 4)
¿í 5)
¿( 6)
¿i 7)
¿( 8)
¿( 9 )

. ¿(10)
S( 11)
¿(12 )
¿(13)
¿(14)
¿(15)
¿(16)
¿(17)
¿(13)
¿(19)
¿(20)

^
«
a -
a:

*

=

=
*
53

SS

s

«
=
t»
=
a
a
*
*
E

-17. 40
-17.40

'-17.40
-17.40
-17.40
-A7.4Ü
-17. 4U
-17.40
-17,40
-17.40
-17.40
-17.40
-17.40
-¿7.%0
-17.40
-17. 40
-17.40
-17.40
-17. 4Ü
-17.40

4-J 925. Ü6
+ -J 2775.60
*4 4626.07
+-J-. 6476.52
•*-J 6326.96
*J 10177.40
+J 12027.64
+J 13878.28
*J 15728.72
*J 17579.17
-*-J 19429.61
-frj 21260.04
•i-J 23130.49
*J 24980.93
+J 26631.38
+J 26661.60
+J 30532.25
+J 32362.69
*J 34233.13
+J 36063.56

TABLA 5.19
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VARIACIÓN DEL PRIMER ARMÓNICO
CON LA LOW2TID DE LA LJNEA

FIG. 5.28 LONGITUD EN KM

VARIACIÓN DEL SEGUNDO ARMÓNICO
CON LA LONGITUD DE LA UEA

FIO. 3.29 LONGmJDENKM
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VARIACIÓN DEL TERCER ARMÓNICO
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FIG.5.32
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VARIACIÓN DEL NOVENO ARMÓNICO
CON LA LONGTUJD DE LA UNEA
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES

El modelo matemático desarrollado en esta Tesis permite determinar

voltajes y corrientes transitorias al energizar una línea de trans_

misión en diferentes condiciones de carga y generación.

Las señales resultantes de voltaje y corriente son el resultado de

la suma de una señal sinusoidal, la componente forzada o fundamen_

tal y de una serie infinita de sinusoides amortiguadas o componen^

tes naturales, cada una de ellas con su propia frecuencia, atenúa^

ción y ángulo de fase.

La frecuencia fundamental es independiente de los parámetros de la

línea de transmisión y es igual a la frecuencia que impone la fuen_

te.

Las frecuencias naturales, por el contrario dependen exclusivamen-.

te de los parámetros y longitud déla línea.

La magnitud de-cada armónica o frecuencia natural de oscilación -

tiene una relación de proporcionalidad inversa con la longitud de

la línea.

La atenuación de cada componente transitoria de voltaje o corrien-

te dependen de los parámetros de la línea y de las características
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de la carga y la generación, pero es'completamente independiente

de la longitud de la linea.

El espectro de frecuencias permite conocer exactamente los armó-

nicos que más influyen en las señales resultantes de voltaje y

corriente, dando la posibilidad de diseñar filtros que anulen o

amortigüen sus efectos, reduciendo asi los transitorios.

Se ha comprobado que las componentes de secuencia cero aparecen

únicamente cuando se produce un desbalance en el sistema.

El ángulo de energización influye directamente en la magnitud de

los sobrevoltajes. Si la energización o cierre del disyuntor se

realiza cuando la señal de voltaje de la fuente pasa por cero ,

los voltajes y corrientes transitorias se ven notablemente dismi

nuidos; de ahí la utilidad del cierre secuencial de los polos del

disyuntor como mecanismo para reducir los sobrevoltajes.

Los resultados de voltaje proporcionados por el programa digital

encuentran su aplicación en la selección del nivel de aislamien-

to adecuado, mientras que los resultados de corriente influyen

directamente en la coordinación de protecciones, pues deben ser

considerados para eVitar que condiciones de energización sean in_

terpretadas por el equipo de protección, como condiciones de fa_

lia.

- El espectro de frecuencias también debe ser tomado en cuenta pa
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ra la selección del equipo de protección, pues la presencia de corn

ponentes de alta frecuencia influyen directamente en el tiempo de

respuesta de los relés, sobre todo si éstos son de estado sólido

o de tipo digital.

El estudio realizado en esta Tesis constituye un avance mas den-

tro del análisis de los transitorios producidos por energización ,

pero debe ser complementado para lograr un modelo matemático que

considere aspectos tales como: carga atrapada en la línea, desba-

lance de la carga y variación de los parámetros con la frecuencia;

que son restricciones del presente programa.
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APÉNDICE A

DIAGONALIZACION DE MATRICES

A.l. ECUACIÓN CARACTERÍSTICA DE UNA MATRIZ

Sea:

Y = AX

donde Y y X son vectores columna y A es una matriz cuadrada de orden

n x n. Esta ecuación es una transformación del vector X en el vec-

tor Y.

Si existe un vector X que al ser afectado por una transformación li_

neal A origina un vector Y que tiene que la misma dirección que X en

el espacio vectorial, puede afirmarse que Y es proporcional a X y se

plantea la ecuación:

Y = AX = XX (A.l)

donde X es un escalar de proporcionalidad.

La ecuación (A.l) expresada en .otra forma es:

XX - AX = O

(XI - A)X = O



Desarrollando:

X - a

- a21

- ai 2

X - a22

- am - a.

- a.

- a.

X - ann

X2

*

*

Xn

A2

= O (A.2)

La condición suficiente y necesaria para que el sistema de ecuacio-

nes (A.2) tenga solución distinta de la trivial es:

[ AI - A ] = O

Que en forma desarrollada es:

- am

- a12 - am

A - 322

X - ann

= O (A.3)

El desarrollo del determinante de la matriz (A.3) da como resultado

una ecuación llamada "Ecuación Característica de la matriz A" ; las

soluciones o raíces de esta ecuación se denominan "Raíces Caracte-

rísticas o valores propios de la matriz A".
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Los valores propios determinan la formación de "Vectores propios".

A.2. MATRICES SEMEJANTES A UNA MATRIZ DIAGONAL

Teoremas

"Si A es una matriz cuadrada simétrica y real de orden n, cuyos va_

lores propios son Xj, X2s ...» Xn; existe una matriz ortogonal T

tal que T"1 AT = A s donde /\s la matriz diagonal de valores ca^

racterísticos Xi, Xa» X3 Xn".

"Toda matriz simétrica real A es semejante ortogonalmente a una ma-

triz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son los valo^

res propios de A".

En esta tesis, se debe diagonalizar la matriz [ a ] dada en la ecua_

ción (2.51).

Si en esta ecuación se reemplaza:

A = Z0Y0 + 2 Il^1 (A.4)

B » Z0V0 - ZiYi (A.5)

Toma la forma:
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[a] - (A.6)

Es una matriz cuadrada y simétrica de orden n, por lo tanto se puede

aplicar en ella todo lo indicado anteriormente.

Aplicando (A.3) para la matriz [ ot ] se tiene:

[ XI - a ] = 0

que en forma desarrollada es:

X - A - B - B

- B X - A -B =0

- B - B X - A

La ecuación característica es por tanto:

X3 - 3 A2X + 3X (A2 - B2) - A3 + 3 B2 A - 2 B3 = O

(A.7)

Para simplificar se hace el siguiente reemplazo:

X = X + A (A.8)
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Con lo que, la ecuación (A. 7) toma la forma:

X3 - 3 B2 X - 3 B3 = O (A. 9)

donde la incógnita es X.

La ecuación (A. 9) se resuelve utilizando el método de Cardano.

Método de Cardano

"La forma general de una ecuación de tercer grado es:

x3 + Px2 + Qx + R = O

pero la forma típica de la ecuación de tercer grado es:

$i se hace el arreglo:

x = y + z

entonces:

x3 = y3 + z3 + 3yz (Y + z) = y3 + z3 + 3yzx

La ecuación dada se convierte en:
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y3 + z3 + (3yz + q)x + r = O

Esta ecuación queda satisfecha para los valores que cumplen las con-

diciones:

y3 + Z3 = -

3yz = - q

es decir: y + z = - 1

y3

luego y , z son raíces de la ecuación cuadrática;

3
t3 + rt - "U ' í L — n-t

Resultan así los valores:

(i)

Cada una de las cantidades del segundo miembro de las ecuaciones (1)

y (2) tienen 3 raíces cúbicas» por lo que parecería que x tiene nue^

ve valores, pero éste no es el caso, porque:
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„...§-
las raices cúbicas deben ser tomadas por pares de modo que el produc-

to de cada par sea racional.

Por lo tanto si y9 z~ son los valores de cualquier par de raices cúbi-

cas que satisfacen esta condición, los demás únicos pares admisibles

serán: wys w2z y w2y, wz> en donde: w y w2 son las raices cúbicas

imaginarias de la unidad.

En resumen, las raíces cúbicas de la ecuación son:

y + z ; wy + w2y ; w2y + wz

donde:

_ . 1
W =

Utilizando el método de Cardano en la ecuación (A.9) se tiene;

Si X3 - 3B2X - 3B3 = O

Reemplazando: X = Y + 2

se tiene:
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Y3 + Z3 + 3(Y + Z)(YZ - B2) - 2B3 = O (A,10)

si Y3 + Z3 = 2B3

entonces: YZ = B2

Y3 Z3 = B6

Y3, Z3 son las raíces de la ecuación cuadrática

q3 f r = - 2B3
t2 + rt <

27 [ q = - 3B2

Reemplazando:

t2 - 2B3t + B6 = O

las ranees son:

j = B3 = Y3

= B3 = Z3

por tanto: Y " B

Z = B

La primera raíz es:
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Y + Z = 2B

= 2B (A.11)

La segunda raíz es:

X2 = wY + w2Z

desarrollando se obtiene:

x2 = - B (A.12)

La tercera raíz es:

x3 = w2Y + wZ

desarrollando se tiene:

x3 = - B (A.13)

Reemplazando (A.4) , (A.5), (A.8) en (A.11), (A.12) y (A.13) el resul_

tado es:

*i = 3 Z 0 Yo (A.14)

^ = 3 ZjYi ' (A.15)

X3 = 3 ZjY: (A.16)
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Xi» X2 y X3 son los valores propios de la matriz [ ct ]

Para obtener los vectores propios, se reemplza X19 A2 > X3 en la ecua_

ción general (A.3), a cada valor propio X-j le corresponderá un vector

propio X-i = [xi, X29 xn ]que satisfaga la igualdad (A.3).

Así:

- Para Xi = 3 ZoYo:

2 Z0Y0 - 2 ZjYi - Z0Y

- ZoYo - ZoYo 0

Esta ecuación se cumple para:

[ x ] =

- Para X2 = X3 = 3

- Z0Y0 +

- ZoYo + ZiYi 2 ZoYo - 2 ZiYi - Z0Y0 +

2 Z0Y0 - 2 I1

es el primer vector propio

- ZoY 0 - ZoYo o - Z0Y0 0

- Z0Y0 o - Z 0 Y 0 - Z 0 Y 0 + I

- Z0Y0 + ZjY, - Z 0 Y 0 + Z Y - Z0YO ' O

= O

(A.17)

= O



tiene que cumplirse la igualdad:

All

+ x2 + x3 = O (A.18)

Los vectores propios que cumplen esta igualdad son;

[x] =

1
0

-1
[ x ] -

0

1
L-l , (A.19)

que corresponden al segundo y tercero vactores propios.

La matriz T está formada por la combinación de los tres vectores

pios, así:

1- 1 O

T = 1 O 1

1 «1 -1

(A.20)

La matriz [ a ] se convierte en la matriz [ Y ] diagonal» que se ob-

tiene aplicando la relación:

[ Y ] = r> [ a ] T

ó simplemente, por el teorema mencionado en la sección A.2. [ Y ] es
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una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son los

valores propios de [ a ] , así:

3Z0Y

I Y' 1 '

o' o

3Z1Y;

como [ a ] estaba afectada por el factor 1/3, entonces

ZoY,

(A.21)

[y] = ZiY, (A.22)

ZiYi
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APÉNDICE B

TEOREMA DEL RESIDUO

B.l. TEORÍA DE LA VARIABLE COMPLEJA

B.l.l. Puntos singulares

Punto singular de una función f(s) es un valor de s en el cual f(s)

deja de ser analítica, es decir, deja de ser continua y derivable

en todos sus puntos. Si f(s) es analítica en todas las partes de

alguna región R, excepto en un punto interior s = a, entonces a es

una singularidad aislada de f(s)10

Polos

* 5*0

FIO. Bl

Si f(s) =
(s - a)n

(B.l)

siendo tf(a) / O, donde tf(s) es analítica es una región que contiene

a s = a y si n es un entero positivo, entonces f(s) tiene una singj¿

laridad aislada en s = a, el cual se llama polo de orden n. Si n=l,

el polo se llama polo simple; si n = 2, polo doble, etc.
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Si f(s) tiene un polo de orden n en s = a y es analítica en cual-

quier otro punto de algún círculo C de centro en a entonces (s-a)n

f(s) es analítica en todos los puntos de C y tiene una serie de

Taylor alrededor de s = a de manera que:

(s-a)n

a - 1

s - a
a0 a2(s-a

(B.2)

Fig. B.2.

Lo que se llama serie de Laurent para f(s).

B.1.2. Residuos

Los coeficientes de la ecuación (B.2) se obtienen de la manera acos_

tumbrada escribiendo los coeficientes para la serie de Taylor co-

rrespondientes a (s - a)n f(s).

En este desarrollo, el coeficiente a.j, llamado residuo de f(s) en

el polo s = a, es de mucha importancia y puede hallarse en la fórmu[

la:

(n-l)l dsn
(B.3)
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Donde n es el prden del polo. Para polos simples, el cálculo del

residuo es particularmente simple, puesto que se reduce a:

a. = (s - a) f(s) (B.4)

B.1.3. Teorema del Residuo

Si f(s) es analítica en una región R excepto en un polo de orden

n en s = a y C es cualquier curva cerrada simple en R y contiene a

s = a, entonces f(s) tiene la forma de la ecuación (B.2) y dado

que:

ds

(s - a)n

O si n

2-rrj si n = 1

se deduce que:

(B.5)

f(s) ds = 27TJ a.!

es decir, la integral de f(s) alrededor de un camino cerrado que

encierra un solo polo de s es igual a ZTTJ por el residuo del polo.

En forma general:

"Si f(s) es analítica dentro y en la frontera de C de una región R,

excepto en un número finito de polos a, b» c, dentro de R

cuyos residuos son respectivamente a.ls b_i, c_i, , entonces:
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f(s) ds = 2-rrj (â  + b.j + c.l + ....... )" (B.6)

c

es decir, la integral de f(s) es 27rj por la suma de los residuos

de f(s) en los polos encerrados por c.

B.2. FORMULA DE INVERSIÓN COMPLEJA

Si f(s) = £[ F(t) ] 5 entonces £~l[ f (s) ] está dada por:

F(t) =-¿-/ est f(s) ds , t > O (B.7)

Esta ecuación ofrece un método directo para obtener la transforma-

da de Laplace de una función dada f(s).

En la práctica, la integral (B.7) se calcula mediante la integral

curvilínea:

-¿3- est f(s) ds (B.8)

Donde C es el contorno de la figura B.3. Este contorno se compone

del segmento AB y el arco BJKLA de una circunferencia de radio R

con centro en el origen 0.

Si- se representa el arco BJKLA por r ,-puesto que T = / R2 - Y2 ,



por la ecuación (B.7) se deduce que:
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F(t) = lím 1
R-x»

.Y+jT

Y-jT

est f(s) ds

lím

R-*» f(s) f(s) (B>9)

B.2.1. Utilización del teorema del residuo para hallar la transfor

mada inversa de Laplace

Si se supone que las únicas singularidades de f(s) son polos, to-

dos ellos a la izquierda de la recta s = Y, para alguna constante

real Y y si se supone además que la integral (B.9) a lo largo de

F tiende a cero cuando R •* «> , entonces por el teorema del" resi-

duo, la ecuación (B.9) toma la forma:

F(t) = s residuos de est f(s) en los polos de f(s) (B.10)

Y+ JT
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Condición suficiente para que la integral alrededor de T tienda a

cero

Si es posible hallar constantes M > O y K > O tales que:

f(s) I < -4- (B.ll)

10en todo conjunto donde s = R ej , la integral alrededor de r de

e f(s) tiende a cero cuando R •> «>.

La condición (B.ll) se satisface siempre que f(s) = p)s( donde
D(S)

A(s) y B(s) son polinomios en los cuales el grado de A(s) es menor

que de B(s).

A.3. RESPUESTA DEBIDA A RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS

Si una función f(s) está definida por:

«/ \) =

cuando B(s) tiene un par de raíces complejas conjugadas: (a + jb)y

(a - jb)» la respuesta debida a estas raíces combinadas tiene la

forma de un término sinusoidal.

El residuo en el polo a + jb es:

- a - jb) [-¿ífL est]
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pero B(s) tiene un factor cuadrático que es:

(s - a - jb)(s - a + jb) = s2 - 2as + a2 + b2

ya que las raices conjugadas son:

Si = a + jb

i
$2 = a - jb

Entonces el residuo Ra+,-k puede expresarse como:

Keat

donde: K = (s - a) f(s) |
s=a

En este caso:

(s - a - jb) A(s) est
(s - a - jb)(s - a + jb) B(s)/(s2 - 2as + a2 + b2) s=a+jb

en donde se ha modificado y dividido en el denominador, el término

(s2 - Zas + a2 + b2)

La evaluación en s = a + jb de como resultado:

R - 1' A(a + jb) (a+jb)t
Vjb " 2jb~ B(a + jb) e
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donde : _A (a l Jb )_ = _ . A(s)

B(a+jb) B(s) / (s2 - 2as + a2 + b2) s=a+jb

El residuo en el polo s = a - jb es:

(s - a + jb) A(s) est

a"jb (s - a - jb)(s - a + jb) B(s)/(s2 - 2as + a2 + b2) s=a-jb

A(a - jb) e(a - jb)t
- 2 j b B(a - jb)

(B.14)

Pero ya que: —Ia ~ J J es el conjugado de —^ 3—'— entonces
B(a - jb) B(a + jb)

los dos términos tienen la misma magnitud pero ángulos opuestos:

Si a es el ángulo formado por A(a + jb)/B(a + jb), entonces:

A(a + jb) _
B(a + jb)

A(a + jb)
B(a + jb)

(B.15)

A(a - jb) _
B(a - jb)

A(a + jb)
B(a + jb)

(B.16)

el residuo debido a cada raíz compleja conjugada puede expresarse

como:

a+jb 2jb
A(a + jb)
B(a + jb)

(a + jb)t (B.17)



Que expresadas de otra manera son:

sumando (b.19) y (B.20) se tiene:

B9

Vjb 2jb

A(a + jb)

B(a + jb)

-ja (a - jb)t (B.18)

.at
Vjb

A(a + jb)

B(a + jb)

ejbt eja
2j

(B.19)

Ra-jb = "
A(a + jb)
B(a + jb)

-jbt -jae ° e

2j
(B.20)

R =_ eat A(a + jb)
B(a + jb)

sen (bt + a) (B.21)
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APÉNDICE C

MANUAL DE USO DEL PROGRAMA

TITULO.- CALCULO DE VOLTAJES Y CORRIENTES TRANSITORIOS POR ENERGIZA-

CION DE UNA LINEA DE TRANSMISIÓN

C.l. GENERALIDADES

En esta sección se explica la manera de usar el programa digital para

las diferentes aplicaciones analizadas en el Capítulo V.

Se indica el significado de cada variable de entrada con su respecti-

vo formato y la forma de introducir los datos de acuerdo al caso que

se quiera analizar.

C.l.l. Selección del tipo de energizacion

La selección del tipo de energizacion se la realiza por medio de cua-

tro variables de entrada, estas son:

RG : resistencia del generador en OHMIOS.

LG : resistencia del generador en HENRIOS.

RL : resistencia de la carga en OHMIOS.

LL : industancia de la carga en HENRIOS .
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a) Energización en vacio desde una barra infinita:

Se introduce como datos:

RG = O

LG = O

RL = O

LL = O

Como ya se indicó en el Capítulo IV, el programa está diseñado de

tal forma que cuando RL y LL son cero, considera que el terminal

de recepción de la línea está abierto.

b) Energización en vacío desde un generador real:

En este caso:

RL = O

Las variables RG y LG toman los valores correspondientes a la rê

sistencia e inductancia del generador en las unidades ya indica^

das.

Si la fuente es puramente inductiva : RG = O

Si la fuente se considera como resistiva : LG = O



C3

c) Energización con carga desde una barra infinita.

En este caso:

RG = O

LG = O

Las variables RL y LL toman los valores correspondientes en las

unidades ya indicadas.

- Si la carga es puramente resistiva : LL = O

- Si la carga es puramente inductiva : RL = O

d) Energización con carga desde un generador real.

Las variables RG, LG, RL ,y LL toman valores de acuerdo al caso

que se quiere analizar en las unidades indicadas.

Las variables RG, LG, RL y LL deben tener valores reales y positi-

vos.

C.1.2. Efecto del Ángulo de Energizacion

El ángulo de energización de la fase A que se toma cono referencia

está identificado por la variable PHI. Puede tomar valores positj_

vos. o negativos, pero siempre debe estar expresado en radianes.
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C.1.3. Cierre no simultáneo del disyuntor

Para simular un retardo en el cierre del disyuntor en cualquiera de

las tres fases se utilizan las variables T0, TÍ y T2 que son los

tiempos (expresados en milisegundos) de retardo de las fases A, B y

C respectivamente.

Los tiempos correspondientes a las fases que cierran a t = O deben

ser iguales a cero.

Si el cierre es simultáneo las tres variables de retardo de tiempo

deben ser iguales a cero.

Los variables T0, Ti, T2 pueden tomar cualquier valor real positivo.

C.1.4. Cierre secuencial del disyuntor

Si se desea cerrar el disyuntor secuencialmente con la finalidad de

reducir los sobrevoltajes, los valores de T0, TI, T2 deben ser ta-

les que el disyuntor cierre en cada fase-cuando la señal de voltaje

correspondiente a esa fase pase por cero. Lógicamente éstos valo-

res dependen del ángulo de energización de la fase A (PHI).

Por ejemplo si la fase A cierra a 0° (O radianes), entonces:

To = O mseg

Ti = 5.5 mseg

T2 = 11 mseg
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C.1.5. Efecto del acoplamiento mutuo entre fases

Para poder analizar el efecto del acoplamiento mutuo también se re-

curre a los tiempos de retardo.

Se puede simular que sólo una de las fases cierra, mientras que, las

dos restantes permanecen abiertas durante todo el tiempo de observa^

ción del transitorio.

En la representación gráfica de los resultados se puede observar el

voltaje que la fase energizada induce sobre las fases ique están

abiertas.

Por ejemplo, si el tiempo de observación del transitorio.es de 100

mseg y cierra sólo la fase A:

T0 = O mseg

. TI = 100 mseg

T2 = 100 mseg

Se puede analizar también el caso en que dos fases cierran y sólo

una permanece abierta. En la representación gráfica de los resulta_

dos se verá el voltaje que las dos fases energizadas inducen en la

tercera.

Por ejemplo, si para el mismo tiempo de observación del transitorio,

la fase A no cierra mientras que B y C cierran simultáneamente:
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T0 = 100 mseg

Ti = O mseg

T2 = O mseg

C.2. DESCRIPCIÓN DE LAS VARIABLES

C.2.1. Variables de entrada

SÍMBOLO FORMATO DESCRIPCIÓN

Ri E14.5

E14.5

E14.5

E14.5

E14.5

E14.5

Resistencia de la línea en secuencia positj_

va (fi/Km).

Inductancia de la línea en secuencia positi_

va (H/Km).

Capacitancia de la línea en secuencia posi-

tiva (F/Km).

Resistencia de la línea en secuencia cero

(fl/Km).

Inductancia de la línea en secuencia cero

(H/Km).

Capacitancia de la línea en secuencia cero

(F/Km).
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SÍMBOLO FORMATO DESCRIPCIÓN

RL

LL

RG

LG

PHI

VBASE

RR

EPS

IEND

FIO.5

FIO.5

FIO.5

FIO. 5

FIO.5

FIO. 5

F7.2

14

F5.2

E8.1

14

Resistencia de la carga

Inductancia de la carga (H)

Resistencia del generador

Inductancia del generador (H).

Longitud de la línea (Km).

Ángulo de energización de la fase A (rad).

Voltaje nominal de la linea (KV).

Tiempo total de observación del transitorio

(mseg).

Valor de At del incremento de tiempo (mseg).

Criterio de convergencia para el método -

iterativo de Newton.

Número máximo de iteraciones en el método

iterativo de Newton.
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SÍMBOLO FORMATO DESCRIPCIÓN

PR

PIM

FIO.2

FIO.2

F4.2

F7.2

Parte real del valor inicial para el proce^

so iterativo de Newton.

Parte imaginaria del valor inicial para el

proceso iterativo de Newton.

Voltajes de generación en las fases A, B y

C respectivamente. Cuando se utiliza el

modelo de generador real corresponden al

voltaje generado (antes de la impedancia -

(Zg).

Tiempos de retardo en el cierre de las fa_

ses A, B, C respectivamente (mseg).



C.2.2. Variables de salida

C9

VALORES DE SECUENCIA POS!

TIVA Y CERO DE VOLTAJE

VOLTAJES EN LAS FASES A,

B y C

VALORES DE SECUENCIA POSJ_

TIVA Y CERO DE CORRIENTE

CORRIENTES EN LAS FASES A,

B y C

Son los valores de las componentes

de frecuencia con sus amplitudes y

ángulos de fase.

Los valores de voltaje de cada fa_

se en p.u. en forma de tabla y grá^

ficamente.

Valores de las componentes de

cuencia con su amplitud y ángulo

de fase.

Los valores de corriente de cada

fase en kiloamperios en forma

lar y gráfica.

C.2.3. Forma de proporcionar datos al programa

Para que el programa funcione satisfactoriamente se deben introducir

todas las variables descritas en C.2.1. con sus respectivos formatos.

En caso de no introducir una de las variables, el computador asume

un valor arbitrariamente y desarrolla todo el proceso, pero los re-

sultados no obedecen al caso que se quiere analizar.
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Más adelante se indica, en hojas de codificación, la forma de intr£

ducir los datos al computador.

C.3. INDICACIONES COMPLEMENTARIAS

Como se indicó anteriormente, para determinar las frecuencias de os_

cilación del sistema se utiliza el método de Newton.

Como es un método iterativo, puede presentarse el caso de no conver.

gencia que viene acompañado del mensaje: " NO HAY CONVERGENCIA -

DESPUÉS DEL NUMERO MÁXIMO DE ITERACIONES".

Las causas de la no convergencia pueden ser:

1. El número máximo de iteraciones es muy pequeño.

2. El valor inicial x0 está muy alejado de la raíz.

3. La tolerancia EPS es muy pequeña.

Además el proceso se detiene cuando la derivada f'(x) llega a ser

cero y aparece el mensaje: "DERIVADA IGUAL A CERO, IMPOSIBLE PROCER

SO ITERATIVO".

La medida a tomarse es cambiar el valor inicial XQ.



cu

C.4. ALCANCE Y RESTRICCIONES

El programa ha sido desarrollado en el computador IBM 370/138 de la

Escuela Politécnica Nacional, en simple precisión., utilizando como

lenguaje de programación FORTRAN IV y opera para cualquier circuito

trifásico compuesto de un generador una línea y una carga.

El programa tiene las siguientes restricciones:

- No opera para líneas de transmisión,trifásicas no transpuestas.

- No opera para circuitos monofásicos.

- Opera únicamente con carga balanceada.

- No considera carga atrapada en la línea.
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PROGRAMA PRINCIPAL.-

í INICIO J DI

LECTURA DE DATOS/

1

IMPRESIÓN

•• •— ̂

f

DE DATOS

/

/

C A L L

COMPF

( S 1

í
C A L L

\

\T

(VABS2 » ALFA2 I

i
C A L L

V T R A N

(VABS2R , ALFAR2)

//.-,-',. N y '--> •:. ••

•'• - - - -y ./*, í-c .j

C A L L

COMPF

C So )

C A L L

V E S T

(VABS1 , ALFA1 )

C.A L L

V T R A N

(VABS1R . ALFAR1 }

HAGA LOS VOLTAJES

DE SECUENCIA CERO

IGUALES A CERO C

EO1 =O

E1RO- O



INICIALIZA EL TIEMPO

CALCULA EL NUMERO DE

PUNTOS A DETERMINARSE

KT-ÍMM/RR) t 1

D2

£B I I = K T

SI

SI

81

\ T2£O /

^NO

VOLÍ =v;

LA FASE i HA CERRADO

VOLi = O

LA FASE 1 NO HA CCRR.

ir C A L L \

/ C A L L \ V A L O R

\1V2.V3»VAL1, —VALflX

,.
V A L O R

(VOL1.VOL2.VOL3,
VALÍ, VALB)

CALCULA LAS CONSTANTES

DE SECUENCIA POSITIVA

CONST1.CONST2

CALCULA LAS CTES- DE SCC. CERO

CONSO1 ,CONS02

CALCULA EL VOLTAJE DE SECJtO)

EN ESTADO ESTABLE (EO1)
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CALCULA EL VOLTAJE TOTAL

EN ESTADO ESTABLE :

E2R« ESR = O

60 1=1,20

CALCULA LAS CONSTANTES DE

SECUENCIA POSITIVA PARA EL

ESTADO TRANSITORIO :

EXPO1 , MULT1.MULT2

CALCULA LAS CONSTANTES

DE SECUENCIA CERO:

EXPO O , MULTO), MULT02

CALCULA EL VOLTAJE DE

SECUENCIA CERO. EN ES-

TADO TRANSITORIO(EIRO) .

CALCULA EL VOLTAJE TRAN -

SITORIO PARA CADA COMPO -

NENTE S :

E1R ,E2R, E3R

SUMA EL ULTIMO VOLTAJE CAL-

CULADO CON LOS CALCULADOS

ANTERIORMENTE t

E1R, E2R. E3R
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CALCULA EL VOLTAJE TO-

TAL (ESTABLE + TRANSIT.)

E1T.E2T,E3T

INCREMENTA EL TIEMPO:

T=T + RR

IMPRIME RESULTA.

DOS Y GRÁFICA

"CALCULO DE CORRIENTES"

C A L L

IVÉS T

(IABS2 , IALF2 I

C A L L

1VTRAN

UABS2R .IALFR2)

C A L L

IVEST

( IABS1 , IALF1 }

t
CAL L

IVTRAN

UABS1R, 1ALFR1 )

HAOA CERO LAS CO-

RRIENTES DE SEC.

CERO: COI = O

CIRO « O
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0-

INICIALIZA EL TIEMPO t

83 1J=1,KT

VOLi = VI

SI LA FASE í HA CERRADO

VOLÍ .̂ O

SI LA FASE i NO HA CERR.

C A L L

V A L O R

(VOL1.VOL2 ,VOL3,

VALÍ, VALS),

CALCULA LAS CONSTANTES

DE SECUENCIA POSITIVA:

CONIT1 , CON1T2

CALCULA LAS CONSTANTES

DE SECUENCIA CERO :

CON101 . CONI02

CALCULA LA CORRIENTE

EN ESTADO ESTABLE EN

SEC. CERO : (COI)

0
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CALCULA LA CORRIENTE

TOTAL EN ESTADO ESTABLE

Cl , C2 , C3

C1R « C2R « C8R - O

90 K 1 .20

CALCULA LAS CONSTANTES

DE SECUENCIA POSITIVA

PARA ESTADO TRANSITORIO

EXPI1 , MULTM , MULTI2

CALCULA LAS CONSTANTES

DE SECUENCIA CERO:

EXPIÓ .MULI01.MULIO2

CALCULA LA CORRIENTE

DE SECUENCIA CERO EN

EST.TRANSITORIO (CIRO)

CALCULA LA CORRIENTE

EN ESTADO TRANSITORIO

PARA LA FRECUENCIA Si

C1R¡ , C2R¡ ,1

SUMA LA CORRIENTE CAL-

CULADA CON LAS CALCU-

LADAS ANTERIORMENTE:

C1R.C2R tC3R



CALCULA LA CORRIENTE

TOTAL (ESTADO ESTA-

BLE * TRANSITORIO).

ClTtC2T,C3T

INCREMENTA EL TIEMPO

T=:T4- RR

07

G>

IMPRIME RESULTA-

DOS Y GRÁFICA

CÍZD



SUBRUTINA VEST.-

L, R.C.Rl.Ll.Rg, LO,Xo.w

SENH s I 6 - 6" 1 / 2

D8

DEN « ( J w L g t Rg){ COSHKFACTt SENH/n) t AFACTxSENH+COSH
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SUBRUTINA ÍVEST.- ( INICIO )

-,R»CtR|,U,Rg ,Lg ,Xo ,w

A= Lx C

B = R x C

= \/JwB - w2A

SENH = ( ex - é~x) /2

COSH = ( ex + é"X)/2

SI

FACT =
Rl t ]w Ll

FACT = O + j O

NUM = COSH X FACT + SENH x ÍT'

DEN=í jwLg + R9KCOSH x FACT + SENH/A) + ftxFACTxSENH -H COSH

D9

IABS2 r NUM / DEN

IALF2= tg" Real F(s)

IA8S2
IALF2

RETORNE )



DIO

SUBRUTÍNA VTRAN.-
( INICIO J

G>

.Rl.LljRg ,Lg ,Xo,w

1
A = L x C

B = Rx C

30 ¡ - 1,20

VAi = Reol SÍ

VBi - Imag Si

= VAS¡2+ BSÍ • Xo

SENH = ( ex - e"Xí/2

COSH = í ex + e"xj/2

NO

FACT =
Rl + 31

FACT = O + JO

DEN - ( Rg + Si Lg) (COSH x FACT+ SENH/H) + H FACTx SENH + COSH



Dll

VABS2RU
21 S¡ - VA Í )

í S¡2 + w2 ) d DEN
ds



SUBRUTINA IVTRAN.-
f INICIO j"̂

fi .L.R.C^Rl.Ll^Rg ,Lg,Xo,w

D12

A = Lx C

B = R x C

A = I/L/C'

G> 3O

VA = Real Si

VB = Imaff Si

BS¡ - X o

SENH - Í 6 - ¿" J/ 2

COSH = í ex + e"x>/ 2

FACT =
Rlt Si-Ll

FACT= O + ¡O

OEH= (Rg t Sí Lg) (COSH x FACT * SENH/ A) + Ax FACT x SENH + COSH



D13

NUM = C08H X FACT+ SENH/fl



SUBRUTINA VALOR.-

D14

f INICIO J

,v2,v3,Pi.PHi

CALCULA LOS

VALORES DESDE

VALÍ A VALS

f RETORNE J



SUBRUT/NA VMAYOR.-

D15

( INICIO J

E, KT, MAYOR

MAYOR = E (1 )

J 1=1.KT

NO

MAYOR r E (I)

í RETORNE )



D16

SUBRUTINA COMPF.-

( INICIO J

L.R.C.Rl.Ll.Rg.Lo.Xo.EPS.ICND, PR.PIM



D17

T

DIFERID imoofRAIZl-lmooíRtKli

0



D18

SUBRUT/NA RTNf.-

R.L.C.Rg.Lg.RI.LUXo.XST, EPS.IEND

F C T

(R.L.C.Rc.Lg.Rl ,Li»Xo.
TOL.F.DERF1

TOLF=10O-EPS

-o

" MENSAJE DE

ERROR"

RETORNE



D19

L C A L L

FC T

\I ,X0

TOLF.F.DERF)

NO

TOL1 =TOL1- x

MENSAJE :

'NO HAV CONVER -

S EN CÍA"

I

f RETORNA J



SUBRUTINA FCT.-

( INICIO J

t
R.L.C.Ro.Lg.Rl.LL.Xo.TOL

s = TOL

D20

A = L xC

8 = R xC

S B -Xo

= <ex - e"x)/2

COSH = (ex t ex j /2

NO

OEN =

DEN = O + JO

F± ( S La + Rg) í COSH x DEN +• SENH/ O) + O x SENH x DEN 4- COSH

( R E T O R N E )



D21

SUBRUTINA ORDEN.-



C50 II - 2 ,21

Il-II-l

fitll)-R(II)

I

( RETORNE )

D22



SUBRUTÍNA PLOT.-

D23
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JA = V( ¡ .N)+ 101.49999 -XNS

D25



D26
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