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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar un algoritmo eficiente que permita apro-
ximar numéricamente el flujo de un fluido de Houska laminar no estacionario en la seccion
transversal de una tuberia cuadrada debido a un cambio de presion. Empezaremos plan-
teando la forma diferencial de las ecuaciones que gobiernan el flujo del fluido de Houska,
para luego, plantear su forma variacional a partir de estas. Luego, discretizaremos el pro-
blema variacional mediante el método de elementos finitos y encontraremos su solucidn
aplicando el método de Euler Implicito para la discretizacion del tiempo, lo que nos llevara
a resolver un sistema de ecuaciones no lineales. Para solventar este particular, introducire-
mos una regularizacion del tipo Bercovier-Engelman e implementaremos el método Newton
Clasico para encontrar las raices en cada iteracion del tiempo. Finalmente presentaremos
algunos experimentos numéricos obtenidos de la aplicacion de los algoritmos desarrollados.

Palabras clave: Fluido de Houska, Fluido de Bingham, Euler Implicito, Método Newton Cla-
sico, regularizacién tipo Bercovier-Engelman.
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Abstract

The main purpose of this work is to develop an efficient algorithm for the numerical ap-
proximation of the non-stationary laminar flow of a Houska fluid over a cross-section of a
square pipe due to pressure change. We first consider the differential form of the equations
governing Houska fluid flow and get the variational form from these. Then, we discretize the
variational problem by the Finite Element Method and try to find its solution by applying the
Implicit Euler method for the time discretization, leading us to solve a system of nonlinear
equations. To solve this situation, first, we introduce a Bercovier-Engelman type regulariza-
tion and second we implement the Classical Newton method to find the roots in each iteration
of time. Finally, we present some numerical experiments obtained from the application of the
developed algorithms.

Keywords: Houska fluids, Bingham fluids, Implicit Euler, classical newton method, Bercovier-
Engelman regularization type.
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CAPITULO 1

Introducciéon General

1.1 Mecéanica de Fluidos

La Mecanica de fluidos es una rama de la Mecanica de medios continuos que trata la re-
lacion entre las fuerzas, movimiento y condiciones estaticas del material continuo (fluido),
tanto en situaciones estaticas como dinamicas. La Mecanica de fluidos se ocupa de muchos
y variados problemas que abarcan el estudio de la tension superficial, la estatica de fluidos,
la estabilidad del flujo, entre otros.

El estudiar Mecanica de fluidos implica involucrarse con muchos campos que no tienen un
limite claro entre si, como por ejemplo el existente entre esta y la mecéanica de soélidos.
Tomemos como referencia el caso del vidrio. A simple vista, el vidrio se muestra como un
material sélido, pero una mirada mas cercana revela que es un liquido con una viscosidad
extremadamente alta. Una prueba de su liquidez es el cambio del espesor del cristal en las
ventanas altas de las Iglesias de Europa, siendo la parte inferior mas gruesa que la parte
superior.

Otros ejemplos son la distincién existente entre el flujo ordenado y flujo cadtico, denomi-
nandolos flujo laminar y flujo turbulento, respectivamente; o la diferenciacién que se hace
entre un fluido de una fase y un fluido multifasico. Razén por la cual, al estudiar mecanica
de fluidos exhaustivamente deben tomarse fronteras arbitrarias entre los campos, en pos
de lograr un aprendizaje, estudio 0 modelizacién del flujo mas optima.

1.1.1 Tipos de fluidos

Tal como se expone en [1], generalmente se diferencian los liquidos de los sélidos por la
reaccion al esfuerzo cortante experimentada por cada uno. Tomando el esfuerzo cortante
como criterio de diferenciacién, se tiene que los liquidos se deforman continua y perma-
nentemente bajo el mismo, mientras que los solidos exhiben una deformacion finita que no
cambia con el tiempo.

Esta diferenciacion nos permite agrupar a los materiales en tres grupos: sélidos, liquidos y
un grupo que muestra comportamientos duales que, bajo ciertos limites, se comporta como
un sélido y bajo otros, se comporta como un liquido.

Para conocer un poco mas las caracteristicas de cada uno de estos tres grupos de mate-



riales, es necesario conocer qué entendemos por esfuerzo cortante.

Esfuerzo cortante

En la mecénica de sdlidos, el esfuerzo cortante se considera como la relacion entre la
fuerza que actla en una determinada area (en direccidén de las fuerzas perpendiculares)
y el area en la que es aplicada. A diferencia de un material sélido, en un liquido no puede
aplicarse tal esfuerzo directamente, mas si se puede a través de una superficie sélida,
colocando el liquido que se somete a un esfuerzo cortante entre dos placas dispuestas a
una corta distancia entre si, tal y como se aprecia en la siguiente figura

LA ;

: : U F
D777 7
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}x

Figura 1.1: Esquema que describe la aplicacion de un esfuerzo cortante
en un liquido

Tomando como base el esquema presentado en la figura 1.1, la velocidad de la placa supe-
rior U es funcién de

U=U(A,F,h) (1.1)

donde A es el &rea, F denota la fuerza aplicada y h es la distancia entre las dos placas.
Para los casos donde la dependencia es lineal, se puede escribir

hF
— 1.2
U x I (1.2)
reordenando la ecuacién (1.2) obtenemos
U F

Ahora, si consideramos que h — 0, el esfuerzo cortante se define como

F
Txy = Z (14)
De las ecuaciones (1.3) y (1.4) se deduce que la relacion entre la velocidad y la altura es

proporcional al esfuerzo cortante. Por lo tanto, se tiene que

U
Tay = Joy (1.5)



donde i se denomina la viscosidad absoluta o viscosidad dinamica del fluido.
Ahora, partiendo desde el reposo, la distancia que recorre la placa superior despues de
transcurrido un pequerio intervalo de tiempo Jt es

dt = Ust = hip (1.6)

de la ecuacion (1.6) se sigue que

_ ;98
U=h— (1.7)

reemplazando la ecuacién (1.7) en la ecuacién (1.5) se obtiene

op
Toy = ’ME (1.8)

Si el campo de velocidad es lineal entre las placas, entonces se tiene que para un angulo
pequeno
0 au
06 _du (1.9)
ot dy
Materiales que responden a la ecuacion (1.8) se los conoce como fluidos newtonianos, para
los cuales se cumple que

au
Toy = u@ (1.10)

Muchos fluidos entran en esta categoria, tales como el aire, agua, etc. pero para otros
esta aproximacién es adecuada sélo dentro de ciertos rangos. La Reologia' se encarga del
estudio de este tipo de materiales.

Un diagrama reolégico, figura 1.2, es la gréafica de 7 vs. %, que nos permite identificar el
tipo de fluido en funcién de su viscosidad, la cual esta determinada por la pendiente de la
curva esfuerzo cortante vs velocidad de deformacion. Tal y como se expuso anteriormente,
si la pendiente es constante, se tiene un fluido newtoniano. A los fluidos de comportamiento
reoldgico no lineal se les denomina fluidos no newtonianos. Uno de ellos el el fluido de
Bingham, cuya modelizacion es parte neural de este trabajo.

1.1.2 Fluidos no Newtonianos

En la ecuacién (1.4), la relacién entre la velocidad y la tensidn de cizallamiento se supone
lineal, pero no todos los materiales obedecen esta relacién. De hecho, hay una gran clase
de materiales que muestra una relacion no lineal con la velocidad para cualquier esfuerzo
cortante.

Desde el punto de vista fisico, esta relacién se conoce como relacion de potencia y puede

!Ciencia que estudia la deformacion y flujo de la materia cuando estd sometida a tensiones y esfuerzos.



Plastico de Bingham
Tv

x

L Newtoniano
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Figura 1.2: Diagrama reoldgico.- Tipos de fluidos segin su viscosidad

ser escrita como

viscosidad
dU\""t du

T:K(dx> - (1.11)
Los coeficientes (n, K) en la ecuacion (1.11) son constantes. Cuando n = 1 la ecuacién
representa a los fluidos Newtonianos y K se convierte en p, la viscosidad, siendo esta
siempre positiva. Cuando n > 1 el fluido se denomida dilatante. Cuando n < 1, el fluido es
pseudoplastico. Los liquidos que satisfacen la ecuacion (1.11) se los conoce como fluidos
puramente viscosos.
Muchos fluidos satisfacen la ecuacion anterior. Por ejemplo, los materiales que se compor-
tan hasta un cierto umbral de tensién cortante como un sélido y por encima de el como un
liquido, los cuales se denominan fluidos de Bingham.
En la naturaleza, existen materiales para los cuales el modelo de Bingham simple no pro-
porciona una explicaciéon adecuada de su comportamiento, requiriéndose un modelo méas
sofisticado. Todos estos fliudos representan una motivacién para disefar y estudiar desde
nuevos planteamientos hasta nuevas ecuaciones que gobiernen su comportamiento.

1.2 Dinamica de Fluidos Computacional

Tal y como se expone en [2], la Dinamica de Fluidos Computacional (CFD) 2 es una ciencia
que produce predicciones cuantitativas de los fenédmenos de flujo de fluidos basados en las
leyes de conservacion® que gobiernan el movimiento de los mismos. Estas predicciones se
producen normalmente en condiciones definidas en funcion de la geometria de flujo, las
propiedades fisicas de un fluido, las condiciones de borde y las condiciones iniciales de un
campo de flujo.

La prediccidn se refiere generalmente a conjuntos de valores de las variables de flujo, por

?Por sus siglas en inglés (Computational Fluid Dynamics).
3Conservacion de masa, cantidad de movimiento y energia.



ejemplo, velocidad, presién o temperatura en lugares seleccionados en el dominio y para
un intervalo de tiempo definido. También puede evaluar el comportamiento global del flujo,
tales como el caudal o la fuerza hidrodindmica que actua sobre un objeto en el flujo.
Durante las ultimas cuatro décadas se han desarrollado diferentes tipos de métodos nu-
méricos para simular flujos de fluidos que comprenden una amplia gama de aplicaciones.
Estos métodos incluyen diferencias finitas, elementos finitos, volimenes finitos y métodos
espectrales.

Las predicciones de CFD nunca son completamente exactas debido a que muchas fuentes
de error estan involucradas en las predicciones. Debemos ser muy cuidadosos en la inter-
pretacion de los resultados obtenidos mediante técnicas CFD. Las fuentes mas comunes
de error son:

 Error de discretizacion: Este tipo de error es intrinseco a todos los métodos numéri-
cos. Se incurre en este error cada vez que un sistema continuo se aproxima por uno
discreto donde un numero finito de ubicaciones en el espacio (mallas) o instantes de
tiempo puede haber sido utilizado para resolver el campo de flujo.
En la mayoria de las aplicaciones, es necesario seleccionar adecuadamente el mé-
todo numérico a utilizarse en la modelizacién, y asi controlar este error a un nivel
aceptable.

* Error en los datos de entrada: Debido al hecho de que tanto la geometria de flujo y
propiedades de los fluidos pueden ser conocidos s6lo de manera aproximada.

+ Error en las condiciones iniciales y de contorno: En general, las condiciones iniciales
y de contorno pueden representar la situacién real demasiado crudamente. Por ejem-
plo, se necesita informacién sobre el fluido en lugares donde este entra y sale de la
geometria de flujo.

» Error en el modelo planteado: Flujos mas complicados pueden implicar fenémenos fi-
sicos que no estan perfectamente descritos por las teorias cientificas actuales. Los
modelos utilizados para resolver estos problemas sin duda contienen errores, por
ejemplo, la modelizacién atmosférica, problemas en flujos multifasicos, entre otros.

Como una herramienta de investigacién y disefo, CFD conjuga la dindmica de fluidos ex-
perimentales y tedricos. Sin embargo, CFD tiene un numero de ventajas distintas:

* Muchos productos pueden ser producidos mas econémica y rapidamente. Tomemos
como ejemplo el disefio de un nuevo alerén para un monoplaza de Férmula 1. Aunque
el diseno mediante CFD contempla la realizacion de test experimentales en tineles de
viento, cuando estos son lo suficientemente satisfactorios el nuevo alerén es probado
en pista. Este proceso resulta ser mas rapido y econémico que construir un prototipo
de alerdn y probarlo directamente en el coche, asi sucesivamente hasta definir su
disefo 6ptimo.

» Genera informacién completa y detallada de todas las variables relevantes en el do-
minio de interés.



» CFD permite variar facilmente los parametros de entrada en amplios intervalos, lo que
facilita la optimizacion del disefio.

» Con CFD se puede simular flujos en condiciones practicas, a diferencia de los experi-
mentos, en los que un modelo a pequefia o gran escala puede ser necesario.

» Tiene la capacidad de simular condiciones ideales. CFD proporciona la convenien-
cia de apagar ciertos términos en las ecuaciones que gobiernan el problema, lo que
permite centrar la atencién en unos pocos parametros esenciales.

» Permite la exploracion de los eventos naturales que se intentan evitar, por ejemplo,
incendios, explosiones, o fallas de plantas de energia nuclear.

La clave para diversos métodos numeéricos es convertir las ecuaciones en derivadas par-
ciales que gobiernan un fenémeno fisico en un sistema de ecuaciones algebraicas. Para tal
fin, diferentes técnicas estan disponibles. Una de las técnicas mas utilizadas es el método
de los elementos finitos, el cual se desarroll6 inicialmente como un procedimiento ingenieril
para realizar calculos sobre el estrés y desplazamiento en el analisis estructural. Posterior-
mente fue colocado sobre una base matematica sélida con una interpretacion variacional
de la energia potencial del sistema.

En el presente trabajo y al igual que para la mayoria de los problemas de dindmica de
fluidos, la aplicacion del método de elementos finitos ha sido desarrollada utilizando la for-
mulacion de elementos finitos de Galerkin. La principal ventaja que nos ofrece este método
es la capacidad de aproximar numericamente la solucién del problema original partiendo de
su formulacién variacional, en funcién de una aproximacion del espacio donde se plantea la
busqueda de la solucion.

1.3 El método de elementos finitos

Tal y como se menciond en la seccion anterior, el método de elementos finitos es uno de los
mas utilizados al momento de modelar problemas gobernados por ecuaciones diferenciales
parciales.

A continuacion, desarrollaremos el método de elementos finitos en dos dimensiones para
una ecuacién en derivadas parciales parabdlica. Para tal fin, empezaremos definiendo bre-
vemente los espacios de Sobolev a utilizar. Luego, definiremos los aspectos geométricos a
considerar para la construccién de los elementos finitos y finalmente, plantear la aproxima-
cién numérica de la ecuacion planteada.

1.3.1 Breve definiciéon de los espacios de Sobolev

DEFINICION 1. Sea Q C RN un conjunto abierto y p € R con 1 < p < co. El espacio de
Sobolev WP (Q) estd definido por

3917927"'791\[ € Lp(Q) tal que

WLPQ = E LPQ
Q) u Q) /ugf:_/gw Vo e CX(Q), Vi=1,2,...,N
0 X Q



Definimos
HY(Q) = Wh2(Q).
Ademas, para v € WP(Q) definimos g—; = g; y escribimos

Oou Ou ou

El espacio W!P(2) esta equipado con la norma

ullwe = [lullp
tilp

l/p
w P
(\U\\§ )
P

si1 < p < oco. El espacio H'(Q) esta equipado con el producto escalar

N
ou Ov ou Ov
(u,v) g = UUL2+Z(3$ Ow) /QUUjLZGm-&E-'
1 1 i=1 1 (3

La norma asociada
1/2
ou ||?
[wllgr =1 |
ill2

es equivalente a la norma W2,
DEFINICION 2. Sea 1 < p < co. El espacio Wol’p(Q) denota la clausura de C(2) en WP (Q).

Definimos

o con la norma equivalente

HY(Q) = Wy (Q).

El espacio Wol’p, equipado con la norma de WP, es un espacio de Banach separable; es
reflexivo si 1 < p < co. H}(Q), equipado con el producto escalar de H'(Q) es un espacio de
Hilbert.

Las funciones en W, p(2) son “aproximadamente” aquellas funciones de W1» que se “des-
vanecen en I' = §Q)". Es delicado hacer esta afirmacion, ya que una funcion u € WhHP ()
esta definida casi en todo punto (y la medida de T" es cero) y u no necesariamente tiene un
representante continuo.
Las caracterizaciones presentadas en [3] sugieren que nosotros realmente"tenemos funcio-
nes que son gero en I'™.



Espacios de funciones dependientes del tiempo y del espacio

Tal y como se expone en [4], cuando consideramos funciones dependientes del tiempo y
del espacio v(x,t),x €e Q CR",n > 1, t € (0,T7), T > 0, es natural introducir el siguiente
espacio funcional

LU0, T; WHhP(Q)) =

T
{v (0, T) — WFP(Q) tal que v es medible y / Hv<t>H?/[/k,p(Q)dt < oo}, (1.12)
0

donde k > 0 es un entero no negativo, 1 < ¢ < oo, dotado de la norma

T 1/a
lelzaraviosn = ([ 10O8nydt) (113)
Para cada ¢ € (0,T") usaremos la notacién v(t), para indicar la funcién:
v(t): Q= R, v(t)(x) =v(x,t) Vx €. (1.14)
Los espacios L= (0, T; W*?(Q)) y C°([0, T]; W*P(Q)) se definen de manera similar.

1.3.2 El método de elementos finitos para dos dimensiones

Sea 2 = (0,1) x (0,1) ¢ R? nuestro dominio de estudio. Nuestro objetivo es crear una
aproximacion del espacio H!(Q2), que dependa de un parametro h. Para tal fin definimos
Th una malla uniforme sobre Q, la cual representa su cobertura por tridngulos que no se
superponen, llamada también triangularizacién. Bajo estos supuestos se tiene que

Qp =int U T
TeTh

Puesto que Q es un dominio poligonal, se tiene que Q = Q,* En particular, nos interesa
desarrollar una triangularizacion uniforme para 2. Para tal fin definimos T, T}, particiones
de (0,1) en N subintervalos X; = (zj—1,2;) Y Y; = (yj-1,y;), de ancho h; = x; — x;_1 Yy
l; = y; — yj—1, respectivamente, donde

0:$0<$1<...<{L’N_1<$N:1,
O=yo<y<...<yn—1 <yn =1
La triangularizacion T" deseada se constituye a partir del producto cartesiano de las

particiones T, y T,. Para que sea uniforme tomamos h; = l; = h, paratodo 1 < i,j < N,
donde h = 1/n.

4El parametro h esta relacionado con el espaciado de la malla puesto que, habiendo definido hx = diam(K),
para todo K € T", donde diam(K) = méx, yex |x — y| es el didmetro del elemento K, definimos h =
MaX e cn RK



——+ 1
0 h

Figura 1.3: Triangularizacion uniforme T de Q para N = 4

Para aproximar el espacio H'(f2), nos apoyaremos en un modelo discreto compuesto de
una serie de funciones continuas segmentadas definidas sobre un nimero finito de subdo-
minios (particion T" de ), en funcidn del valor que tomen en un nimero finito de puntos,
llamados nodos. Empezaremos definiendo

X = {xO,xlw . 'afola:EN}>

Y ={yo,y1,---,YN—-1, YN}
donde
xeXxY={(z,y) eR*:ze€X,yeY}

es un nodo de la triangularizacion T". A continuacién, notamos por II, el espacio de polino-
mios de grado global menor o igual a r. Su férmula general establece que

I={p(x)= > a2 ..o a;. i €R} (1.15)
0 < i1,0yig
i1++ig < d
con
. r—+d 14
Ny =dim (IL) = (* ) = [Tt +5 (1.16)
k=1

donde d representa la dimension de .
Ahora estamos en la capacidad de introducir el espacio de elementos finitos

X ={v, €C(Q): vply €L VT €T}, r=1,2,... (1.17)
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el cual es el espacio de las funciones globalmente continuas que son polinomios de grado
r en cada elemento de la triangularizacién T". Por otra parte, definimos

X}C: {’Uh € Xg : ’Uh|3Q = 0}. (1.18)

Los espacios X} y )?,& son aproximaciones adecuadas de H'(Q2) y H} (), respectivamente,
tal y como se establece en la propiedad 4.2 de [4]. Para nuestro problema, utilizaremos
polinomios lineales (r = 1) sobre cada elemento de 7. Ademas, puesto que dim = 2, de
(1.15), se tiene

I, = {p(z,y) = a + bxy + cxa, CON a,b,c € R}. (1.19)

Acorde a (1.16), se tiene que dim IT; = 3. Por lo tanto, en cada elemento T de la malla
T", la funcién genérica v, estara bien definida siempre y cuando su valor sea conocido en 3
nodos adecuadamente escogidos. Para nuestro problema, ubicaremos los nodos tal y como
se muestra en la figura 1.4.

Figura 1.4: Nodos para los polinomios lineales distribuidos sobre un tridn-
gulo T € T".

1.3.3 Solucién por elementos finitos de una ecuacién en derivadas parciales
parabélica

Consideremos una ecuacion de la forma

%%—Au:f, x €0, t>0, (1.20)

donde €2 es un dominio de R?, u = u(x,t) y f = f(x,t). Al resolver (1.20) para un intervalo
de tiempo acotado 0 < ¢t < T, la region Qr = Q x (0,T) se denomina cilindro en el espacio
R? x R* (ver figura 1.5). La ecuacion (1.20) debe ser completada asignando condiciones
iniciales

u(x,0) = up(x) =0, x €, (1.21)
y sus respectivas condiciones de frontera

u(x,t)=0, xeTyt>0. (1.22)
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Figura 1.5: El cilindro Qr = Q x (0,T), Q C R?,

Para poder resolver numéricamente el problema (1.20)-(1.22), introduciremos la formulacion
variacional del mismo.

Formalmente, para cada ¢ > 0, multiplicamos la ecuacion diferencial por una funcién test
v = v(x) e integramos sobre (. Fijando V' = H}(9), para cada t > 0 buscamos u(t) € V
que cumpla

Ou(t)
o Ot

v dQ) — / Au(t)v dd = / fvdQ YveV, (1.23)
Q Q

con u(0) = up = 0. En este punto, es necesario aplicar la forma multidimensional de la
formula de integracién por partes (formula de Green), la cual establece

—/Auv dQ:/Vu-Vv dQ—/ @v d. (1.24)
Q Q o0 On

Por lo tanto, de (1.23), se sigue que

ou(t)
Y

ou(t)
T on

de+/Vu(t)-Vv dQ — vd'y:/f(t)v aQ Yv eV, (1.25)
Q Q

y, puesto que v € V, se tiene que

por lo tanto, (1.25) se reduce a

du(t)
0 ot

v dQ+ a(u(t),v) = / fvdQ YveV. (1.26)
Q
con

a(u(t),v) = /QVu(t) - Vo dQ2
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la forma bilineal, continua y coerciva asociada al operador A(-).
Gracias al resultado mostrado en [[5],Sec.11.1.1], se tiene que si la forma bilineal a(-,-) es
continua y débilmente coerciva, que es

IAN>0, 3a>0,: alv,v)+AN|Z > alv|} YweV,

entonces, el problema (1.26) tiene solucién y es unica. Esta condicion se cumple trivial-
mente tomando A = 0. Ademas, puesto que esta condiciéon se cumple para todo ¢ > 0, el
problema (1.26) admite una solucion Unica u € L*(R*; V) N CO(RT; L?(2)).

Realizada la formulacién variacional, a continuacién desarrollaremos la aproximacion por
elementos finitos del problema (1.26):
para cada t > 0, encontrar u(t) € Vj, que cumpla

dup(t)
0 Ot

vy, dQ) + a(uh(t), ’Uh) = /Qf(t)vh dQ Yo, € V. (1.27)

con uy(0) = upp, = 0. Tomando, V}, :)g}l se tiene que V;, € V donde V}, C V. Este problema
se denomina semidiscretizacion de (1.23), puesto que la variable temporal no ha sido dis-
cretizada aun.

Introducimos la base ¢; para V}, y observamos que basta que (1.27) se verifique para los
elementos de la base para que se cumpla para todos los elementos del subespacio. Mas
aun, puesto que para cada ¢ > 0 la solucién al problema de Galerkin pertenece al subespa-
cio, tenemos que

Np
e t) = 3w (0(x),
j=1

donde los coeficientes w;(t) representan las incégnitas del problema (1.27).
Notamos por u;(t) a las derivadas de las funciones u;(t) con respecto al tiempo, (1.27) se
convierte en

Ny, Np,
/dej(t)%% dQ+a | Y u(t)e;, i Z/Qf(t)%' dQ, i=1,2,...,Np.
=1 =1

es decir
Np, Ny,
Zuj(t)/ oy A+ S () algy, 1) = / F)ps d  i=1,2,... Ny (1.28)
— Q — —— Ja
J N——— ] aij N—_———
mi; fi(t)
Si definimos el vector de incognitas u = (u1(t),ua(t),...,un, (t)) ", la matriz de masa M =

[m;], la matriz de rigidez A = [a;;] y el vector del lado derecho f = (f1(t), f2(1), ..., f, (t) T,
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el sistema (1.28) puede ser reescrito de forma matricial como
Mu(t) + Au(t) = £(t)

el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Notese que las integrales [m;;]
y a;; son distintas de cero Gnicamente cuando Supp(y;) N Supp(p;) # 0.

Para plantear el problema discretizado de (1.23) consideraremos el método denominado
f#—método. Este método discretiza la derivada temporal mediante una razén de incremento
simple y reemplaza los otros términos mediante una combinacién lineal de los valores en
el tiempo t* y t*+1  dependiendo del valor que toma el parametro real § (0 < 0 < 1),
obteniéndose

uht! —u* k+1 k k+1 k
MT+A[9u +(1-0)u”] =0f""" + (1 — O)f". (1.29)
Como es acostumbrado, At = t**1 —t* k£ =0,1,..., denota el paso de discretizacion (que

para efectos de nuestro ejemplo lo consideraremos constante), mientras que los superindi-
ces k indican que la cantidad bajo consideracion hace referencia al tiempo t*. Puesto que la
ecuacion (1.29) depende del valor que se asigne a 6, esta tiene algunos casos particulares
los cuales son:

» para # = 0 obtenemos el método de Euler explicito

ukt!

Y R
At -

* para # = 1 obtenemos el método de Euler implicito

M —u + AuFt! = gkt
At

* para § = 1/2 obtenemos el método de Crank-Nicolson

LS| 1
M—————+5mwﬂ+uﬂzigﬂufh

Para nuestro ejemplo utilizaremos el método de Euler implicito para la discretizacion del
tiempo, obteniendo asi el problema discretizado de (1.23).
Por lo tanto, el problema original:

Encontrar u € H}(Q) tal que

u_ Au=f, xe, t>0,
u(x,0) = up(x) =0, x €,
u(x,t) =0, xelyt>0.

sera resuelto numéricamente a partir de su problema discretizado
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Encontrar u* € Vj, que cumpla

uktl_yk k+1 _ pk+1
xp - tAuTT =T

up(0) = 0.

para todo tiempo t*, donde u* = u(t¥), para todo .




CAPITULO 2

Fluidos viscoplasticos

2.1 Introduccion

Un fluido viscoplastico es un medio continuo que obedece a las leyes generales de conser-
vacion, brevemente expuestas en ([6], Seccion 1.1) ademas de obedecer leyes constitutivas
especiales. A continuacién se presentaran las leyes generales de conservacion del fluido,
asi como las leyes constitutivas caracteristicas del problema a examinar, las cuales se desa-
rrollaran apoyandonos en la funcién de Disipasion [6].

En esta seccién, u representa el campo de velocidad del fluido, T el tensor de estrés con
componentes o;; y D(u) al tensor de velocidades de deformacion. Por comodidad descarta-
remos el argumento u en el tensor D. Ademas, a lo largo de esta seccion, asumiremos que
los vectores y los tensores son suficientemete regulares. Al momento de analizar el flujo del
fluido de Bingham desde el enfoque variacional, se lo realizard en los espacios funcionales
apropiados.

2.2 Leyes constitutivas de un fluido de Bingham

Tal y como se expresa en [7], independientemente del modelo reolégico, el flujo de material
se rige por las siguientes ecuaciones de conservacion:

 La ecuacion de conservacion de la masa. Suponemos aqui que el material es incom-
presible. Se deduce de esta propiedad que la ecuaciéon de conservaciéon de la masa
se reduce a la condicién de divergencia libre para el campo de velocidad, es decir:

V-u=0. (2.1)

» La ecuacion de momento. Por lo general, al modelar fluidos viscoplasticos, los térmi-
nos de adveccion de la ecuacion de momento suelen ser ignorados dado que son mas
pequefos en comparacion a los demas términos que forman parte de la misma. Por
lo tanto, la ecuacion de momento toma la siguiente forma:

ou

15
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donde p(> 0) representa la densidad del material y f las fuerzas externas.

2.2.1 La funcién de Disipacién

Acorde a lo expuesto en [6], y apoyandonos en lo desarrollado en [8], se puede deducir la
ley constitutiva de los fluidos de Bingham a partir de la denominada funcién de disipacién ©.
Empezaremos considerando que la funcién de disipacién depende unicamente del tensor
de velocidades de deformacién D

D= UijDij = @1(@) + QQ(D) (2.3)

donde o;; son las componentes del tensor de estrés y D1, D, son, respectivamente, funcio-
nes positivas y homogéneas de grado 1 y 2 con respecto a las componentes D;; del tensor
D. Se sigue que

091
D 2.4
D1 8D Kl (2.4)
1 099
= ————"Dy. 2.
Do 5 9Dy, K (2.5)

Puesto que la identidad (2.3) debe cumplirse para todas las componentes D;;, estamos
sujetos a la condicion equivalente a (2.1)

Dy, =0 paratodo k.

Reemplazando (2.4)-(2.5) en (2.3), las componentes del tensor de estrés estan dadas por

09 109
Oij = —p(5' + ! 2

it B e 2.6
9% 9D, 20D, (2:6)

donde p es un escalar independiente de D;;. Gracias a [9], se denomina fluido de Bingham
al material para el cual las funciones ©; y - estan dadas por:

D1 =27y(Dy)"? y Dy =4uDyy,
donde Dy es la invariante del tensor © definida por
1
D[[ = §Dz]Dz]

Las magnitudes positivas 7, y © representan la tension de fluencia o umbral de plasticidad
y la viscosidad del fluido, respectivamente.

Por lo tanto, la ley constitutiva de un fluido de Bingham puede ser escrita como

D
oij = —pdij + (D) DI;;l/Q + 2uD; (2.7)
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la cual tiene sentido solamente cuando D;; # 0. Con el fin de tener otro enfoque de las leyes
constitutivas del fluido de Bingham, invertiremos la relacion (2.7). Empezaremos descom-
poniendo el tensor de estrés es su parte esférica y de desviacion de la siguiente manera

O-ij:_p'I+O-D7

donde el escalar —p representa la parte esférica, en la cual podemos identificar p con la

presion, y

Dy
D 2
Jz’j = 7'},(17[;1/2 + 2MDij

representan las componentes de la desviacién del tensor de estrés. Tomando

1 D _D

L[, Dj Dj; 212
=z + dryp—9 4 442 D2

2 (Ty (DII) TyH(DII)l/Q + H )

1

2
2

. 1 .
se tiene que aHQ > Ty, €N Cuyo caso (2.7) se convierte en

ngaiqup-I

-
= (Di,/Q + 2N> D;;
11

1/2
11 D

1/ R
DII

donde

(273 + 8ryu(Dy) " + 8MDH>

(2.8)

Para el caso en el que D;; = 0, cabe mencionar que, a pesar de que el tensor de estrés es
. . . 1 . .

indeterminado, se tiene que alf < 7y, puesto que en el caso contrario, (2.8) constituye el
tensor © cuando D;; > 0. Para resumir, la ley constitutiva de un fluido de Bingham también

puede ser expresada como

1/2
O <Ty <= DijZO
1/2

“w

_ 1 7
o 2Ty < Dij—2<1_y
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Las leyes escritas en (2.9) representan la particularidad de los fluidos de Bingham el cual

. s _u . - . . 1 .z
se mueve como un medio rigido si el estrés aplicado, medido por olff, no supera la tensién
de fluencia .

2.2.2 Modelo de Bingham

Puesto que los fluidos de Bingham son medios incompresibles, las ecuaciones que descri-
ben el movimiento de estos materiales son:

Ou
T _v. 2.10
V-u=0, (2.11)
oij=-p-IT+0o7, (2.12)
D,
0} =Ty —2— +2uD;;. (2.13)

(Dr1)'?

donde u es el campo de velocidad del fluido, T es el tensor de estrés, 7, es la tension
de fluencia y i es la viscosidad plastica. Este modelo, estudiado en [10], 0 en su version
digitalizada [11], considera las las siguientes particularidades:

+ Tension de fluencia 7, distinta de cero, la cual representa el valor umbral mas alla del
cual el fluido fluye (ver 1.2).

+ Viscosidad pléstica i constante a niveles de tension més alla de la tension de fluencia.

Puesto que el flujo del fluido de Bingham queda particularmente determinado por las ecua-
ciones (2.12)-(2.13), caracteristicas adicionales a su modelizacién son introducidas en ellas.
La primera de todas fue considerar la propiedad de cizalladura! de la viscosidad plastica, lo
que nos lleva al siguiente modelo, conocido como el modelo Herschel-Bulkley:

of = 1y = + 2u0y" D st 7| > 7y

(Dyr)'? (2.14)
D=0 si[|T| <7y

donde n € |0,2] representa el coeficiente de cizalladura, ¥ = 2||D|| es la velocidad de
cizalladura generalizada y i es la viscosidad plastica a velocidad de cizalladura cero. Tal
y como se menciona en [7], el resto los modelos planteados para su modelizacién son
generalizaciones de los modelos viscoplasticos estandar (2.12)-(2.13) y (2.14).

Para efectos de dar a conocer los modelos que motivaron el planteamiento de nues-
tro problema a resolver, podemos citar a [12] en el cual ser introduce la dependencia del

'El término cizallamiento se refiere a la ocurrencia de una deformacién en donde planos paralelos, de
material de una misma substancia, se deslizan uno sobre otro. La velocidad de cizalladura expresa la relacion
en la que una deformacién por cizallamiento progresiva es aplicada al material.
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tiempo tanto para la tensién de fluencia como para viscosidad plastica, obteniéndose:

D _ D i
P = () 5y + 20D si||r| = 7y 015

D=0 si||T| <7y

Esta aproximacion resulta mas que relevante puesto que tanto la viscosidad como la tension
de fluencia de no permanecen constantes mientras ciertos fluido fluyen. Ademas, abre la
posibilidad de estudiar el impacto de alterar la viscosidad y tension de fluencia mediante
fuerzas externas a través del medio en el que estan fluyendo.

2.3 Modelo de Houska

En el modelo de Houska, introducido en [13], recoge las caracteristicas adicionales introdu-
cidas en los modelos (2.12)-(2.13), (2.14) y (2.15), mas divide a la viscosidad y a la tension
de fluencia en dos partes:

» Una parte permanente, no dependiente del tiempo.
* una parte tixotropica, dependiente del tiempo.

Es decir, para todo fluido de Houska, tanto la tensién de fluencia como la viscosidad son
funciones afines de un parametro estructural A

Ty = 7-}’0 + )‘TY1

p= o + A1

donde X\ = A(z,t), tomando valores en el intervalo cerrado [0, 1]. En consecuencia se tiene
que:

* A =0:tanto 7 como p alcanzan sus valores minimos.
* A\ =1:tanto 7 como p alcanzan sus valores maximos.

El mecanismo estructural de descomposicién del fluido, que describe la tension de fluencia
y el decaimiento de la viscosidad, es impulsado por la velocidad de cizalladura 4. La dis-
tribucion espacio-temporal del parametro estructural esta dada por una ecuacién de primer
orden

%Jru-V)\:a(l—)\)—bﬁm,

mientras que la viscosidad de cizalladura obedece una ley de potencia.
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Con todas estas consideraciones, el modelo de Houska completo plantea:

ou

o _g. 2.16
P T+ f, (2.16)
V-ou=0, (2.17)
Oij = _p'I+0D7
oP = (ry, + )\Tyl)# +2(po + M) ID  si ||| > 7y, + Ay, (2.18)
D=0 Si |7 < 7y, + A1y,

Parametro estructural:

%+U-V)\:a(1—)\)—b‘ym. (2.19)

donde po denota la viscosidad permanente, 1 la viscosidad tixotropica, 7y, la tension de
fluencia permanente, 7, la tension de fluencia tixotropica, n el coeficiente de cizalladura,
a el parametro de acumulacién, b el parametro de descomposicién y m un pardmetro
ajustable.

Un fluido de Houska es tal que la viscocidad y tension de fluencia varian mientras
este fluye. Esta variacién, es en principio un aumento de sus valores absolutos a lo largo
del tiempo, el cual va en funcién de otras caracteristicas intrinsecas del fluido, como su
coeficiente de cizalladura, por ejemplo.

Al hablar de un mecanismo estructural de descomposicién, [13] plantea que cuando la
viscosidad y la tensién de fluencia alcanzan sus valores maximos dentro del modelo, el
flujo de un fluido de Houska se estancara en el medio por el cual fluye.

2.4 Fluido de Houska no estacionario en la secciéon transversal

de una tuberia

2.4.1 Consideraciones previas

Antes de empezar el estudio de un fluido de Houska no estacionario en la seccién transver-
sal de una tuberia, haremos ciertas consideraciones sobre el sistema de ecuaciones que
gobierna el parametro estructural planteadas como parte del modelo de Houska completo
(2.16)-(2.19).

Empezaremos considerando la componente de difusion —AM en detrimento de la
componente de transporte u - V. en (2.19), puesto que al modelar el fluido de Houska en
la seccidn transversal de una tuberia, toda la informacién histérica que podria aportarlos
la componente de transporte pierde transcendencia. Ademas, estamos interesados en
interactuar con el fluido a través de la frontera de la seccién transversal, como por ejemplo
variando su temperatura.
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A su vez, dado que en (2.18)-(2.19) participan algunos parametros, para nuestro tra-
bajo fijaremos los valores de estos en:

 Coeficiente de cizalladura: n = 1
« Parametro de acumulacion: a = 0
» Parametro de desgloce (descomposicién, ruptura): b = —f
» Parametro ajustable: m =0
Por lo tanto, (2.19) se transforma en:

)\
5~ A =1 (2.20)

2.4.2 Problema de flujo

Estamos interesados en estudiar el flujo de un fluido de Houska no estacionario en la
seccion transversal de una tuberia bajo el efecto de una pérdida de presion.

Para tal fin, empezaremos considerando una estructura tridimensional, a la cual de-
nominaremos tuberia, como un cilindro, cuyos generadores son parelelos al eje x3 en el
sistema ortonormal de ejes z;x2x3. Notaremos por © C R?, el dominio de estudio que
representa a la seccion transversal de la tuberia, I' su frontera y (0,7") el intervalo de
tiempo durante el cual el flujo del fluido de Houska es modelado.

Estudiaremos el flujo entre las secciones transversales 3 = 0y 3 = L, donde L es una
distancia dada. A fin de que el fluido fluya, debemos poner ciertos valores para la presion
en estos puntos?, como por ejemplo

p(23)|us=0 = 0, p(a3)|zs=r = —cL. (2.21)

La constante positiva c representa la pérdida lineal de presién por unidad de longitud.
Como estamos interesados en el estudio del flujo no estacionario, buscamos el campo de
velocidades u y presiones p que satisfaga (2.16)-(2.17), las leyes constitutivas para fluidos
de Houska (2.18)-(2.20), la condicién de adhesién

u=0, enI x[0,L]. (2.22)

y las condiciones (2.21). Por lo general, este planteamiento nos lleva a un problema que
se considera que mal planteado. Para evitarlo, asumiremos que el flujo es laminar, es decir
asumiremos que las direcciones de las velocidades son paralelas a los generadores de la
tuberia [6]. Por ultimo, consideramos que el fluido se mueve Unicamente bajo los efectos de
la pérdida de presién en la tuberia, es decir, consideramos que no existen fuerzas externas

2Para este esstudio despreciaremos las fuerzas de contacto entre el fluido y la tuberia
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actuando sobre el material (f = 0).
Bajo estas condiciones, y siguiendo un proceso andlogo al desarrollado en [6] y [8],el
campo de velocidad se reduce a (0,0, u) y, gracias a (2.17), se tiene que

ou
o

lo que implica que u depende Unicamente de x; y x. Por otra parte, el tensor de velocidades
de deformacion D puede ser escrito como

0o o 2

1 ox1
ID>:5 0 0 %2 : (2.23)
Ou  du
ox1 Oxo
y la ecuacioén (2.16) toma la forma
)
o
> =0 (2.24)
Op  _ Qos | Doz
oxs - ox1 Oxg *

donde ¢;; estan dadas por (2.18) con D;; = (D31)* + (Ds2)?. En la Gltima ecuacién del
sistema (2.24), el lado izquierdo de la igualdad depende Unicamente de x5 mientras que el
lado derecho depende de z; y x2. Por lo tanto, los dos lados de la igualdad son iguales al
apuesto de la pérdida de presion por unidad de longitud ¢, de donde

p = —cx3.

Resumiendo, se desea encontrar un campo escalar u = u(z1,z2) en  que satisfaga las
siguientes ecuaciones

OJo31 032

— 4+ — =0, en() 2.25

81’1 + 8902 te ’ ( )
Ds;

((D31)? + (Ds32)?)
para:=1,2en (), cuando D;; # 0,

u=0 enT, (2.27)

o3 = (Ty, + ATy,) 1/2 + 2(po + Apa) Dsi, (2.26)

donde el parametro estructural A = \(x1, x2) satisface

O
— —AX= Q. 2.2
T A= f1 en (2.28)

El sistema (2.25)-(2.27),(2.28) es la forma diferencial de las ecuaciones de flujo, las cuales
se cumplen para todo ¢ para el caso no estacionario. Sin embargo, estamos interesados en
el enfoque variacional del problema el cual sera desarrollado en el siguiente capitulo.



CAPITULO 3

Un fluido de Houska no estacionario en una

tuberia

3.1 Introduccion

Este capitulo esta dedicado al tratamiento numérico del fluido de Houska laminar no esta-
cionario en la seccién transversal de una tuberia cuadrada. La solucién planteada partira
de la formulacion fuerte del problema, de la cual derivaremos su formulacién débil y apo-
yados en el método de Galerkin, derivaremos un sistema de ecuaciones que caracterice la
solucién.

Una de las dificultades inherentes de nuestra funcion objetivo es su no diferenciabilidad por
la presencia del término ~%-. Para solventar este particular, utilizaremos una regulariza-

([Vull*
cion del tipo Bercovier-Engelman introduciendo la variable w = ﬁ antes de aplicar
u

el método de Galerkin.

Ademas, tal y como se presentd en la seccidn 2.4, la viscosidad y la tensién de fluencia del
fluido de Houska son funciones afines de un parametro estructural \, el cual esta determi-
nado por su sistema de ecuaciones particular. Con el afan de no desviar la atencién sobre
el problema principal, trataremos a las ecuaciones que gobiernan al pardmetro estructural
de manera independiente y paralela de las ecuaciones del fluido de Houska.

3.2 Planteamiento del problema

Puesto que estamos interesados en interactuar con el fluido a través de la frontera de la
seccion transversal, nos apoyaremos en la ecuacion (2.20), la cual gobierna la distribucion
espacio-temporal del parametro estructural A = \(x,t), dotandola de las siguientes condi-
ciones de frontera

A=, enl’ X(O,T)
A=0, enTy x (0,7T) (3.1)
Iy =T\

23
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donde ¢; es una constante. Definimos las condiciones de frontera de esta manera puesto
que al momento de realizar experimentos numéricos del flujo del fluido de Houska, nuestro
objetivo sera interactuar de diferentes formas con el flujo del mismo a través de I'y, y poder
observar el papel que juega el parametro estructural al momento de definir el campo de
velocidad del fluido de Houska.

Considerando las expresiones (2.25)-(2.27),(3.1), se tiene que el flujo del fluido de Houska
no estacionario a estudiar esta gobernado por el siguiente sistema de ecuaciones!:

Qu_Oom _Gom — f enQx (0,7)
- D3, . P
03 = Ty {5 Do) +2uDs3; parai=1,2enQ x (0,7), cuando D;; # 0
(P) = Ty = Ty, + ATy, en Q x (0,7)
W= o + A1 en Q x (0,7)
u=0 enl x (0,7),
(3.2)
2 —AxN=fi enQx(0,T)
A= enTI'y x (O,T)
(Pe) = (3.3)
A =0, enTy x (0,7)
(T2 =T\I',
Valores iniciales:
uli=0 = up
Alt=0 = Ao

Dado que nuestro objetivo es implementar numéricamente (3.2)-(3.3), la siguiente seccion
estara enfocada en el desarrollo de su forma variacional y asi, poder resolverlas mediante
la aplicacion del método de Galerkin.

Cabe mencionar que realizaremos la implementacion de los sistemas (3.2) y (3.3) de ma-
nera independiente y paralela hasta llegar al algoritmo de resolucién definitivo, donde nece-
sariamente convergen.

3.2.1 Formulacién variacional - Parametro estructural )\

A continuacion desarrollaremos la forma variacional del problema (P.), para la cual multipli-
caremos la primera ecuacion de (P.) por v € H} () e, integrando sobre todo 2, obtenemos

ON(t)

vdx—/A)\vdx—/flvdx Yo € Hy(Q).
o Ot Q Q

!De ahora en adelante, en el problema, (3.2), escribiremos f en vez de c.



Luego, integrando por partes, se sigue que

9A() v dx —i—/(V/\ V) dx—/vdx—/flvdx

de donde, aplicando las condiciones de frontera de la funcién test, se tiene que

A1)

v dx —i—/(V)\ V) dx—/flvdx
o Ot

Entonces, la formulacién vaciacional del problema (P.) es:

Hallar \(x,t) € L?(0,T, H'(2)) que satisfaga la siguiente igualdad

OA(t)

5 vdx +a(Av) / fiv dx, paratodo v € H}(Q),
Q

donde,

a(\v) = /QN)\,VU) dx.
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(3.4)

Ademas, para que las condiciones de frontera sean acordes al problema planteado toma-

mos

Ar, = c1, parac; € HA(I'y).

Cabe resaltar que al tomar v € H{(Q) las condiciones de frontera impuestas sobre \ se
cumplen trivialmente. La eleccién del espacio de v esta motivada por su implementacion
numérica, mas en el algoritmo planteado se realizara un afinamiento sobre la matriz aso-

ciada al mismo, y asi satisfacer con las condiciones de frontera impuestas sobre \2.

3.2.2 Formulacién variacional - Fluido de Houska

Empezaremos desarrollando la forma variacional del problema (P), para lo cual multiplica-
remos la primera ecuacion de (P) por (v —u) € HZ(Q) e, integrando sobre todo €, se sigue

que

du(t)
0 ot

(v—u)dx — /Qdiv((0'31,0'32)T)(U —u) dx

—/f(v—u) dx,, paratodo v € H}(9).
Q

De donde, integrando por partes, se tiene que

8?)(;) (v —u)dx + /Q <(0317032)T)7 V(v = u)> x

Q

2Ver seccién 3.3.1



= / f(v—u) dx, paratodo v € H}(Q).
Q

Luego, reemplazando la segunda ecuacién del sistema (P) en (3.5) se obtiene

du(t) M < u, V(v —u))dx
(S axt | 7S e | (Vu v - w)a

= / f(v—u) dx, paratodo v € H}(Q).
Q

Por otra parte, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

(Vu, V(v —u)) / (Vu, Vv) / (Vu, Vu)
At dx= [ oL dx— | =" dx
/Q Y [Vul o’ |Vl o |Vyl

< / 7y |V dX—/Ty|Vu| dx,
Q Q
y tomando (3.7) junto a (3.6), se deriva que

du(t)
0 ot

(v—u)dx+2/

w(Vu, V(v —u)) dx+/ 7y |Vl dx—/Ty|Vu\ dx
Q Q Q
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(3.5)

(3.6)

(3.7)

> / f(v—u) dx, paratodo v € H}(Q),
Q

Entonces, la formulacién vaciacional del problema (P) es:

Hallar u(x,t) € L?(0, T, H}(£2)) que satisfaga la siguiente desigualdad variacional

ou(t)
Y

(v —w) dx + ay(u(t),v —u(t)) + j(v) = j(u(t))

> / f(v—u) dx, paratodo v € H} (), (3.8)
Q

donde,
au(v,w) = 2/u(Vv,Vw> dx,
Q
jv) = 2/Ty]Vv| dx,
Q
con

fer*Q).
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Puesto que el problema (P) estd mal condicionado cuando D;; = 0 (2.7), introduciremos
una regularizacion del tipo Bercovier-Engelman [14], obteniendo el siguiente problema apro-
ximado

Gu_Sou _ Grm — f en Q x (0,7)
R Ds; s -
03 = Ty o D) +2pD3; parai=1,2enQ x (0,7), cuando Dy # 0
(B) = Ty = Ty, + ATy, en Q x (0,T)
= o+ A1 en Q x (0,7)
uw=0 enT x (0,7),

o, reescribiéndolo en funcion al operador divergencia,

%_v.T:f en Q x (0,7)
r :Ty\/% +2Vu enQx (0,7)
(Po) = 7y = 7y, + A7y, en Q2 x (0,7) (3.9
L= o + M\ enQx (0,7)
w=0 enT x (0,7),

Con un procedimiento similar al desarrollado anteriormente, la formulacién vaciacional del
problema (F,) es:

Hallar u(x,t) € L?(0,T, H}(£2)) que satisfaga la siguiente desigualdad variacional

815(tt)v dx + a,(u(t),v) + j(u(t),v) = / fv dx, paratodo v € H}(Q), (3.10)
Q Q
donde,

ay(v,w) = 2/ u(Vou, Vw) dx,

Q
. (Vu, Vo)
’ = —F———d ’

N N T

con

feL3(9).

Las expresiones (3.4)-(3.10) seran el punto de partida de nuestro analisis discreto del fluido
de Houska, el cual desarrollaremos en la siguiente seccion. Antes, obtendremos un resul-
tado de existencia y unicidad para el problema (F).
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Existencia y Unicidad de la solucién del problema (F,)

TEOREMA 3.2.1. Ewiste una tinica solucion u € L*(O,T; H}(Q)) con v’ € L*(0,T; H} (R)")
para el problema (Pp).

Demostracion. Sea {¢;};j>1 una base ortonormal de H(Q2). Definamos VV =
spam{¢i,...,¢n}. Partiendo de la formulacion variacional de (F,), consideremos el

problema aproximado:

Hallar vV (t) € V¥ tal que:

L (N (@t), ;) + au (WN(t), 85) + 5y (uWN (1), 05) = (f,0;), Vi=1,...,N, te(0,T)
(1)
UN(O) = Zévzl u0,3¢s-

Escribiendo u (£) = 2N, ¢N(t) s, el problema (1) es equivalente a:

s=1"s

MLcN@E) + AN () + W(t) = F(t)

(2)
McN(0) = ¢,

donde Ay = ay(¢;, i), Fi(t) = (f(t),¢i), coi = (uo,ci) y W(t) = W(cN(t)). Dado que:
e uV es medible en ¢ para cada = € Q, puesto que para cada t

/ u™ <=m(t)Mq, con m(t) =méaxch,
Q

o u es continua en z para cada t (fijo), ya que u’V es la combinacién lineal de elementos

de VN,

se tiene que el problema (2) cumple las hipotesis del Teorema de Caratheodory (con

N

Ny, ver [15]. Por lo tanto, existe una tnica solucion ¢V € H'(0,T) para (2).

m(t) = max c

Tomando u™ (t) como funcion test en (1) se tiene que
L (N (), N () + ap (WN (@), wN (@) + 5y (WN (@), uN (@) = (fuN (@), (3.11)

y, gracias a la coercividad de a,, con constante de coercividad «, usando la desigualdad de

Young con € = i v puesto que

UN
g (uV (1), N () = < IVZN(;TQ) - b27qu(t)> >0 (3.12)

Para (3.11), se tiene que:

1d

5@”“”””%2(9) +allu™ (O ) < IFON 2@l @)l 220
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Integrando sobre (0,7), 7 € (0,7 se sigue

1 ()20 + /0 ™ ()2t < o2y + 2 /0 102200,

lo que implica que u® estd acotada en L>(0, T, L*(Q))NL%(0, T, H}(2)). Por lo tanto, estamos

en la capacidad de extraer una subsucesién (denotada por u”) tal que

u™ — w débil en L2(0,T, Hi(Q))
u™ — w débil * en L(0,T, L*(Q)),

hacia un u € L>(0,T, L3(Q)) N L?(0, T, H}(2)). Para pasar al limite en (1) multiplicamos
por ¢ € C1([0,T]), con (T) = 0, e integramos por partes:

Pl R S RN R
[ (%0 ) v = [ @ 0.0)% 0 - w00

Puesto que u’V — ug en L?(2), se puede pasar al limite en (1) y obtener que

T dw T‘
- [ 060G 0 = (0650 + [ lute). 600
T T
+ [Cauturopu = [ (00000, vi=1. 613

Puesto que {¢;} es densa en HJ(Q) se tiene (3,13) para todo v € H}(f2). Consecuentemente,
u € L>(0,T,L*(Q)) N L?(0,T, H}()) es solucién del problema (P).

En cuanto a la unicidad, sean w y u* dos posibles soluciones para (3.10). Empezare-

mos por escribir (3.10) para tanto para u como para u* y de su resta obtenemos:

O(u — u*)(t) . / Vu Vu*
+ —u*,v) + — , Vo ) =0. (3.14
/Q or Tl JViET R Vet (314

Tomando v = (u — u*) en (3.14), se tiene que

Ld

5 2l = W) O 32 + aule —u'u - )

Vu Vu*
+ | T — ,Viu—u*))=0. (3.15
/Q“/<¢|W+b2 VA )> 1)

Ahora, gracias a (3.12) y la coercividad de a,, con constante de coercividad a y la monotonia

de la dltima expresion del lado izquierdo, se sigue que

Ld

5 ol = )OIz + 2001w = w01 ) + LONw = w) Oy <O (316)
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Por lo tanto, tenemos que

1d

5 gl = w720 < elllw = u*) (O ) (3.17)

a partir del cual se sigue que

= w) )22y < /0 I = ) ()3 gy s (3.18)

de donde concluimos que u — u* = 0. O

3.3 Meétodo de Galerkin - Elementos Finitos

En esta seccion analizaremos la version discreta de los sistemas (F,)-(P.) el cual obten-
dremos aplicando el método de Galerkin. De aqui en adelante notaremos las cantidades
discretizadas por el superindice h. Tanto para (P}*) como para (P!*) usaremos el método de
Euler implicito para la discretizacién de la variable temporal, mas sobre el sistema resultan-
te de (P") aplicaremos el método de Newton clasico, puesto que el sistema resultante es
no lineal.

3.3.1 Problema (FPF)

e

Sea A" ¢ H'(Q) un espacio de dimensién finita. Definimos pues la aproximacién por ele-
mentos finitos de (P,) por el siguiente problema:

Para t > 0, encontrar \"(t) € A" que cumpla
(D8 M) +a(M o) = (ff,0h), paratodo ot € A"
* A =, enT
(P) =
A= O, en PQ
Iy = I

El sistema (P)) serd construido usando elementos finitos de primer orden. Para tal fin,
tomamos A" de la siguiente manera

Avi={yeCQ) : yell, VT € T"}

donde II; representa el espacio de todos los polinomios definidos sobre R? de grado global
menor o igual a 1. También, T" es una triangulacion regular de 2, donde los nodos de la
malla estan ubicados sobre los vértices de los triangulos, ningun nodo esta en el borde de
los mismos y los elementos de la triangularizacion no se superponen. Para el espacio A"
tomamos la base

Bk = {Ela oo 7£ne}a



con dim(B}) = n, teniendo asi:

A= Z Aici,
i=1

: O\
h.— 22
A= T

= O\ S
:Z; (%&Z; Ai i

Gracias a todas estas definiciones, el sistema (P)) es equivalente a:
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Para t > 0, encontrar \"(t) € A" que cumpla

s A
NP X 4 APN — = o,
(P = A = ¢, enly
A= 0, enT'y

%

nodal BY, respectivamente.

- = . :
donde los vectores X, A € R" representan los coeficientes de \* y \* en la base

Las matrices A" € R"<*" se obtiene a partir de la forma bilineal a(-, -), mientras que M" ¢

R"e*"e se obtiene a partir de (%, -), donde

A" = (a;;), donde a;; := Z / (V&,VE;) da, parai,j =1,...n,,
T

TeTh

M" = (m;;), donde m;; := & & da, parai,j=1,...n..
J J T J

TeTh

Ademas, f]' esta dado por

flh = (flj)v donde flj = Z /fl §dx,paraj=1,...nc
T

TeTh

Ahora, para la discretizaciéon de la variable temporal, aplicaremos el método de Euler impli-

cito. Por lo tanto, a partir de (P*) obtenemos

o ANEHD) A (@) - 1
h + AhNED) — fl( +1)

At
éMh/\(tH) + Ah)ED) — f1(t+l) + éMh/\(t)
(Alch +Ah) D) p(tHD) Aich)\(t)
Definiendo
K, := R + Ah

(3.19)

(3.20)
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1 -
ge(ADy = pUFD MY (3.21)

reemplazando (3.20) y (3.21) en (3.19), obtenemos siguiente el método iterativo compuesto
por el sistema de ecuaciones lineales

KA = g (A0), (3.22)

Tal y como se menciona en la secciéon 3.2.1, un afinamiento es necesario para ajustar
los valores del parametro estructural sobre la frontera I';. Dicho afinamiento se realiza
sobre el vector g. antes de aplicar el método iterativo definido por (3.22), el cual consiste
en asignar el valor de ¢; a todos los elementos de la base que se ubican sobre la frontera T';.

Veamoslo con un ejemplo. Tomemos h = 0,25, el paso de discretizacion sobre el in-
tervalo (0,1). Por lo tanto, dim(V") = n. = 12 y los nodos de la malla quedan distribuidos
sobre Q2 tal y como lo muestra la figura 3.1

¥

0 1

h

Figura 3.1: Distribucién de la malla, (h = 0,25), sobre Q para (P.)

Como podemos observar en la figura 3.1, los elementos a corregir en el vector g. son los
valores correspondientes a &1, & y &. El ajuste consiste en asignar el valor de ¢; a las
componentes /\gt), )\ét) y /\g), para todo (t¢). Graficamente, este procedimiento se aprecia en
la figura 3.2.
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0

Figura 3.2: Ajuste sobre el vector g. para (P,)

En definitiva, luego de aplicar este ajuste, se tiene que
12
A0 =57\, (3.23)
=1

con AP Ay Al = ¢ para todo ¢ elemento de la discretizacion del tiempo, el cual es el
problema discretizado asociado al parametro estructural .

3.3.2 Aproximacién por Elementos Finitos - Fluido de Houska

Problema semi-discretizado

Partiendo desde el problema (F,), y tomando como motivacién el método expuesto en [16],
proponemos introducir la variable

Vu

VIVul + 12

con el objetivo de mejorar la resolucion del sistema de ecuaciones no lineal asociado al
problema, obteniendo el siguiente sistema aproximado:

o _V.r=f en Q x (0,7)

S VA

T—Ty\/m—i—QVu en Qx (0,7)

= + A en Q) x (0,7

(pry={ " T 0.1 (3.24)

W= o + A1 en Q x (0,7)

— Vu

w_i\/m en Q x (0,7)

u=0 enT x (0,7),

Definimos pues la aproximacién por elementos finitos de (P,) por el siguiente problema:
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Para ¢t > 0, encontrar u"(t) € V* y w"(t) € W", que cumpla

(Ph) = (agth,vh)L2 + ap(ul, ") + jr, (W, 0") = (f",0"), paratodo v € V",
VIVul|? + b2 wh = Vuh, ctp.enQ, Vb>0.
con

oy (w,0) = /Q o (w0, Vo(z)) da.

El sistema (P") sera construido usando elementos finitos lineales. Para lograrlo tomamos

como V" =X} c HE(Q)y Wh c L*(2) los siguientes espacios de dimension finita

—{3/60( ) - ?J\TGHl,VTET cyloa=o},
hi=Aq:=(q, )" € L*Q) : q|T, qa|t €y, VT € T"},

donde II; represente el espacio de todos los polinomios definidos sobre R? de grado global
menor o igual a 1. También, T" es una triangulacion regular de 2, donde los nodos de la
malla estan ubicados sobre los vértices de los triangulos, ningin nodo esta en el borde de
los mismos y los elementos de la triangularizacién no se superponen.

Para los espacios V" y W" tomamos las bases

By = {e1,...,¢n}
BI}}V = {¢1a- . 'anm}a

donde dim(B{) = n y dim(B},) = 2m, teniendo asi:

n
= E UiPi,
i=1

2m

wh =" wph,
=1
. h
uh ou
875

ou; oL
_Z ot %:Z Ui @i
i=1

Gracias a estas definiciones, del sistema (P") se deduce el problema semi-
discretizado:

Para t > 0, encontrar u" € V" y w" € W" que cumpla

(Ph) = MG+ AT + WD — P =0
| VIVEEE 2 wh — vt =0,
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- . .
donde los vectores i € R", i/ € R" y W € R?™ son, respectivamente, los coeficientes
de elementos finitos del trio de vectores u”, u", w" en las bases nodales Bl y BY,.

La matriz M" € R™*" se obtiene a partir de (%, -), mientras que las matrices A"(t) € R"*"y
Wh(t) € R"*?™ se derivan a partir de las formas bilineales a,, (-, -) y jr, (-.-), respectivamente,
usando las bases para V", W", donde

M = (mi;), donde m;; := 2 / i pj dx, parai,j=1,...n,
T

TeTh
A(t) = (ai;), donde a;; := Z 2/ w(z, t)(Vi, Vo;) d, parai,j=1,...n,
rern T
Wh(t) = (w;;), donde w;; := Z / Ty(x,t)(w, Vio;) doe, paraj=1,...nyl=1,...,2m.
rern T

A menos de que se especifique lo contrario, notaremos A" = A"(t) y Wh = Wh(t) sin
olvidar que dependen directamente de ¢ puesto que se construyen a partir de = p(z,t) y
7y(w,t), respectivamente®. Ademas, el lado derecho f” esta dado por

f":=(f;), donde f; = Z /ngojda:, paraj=1,...n

TeTh

Para asegurar que la forma bilineal j,, (-,-) esté bien definida para w, basta demostrar que
wh € L%(Q), lo cual es inmediato puesto que para cualquier u" € V"

h Vuh

1,
VIVul|2 +b

lo que implica que w" € L>=(9).

Problema discretizado

Para plantear el problema discretizado a partir del problema semi-discretizado, considera-
remos el /—método con 6 = 1. En otras palabras, aplicando el método de Euler implicito a
la primera ecuacion del problema (P") se obtiene

LD (0
At

1 1
—Mhu(t"'l) _ —Mhuk + Ahu(t—l-l) + thk-‘rl — fk:-‘rl
At At

+ AP LR — p+D)

El cual es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones no lineales

K 1)) =0 (3.25)

3Este cambio se hace para relajar la notacion.
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con

ﬁMhu(tH) _ ﬁMhu(t) + AP (1) L rhe (D) _f(t+1)

VD2 £ 52 (D) — wy )

Dado que el sistema de ecuaciones (3.25) es no lineal, es imperativa la implementacion
de un método que nos permita solventar el célculo de sus raices para cada iteracién de la
variable temporal. Para tal efecto, implementaremos el método Newton clasico.
Empezaremos calculando la matriz jacobiana de K, a partir de (3.25), obteniéndose

K(u(t+1),w(t+1)) =

M+ AT wh

Jr = WD gy (D T
: (— T )vc) (Va4 02

1/ |Vu](:+1)|2+b2

Definiendo dr = (du,dw)", obtenemos el siguiente médoto iterativo compuesto por el si-
guiente sistema de ecuaciones lineales

(3.26)

T (6r) = =K (™ w) (3.27)
que de manera extendida establece

1 h h h
LMt 4 A 11

WD, D T
<_1+k 4 >v<-> Va2 4 02

ou
swl|
VIvul 242

—ﬁMhu,(fH) 4 ﬁMhul(ct) —Ahu,(fﬂ) 7thlgt+1) + Fl+D 5.28)

Considerando el desarrollo expuesto en [8], [17], podemos mejorar la convergencia del mé-
todo propuesto proyectando la matriz jacobiana Jg, para lo cual introducimos la siguiente
variable

(+1)
(t+1) Wi
wpl ™ = Tk (3.29)
: max(1, w! )

con lo cual el método iterativo propuesto para la aproximacion numérica del flujo del fluido
de Houska es

1 h h h
LMt A W

wplttD) u(z+1)T
(—I+p’“ Ao >V(-) VIVul T2 402

\Vug+1)\2+b2

ou B
sw|
_Aichul(ﬁtJrl) _'_ALchul(ct) _Ahul(ctJrl) _th’gt+1) +f(t+1)

. (3.30)
—IVaf IR 52 Y vt
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Gracias a este procedimiento, la matriz resultante es semidefinida positiva, es decir, sus
valores propios son no negativos [8], [17]. Contrastaremos los resultado del sistema original
y del sistema proyectado en el Experimento 4.
Ademas, mientras no se cumpla el criterio de parada del método de Newton, se tiene que
(t+1) _ (
Upyr = Ug

w,(cfll) = w,(C +1) + dw

+1) + du
t

para todo ¢t € (0, 7).
3.4 Convergencia de la solucién del problema semi-discretizado

a la solucién del problema original

Notacién preliminar
Operador de interpolaciéon

Sea Q) c R?. Para cada v € C°(Q2), definimos la interpolante de v en el espacio X}, deter-
minado por la particion 7", la funcién I1} v tal que

IT} v(x;) = v(x;) paratodo z;, nodo de la particion , i =0,..., N + 1.

Usando la base {¢;} del espacio X}, la interpolante puede ser expresada como

y(a;) = Z (i) ().

Por lo tanto, cuando v una base de Xh'! son conocidas, la interpolante de v es facil de
calcular. El operador

;@) - x}
que asocia una funcién v a su interpolante II} se denomina operador de interpolacion.

TEOREMA 3.4.1. Sea v € H™(Q), parar > 1, y sea IT}v € X; sea el operador interpolante

definido anteriormente. La siguiente estimacion del error de interpolacion sostiene
v — L] gy < Ck’rhr+17k"l)’Hr+1(Q) para k=0, 1.

Las constantes Cy, son independientes de v y h. Recordemos que H(Q) = L*(Q) y que
| lmo@) = I llz2-

Demostracion. Ver ([4], p. 74). O

TEOREMA 3.4.2. Asumiendo que u es suficientemente reqular, se tiene la siquiente estima-
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cion a-priori para el error
h 2 ! Ry .12 2 t
Hmw—u@mmmwaaA|w—u>ﬂmmﬂssCherwz

con C independiente de h.
Demostracion. En cuanto a la convergencia de la solucién semi-discretizada hacia la solucién

original, se tiene de la resta que

C/U/ Cuh
o] h h h . h h
Z(u—u"),w") +a, (u—u"w")+ |7 - T V' | =
(81‘,( ) ) ,u,< ) (y /’vu|2+b2 y ’vuh’2+b2 )

(3.31)

Por practicidad, noratemos por

02) Vz
=Ty
T VIVzE+ b2

h
E(zh) =1y vz

NG

Consecuentemente, gracias a la coercividad de a,, con constante de coercividad o, tomando

v —uh = w" y reemplazando (3.31), se sigue que

hi(2 h h
allu = u|[5 ) < ap (u—u JU— U )
< au (u—uh,u—vh> +ay (u—uh,vh—uh>

< a, (u —ul u— vh) — %(u - uh),wh) — (ﬁ(u) — E(uh),V’wh> (3.32)

Centraremos nuestro desarrollo en el lado derecho de la expresién anterior. Para el primer
término, primero usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y luego la desigualdad de Young

. 3
con € = 737, se tiene

ap (== o) < MJu— 1yl = "] 1110

h 2 h
< Gl = w3 0y + S llu = 0" 70 o (3.33)
Para el segundo término, tomando w" = (v® —u) + (u — u”) se obtiene

(Bt wh) = = (Blu— ), 0" =) + (= )

w—uh),u—ot)) = Sl — e (3.34)

Mientras, para el tercér término, tomando w” = (v —u)4(u—u"), considerando la monotonfa
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de 4(+) y usando la desigualdad de Young con ¢ = se sigue que

4chb) )

- (E(u) — ), VO — ) + V(u— uh)> < <€(u) — (M), V(u — vh))
< L()|Ju — uP| | oy lJu — v )

oY b)?
< Slu— "3 ) + B2 — ullfng,  (3.35)

Reemplazando (3.33), (3.34) y (3.35) en (3.32),

2
OZHU—UhH%ﬂ(Q) < Gllu— uhH%{l(Q) + %HU—UILH?{I Q)

+ (gt(u—uh) u—/l)h)> _ iﬁHu—u HLQ(Q

+ 4w — w3 ) + L) ||u—vh||H1(Q (3.36)
de donde
M2+ L(b)?
12— 2oy + Sllu — w2 gy < MO | u — P2 g (3.37)

+ <%(u — uh),u — vh))
Multiplicando por 2 e integrando entre 0 y t,
h 2 ' By |12 h 2
1w = u*)(B)|220) + 04/0 1w = u)s[1 @y ds < [[(w = u")(0)[|L2(q
M2 L(b)2
ML [')ju(s) — o o s

+2/ (8w —u)(s).u(s) ~ ") ds (3.38)

0

(4)

Para (4), integrando por partes y usando la desigualdad de Young con e = 1

(u—u u—vh)(0)>

<3 [ = s + [ 15006) ) s
1||(U—U )(t )HL2(Q) (3.39)
11— ) Ol By + 1a — YOyl — 0)O) 2200y

reemplazando (3.39) en (3.38) se tiene

t
%Wu—ﬁﬂm@mn+aélw—uﬂw%mﬂs
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t
2
<M +L / ||u(s) vhH]qu(Q)derz/ H%(u(s) _vh)H%Q(Q)ds
+2/|(u = ") (Ol[F2(qy + 2/I(w — u*)(0 )HLz(mH(u—v )0 22(0)

= YOy + 3 [ 1= 06 s (3.0

Tomando v" = IT} u(t) y asumiendo regularidad de wu, se tiene que

_ MLy / Ju(s) = "3 s < C1 b / () Bz

e =2 /0 12 (u(s) — o) Bagyds < Co B2 /0 %%(@@mmds,
s = 20| (u— o) (O] gy < Co B2ult) Bps o,
3 = 1 — ) (O)| 2oy + 2l — u")(0) |2y 1(n — ")) 2@y < Ca h¥u(0) ey

Consecuentemente,
= Oy + [ 1160 =) s
<Ch’N / [I(u (2 (341)
donde N(u) es funcién de u. Usando Gronwall,
t
() = " Ol + 20 [ = a)slfp oyds < C 1 N ! (342

se obtiene el resultado buscado. O



CAPITULO 4

Implementacién Numérica

4.1 Introduccion

En este capitulo plantearemos los algoritmos de solucion para los problemas (P") — (P"),
empezando por los concernientes al parametro estructural y luego las matrices relacionadas
al fluido de Houska. Este orden es natural puesto que tanto la viscosidad como la tension
de fluencia del fluido de Houska dependen del valor de A, siendo necesario conocer de
antemano su valor para poder determinar (P").

4.2 Un algoritmo Euler Implicito para la resolucién del fluido
de Houska

Gracias a los resultados de las secciones anteriores, estamos en la capacidad de definir un
algoritmo que resuelva (P"). A continuacion presentamos un esquema del mismo mas el
detalle de las matrices involucradas en su desarrollo.

Algoritmo (pam2d)

1. Resolucion del problema (P7)

a) Inicializamos el vector A(0) € R7e.

b) Calculamos las matrices M" y A"

(a)

(b)

(c) Realizamos la correccién a la matriz K.

. L1 .
d) Calculamos A+ = (L yrh 4 Ak (D) L arha®),
Al 1 Y;

(e) Calculamos el valor de A(**1) para cada T € T".
2. Inicializamos los vectores u(?) € R” y w(® ¢ R?™ y establecemos k = 0.
3. Calculamos las matrices M, A"(0) y W"(0).
4. Caleulamos 6r = (Jx (ul™ w1 (K (u{T) wTY).

5. Actualizamos u](::—ll) - u](fﬂ) +ouy w](:rll) - w,Ef“) 1 dw.

41
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6. Actualizamos A"(t 4+ 1) y W"(t + 1).

7. Paramos, o establecemos k := k + 1 y vamos al paso 2.

4.3 Construccién de las matrices asociadas al problema (P")

Para la implementacion numérica del algoritmo pam2d es necesario reparar en ciertos
aspectos. Dado que p y 7, dependen implicitamente de x y ¢, la construccion de las
matrices A" y W" no es inmediata. A continuacion detallaremos el proceso de construccion
de cada una de ellas partiendo desde lo expuesto en la seccion 3.3.2.

Con respecto a las matrices que formar parte de la solucion del problema (P"), és-
tas se construyen de manera analoga al ejemplo desarrollado en la seccién 1.3.3, con la
diferencia de que A = cl en I'y, considerando el afinamiento desarrollado en la seccion
3.4.1.

4.3.1 Construccién de la Matriz de rigidez A"

La matriz de rigidez A" € R"*" se deriva a partir de la forma bilineal
ay(u,v) = 2 /Q w(Vu, Vv)) dx (4.1)

donde p = u(x,t) y x = (z,y) € R% Tomando v = ¢, en (4.1), y T" la triangularizacion
definida previamente sobre (2, se tiene que para cada t € (0,7))

au(uhv(pj) = Q/QMVU}Z’V%)

-y 2 /T WVt Vo)

TeTh

SDOL] TR (12)
TeTh

pero como

n
h ._
u = Z Ui P4 s
i=1

sus derivadas estan definidas por
n n

ul = Z uipi, Y uZ = Z Uipi, - (4.3)
i=1 =1
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Reemplazando (4.3) en (4.2) se sigue que

n
=1

TETh TETh
(A1)
+ Z 2/ p (Z ui@@) ©j, (4.4)
rerr T \i=1
(A2)

Dado que (4.4) es una expresidbn muy grande la analizaremos por separado. Antes de
profundizar en su evaluacién, es necesario notar que cada elemento de la base V" puede
ser identificado en funcion de su posicidn en la malla construida para analizar el problema.

7
(13) (2,3) (3,3)

gy 05 0
2 22 @2

Al 92 93
(1,1 21 3n

0 X
Figura 4.1: Esquema de la distribucion de los elementos de V" sobre

para N = 4.

Si distribuimos los elementos de V" partiendo desde el nodo méas cercano al 0, de izquierda
a derecha y de abajo hacia arriba, tal y como se presenta en la figura 4.1, se cumple que

Pni; = Pi+N(G—-1)

= Pij,

conn;j =1+ N(j—1) <n=dim(V") paratodo 1 < i,j < N — 1. Reescribiendo (A1) en
funcién a la nueva numeracién presentada se tiene que

(A1) = Z Q/T,u ZZ]: UijPij, | Pij,- (4.5)

TeTh
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Para la solucién numérica de este problema definimos ¢;;(z,y) € V" de la siguiente forma

Fy—y)+1 en |l
—%(w—wi)+1 en ||ZJ

gpij(x,y) _ —%(l‘ — .’L’l) — %(y — yj) +1 en |||7,] (46)
—E(y—yj)—l—l en IVU
%(a: —xz;) +1 en Vz‘j
Fle—z)+3y—y)+1  en Vi

con

x; = xog + th = ih,
Yj = Yo+ jh=Jjy,

eiecl={1,. ,N-1},j € J={1,...,N—1} y h = 1/N el paso de discretizacién
utilizado. Por lo tanto, para cada ;; existe

Sij = {Iz‘ja ”ij7 ”Iij7 |Vz‘j, Vij, Vlw} C Th (47)
tal que
Supp(pij) = Sij. (4.8)

tal y como se aprecia en la figura (4.2).

10 (i1

Figura 4.2: ¢;j y su soporte S;j C Th

Antes de evaluar (A1), debemos hacer una ultima consideracion sobre p. Como se expuso
anteriormente, u = u(x,t) dependiendo implicitamente de x. El valor de i se determina en
funcion a la posicion en la que nos encontremos sobre 2 para cada ¢t € (0, 7). Es decir, para
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cadat € (0,7), si (z,y) € Q =]0,1[x]0, 1], se tiene que

+ para (z,y) € Q
Mw:{uy para (z,y) (4.9)

0 Si no.

Dado que
p= po + AApuo

con A = A(z,t) solucion del problema (FP.) el cual, para ser resuelto, es aproximado por
el problema (P"). Al resolverlo, obtenemos una aproximacion nodal de u, en funcién a
la triangularizacion definida sobre 2 para cada ¢t € (0,7). Es decir, para un determinado
T € T" podemos inferir que

pr si(z,y) €T
Hay = { . (4'10)
0 sino.

donde pr es igual al promedio de los valores en los nodos que componen T.

Considerando lo establecido en (4.8) y (4.10), para cada (i, j) € I x J, es suficiente evaluar
(A1) sobre S;; C T" obteniéndose

2/ HS;; (Uij@ijx + Uij—1Pij—1, + Wit1j—1Pi+15—1, T Wit+1jPi+15, T
S..

1,

Uij+1Pij+1, + Uim1j41Pi— 1541, + Uim15Pi—1j,)Pij,

de los cuales, considerando la interseccion de los soportes de cada una de las ¢;; involu-
cradas, son diferentes de 0 el primer, cuarto y séptimo términos. Al evaluarlos por separado
obtenemos

R\ [ 1 1 1 1
(AL.1) = 2/__ WS Wi Pij, Pij, = 2 <2> [hgunij + o ghi g, + hQ)u'th:| Ui

J

= (pun; + oy + vy + pvig )i

h? 1 1
(AL4) =2 [ ps, uiv1iit1g, @i, =2 | 5 | | =i, — 750 | Wit
. 2 h h

Sij

= — (g + pmg; )it

h? 1 1
(AL7) = 2/ s Ui—15Pi14, Pij, = 2 <2> [—hguvij - hQMvu]} Ui—1;

J

= _(/'LVZ'J' + IU’V|U)ui—lj-
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Siguiendo un procedimiento de célculo analogo a (A1) para evaluar (A2), obtenemos

2/ ps;; (WijPij, + Wim159i-1j, + Uij—1Pij—1, + Uit1j-1Pit1j-1,+

3

Ui+15Pit+15, T Uij+1Pij+1, + ui—1j+1‘~Pi—1j+1y)SOijy

de los cuales, son diferentes de 0 el primer, tercer y sexto términos. Evaluandolos por se-
parado obtenemos

R\ [ 1 1 1 1
(A2.1) =2 | ps,uijpij, pis, = 2| 5 ) |2k, + gaking + a0V, + 55 | Ui

]

= (1, + pmg; + pavy; + B )i

h? 1 1
(A2.3) = 2/5 1S, Wij—1Pij -1, Pij, = 2 <2> [—hzmij - hguvu]} Uij—1

ij

= —(pu; + pvi; Juij—1-

h? 1 1
(A2.6) = 2/__ IS5 Wij+1Pij+1, Pij, = 2 <2> [—hgﬂmﬁ - hQMVi]} Ujj+1

)

= — (ki + Hiv;; ) ij1-

Con estos resultados podemos calcular A" a partir de las duplas (i, j) € I x .J, puesto que
para cada (i, j) se tiene que

(anijni;) = (P + png + pvg; + o) + (g + g + vy + fvg;)

(Anijnipr;) = — (kg + ;)
(anijniflj) = 7(/‘I’Vij + HVIij)
(anijnijfl) = _(/'I’Iij + HVIij)
(Anijnizen) = — (g, + tav,;)

Con lo cual, al recorrer los conjuntos I, J completamente, A" queda determinada.
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4.3.2 Construccion de la Matriz W"

La matriz W" € R"*?™ se deriva a partir de la forma lineal
Jry (V) = / Ty (w, Vou(x)) dx (4.11)
Q

donde 7, = 7y(x,t) y x = (z,y) € R% Tomando v = ¢;, w" € W" en (4.11), se tiene que
paracadat € (0,7)

r,(05) = /Q (W, V)

= Z /T7'y<wh>v%'>

TeTh
= Z /Ty (w?%jw‘fﬂi‘wg%jy)
rerh ' T
m m
] Z /Ty (Zwﬂbh) @ijm“‘ Z /Ty <Zw2¢12> goz-jy (4.12)
Terh’ T 1=1 Terh’T =1
(W) (W2)

puesto que, como w" € W’
w' = (wi, wh)" € L*(Q)

tomamos

m

h § :
wl = wlwlu

=1

m

w% = Z wg’gZJlQ.
=1
Al igual que para (4.4), evaluaremos (4.12) por partes. Para tal efecto, empecemos discu-
tiendo los soportes de ¢, , vij,, Y1, ¥ i, Para la solucion numérica del fluido de Houska,
definimos v (z,y) € W" como

1 si (z,y) €T
di(a,y) = { et (413)
0 si no.
conle L={1,...,2m} paracadat € (0,7). Por lo tanto
Supp(ir) = Ti (4.14)

para todo I € L. Como w" = (wh,w%)T, por definicion de W, se tiene que

Supp(yy,) = Supp(ihr,) = T (4.15)
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=10 [R)

\/

0

Figura 4.3: 1, y Y1, con su soporte T} € Th

Ahora, a partir de (4.6) se tiene que

)

en Iij

en ”zg

= =

en |l
en IV
en V;;
en VI

Pij, (T,y) = (4.16)

Sl == O

en Iij

S =

en ”Z]

en |ll;;
en 1V,
en V;;
en Vi

wij, (,y) = (4.17)

= =

= O

es decir, el soporte de ¢;;, y ¢;;, se reduce a

Supp(goijm) = {”ijy Illija Vij7 Vlzj} C Sij (4.18)

Supp(pij,) = {lij, Wij, V45, VI } C Sij (4.19)

Si distribuimos los elementos de W" tal y como se muestra en la figura 4.4, podremos
identificar mas facilmente los 7" € S;; en funcion de la dupla (, j). En otras palabras, para



49

(i,7) € I x J, el Supp(yp;;) esta compuesto por

/

lij = Toipag-1)N

;= TZ(i+1)+2(j—1)N

Wi; = Toipoin (4.20)
Vij = Toi_1)42in

Vij = Thi—1y42iN

VIij = Tou_1y123-1)N

0 1

Figura 4.4: Esquema de la distribucion de los elementos de W' sobre
para N =4

Apoyandonos en (4.20), definimos

li; = 20420—-1)N |l = 26+1)+2(j-1)N
Wy = 242N IVi; = 2(i—1)+2jN (4.21)
Vij = 2(i—1)+2jN VIjj = 2(i—1)+2(j —1)N

Por lo tanto, gracias a (4.15), (4.18), (4.19) y (4.21), tenemos que (W1) es igual a

(W1) = / TYSZ-]- <w1||i]. wllij%’jz + Wiy, wllli]- Yij, T Wiy, lbvij%'jz + Wiy, ¢v|i].s0ijz> (4.22)

ij

Evaluando (4.22) término a término obtenemos

h? 1
(Wll) / Tys (w””w”wgpz‘yi) = <2> <_h> Ty"ij w1”ij
= <_ h> Ty ; Wiy 0
h? 1
(W1.2) /s Tys,; (wir, Y, pi5,) = <2> <_h) Ty, Wi,
1
D) TYIII 1|||ij7
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h? 1
(W1.3) = /S”Tysij (wvijlbvij%jx) = <2> (h) Tyv,; Wiy,
ij
1
- <2h) vy, Plvig
W14) = i) = i X
( 4) = S, TYSij (UIVIZ-j?/JVIij‘P%) =\ n TYVIijwlwij

Il
7 N\
N

h) 7-yw,.j Wiy, -

Analogamente, para (172) se tiene que

(W2) = /S Tys,, (wh” Diy; iz, + Wi, Vi, i, + Wiy, Vv, Pig, + Wiy, vy %jy) (4.23)

ij

de donde, al evaluar (4.23) término a término, se obtiene

h? 1
1
= <2h> Tylij wllij’
h? 1

3

1
h? 1
(W2.3) = /S Tys, (wIVijwlvijSOijy) = <2> <_h> Ty, Wl

J

1
N (—2h> Ty Wl
h?\ (1
(W2.4) = /S TYSij (lei_iwwij(Pijy) - (2) (h) TyV'ij v

ij
1
= <2h> Tyw,; Wiy -

Con estos resultados estamos en la capacidad de calcular W" a partir de las duplas

(i,7) € I x J con lo cual, al recorrer los integramente dichos conjuntos, W" queda
determinada.

Dado que ya tenemos todos los insumos necesarios, en el siguiente capitulo desa-
rrollaremos varios experimentos en torno a la aproximacion numérica del flujo de un fluido
de Houska utilizando el algoritmo pam2d.



CAPITULO 5

Resultados Numéricos

5.1 Introduccion

En este capitulo presentamos algunos ejemplos numéricos que daran a conocer las
principales implicaciones del algoritmo Euler Implicito en la resolucion numérica del fluido
de Houska.

Como dominio de estudio consideraremos =0, 1[x]0,1[, sobre el cual construire-
mos una triangulacién uniforme T", compuesta por tridngulos isésceles congruentes de
lado h = 1/30. Con respecto a la variable temporal, tomaremos una particion uniforme
At = 0,04 del intervalo [0, 1].

Los experimentos numeéricos han sido llevados a cabo para f(x,t) = 10 t que representa la
pérdida de presidon en la tuberia, mientras que para el sistema que gobierna el parametro
estructural tomamos f;(x,t) = 10 t. Ademas, como condiciones iniciales del problema se
tomé uf;—o =0y AJ4=o = 0.

Criterio de parada

A menos que se diga lo contrario, pararemos el algoritmo pam2d tan rapido como
residuo — (JK(U;(fH)a w}(ﬂtJrl)))—l (_K(U/it+1)’w/gt+1))) (5.1)

R2

es de orden 1 x 1075, con Jg, K definidas como en (3.30).

ol
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5.2 Experimento 1 - Viscosidad

El primer experimento se centrara en asignar diferentes valores a la viscosidad fijando el
resto de parametros y su objetivo es mostrar la inferencia del pardmetro estructural en la
determinacién del flujo del mismo. Tomando, 7,, = A7y, = 0 el problema (3.2)-(3.3) se
transforma en:

u_v.r=10t en Q) x (0,7)
(P)=<u=0 enI x (0,T)
T =2(po + A1) Vu

P _AN=10t enQx(0,7)

A=10 enl’;
(Pe) =

A=0, en T’y

I'=T1UTly

Para determinar el flujo del fluido de Houska, aplicaremos el algoritmo pam2d para tres
combinaciones de valores asignadas a las partes permanente y tixotrépica de la viscosidad,
obteniéndose los siguientes resultados:

Tabla 5.1: Resultados correspondientes al Fxperimento 1 - Viscosidad

FEscenario g w1 Media iteraciones
a 1 0 2,8077
b 0,5 0,5 2,8077
c 0 1 2,8077

Tal y como se nota en la tabla 5.1, no existen diferencias en el numero medio de iteraciones
que realiza el algoritmo pam2d en aproximar la solucién numéricamente.
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En los siguientes graficos se puede apreciar el campo de velocidad resultante al aplicar el
algoritmo pam2d al Experimento 1 - Viscosidad.

0.2 / IIIIIIII “‘ ; '
0.1 / ﬂﬂll I \\ ““‘\‘k\
: Illllllllll/, ‘ “‘t\‘“‘“‘“ R

0.4

(b) po=0,5 w1 =0,5

0.5

(c) o =0; p1 =1

Figura 5.1: Campo de velocidad del fluido de Houska para diferentes va-
lores de la viscosidad permanente (uo) y tozotrépica (u1).

Los parametros asignados al experimento (1.a) hacen que el problema a resolver se reduz-
ca al problema — Au = f, mientras que (1.b) y (1.c) representan el campo de velocidad
del fluido de Houska bajo la accién del parametro estructural . Tal y como era esperado,
el fluido de Houska mantiene su forma cupular, aunque mientras ;; aumenta, el campo de
velocidad se va acercando a I'; gradualmente.



o4

Este fendmeno se valora de mejor manera en el grupo de figuras 5.2, el cual muestra el
perfil de velocidad del fluido de Houska paralelo al eje x para cada At, resultante de aplicar
el algoritmo pam2d a cada uno de los valores asignados a la viscosidad del mismo.

09F T T T T T T T T T 3 0.6F

0.5

0.6 — 0.4r

L L L L ! L L = L L L L L L T
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(@) po=1; pu =0 (b) o =0,5; p1 = 0,5

0.5F

0.3r
0.2

o1 fy

0 L L L L L I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(c) o =0; pp =1

Figura 5.2: Perfil de velocidad del fluido de Houska para diferentes valores
de la viscosidad permanente (ug) y tozotrdpica (p1).

Ademas de evidenciar el comportamiento descrito anteriormente, puesto que al disminuir la
viscosidad permanente y aumentar la viscosidad tixotropica, el valor total de la viscosidad
del fluido de Houska aumenta, lo que implica que el valor maximo alcanzado es cada vez
menor.
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5.3 Experimento 2 - Tensién de fluencia

En este segundo experimento exploraremos los cambios sufridos al asignar diferentes va-
lores a la tensién de fluencia, tanto permanente como tixotropica, fijando el resto de para-
metros del flujo del fluido de Houska. En particular, tomaremos la viscosidad permanente
o = 1y la viscosidad tixotrépica ;11 = 0 para asegurarnos que el problema posea solucion.
Por lo tanto, el problema (3.2)-(3.3) se transforma en:

Qu_v.T=10t en Q x (0,7)
(P)=qu=0 enl x (0,7)

Vu

T=2Vu+ (1y, + My i

D _AX=10t enQx(0,T)

A =10 enF1
(Pe) =

A=0, en Iy

Para determinar el flujo del fluido de Houska, aplicaremos el algoritmo pam2d para distintas
combinaciones de valores tanto de la tensién de fluencia permanente como de la tixotropica.
Al hacerlo, obtuvimos los siguientes resultados:

Tabla 5.2: Resultados correspondientes al Ezxperimento 2 - Tension de
fluencia

FE'scenario Ty, Ty, Media iteraciones

a 1 0 22, 8846
b 0,5 0,5 21,5000
c 0 1 16,6154

En la tabla 5.2 se muestra el nUmero medio de iteraciones que realiza el algoritmo pam2d,
notandose una disminucion considerable mientras la tensién de flujo permanente disminuye
y la tixotrépica aumenta. Esto se debe principalmente a que la parte activa del fluido' es
mas grande que la parte inactiva®. Esta diferencia se puede apreciar directamente en el
grupo de figuras 5.5.

!Zona donde el fluido de Houska fluye como liquido.
2Zona donde el fluido de Houska fluye como solido, es decir se comporta como un fluido de Bingham.
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En los graficos presentados a continuacién se puede apreciar el campo de velocidad resul-
tante al aplicar el algoritmo pam2d para los parametros definidos para el Experimento 2 -
Tensién de fluencia.

/IIIII[[[ AR N II 0% \ \\\\\\\ \
""'l:, G ‘3&\\\\\\““‘ /,,','lzxt {“{{{\ i

0 o

(a) 7y, =1; 7, =0 (b) 1,,0,5; 7y, =0,5

Figura 5.3: Campo de velocidad del fluido de Houska para diferentes va-
lores de la tension de fluencia permanente (1y,) y tozotrépica (y,).

Los graficos 5.3 ilustran las propiedades mecanicas esperadas del material, en el cual se
puede apreciar la existencia de una parte activa y otra parte inactiva claramente diferencia-
bles, con la segunda de las mismas ubicandose mas cerca de I'; a medida que la tensidon
de fluencia tixotrépica aumenta, lo que muestra la relacién existente entre el parametro
estructural A y el campo de velocidad del fluido de Houska.
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En el conjunto de figuras 5.4 se pueden apreciar los perfiles de velocidad del fluido de
Houska, paralelo al eje x para cada At, correspondientes a cada una de las combinaciones
de valores definidas para la tensién de fluencia del fluido de Houska.

0.5

04r 7 0.25F

(a) 7y, =1; 7, =0 (b) 7y, =0,5; 7, =0,5

0.2

Figura 5.4: Perfil de velocidad del fluido de Houska para diferentes valores
de la tension de fluencia permanente (1) y tozotropica (1y,).

En primer lugar, se observa una disminucion en el valor maximo alcanzado a medida que
la tensidn de fluencia tixotropica aumenta. En segundo lugar, se pone en manifiesto el
desplazamiento que sufre la parte inactiva del fluido, acercandose cada vez mas a I';. Por
ultimo, se puede apreciar un cambio gradual en la convexidad del perfil de velocidad debido
a la mayor influencia del parametro estructural A en el flujo del fluido de Houska.
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En las figuras 5.5 se muestran las curvas de nivel correspondientes al campo de velocidad
resultante del flujo del fluido de Houska para los diferentes valores de la tensién de fluencia.
En estas figuras se puede observar un cambio gradual en la geometria de la parte inactiva
del fluido de Houska. Mientras la participacion del parametro estructural A aumenta, la parte
inactiva se desplaza hacia I'y, adoptando un perfil mas recto en su parte mas cercana.

0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7

(c) Ty = 0; 7y, =1

Figura 5.5: Curvas de nivel correspondientes al campo de velocidad del
fluido de Houska para diferentes valores de la tension de fluencia perma-
nente (7y,) y toxotrépica (7y,).
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5.4 Experimento 3 - Fluido de Houska

En este experimento exploraremos el flujo del fluido de Houska para diferentes combinacio-
nes de la viscosidad y tension de fluencia, tanto de sus partes permanente y tixotropica, de
manera simultanea. En el experimento 3, el problema (3.2)-(3.3) se transforma en:

Qu_Vv.T=10t en Q x (0,7)
(P)=qu=0 enT x (0,7)

T = 2(#0 + )\Ml)vu + (TYO + ATYl)\/%

(A _AN—10t enQx (0,T)

ot - ’

A =10 enT
(Pe):

A=0, en I’y

En la tabla 5.3 se muestran las diferentes combinaciones asignadas a la viscosidad y ten-
sién de fluencia, ademas de los resultados asociados a la aproximacién numérica del flujo
del fluido de Houska. Este experimento se desarrollo en torno a valores considerados limi-
tes, obteniendo los siquientes resultados:

Tabla 5.3: Resultados correspondientes al Experimento 3 - Fluido de Hous-

ka
Escenario g 11 Ty, Ty, Media iteraciones
a 0,5 0,5 0,5 0,5 18, 3462
b 0,2 0,8 0,2 0,8 16, 8846
& 0,05 0,95 0,05 0,95 15,0385

d 0,01 0,99 0,01 0,99 16,5769
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En el grupo de gréficos 5.6 se observa el campo de velocidad resultante al aplicar el algo-
ritmo pam2d al Experimento 3 - Fluido de Houska.

0.3

0.25

0 o

(b) po =1y, =0,2; 1 =715 =0,8 (c) po =1y, = 0,05 p1 =7y =0,95

Figura 5.6: Campo de velocidad del fluido de Houska para diferentes va-
lores de la tension de fluencia y viscosidad permanente y toxotropica.

Tomando en consideracién los resultados obtenidos en los dos experimentos anteriores, en
el experimento 3 puede observarse un efecto combinado de los mismos, mostrando una
parte inactiva del flujo del fluido de Houska mas definida mientras las partes tixotropicas
de la viscosidad y tension de fluencia aumentan. Este efecto puede apreciarse mejor en el
grupo de figuras 5.8.
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Los siguientes graficos muestran el perfil de velocidad del fluido de Houska, paralelo al
eje x para cada At, resultante de aplicar el algoritmo pam2d a cada uno de los valores
asignados a la viscosidad y tension de fluencia del mismo.

0.3

Figura 5.7: Perfil de velocidad del fluido de Houska para diferentes valores
de la tension de fluencia y viscosidad permanente y toxotrépica.

En el grupo de figuras 5.7 se tiene otra perspectiva del efecto combinado mencionado an-
teriormente, resaltando la disminucién que sufre la parte inactiva del fluido de Houska y su
forma mas recta.
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Las figuras mostradas a continuacién recojen las curvas de nivel correspondientes al campo
de velocidad del flujo del fluido de Houska para los diferentes valores de viscosidad y tension
de fluencia asignados para el experimento 3.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(0,) MOZTyO:O>5; H1 = Ty, =0,5

T T T
\
\
‘ ]
|
|
I >
09

L
0.6 0.7 0.8

(b) po =1y, =0,2; 1 =715 =0,8 (c) po =1y, = 0,05 p1 =7y =0,95

L L L L
05 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 5.8: Curvas de nivel correspondientes al campo de velocidad del
fluido de Houska para diferentes valores de la tension de fluencia y visco-
sidad permanente y toxotrdpica.
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5.5 Experimento 4 - ParaAmetro de regularizaciéon

En este experimento exploraremos el flujo del fluido de Houska desde la perspectiva de la
constante de regularizacion Bercovier-Engelman, resolviendo el flujo del fluido de Houska
con sistema original y el sistema proyectado desarrollados en la seccién 3.4.2. Para tal
fin, tomamos como base los parametros del Experimento (3.a). Como punto de partida el
problema a resolver es:

%‘—V-Tzlot en Q x (0,7)
(P)=du=0 enI' x (0,7)
B _ Vu
T—2(0,5—1—0,5)\)VU+(0,5+075)\)\/m
D _AX=10t enQx(0,T)
A=10 enI’y
(Pe):
A=0, enl’y
I'=T1UTly

Al aplicar el algoritmo pam2d para calcular la aproximacion numeérica del flujo del fluido
de Houska tanto para el sistema original (SO) como el proyectado (SP), obtuvimos los
siguientes resultados

Tabla 5.4: Resultados correspondientes al Experimento 4 - Pardmetro de

reqularizacion

b? Media iteraciones (SP) Media iteraciones (SO)
1 4,5000 4,6800
0,1 6,1923 6,4400
0,01 8,4615 8, 8000
0,001 12,3462 12,8800
0,0001 18, 3462 19,0400
0,00001 26,2308 no converge
0, 000001 34,8462 no converge
0,0000001 45,6154 no converge
0, 00000001 58, 7692 no converge

Como era esperado, mientra el valor de b? disminuye el nimero de iteraciones que necesita
el algoritmo pam2d para converger aumenta. Ademas, queda en evidencia que el sistema
proyectado converge para valores mas pequefios de b que el sistema original.
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En la figura 5.9 se puede apreciar el perfil de velocidad resultante al aplicar el algoritmo
pam2d para la aproximacién del flujo del fluido de Houska para diferentes valores asignados
al parametro de regularizacion.

Cabe resaltar que aunque las tensiones de fluencia permanente y tixotrépica toman
valores distintos de cero, para b*> = 1y b> = 0,1 no se puede apreciar la existencia de
una parte inactiva en el flujo del fluido de Houska, a pesar de que en teoria deberia
existir. Esto pone en evidencia la importancia de tomar una constante de regularizacion lo
suficientemente pequefia para aproximar la solucion correctamente.

T T T T T T T T T
0.45 ——-b=1 H
- - —b=01
— b=0,01
04+ —-—-b=0,001 [
— — —b=0,0001
b=0,00001
0.351 4
0.3 i
- g R
0251 p S .
/ B ~
s T~ - o ~
0.2+ ;7 ~ . ~ -
S o = _- ~ AN
/) ~ o ~
11, RS h N
015F S~ .
// ~ AN
~ N N
01+ ~ N N N .
~ o
NN
0.05} N |
<N
N
QL
0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.9: Perfil de velocidad correspondientes al campo de velocidad del
fluido de Houska para diferentes valores del pardmetro de regularizacion.

Gracias a estos resultados se decidi6 tomar > = 1 x 10~% en vez de v? = 1 x 10~° para
el resto de los experimentos presentados, puesto que las diferencias entre los campos de
velocidad resultantes son poco significativas, mientras que la diferencia en el tiempo que
toma el algoritmo pam2d en converger lo es.
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Por tltimo, recordando que b® = 1 x 10~%, en el grupo de gréficos 5.10, veremos la evolucion
del error en cada iteracién para algunos valores del tiempo, en el cual se aprecia como el
error va disminuyendo de manera cuadratica.

8 9 10 1

L L L L L L L L L |
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

(c) t=0,8

Figura 5.10: Evolucion del error para diferentes valores del tiempo.
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5.6 Experimento 5 - Discretizacién del dominio de estudio

En este experimento exploraremos la relacion que existe entre la discretiacion del dominio
de estudio y el numero de iteraciones que toma al algoritmo pam2d aproximar numérica-
mente el flujo del fluido de Houska. Para tal fin, tomaremos como base los parametros del
Experimento (3.a), obteniéndose los siguientes resultados:

Tabla 5.5: Resultados correspondientes al Experimento 5 - Discretizacion
del dominio de estudio

Tiempo N =50 N=40 N=30 N =20

36 36 33 25

28 26 24 22

25 24 22 18

23 22 20 18

0,2 24 23 21 18
24 22 21 19

23 22 20 19

22 21 19 18

21 19 18 16

0,4 19 18 17 15
18 17 16 14

17 16 15 13

15 14 14 12

14 13 12 11

0,6 13 12 11 10
12 11 10 9

10 10 9 8

9 9 8 7

8 8 7 6

0,8 7 7 6 )
6 6 5 )

5 5 4 4

4 4 4 3

4 4 3 3

1 3 3 3 2

Media 15,60 14,88 13,68 12,00

Tal y como podemos observar en la tabla 5.5, el nimero de iteraciones que toma al algoritmo
pam2d el aproximar el flujo del fluido de Houska aumenta a medida que el parametro A, el
cual determina la discretizacion del dominio de estudio 2, disminuye aunque, para valores
de t cercanos a 1, el aumento es minimo.
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5.7 Experimento 6 - Parametro estructural

En los primeros tres experimentos se ha podido evidenciar la determinante participacién
del problema (3.3) en el flujo del fluido de Houska sin hacer cambios en el mismo. En
este experimento podremos observar la interaccion entre el problema (3.3) y el problema
(3.2) al asignar diferentes valores a la constante ¢ mientras mantenemos fijos el resto de
parametros, obteniéndose:

Tabla 5.6: Resultados correspondientes al Experimento 8 - Fluido de Hous-
ka

¢ Media iteraciones

1 21, 3846

2 20, 8846
10 18,3462
100 8, 3846

En la tabla 5.6 puede observarse una disminucién significativa en el numero de iteracio-
nes realizadas por el algoritmo pam2d para la aproximacion numérica del flujo del fluido
de Houska mientras el valor de ¢ aumenta. Esto sucede gracias a la disminucion de la
parte inactiva del fluido de Houska, motivada principalmente por la solucién del problema
(3.3)donde:

 Para ¢ = 1: su solucién es similar a la del problema %7; — Au = f), lo que se refleja en
una mejor distribucién de la parte inactiva del fluido de Houska a lo largo de €.

» Para ¢ = 10: su solucién tiene una marcada diferencia entre los valores proximos a I'y
y el resto de (2. Esta diferencia se ve reflejada en el campo de velocidad del fluido de
Houska, més definido y proximo a I';.

» Para ¢ = 100: Las diferencias de los valores que adopta A entre los cercanos a I'y
y el resto de 2 son muchisimo mas marcadas. Ademas, puesto que ¢ toma un valor
elevado, podemos concluir que el fluido de Houska no fluye.

Para una mejor apreciacion de estos resultados, podemos observar el conjunto de figuras
5.11 y 5.12. En este ultimo aproximamos el fluido de Houska para ¢ = 2 en vez de ¢ = 100,
puesto que se puede pareciar mejor su interaccion.
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Figura 5.11: Campo de velocidad del fluido de Houska para diferentes
valores de ¢ en el problema (P).



08
0.7
0.6
05
0.4
03
0.1
( d)

0.9
0.7
0.6
0.4
03

2
01

0.2

Figura 5.12: Curvas de nivel del fluido de Houska para diferentes valores
de ¢ en el problema (P.).
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5.8 Experimento 7 - Parametro estructural, valor en la frontera
Iy

Este ultimo experimento se centrara en los valores que toma A en la frontera I'y. Partiremos

tomando ¢ = ¢(t), con el objetivo de ver como afecta el flujo del fluido de Houska si el valor

del parametro estructural es dependiente del tiempo en la frontera. Por lo tanto, el problema
(3.2)-(3.3) se transforma en:

Qu_V.T=10t en Q x (0,7)
(P)=qu=0 enl' x (0,7)

T = Q(Mg + )\Ml)vu + (TYO + ATYl)\/%

P _AN=10t enQx(0,7)
(Pe) =
A=0, enly

donde ¢(t) estara dado por las siguientes funciones

e1(t) = 20t (_@—(&;)z“> ea(t) = 4sin <4§> <_(~"’3—(8:§))z+1>

Tal y como se observa en la tabla 5.7, los valores de la viscosidad y la tensién de flujo
permanentes altos en comparacion a sus contrapartes tixotropicas, para evitar que A\ tome
valores negativos con ¢ = cs.

Tabla 5.7: Resultados correspondientes al Experimento 7 - Pardmetro es-
tructural, valor en la frontera I'y

Escenario g 1 Ty, Ty, Media iteraciones
c1 1 0,1 1 0,2 28,76
c2 1 0,1 1 0,2 30,40

Cuando aproximamos numéricamente el flujo del fluido de Houska para c;, tanto la viscosi-
dad como la tensién de fluencia crecen a lo largo del tiempo, impidiendo el flujo del fluido a
lo largo de la tuberia. Ademas, se observa que la parte inactiva del mismo es cada vez mas
grande, lo que implica que para algun T lo suficientemente grande, la tuberia se obstruira.
Mientras que cuando ¢ = ¢, la viscosidad y tensién de fluencia oscilan sus valores sin tener
una tendencia clara, lo que se refleja en que la parte inactiva del fluido se va localizando en
diferentes lugares de la tuberia a lo largo del tiempo, impidiendo que el fluido se obstruya
en un determinado momento.

Las diferencias entre estos dos resultados se muestran en el grupo de figuras 5.13 y 5.14.
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Figura 5.14: Conjuntos inactivos correspondientes al flujo del fluido de
Houska cuado A\ = c1(t) y A = ca(t) en I'1 para diferentes valores de t €
(0,1).
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5.9 Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo era desarrollar un algoritmo eficiente que permita
aproximar numéricamente el flujo de un fluido de Houska laminar no estacionario en
la seccidn transversal de una tuberia cuadrada debido a un cambio de presion. Como
resultado de nuestra investigacion obtuvimos el algoritmo pam2d el cual, tal y como se
evidenci6 en este capitulo, cumple a cabalidad con el cometido. No sin antes dar a conocer
el reto que significd el programar la conjuncion del problema (P) y el problema (P.),
especialmente por la construccion de las matrices asociadas a su aproximacién numérica.
Muchos objetos auxiliares fueron creados para asegurar que el algoritmo de aproximacion
no se alejara de su cometido. Por otra parte, al tener que calcular cada matriz por iteracién,
el tiempo que toma para encontrar el campo de velocidad resultante es mayor que otros
algoritmos propuestos.

Desde el punto de vista de la implementacion numérica de esta investigacion, vale la
pena destacar el aporte dado por [16], en el cual se utiliza una regularizacién del tipo
Bercovier-Engelman para tratar el término altamente no lineal. Ademas, cabe mencionar
que en un principio no se trabajé con la proyeccion de la matriz Jacobiana. Pero al momento
de implementarla hubo una mejora significativa en lo que a nUmero de iteraciones se refiere.

Con respecto a los resultados numéricos, es interesante hacer hincapié en el expe-
rimento 7. Supongamos que el fluido de Houska en cuestion era petréleo fluyendo a
través de una tuberia en una zona con temperaturas extremadamente frias. Si nosotros
interpretamos a la solucién del pardmetro estructural A como el calor que recibe el fluido a
través de I'y, podemos observar como este no se atasca y su parte inactiva rota alrededor
de toda la tuberia, permitipendole fluir mas dindmicamente por ella. Seria interesante
resolver este problema desde la perspectiva del flujo del fluido a través de la tuberia.
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ANEXO A

Algoritmo Elementos Finitos - Método de

Euler implicito y Método de Newton Clasico

para el fluido de Houska

Fluido de Houska.- Método de Euler Implicito

Constantes del Modelo, particion de § y variable temporal

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

3 Constantes del modelo

b=0.0001; %constante de regularizacion
m=0.04; $particion del tiempo
mu0=1; %viscosidad independiente
dmu0=0; %viscosidad dependiente
tao0=1; $tension de flujo independiente
taol=0; %tension de flujo dependiente
N=30; h=1/N;
x=0:h:1; y=0:h:1;
T=1; t=0:m:T;
M1=T/m; t=0:m:1;
New=zeros (length(t),1);
Temp=zeros (length(t),1);

(2

residuo (1:M1)={zeros

©

99 9 009 0000000000 000000000000 0 o

5555555555555 %5%55%5%5%5%5%5%5%%
% Funcion cl: valor de frontera parametro estructural

cl(1l:M1)={zeros(1,N+1)};

for k=1:M1
% cl{k}=4xsin (4*pixmx (k—1))*((—1/(0.5)"2)*(x—0.5).72 + 1);
% cl{k}=20*((—t(1,k)/(0.5)"2)»(x—0.5).72 + t(1,k));

cl{k}=cl{k}+10;

end
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Pardmetro estructural.- Cdlculos preliminares a la determinacidn de las

matrices asociadas al problema (P")

78

26 [est,Tr,del]l=estructuralcm(cl,N,h,Ml,m,x,y,t);
27 Trx(l:Ml)={zeros (Nx(N—-1),1)1};
28 Try(l:M1l)={zeros (Nx(N—-1),1)1};
209 for k=1:M1
30 for j=1:N-1
31 for i=1:N
32 Trx{k} (i+(3—=1)*N,1)=Tr{k} (2+xi+(j—=1)* (2xN),1) +

Tr{k} (2+«i+ (J—1)* (2*N)+ (2+xN—1),1);
33 end
34 end
35 end
36 for k=1:Ml
37 for j=1:N
38 for i=1:N-1
39 Try{k} (i+(3—=1)* (N—=1),1)=Tr{k} (2«i+(j—1)*(2%N),1) +

Tr{k} (2+xi+1+(j—1) % (2*N),1);
40 end
41 end
42 end

Inicializacion y cdlculo de las matrices asociadas al problema (P")

43 355555555555 5%5%555555%5%5%55%5%5%5%5%5%5%5%5%%
44 % Inicializacion de las matrices
45 gx=zeros ((N—1)"2,2%(N"2)); gy=zeros ((N—=1)"2,2% (N"2));
46 wx=zeros ((N—1)"2,2%(N"2)); wy=zeros ( (N=1)"2,2x (N*2));
47 W=zeros ((N—1)"2,4xN"2);
48 Ux=zeros ((N—1)"2, (N—1)"2); Uy=zeros ( (N—=1)"2, (N=1)"2);
49 U=zeros ((N—1)"2, (N=1)"2);
50 V=zeros (N—1,N—1);
51 f=zeros ((N—1)"2,1); P=zeros (N—1,N—1);
52 w(l:M1l)={zeros (4xN"2,1)}; u(l:M1)={zeros (N—1,N—-1)};
53 vel(1l:Ml)={zeros (N—1,N—1)}; pai(l:M1)={ones (N—1,N-1)};
54 335555955555 5%5%5%5%5%5%555%5%555%5%5%5%5%5%5%5%5%%
55 % Operador gradiente:
56 for j=1:N-—1
57 for i=1:N-1
58 gx (i+ (J=1)* (N=1),2x1i+ (J—1)* (2xN))=1/h;
59 gx (i+ (J—=1)* (N—=1),2* (i+1)+(j—1)* (2*N) )=—1/h;
60 gx (1+ (J—=1)* (N—1), 2 (N+1) =1+ (J—1)x (2xN) )=1/h;
61 gx (14 (3—=1) % (N=1), 2% (N+1i)+1+ (j—1)* (2%N))=—1/h;
62 end
63 end
64 for j=1:N-—-1
65 for i=1:N—-1
66 gy (i+ (J—1)* (N—=1),2x1i+ (J—1)* (2*N))=1/h;
67 gy (i+ (J—=1)* (N—1),2x1i+1+ (j—1) % (2%N))=1/h;
68 gy (1+ (J—=1) % (N—1), 2 (N+1) + (j—1) * (2%N) )=—1/h;
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69 gy (i+ (J—1)* (N—1), 2% (N+1) +1+ (J—1) x (2%N) )=—1/h;
70 end
71 end
72 grad=sparse ([gx'; gy'l);
73 % Matriz V:
74 for j=1:N-1
75 for i=1:N-2
76 V(it+(j—1)*(N—-1), i+(j—1)*(N—l))=l/2;
7 V(i+1+(j—1)* (N=1),i+(j—1)*(N—1))=1/12;
78 V(i+(J—1)* (N—-1), 1+1+(j—1)*(N—l)):l/12;
79 V(N—1+(j—1)* (N—1),N—1+(J—1)x (N—1))=1/2;
80 end
81 end
82 for j=1:N-2
83 for i=1:N—-2
84 V(i+jx (N—1),i+(J—1)* (N—-1))=1/12;
85 V(i+j*x (N=1),i+1+(j—1)* (N=1))=1/12;
86 V (N—1+3* (N—1),N—1+ (j—1) * (N—=1))=1/12;
87 V(i+(3—1)* (N=1),1+3* (N=1))=1/12;
88 V(i+1+(j—1)* (N=1), i+ (N=1))=1/12;
89 V(N—1+(j—1)* (N—1),N—1+j% (N—1))=1/12;
90 end
91 end
92 V=sparse ( (h"2) V) ;
Algoritmo pam2d - Método de Euler Implicito
93 335555555555 5%5%5%5%5555%5%5%5%5%55%5%5%5%5%5%5%%
94 % Valores iniciales
95 for i=1:N-—-1
926 for j=1:N—-1
97 u{l} (i, j)=u2d_O0(x(i+1l),y(j+1));
98 end
99 end
100 uf{l}=reshape(u{l}, [],1);
101 d=zeros(length(t),1);
102 %% %5%5%5%55%5%5%5%5%5555%5%5%5%5%555%5%5%5%5%5%5%5%5%%%%
103 for k=1:M1l
104 mTemp = tic;
105 % Matriz W
106 for j=1:N-1
107 for i=1:N-1
108 wx (i+(j—1)* (N—=1),2*i+(J—1)* (2%N))=tao0
109 + taol*Tr{k} (2+i+ (Jj—1)* (2«N),1);
110 X (14 (§=1) % (N—1), 2% (i+1) + (j—1)* (2#N)) =
111 —1x(taoO0+taol*Tr{k} (2% (i+1)+(j—=1)x(2%N),1));
112 X (1+(J—1)*» (N—=1), 2% (N+1)—1+(j—1) » (2%N) ) =taoO0
113 + taol*«Tr{k} (2% (N+1i)—=1+(3—1)* (2%N),1);
114 K (14 (F=1) % (N—=1), 2% (N+1) +1+ (J—1) % (2%N) )=
115 —1x(tao0+taol*«Tr{k} (2% (N+i)—1+(j—1)*(2%N),1));




116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

160

161

162

163

164

165

wy (1+ (J—1) % (N=1),2xi+ (j—1)* (2%N))=tao0l
+ taol+«Tr{k} (2xi+ (j—1)*(2xN),1);
wy (1+(j—1)* (N—1),2%i+1+(j—1)* (2%N))=tao0
+ taol*Tr{k}(2*i+1+(j—1)*(2*N),1);

Wy (1+(J—1) x (N=1), 2% (N+1) + (J—1) x (2*N) ) =
—1x(tao0+taol*«Tr{k} (2% (N+i)+(j—1)*(2*N),1));
wy (1+(J—1) % (N=1),2x (N+1)+1+ (j—1) % (2%N) )=
—1*(tao0+taol*«Tr{k} (2 (N+1i)+1+(j—1)*(2*N),1));
end
end
W=sparse ((h/2) «[wx'; wy']l"); W h=|T|* (grad”~h) '

% Matriz U:
for j=1:N-1
for 1i=1:N-2
Ux (i+ (§—1) % (N—1), i+1+ (j—1) % (N—1)
—1x (muO+Trx{k} (i+1+(j—1)*N,1
Ux (i+1+(3—=1)x (N—=1), i+ (J—1) %= (N—1)
—1x (muO+Trx{k} (1+1+(j—1)*N, 1) xdmuO) ;
Ux (1+(j—1) % (N—1), i+ (J—1)* (N—1))=muO+Trx{k} (i+ (j—1) *N, 1) «dmu0
+ muO+Trx{k} (i+1+(j—1)*N, 1) »dmu0;
Ux (N—1+ (§—1)  (N—1),
N—1+(j—1) * (N—1) ) =mu0+Trx{k} (N—1+ (j—1) *N, 1) xdmu0
+ muO+Trx{k} (N+ (j—1)«N, 1) »dmuO;

)=
) *dmuO) ;
)=
)

end
end
for j=1:N-2
for i=1:N-1
Uy (1+ (J—1)* (N—=1), i+ (j—1)~
+ muO+Try{k} (i+Jj» (N—1
Uy (i+3* (N=1),i+ (j—1)* (N—-1
Uy (1+(J—1)* (N—1), i+J* (N—1
Uy (1+ (N=2) » (N—=1), i+ (N=2) *
+ muO+Try{k} (i+(N—1) «

(N—1)) =muO+Try{k} (i+ (j—1)* (N—1), 1) »dmu0
), 1) *dmu0;
))=—1% (muO+Try{k} (i+j* (N—1), 1) »dmu0) ;
))=—1x (mulO+Try{k} (i+j* (N—1),1) *dmu0) ;
(N—1)) =mu0+Try{k} (i+ (N—2) * (N—1), 1) «dmu0
(N—1), 1) *dmuO;

end
end
U=sparse (Ux+Uy) ;
% Matriz f:
for i=1:N—-1

for j=1:N-1

P(i,3)=fun2d_t(x(i+1),y (3+1),t (k)) * (2xhxh);

end
end
f=reshape (P, [],1);
% Modelo
[u{k+1},w{k+1},New(k+1,1), residuo{k}]=ne2 (m,N,b,U,grad,W,V,u{k},wi{k}, f);
d(k,1)=max (u{k+1});
Temp (k+1) = toc (mTemp) ;

% grafico Houska
for k=1:M1
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166 vel{k}=reshape (u{k},N—-1,N-1);
167 surf(h:h:1—h,h:h:1—h,vel{k})
168 axis([0,1,0,1,0,4/3*dmax])
169 pause (0.1)
170 end
Algoritmo pam2d - Método de Newton Cldsico
1 function [u,w,n,res]=ne2(m,N,b,U,grad,W,V,u,w, f)
2 %Valores iniciales del proceso Newton:
3 %m: particion del tiempo [0, T]
4 %N: nomero de nodos en la malla
5 %U: matriz de rigidez
6 %V: matriz de masa
7 %f: funcion lado derecha
8 5555555555555 5%5%555%5%5%5%5%5%5%5%5%%
9 % Inicializacion
10 residuo=1;
11 n=0;
12 Np=zeros (4+«N"2, 4xN"2) ; Npl=zeros (4xN"2,4%N"2) ;
13 wp=zeros (4«N"2,1);
14 uant=u;
15 5555555553555 %5%5%5%%5%5%5%5%5%5%5%%%%
16 res=zeros (2%N,1);
17 $5%5%5%5%5%5%55%5%5%5%5%5%55%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%%%
18 NEWTON
19 $5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%%%
20 while residuo>le—5
21 p=gradx*u; %grad_u
22 for k=1:2xN"2
23 Np (k, k)=sqgrt (p(k,1) "2+p (k+2xN"2, 1) ~2+Db) ;
24 Np (k+2xN"2, k+2xN"*2)=sqgrt (p(k, 1) *2+p (k+2xN"2,1) *2+Db) ;
25 end
26 Np=sparse (Np) ; %norma de grad_u
27 for k=1:4xN"2
28 Npl (k,k)=1/Np (k,k);
29 end
30 Npl=sparse (Npl) ;
31 for i=1:2%N"2
32 wp(i,1)=w(i, 1) /max(1l,sqgrt (w(i, 1) "2+w (i+2xN"2,1)"2));
33 wp (1+2%N"2, 1) =w (1+2xN"2,1) /max (1, sqrt (w (i, 1) "2+w (1+2xN"2,1)"2));
34 end
35 M= (—speye (4%N"2) +Npl«* (sparse (diag (wp)) *sparse (diag(p')))) *grad;
36 M=sparse (M) ;
37 A=[(1/m)*V+U W; M Npl;
38 J1l=—(1/m) *V*u+ (1/m) *Vxuant—Uxu—W*w+£;
39 J2=—Np*w+p;
40 J=[J1; J2];
41 r=A\J;
42 du=r (1l: (N—1)"2);




43

44

45

46

47

48

49

end

dw=r ( (N—1)"2+1:end);
u=u+du;

w=w+dw;
residuo=norm(r) ;

res (n+l,1)=residuo;

n=n+1;
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ANEXO B

Método de

Euler para el parametro estructural A

Algoritmo Elementos Finitos

Inicializacion y cdlculo de las matrices asociadas al problema (P)

1

12

13

14

15

16

17

18

20

21

22

23

25

26

27

28

31

32

function [est,Tr,de]

=estructuralcm(cl,N,h,Ml,m, x,y,t)

% Inicializacion de las matrices

Ux=zeros (Nx (N—1), Nx*
V=zeros (Nx (N—1),Nx (N—1)) ;
f(1:M1)={zeros (Nx (N—-1),
est (1:M1)={zeros (N,N—1)};
de=0;

i=1:N—-1

x (1
% (
x (1
x(

(N—=1));

1)}

)

J*N, *N) =2;
end
end
for j=1:N-2
for i=1:N
y (1+(J—1)~
vy (i+3*N, i+ (J—1) *«N)=—
y(i+(j—1)*N,i+j*N)=—1;
y (i+ (N=2)xN, i+ (N—2) *N
end
end

A=sparse (Ux+Uy) ;

+(J—1) *N, 1+ (j—1) *N)

Uy=zeros (Nx (N—1),Nx*

P(1l:M1)={zeros(N,N—-1) };
g(l:M1l)={zeros (Nx (N—1)

+(J—1) %N, i+1+(j—1) *N)=—1;
1+l+(j 1) %N, i+ (j—1)
(J—1)*N, i+ (Jj—1)*N

(N) , i+ (3=1)*N)=2;
1.

:2;

=1/2;
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33 V(i+1+(j—1)*N,i+(j—1)*N)=1/12;
34 V(i+ (§—1)*N, i+1+(j—1)*N)=1/12;
35 V(3*N, §*xN)=1/2;
36 end
37 end
38 for j=1:N-2
39 for i=1:N-1
40 V(1+JxN, i+ (j—1)*N)=1/12;
41 V(1i+J*N, i+1+ (j—1)*N)=1/12;
42 V(N+j*N, JxN)=1/12;
43 V(i+ (J—1)*N, i+3*N)=1/12;
44 V(i+1+(j—1)*N,i+3*N)=1/12;
45 V(J*N,N+3*N)=1/12;
46 end
47 end
48 V=sparse ((h"2)*V);
49 % Matriz f:
50 for k=1:Ml
51 for i=1:N
52 for j=1:N-1
53 P{k} (i, j)=fest2d_t(x(1),y(J+1),t(k))* (2+xh*h);
54 end
55 end
56 f{k}=reshape(P{k}, [],1);
57 end
Algoritmo pam2d - Métodos de Euler Implicito
58 3555555555555 %5%5%5%5%55%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%
59 % Valores iniciales
60 for i=1:N
61 for j=1:N-1
62 est{1} (i, Jj)=uest_0(x(i),y(j+1));
63 end
64 end
65 est{l}=reshape(est{l},[]1,1);
66 Kl=(1/m) *V+A;
67 3555555555555 %5%5%5%5555%5%5%5%5%5%5%%%
68 % Correccion matriz K
69 for i=1:N—1
70 for jJ=1:N«* (N—1)
71 K1 (1+(i—1)«N, j)=0;
72 K1 (14 (i—1)*N, 1+ (i—1)«N)=1;
73 end
74 end
75 K=sparse (K1) ;
6 5555555555555 55555%5%55%5%5%5%5%%
77 % Modelo
8 ST TS5 55555555%5%5%5%5%5%5%%

79
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80 g{k}=f{k}+(1/m)+Vxest{k};
81 for i=1:N—-1
82 g{k} (1+(i—1)*N)=cl{k} (1,1+1);
83 end
84 est{k+1}=K\g{k};
85 de=max (de, max (est{k}));
86 end
Pardmetro estructural \.- Valores nodales y por tridngulo T € T"
87 3355555555555 %5%55%5555%5%5%5%5%5%5%%%
88 % Valores nodales
89 Nd(1:M1)={zeros (N+1,N+1)};
90 for k=1:M1
91 est{k}=reshape (est{k},N,N-1);
92 if k>1
93 Nd{k} (1,1)=cl{k}(1,1);
94 Nd{k} (1,N+1)=cl{k} (1,N+1);
95 end
926 for i=1:N
97 for j=1:N—-1
98 Nd{k} (i, j+1)=est{k} (i, 3);
99 end
100 end
101 end
102 %5 %5%5%5%5%5%%5%5%5%5%5%5%5%%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%
103 % Valores por triangulo
104 $55%5%5%5%5%%5%5%5%55%55%%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%%
105 ti(l:M1)={zeros (NxN,1)};
106 ts(l:M1l)={zeros (NxN,1)};
107 Tr(l:M1l)={zeros (2+«NxN, 1) };
108 for k=1:M1
109 for j=1:N
110 for i=1:N
111 ti{k} (NxN+j—1i%N)=(Nd{k} (i, J)+Nd{k} (i+1, j) +Nd{k} (i, J+1))/3;
112 ts{k} (NxN+j—1ixN)=(Nd{k} (i+1, ) +Nd{k} (i, j+1) +Nd{k} (i+1, j+1))/3;
113 end
114 end
115 end
116 for k=1:M1
117 for i=1:N=*N
118 Tr{k} (2xi—1,1)=ti{k} (i,1);
119 Tr{k} (2+1i,1)=ts{k} (i,1);
120 end
121 end
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