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Resumen

La presencia completamente aleatoria de ruido o distorsion en una imagen es un resulta-
do inevitable en la adquisicién de imagenes digitales, por lo que es necesario estudiar un
método de disminucion de este ruido. En este proyecto partimos del modelo de Variacién
Total que fue introducido para el control y la reconstruccion de imagenes en un articulo de
1992 por Rudin, Osher y Fatemi ya que este modelo se ha vuelto, al igual que otros mo-
delos variacionales, clasico para los problemas de analisis de imagenes. Basados en una
metodologia de variacion total, planteamos el problema de determinacién del peso de un
ruido como un problema de estimacién 6ptima de parametros. Consideramos en este traba-
jo tres tipos de peso: un parametro real, un polinomio cuadratico de coeficientes positivos y
el caso de una funcion en general. Debido a que el problema subyacente consiste en uno
de optimizacién no diferenciable en dimension infinita, la caracterizacion y calculo de la so-
lucion al problema global (binivel) resultan complejos. Estudiamos el problema de manera
analitica, obteniendo resultados de existencia, aproximacién y caracterizacion a través de
condiciones necesarias de primer orden, y numérica, considerando métodos cuasi-Newton
en combinacién con métodos de Newton generalizados.

Palabras clave: Procesamiento de Imagenes, Control Optimo, Distribucion de Ruido,
Optimizacion de EDPs con restricciones, Regularizacion de Huber
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Abstract

The presence of noise or random distortions is an inevitable result when acquiring digital
images, so it is necessary to study a method for reducing this noise.

In this project we take, as a starting point, the Total Variation Model that was introduced
for the control and reconstruction of images in a 1992 article by Rudin, Osher and Fatemi,
because this model has become, like other variational models, a classic for understanding
image analysis problems.

Based on the Total Variation methodology, we propose the problem of finding the noise
weight as a problem of optimal parameter estimation. We consider in this paper three ty-
pes of weight: a real parameter, a quadratic polynomial with nonnegative coefficients and a
general function. Because the underlying problem is not differentiable in the infinite dimen-
sional case, characterization and computation of the solution to the global problem (dual)
are complex.

We study the problem analytically, obtaining existence, approach and characterization
results through first order necessary conditions, and numerically considering quasi-Newton
methods in combination with generalized Newton methods.

Keywords: Image processing, Optimal Control, noise distribution, PDE-constrained opti-
mization, Huber regularization
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CAPITULO 1

El modelo de control de imagenes

El modelo de Variacion Total fue introducido para el control y la reconstruccion de imagenes
en un articulo de 1992 por Rudin, Osher y Fatemi [1]. Este modelo se ha vuelto, al igual
que otros modelos variacionales, clasico para los problemas de andlisis de imagenes. En
este capitulo estudiaremos las caracteristicas que llevan a que la regularizacion en espa-
cios de Variacion Acotada sea usada para modelar este problema. Ademas, para obtener
continuidad en el operador solucion y, por lo tanto, convergencia de los parametros éptimos
regularizados, procederemos a estudiar el problema en espacios de Hilbert.

1.1 Motivacion

Una imagen digital es una representacién de una imagen en una regién discreta, especifica-
da por los valores que la describen. Estos valores pueden ser descritos de manera vectorial
o matricial; una imagen de descripcidén vectorial almacena caracteristicas representadas
por formas geométricas, a diferencia de una imagen matricial que almacena caracteristicas
representadas como un "mapa de pixeles".

Definimos entonces, una imagen como una funcién bidimensional f(z,y) donde z e y
son las coordenadas espaciales, y el valor de la funcion f en cualquier par de coordenadas
(x,y) es el valor del pixel en dicho punto.

A partir de una imagen obtenida, denominamos ruido a cualquier pixel representado
computacionalmente que no corresponda con la imagen original. La presencia, completa-
mente aleatoria del ruido o distorsion en imagenes es un fenédmeno inevitable introducido
por el proceso de formacion de la imagen o en el momento de archivarla, decodificarla,
transmitirla, etcétera. Esta distorsion complica el tratamiento de dichas imagenes, pues in-
cluso una cantidad "muy pequefa"de ruido puede ser perjudicial cuando altos niveles de
exactitud son requeridos (por ejemplo en el andlisis por pixeles de una imagen).

Se pueden identificar distintos tipos de ruido en una imagen (ver figura 1.1) dada basa-
dos en la distribucion que este siga. Dependiendo del tipo de imagen, y la aplicacién que
esta tenga, este ruido sigue determinada distribucién, asi tenemos:

¢ Ruido Gaussiano (Tomografias de Resonancia Magnética, MRI)

¢ Ruido de Poisson (Tomografias de Emisién de Positrones, PET o medidas con radar)

1



¢ Ruido de Impulso (Errores de transmicién o pixeles alterados en sensores de camaras)

Figura 1.1: Primera fila: Imagen Original (izquierda) e imagen con ruido
Gaussiano de varianza 0.02 (derecha). Sequnda fila: imagenes con ruido
de Poisson (izquierda) y con ruido de impulso (derecha) Imagen original

tomada de [2]

Es comun el uso de un método basado en una funcién de tipo gaussiano para remover
el ruido de una imagen y suavizarla. Sin embargo, métodos de este tipo causan también
un efecto de blur (aspecto borroso) a la imagen lo que hace que esta pierda informaciones
importantes sobre los bordes de los objetos [3]

Dada la aleatoriedad de la presencia de dicho ruido, es natural pensar en que un modelo
adecuado para representar dicho fenédmeno debera tener raices estadisticas. Es asi, que
una estimacion de minimos cuadrados podria funcionar en muchas imagenes de distinto
tipo; este proceso es dependiente de la norma en L». Sin embargo, debido a la naturaleza
geométrica del modelamiento de imagenes, se concluye [4] que una norma apropiada para
imagenes es la norma de variacion total 7V y no la norma en L.

Las normas T'V son, en esencia, normas L, de derivadas, por lo que se pueden utilizar
procesos de estimacién validos en L; en problemas de imagenes.



Un estudio del espacio de funciones de variacion acotada BV es necesario, pues gra-
cias a sus propiedades es posible la estimacién de discontinuidades en las soluciones del
problema [4].

Basados en los trabajos [1] y [4] tomaremos como punto de partida para la eliminacion
del ruido de una imagen, al problema de minimizacién de la variacion total de la solucion
estimada, donde las restricciones reflejan la distribucion estadistica.

El modelo desarrollado en este trabajo se encuentra motivado por el siguiente problema
en restauracion de imagenes:

Dada una imagen con ruido f : 2 — R, donde €2 es un subconjunto abierto y acotado
de R2. Si llamamos u : © — R a la imagen sin ruido que deseamos obtener, entonces se
cumple que:

f(z,y) = u(z,y) +n(z,y) (1.1)

donde n es el ruido. Lo que buscamos es reconstruir v a partir de f. Una primera opcion
es usar la ecuacién del calor (por ser una ecuacion que modela problemas de difusion), sin
embargo esto provoca difusion isotrdpica de la imagen (es decir, en el intento por remover el
ruido de la imagen se disminuyen porciones importantes de esta, como bordes por ejemplo)
por lo que en algunos modelos [5] se ha intentado encontrar un método de difusién que se
comporte de manera isotropica en regiones planas y detenerla cerca de los bordes propios
de la imagen alterando, de alguna forma, la ecuacioén de calor.

A partir de (1.1), en [1] se propone el siguiente modelo de minimizacion en el que las
restricciones, asi como el espacio funcional escogido, tienen el fin de detener el efecto
isotrépico de la ecuacién de calor original:

ml’n/ Vu dz (1.2a)
Q
sujeto a
/udx:/fd:c, (1.2b)
Q Q
/ If —ul? dz = o (1.2¢)
Q

donde 2 es la varianza global estimada del ruido y v y f son definidas como antes.

(1.2b) es una restriccion lineal, que significa que el ruido n(z,y) es de medida nula;
mientras que (1.2c¢) es una restriccion no lineal que aporta la informacién a-priori de que la
desviacion estandar del ruido debe serigual a o.

El problema (1.2) puede ser reformulado como un problema extendido de minimizacién,
llamado Modelo de Variacién Total para el Procesamiento de Imégenes:

uy = arg mul’nﬂu’BVQ + /\¢>(u)} (1.3)

en el que se impone una condicion de Neumann en el borde 02 para asegurar la condicién



de la media: [,u = [, f. El multiplicador X es un pardmetro positivo, que puede ser una
constante real o una funcién perteneciente a un espacio funcional X tal que X — L?()
que determina el nivel de reduccién de ruido en la imagen (ver figura 1.2) y ¢ : LP(Q2) — R,
con p > 1, es una distancia llamada 'término de fidelidad’ que depende de la distribucion
estadistica del ruido, asi:

Cuando el ruido sigue una distribucion normal, el ruido de f es gaussianoy ¢ es la
norma en L? de la cantidad v — f. Cuando el ruido sigue una distribucién de Poisson,
d(u) = [oAM(u— f log u) dx (distancia de Kullback - Leibler). Y, en presencia de ruido de
impulso, ¢ es la norma en ! de la cantidad u — f.

Figura 1.2: Primera fila, de derecha a izquierda: Imagen Original, imagen
con ruido Gaussiano, e imagen con A = 1 x 10°. Sequnda fila, de derecha
a izquierda imagenes con A = 5000, A = 1000 y A = 100 respectivamente.
Observar que a un menor valor de A disminuye la presencia del ruido. Sin
embargo, con valores demasiado bajos se obtienen resultados distorcionados
por lo que es necesaria la bisqueda de un valor dptimo.

En general, (1.3) pertenece a la clase de problemas de minimizacion del tipo:

Uy :argmul’n{J(u)—i—H(u,f)} (1.4)

donde J es un funcional de regularizacién convexo no negativo, y el funcional de ajuste H
es convexo Yy no negativo respecto a u para f fijo.

En la siguiente seccién, veremos algunas propiedades Utiles del espacio de variacién
acotada (BV). Después, se plantea la formulacién del problema en este espacio, para fi-
nalmente transferir el problema a un espacio de Hilbert y asi garantizar continuidad en el
operador solucién.



1.2 Algunas propiedades de los espacios en Variaciéon Acotada
(BV)

Muchos problemas en fisica, mecanica o procesamiento de imagenes son modelados en
el Espacio de Variacion Acotada (BV) ya que este permite discontinuidades en la solucién.
En fases de transicién, o en la segmentacion de una imagen, en teoria de plasticidad y en
el estudio de fisuras, las soluciones de los problemas presentan discontinudiades a lo largo
de variedades de codimensidon uno y la solucién de este tipo de problemas no se encuentra
en los espacios de Sobolev clasicos, por lo que esta teoria debe ser complementada con
los resultados del espacio BV.

1.2.1 Funciones de Variacién Acotada de una variable

Definicion 1.1. La Variacion Total de una funcion de wvalores reales, o complejos, f es

definida en el intervalo [a,b] C R como la cantidad:

np—1

V= sup ; |f(@iy1) — f(@i)l,

donde el supremo estd tomado sobre el conjunto de particiones del intervalo [a,b]

Cuando f es diferenciable y su derivada es Riemann Integrable, su variacion total es:

b
V= / ()| dx

Definicion 1.2. Una funcion de valores reales, se dice de Variacion Acotada (BV) en un

intervalo [a,b] C R si su variacion total es finita. Es decir:
f e BV([a,b]) <= V)(f) < o0

1.2.2 Funciones de Variacion Acotada de varias variables

En las siguientes definiciones, tomadas de [6], © es un subconjunto abierto de RY y el
espacio M (2, RY) denota al espacio de todas las medidas de Borel con valores en RV,

Definicién 1.3. Diremos que una funcion u : Q — RY es una funcion de Variacion Acotada,
es decir u € BV si y solo si pertenece a L'(Q) y su gradiente Du, en el sentido de las

distribuciones, estd en M(Q,RN) es decir es una medida de Borel con valores en RY

Definicién 1.4. Dada una funcién u perteneciente a L'(Q) la variacion total de u en € se

define como:

V(u, Q) :=sup {/ u(z)V.g dr: g€ Ccl(Q,RN), 119]]00 < 1}
Q

donde V.g representa a la divergencia de la funcion g y esta funcion pertenece al espacio

C} de funciones continuamente diferenciables de soporte compacto contenido en Q; notar que



para esta definicion no se requiere que ) € R™ sea un intervalo acotado. Las funciones g estdn

1/2
equipadas con la norma: ||g||s = (Zf\il SUP,c |g(x)\2)

Observacion 1.1 (Forma de la Variacion Total de una funcion diferenciable en varias varia-
bles). Dada una funcion diferenciable f definida en un abierto acotado Q C R™, la Variacion

Total de [ puede ser representada por la siguiente expresion:
V(.9) = [ IDfa)ide

donde D es el vector gradiente de la funcion y |- | es la norma vectorial L?
El siguiente teorema, nos proveé de una caracterizacion del espacio BV:
Teorema 1.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
1. we BV (Q)
2. ue LY )y g—; € M(R) para todo i =1,2,...,N
3. ue LY Q) y V(u,Q) < oo

4. u€ LY Q) yV(u,Q) < oo donde V(u, ) :=sup{(Du,g) : g€ CLLRY) | ||g]|e <

1} con:
al ou
D = i~ d
(Du, g) ;/ggam x

De las ultimas dos afirmaciones, podemos concluir que la variacién total V(u, Q) se
puede definir, de manera equivalente por:

lulpv = sup{(Du,g) : g € Ce(QRY) , |lglloo <1} (1.5)

Definicion 1.5 (Norma del espacio BV'). El Espacio de Variacion Acotada estd dotado de la

norma.

[ullBv = l[ull g1 + |ulBy

Con la norma definida de esta forma, el espacio de Funciones de Variacion Acotada es com-
pleto. La completitud de el espacio BV se sigue de la completitud del espacio L' y la propiedad

de semicontinuidad expresada a continuacion [6]

Teorema 1.2 (Semicontinuidad). Si {u,} es una sucesion en BV () con sup,, |un|py < 00

que converge fuertemente u, — u en L1(Q), entonces |u|py < lminf, o |un|py vy u €

BV(Q)

Observacion 1.2. Las funciones pertenecientes a este espacio tienen unicamente disconti-

nuidades de salto. Es decir que los limites laterales en la direccion negativa

L™ = lim f(z)

CC—).ZEO



y en la direccion positiva,
LT = lim f(x)

+
$ﬁ$0

siempre existen y son finitos, sin embargo pueden no ser iguales (en los puntos de disconti-
nuidad)

Observacion 1.3. El funcional V (-,Q) : BV (Q) — R de la definicion ( 1.4) es semicontinuo
inferiormente en BV ()

Observacion 1.4. BV (Q) no es separable.

Observacién 1.5. El espacio de Sobolev WH1(Q) es un subespacio propio de BV (Q). Es
decir, se pueden encontrar funciones de Variacion Acotada que no pertenecen a WHl, por

ejemplo: cualquier funcion escalonada con un salto no trivial en dimension 1.

1.3 El Modelo de Control de Imagenes, problema de minimi-

zacion a ser resuelto.

1.3.1 Introduccion

Sea f € LP(Q),conp = 102y Q C R? unaimagen con ruido. Para remover el ruido
consideraremos la regularizaciéon de Variacién Total propuesta en [7] y que es considerada
de manera frecuente en este tipo de problemas (ver [8], [9], [10] y las citas en [7]). Eso nos
permite reconstruir una version "limpia"de f, a la que notaremos como u, a través de la
minimizacién del funcional (1.3) . Mas precisamente:

T(u) = |Dul(9) —i—/Q)\(b(u) da (1.6)

Donde
| Dul(2) = Supgecg°<Q;R2>,||g|oos1/Q uv.g de

es la seminorma definida en (1.5) (aqui, C5°(£2) denota al espacio de las funciones continua-
mente diferenciables con soporte compacto [11] ) y, como habiamos dicho antes: \ puede
ser un parametro real de valor positivo 0 una funcion perteneciente a un espacio X — L2.
A depende de la presencia del ruido, es decir que este parametro refleja la intensidad del
ruido en una imagen dada; y ¢ es la distancia llamada ’término de fidelidad’ que depende
de la distribucién estadistica del ruido.

Nuestro objetivo, es plantear un problema de optimizacion de EDPs para determinar el
valor de X (tanto en el caso real como en el caso funcional) y, de esta manera, entender
la distribucién del ruido presente en la medicion de f. Aun mas, trabajaremos con una
extension del modelo (1.6) para una versiébn mas general, que permita representar en los
datos multiples tipos de distribucion de ruido. Para ello seguiremos el método propuesto en
[7]: extendemos (1.6) y ahora consideramos:



ueBV

d
min Du|(Q)+;/ﬂ)\z¢,(u,f)dx (1.7)

como nuestro problema de minimizacién. Aqui, ¢;,i = 1,...,d son funciones convexas y
diferenciables respecto a u y los \; son parametros reales no negativos, o funciones depen-
dientes de las coordenadas =, y.

Las funciones ¢; modelan diferentes elecciones de fidelidad en los datos, mientras que
los parametros \; sirven como pesos de las funciones ¢;. En muchas imagenes conviven
distintas distribuciones de ruido por lo que en [7] se propone esta generalizacion en base a
la cual seguiremos nuestro estudio.!

Trataremos a (1.7) como restriccion de un problema de optimizaciéon cuya meta sea la
minimizacién del peso de la variable \. Mas adelante reemplazaremos dicho problema por
una condicion de optimalidad necesaria (en forma de desigualdad variacional). Necesitare-
mos después de una regularizacién de tipo Huber para poder asi plantear nuestro problema
en un espacio de Hilbert.

1.3.2 Problema de Optmizacién el espacio de Variaciéon Acotada BV

Usando (1.7) como restriccién del problema de optimizacion, ahora nos concentramos en el
siguiente modelo:

d
{ u Al % 1.8
Aizor?g,...,dg(u) + B; 1Al 5 (1.8a)
sujeto a la restriccion:
d
u=argmin,cgynq | J(u) = [Dul(Q2) + Z/Q/\z‘dh‘(% fdx (1.8b)
=1

donde X = R o X — L?(2) cuando los \; son parametros funcionales, g : L?(Q2) — R es
un funcional de tipo C'! a ser minimizado y 3 > 0.

El conjunto de funciones admisibles A se escoge de acuerdo a las distancias ¢;; asi,
BV N A restringe el conjunto de funciones BV en 2 a aquellas para las cuales ¢; : LP(2) —
R, con p > 1, esta definida Vi = 1, ...d esto es:

1. ¢; debe estar bien definida,
2. ¢; debe ser diferenciable
3. ¢; debe ser convexa en u y debe estar acotada inferiormente

4. Ademas, se debe cumplir con la condicién de coercividad:

'En este trabajo no se profundiza en ejemplos de imagenes donde conviven distintos tipos de ruido, sin
embargo lo que se pretende es mostrar un modelo general que pueda servir de referencia para quien deseé
estudiar estos casos. Los ejemplos que se estudian més adelante, siguen este modelo pero en particular para
una distribucion estadistica de ruido (es decir, un parametro A y una funcion ¢)



/ oi(u, f)da > Colull%y — Co  Yu € LP(Q) N A (1.9)
Q

para constantes no negativas C; y Co y al menos un valorde p =10 p = 2y para
todoi=1,....d

Ejemplos de ¢;’s que cumplen con estas condiciones se pueden encontrar en [7].

En este trabajo, estudiaremos un ejemplo del Modelo de Ruido Gaussiano. En este
modelo, la funcién de distancia ¢ es igual al cuadrado de la norma euclidea, es decir:
¢ = |u— f|>. Laintegral [, ¢(u)dz = |ju — fH%Q(Q) cumple con la condicién de coercividad
para p = 2y el conjunto admisible A = L?(2).

La funcion g(u) es el funcional a ser minimizado (por lo general, la diferencia entre una
imagen aproximada a la original y ). El término 3 Zle || \i||3 permite que el peso con el se
aplica la reduccion de ruido en la imagen no sea muy violento (evitando asi, que la imagen
quede borrosa). Mientras que la funcién de distancia ¢ nos indica que el ruido es de medida
nula.

Para la solucién numérica de (1.8b) usaremos métodos iterativos para los que el gra-
diente de la Variacion Total del modelo debe estar definido y ser unico. Es decir, el minimi-
zador de (1.8b) debe estar caracterizado de manera Unica por la solucion de la ecuacién de
Euler- Lagrange correspondiente. Como la Variacién Total no es diferenciable, su derivada
es en realidad caracterizada por un conjunto de subgradientes (el subdiferencial); por eso,
€S necesario usar una version regularizada, a través de la funcién de Huber, de la variacion
total.

Una imagen con ruido usualmente contiene grandes diferencias entre pixeles cercanos,
para eliminar estas diferencias se propuso un modelo en Variacién Acotada ya que este
elimina el efecto isotropico del problema original previniendo el efecto borroso que se puede
producir.

Al escoger una regularizacién a la Variacion Acotada, es necesario escoger una funcion
que haga exactamente lo mismo: eliminar el efecto isotropico evitando que la imagen se
vuelva borrosa. Se ha sugerido usar la transformada de Fourier, la transformada a coseno
discreto, y una transformada wavelet (ver referencias en [12] ); con estos métodos una parte
del dominio es aislada de la imagen logrando asi que el componente con ruido se elimine de
manera selectiva y la imagen sin ruido se reconstruye tomando la transformada inversa, sin
embargo estos métodos dan resultados alterados. De igual manera, se han implementado
métodos estadisticos para la disminucion del ruido dando buenos resultados (ver referen-
cias en [12] ) por lo que en [12] se estudia una extension no local a estos métodos. A través
de la regularizacién no local de la variacidon total se logra la preservaciéon de bordes, sin
embargo esta deja residuos de ruido en la imagen. Para eliminar completamente este ruido,
se utiliza una regularizacién en H'; pero, esta ultima deja una imagen resultante borrosa
en comparacion a la regularizacion no local. En el mismo trabajo, se propone una forma de
fusionar ambas regularizaciones de manera selectiva: la regularizacién no local de Huber,
esto se logra con un valor de cota en base al cual se realiza esta distincién. El valor de la
regularizacién de Huber aplica una penalidad lineal (la regularizacién no local de la varia-
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cién total) para valores mas grandes que la cota propuesta, y una penalidad cuadratica (la
regularizacién H' ) para valores mas pequefos.
En [13] se define por:

Definicién 1.6 (Funcion de Huber).

{Lg(a) = (1/2)a? cuando |a| <6

Ls(a) = d(Ja| —9/2), caso contrario.

Esta funcion es cuadrdtica para valores pequenos de a y lineal para valores mds grandes,
con valores iguales y pendientes en las secciones para las que |a| = 6.

La funcion de Huber es siempre continua (o semicontinua inferiormente)

Ahora, nosotros usaremos una regularizacion de tipo Huber para la variacion total, como
se procede en [7]. Sea v >> 1:

Vu| — & si|Vu|>1
Vul, = | ’2 o _| | ! (1.10)

|Vul*3 si [Vu| < 5

Luego, tenemos la siguiente version regularizada de (1.8)

d
f u 113 1.11
Lo g() +5;HAZHX (1.11a)
sujeta a:
d

a:argminuewl,m{m(u) :/ |Vu\7dx+2/ )\id)i(u,f)dx} (1.11b)

Q =1/

donde el espacio X, g , las distancias ¢; y § > 0 se definen como antes. Asumimos que
el conjunto de funciones admisibles A es un subconjunto convexo y cerrado de Wh1((Q),
escogido de acuerdo a los ¢; (ver Observacioén (1.5))

En [7] se demuestra la existencia de una solucién 6ptima para (1.11b) por el método de
relajacién, para ello se extiende la definicion J7 al espacio BV (€2) como:

1,1
N (u){m we W nA (1.12)

ST 400 we BV(Q)\ (Whn A)

y se prueba la existencia de un minimizador para la envoltura semicontinua de 7., a través
de su version relajada, definida como:

d
jr'yelaa:(u) :/Q|Vu|7d$+c/g‘D3u+;/Q)‘z¢z(uvf)d$ (113)

Notar que
T (u) < J2.(u), para u € BV(Q)

relax ext

yaque J, (u)=J.,(u) parau € WhH(Q) N A.

elax ext
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En las demostraciones propuestas para este problema en [7], son necesarias las propie-
dades asumidas para las funciones ¢;, es decir: continuidad de las funciones, la convexidad
(que implica la convexidad del conjunto A y la propiedad de coercividad (1.9) )

Después de probar la existencia de una solucion éptima para la version relajada del
funcional (1.13) [7] prueba que 7., . T'-converge (Ver A.1.4 en Apéndices) a la Variacién
Total 7 cuando v — oo. Luego, el minimizador de 7, . converge al minimizador de 7
cuando ~ tiende hacia el infinito.

Estos resultados referentes al problema de minimizacién en el espacio BV no son su-
ficientes para concluir convergencia de los pesos Optimos regularizados en [7], pues para
esto necesitamos continuidad en la aplicacién solucion A — u()). Existen muchos trabajos
(ver referencias en [7]) que presentan resultados en esta direccidn, sin embargo no son lo

suficientemente fuertes. De hecho, este es un tema en investigacion.

1.4 Problema de Optmizacién en el espacio de Hilbert H}

A pesar de las propiedades favorables para la reconstruccién de imagenes, el problema
(1.7) posee varias dificultades. A nivel analitico, el principal problema reside en que (1.7)
esta definido en un espacio de Banach que no es reflexivo, con lo cual su dual es dificil de
caracterizar. Por otro lado, a nivel numérico, el sistema de optimalidad asociado con (1.7)
consiste en una EDP no lineal que no se puede implementar numéricamente de manera
directa.

Para obtener continuidad del operador solucién, y por ende convergencia de los para-
metros dptimos regularizados \; seguiremos el lineamiento propuesto en [7].

Para ello reemplazamos el problema (1.7) por la versién eliptico-regularizada:

d
min (;HDuH%z DUl + 3 /Q Ni() dx) (1.14)

donde 0 < £ << 1 es un parametro de difusion artificial. A continuacién, usaremos una ca-
racterizacion de (1.14) a través de una desigualdad variacional de segundo tipo, para llegar
a un sistema de Optimalidad que nos permita implementar numéricamente el problema.

1.4.1 Resultado de existencia para una desigualdad variacional del segundo
tipo

Sea X un Espacio de Hilbert con producto escalar ( - )x y norma inducida || - ||. Sean

ademas, a : X x X — R una forma bilineal coerciva y continua,y j : X — (—o0, +oco] una

funcion propia semicontinua inferiormente. Para un elemento f € X dado, se considera el
problema de encontrar v € X tal que:

alu,v —u) +jv) —jlu) > (f,v—u)x, WweX (1.15)

Este problema se conoce como desigualdad variacional eliptica de segundo tipo, un
estudio detallado de problemas de control éptimo gobernados por este tipo de desigual-
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dades se puede encontrar en [14]. En [15] se demuestra la existencia de soluciones para

este tipo de desigualdades gracias al Teorema de Hartman-Stampacchia y la definicién de

‘operadores submon6tonos’. Ahora, mostraremos una caracterizacién de dicha solucién.
Definimos

1

J(u) = galu,u) +j(v) = (f,v)x (1.16)

Teorema 1.3. Un elemento u € X es solucion de (1.15) si y solo si, es un minimizador de
J, es decir:

Jw)>T(w), WYwelX
Demostracion. para v € X, si u es solucion de (1.15), se tiene:

T () = Tw) = alu,v = ) + () = j(u) = (0 — w)x + Ja(u—v,u—2)

1
> ia(u—v,u—fu)

v

Cllu—vl[% >0

donde C' es una constante.

Por otro lado, supongamos que u es un minimo de 7. Usando la definicion (1.16):

S0(0,0) +3(0) = (f,0)x 2 Ja(w,w) + i)~ (Fu)x, Vo€ X

en particular, para v = u + t(v — u) donde ¢ > 0:
%a(u—i—t(v—u),u—l—t(v—u))+j(u—|—t(v—u)) —(fiut+tlv—u))x > %a(u, w)+j(u)—(f,u)x

de donde:

t2

t a(u,v—u)—l—ga(u—v,u—v)—i-t(j(v)—j(u)) >t(f,v—u)x

Cuando t — 0:

a(u,v —u) +j) —jlu) > (fv—u)x YveX

De este teorema, se sigue:
Teorema 1.4. Sea f € X, entonces existe un inico elemento u € X tal que (1.15) se cumple.

Demostracion. Supongamos que existen dos elementos u; y ug en X que satisfacen (1.15).

Por el teorema anterior, esto es equivalente a admitir que:

JWw)>T(u) YvelX
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J) > T(u2) YveX
se cumplen a la vez, lo cual es contradictorio ya que, en particular ug pertenece a X.
]
1.4.2 Caracterizaciéon del problema con una desigualdad variacional del
segundo tipo y existencia de solucién
Si notamos

d
9
T = 5IDulls +1Dul(@) + 3 | At da

Tenemos que una condicién de optimalidad necesaria est4 dada por la siguiente de-
sigualdad:

Jir(uw) (v—u) >0 Yve Hy (1.17)

Encontraremos la derivada direccional del funcional 7.
Sean ¢ € H} unadirecciony h > 0,

Tiatu+hg) = Tuw) = 5 [ (1Du-+h) = [Duf?)da + |Du-+ hl() ~ [ Dul()

d

€

2/(2h|DuHDg0+h2]Dg0|2)d:c—|—/ |Du+hg0|dx—/ | Du|dx
Q Q Q

d
Ail i h, f) — ¢i(u, )| d
+ZI/Q 91u+ ho f) — 6ulu, 1)) da
dividiendo por h:

1 h 1
wtut ) - ) = [ (1DulDel + 51062 ) do+ [ 2 (1Du+ hol = IDul)da

d

>

Ny 61+, £) — 6w, )] da
i=1 V%

cuando i — 0 tenemos:

d
Thu)p=c / |Dul| Dgldz + / Dgldr + 3 / N (u, ) do (1.18)
Q Q — Ja

Con este resultado, podemos calcular (1.17):
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d
E(Du,D(v—u))LQ—i-/Q Dv[da:—/Q \Du!dm—l—Z/ﬂ)\iqﬁ;(u,f)(v—u) dr >0 Yve Hj (1.19)
i=1

Tras sumar el término coercivo en (1.14), hacemos que el espacio solucién esté en H}
(dado que ahora es necesario que la primera derivada de u sea L? integrable).

De manera alternativa, si usamos el término e||u||x1 () en (1.14) el espacio solucion
serd H'(f2), lo que permite escoger nuevas condiciones de borde (ver [16]).

Ahora, nuestro problema se transforma en determinar el conjunto de parametros \; con
i=1,2,...,d éptimos que resuelven:

d

[ 2

' 1.2

ot 90+ 02 il (1.208)
1=

sujeta a:

d
e(Du,D(U—u))Lz—l—/Q |Dv\dx—/Q \Du|dm—|—2/g)\i¢;(u, f)(v—u) dx >0 Yo e H} (1.20b)
i=1

donde X = R o0 es un espacio funcional de Hilbert.

El problema (1.20) corresponde a un problema de optimizacién generado por desigual-
dades variacionales del segundo tipo. El teorema 1.3 nos proporciona una herramienta de
resolucién para este tipo de desigualdad.

A continuacion se analizara el problema (1.20) desde la perspectiva propuesta en [14]
y [7]: después de probar existencia de una solucion optima, veremos una regularizacion
del problema que nos permita probar continuidad de la aplicacién solucion y convergencia
de los parametros éptimos, lo que nos llevara a encontrar el sistema de optimalidad, para
ambos casos, de parametros reales y funcionales, que caracterice la solucién éptima de
(1.20).

La existencia de una solucion éptima para el problema (1.20) se puede ver en [7, Teo-
rema 3.1], donde se prueba la existencia de un par 6ptimo para (1.20). Adicionalmente se
explora el caso § = 0: si X = R el teorema de existencia funciona, mientras que para
X = L?(Q) se necesitan restricciones de caja (es decir 0 < X\;(z) < b c.t.p en ) para
garantizar la existencia de una solucién 6ptima.

Sin embargo, como se explica en detalle en [14], es necesaria una regularizacién de
conjuntos activos e inactivos, para poder caracterizar el problema a través de un sistema
de optimalidad adecuado y se pueda seguir los pasos propuestos en [17] para obtener una
aproximaciéon numérica del tipo Newton Semismooth.

1.4.3 Problema de dualidad de una desigualdad variacional de 2do tipo

Definiciéon 1.7 (Desigualdad Variacional de Segundo Tipo [14]). Sean Y, U espacios funcio-

nales de Hilbert definidos en un dominio acotado Q C R™, a(-,-) una forma bilineal continua



15

y coerciva, y j: Y — R un funcional convexo no diferenciable de la forma:

i) =g / Koolds,
S

con S C Q,9g>0,yK:Y — L) un operador lineal acotado. Se define una desigualdad
variacional de seqgundo tipo como el problema:

Dado f €Y', encontrar y € Y tal que:

aly,v —y) +j(0) =ily) = (Lo —y)yy YweY (1.21)

Se puede observar que la desigualdad (1.20b) entra en esta categoria, por lo tanto el
siguiente analisis, visto en detalle en [14], bien puede aplicarse en lo que refiere a nuestro
problema.

La desigualdad (1.21) se puede reformular como:

min F(y) +g/ |Ky|ds (P)
yey S

donde F(y) = 3a(y,y) — (f,u)y"y-
Por otro lado, el dual de Fenchel (ver apéndice A.1) del problema (P) esta dado por:

sup {=F*(—=K*q) — G*q} (D)
geL?(S)

que se puede reescribir como:
méxgeic, —30(y,y)
sa: a(y,w) + (¢, Kw) = (f,w)yy YweY

Como los funcionales involucrados son propios y convexos, y Y es reflexivo, se tiene
que [18, p.60]:

(1.22)

min {f(y)—I—oa/SUCmds}: sup {—F*(—K*q—G*q)} (1.23)

yey q€L?(S)

es decir, no hay diferencia de dualidad entre (P) y (1.22). Mas aun, las soluciones y de (P)
y ¢ de (1.22) estan ligadas por el sistema

K*q = F'(y) (1.24)
q € 9G(Ky) '

donde 0G es el operador subdiferencial (ver A.4 en A.1).
El sistema (1.24) se puede expresar como:

a(y,v) + (¢, Kv) = (f,v)yy Y ey (1.25a)

(q(z), Ky(z))y vy = glKy(z)| ctp S (1.25b)
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lg(x)| < g ctp S (1.25¢)

Se puede observar que ¢ no esta determinada en los sectores donde Ky(z) = 0. Mas
aun (ver referencias en [14]), que si ker £* # 0, entonces no existe un multiplicador ¢ €
L?(S) que satisfaga el sistema (1.25). Estos hechos hacen que sea necesario determinar
alguna solucion para que el problema (1.25) esté bien definido.

En [14] se propone una regularizacién de Tykhonov para obtener una versién bien defini-
da de (1.25). Dicha regularizacion se ha aplicado numéricamente en muchos trabajos para
resolver desigualdad variacionales del segundo tipo con métodos del tipo newthon semis-
mooth (ver referencias en [14]) y m&s adn: su eficiencia numérica es comparada con otros
algoritmos puestos a prueba en [17].

1.4.4 Existencia y convergencia de soluciones del problema regularizado

Con las consideraciones realizadas en el apartado anterior, definimos ahora la siguiente
familia de problemas regularizados:

d
e(Du~, Dv)r2 + (hy(Duy), Dv) 2 + Z/{)Ai¢§(u7,f)v de =0 Yve Hj (1.26)
i=1

donde h.(Du.) corresponde a una regularizacion de conjuntos activo e inactivo del sub-
diferencial de |Du,|, es decir h, coincide con todos los elementos del subdiferencial en
una vecindad pequena. Hay que notar que en lugar de Du(x) estamos escribiendo Du por
facilidad.

La eleccion natural es la funcion:

Yz
hoy(z) = ———— :
TG 27
que corresponde a la derivada de la Funcién de Huber definida en (1.10).
Una regularizacién alternativa es propuesta en [7], dada por la funcién C*:

H 1
ﬁ ) Si 7|z|21+ﬂ

hoy(2) = é(l—g(l—fﬂzl—k%)) si 1o <qlz[ <144 (1.28)
vz i el <1 -5

En adelante, se notara:

1 . .
AV = {:1: € qlz|-1> 2} al conjunto activo
Y

1 . C
ST = {9: €Q: |y]z] -1 < 2} al conjunto semi-activo
Y
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1 . . .
7= {:c e 1—79lz > 27} =S\ (A"US7) al conjunto inactivo

Esta regularizacion se usa cuando es necesaria la diferenciabilidad de la funcion regu-
larizadora. Ambas funciones, (1.27) y (1.28), regularizan u de manera local y poseen una
estructura de conjuntos activo e inactivo; es decir: la norma de la funcién alcanza la cota 1
fuera de la vecindad: {x x| < %}

Observacion 1.6. En [14] se verifica que (1.26) tiene solucion tinica. Mds ain, se demues-
tra que la sucesion de soluciones reqularizadoras {u,} converge fuertemente en H} () a la
solucion de (1.19)

Tomando en cuenta la version regularizada (1.26) de la desigualdad variacional, nuestro
problema se convierte en:

d
{ 2
‘ 1.2
Az‘EOIPilill,..,dg(u) +5; [[Aill % (1.29a)
sujeto a:
d
e(Du, Dv)r2 + (hy(Du,), Dv) 2 + Z/ Nidh(wy, fvde =0 Yv € Hy (1.29b)
=178

donde 0 < e << 1.
En este contexto, en [7] se prueba la existencia de una solucion 6ptima para el problema
regularizado (1.29) a través del siguiente teorema:

Teorema 1.5. Existe una solucion dptima para cada problema regularizado (1.29). Mds atin,
la sucesion {\,} de pardmetros dptimos regularizado estd acotada en X% y cada subsucesion

que converge débilmente, converge hacia una solucion dptima de (1.20)

1.4.5 Sistema de Optimalidad

Definimos el operador G, : X¢ — H{(Q) como el operador solucién que asigna a cada
pardmetro A, la solucién correspondiente a la desigualdad variacional regularizada (1.26)
con la funcion h., definida en (1.28). En [7, Proposicion 3.4] se prueba que este operador es
Gateaux diferenciable y, mas aun, que la solucion de dicha derivada en una direccion dada
es unica.

Gracias a esta propiedad es posible obtener un sistema de optimalidad para la caracte-
rizacién de las soluciones 6ptimas del problema regularizado [7, Teorema 3.5]

Teorema 1.6 (Sistema de Optimalidad del Problema Regularizado). Sean (\y,uy) las solu-
ciones dptimas del problema reqularizado (1.29). Existen multiplicadores de Lagrange (p, \) €

H& (R) x X% tales que se cumple el sistema de optimalidad:
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d

e(Du~, Dv)r2 + (q, Dv) 2 + Z/ﬂ)\% Gi(uy, flvde =0 , Yo € Hy(Q) (1.30a)
i=1

q—hy(Duy) =0 ctp enQ (1.30b)

d
6(va l)p’}/)L2 + ("Sa Dv)(Hé(Q))’ + Z /Q )\'72' ¢;/(u77 f)pv dr = _(g,(u7)7v) ) \ORS H(% (Q)
=1

(1.30c)
£ —hl(Duy)Dp =0 (1.30d)
d
28(Ayy A — Ay) xa + Z/ Sy, PN — Ayy) dz >0, YA >0 (1.30¢)
i=1 7%

Observacion 1.7. A continuacion procederemos a calcular dicho sistema de optimalidad ba-
sandonos en la forma cldsica de deducir un sistema de optimalidad a partir de la definicion de
Lagrangeano asociado al problema. Sin embargo, dicho proceso no es una demostracion for-
mal de la existencia de los multiplicadores p € H&(Q) y A € X% ni del sistema de optimalidad
como tal, si mo mds bien una herramienta para derivar el sistema de optimalidad asociado al
problema. Para una demostracion formal de su ezistencia y validez ver [7, Teorema 3.6] y [14,
Teorema 6.2] , en donde a partir de la demostracion de la existencia, y deduccion, del sistema

de optimalidad del problema relajado (1.29), se concluye dicho teorema.

Demostracion. Definimos el Lagrangeano:

d
L(uy, Ay, py) = g(uy) + 5|/\'y‘2 + e(Duy, Dpy) + (hy(Duy), Dpy) + Z /Q Ay @5 (s, [) Dy da
i=1

(1.31)
donde p, € H}(S).
Ahora, sea v € H} (), las condiciones necesarias de primer orden son:
* oL
. (Uy, Ay, py) v =0 Yo € H} (1.32)
) oL
o, (U, Ays py)v =0 Yo € Hy (1.33)
[ ]
OL
—(tuy, Ay, p)(A=Ay) >0 VA>0 (1.34)

oA,
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Primero encontraremos el valor de la derivada en (1.32). Para esto, sea h > 0 y sea
v e HH(Q):
L(uy, Ay, py + hv) — L(uy, Ay, py) = €(Duy, D(py + hv)) 4 (hy(Duy), D(py + vh))

d
+3 /Q Moy &ty £)(py + o) da
d

~ &(Duy, Dp,) — (hy(Duy), Dpy) — 3 / My &Lty )y da

=1

d
= e(Duy, h Dv) + (hy(Du), h Dv) + Z/ Ay, @i(uy, f)oh dx
i=1 V%

d
= h e(Duy, Dv) + h (h(Du,), Dv) + hZ/ Ay @i (uy, flv dz
=179

dividiendo por h y cuando h — 0 se tiene que:

oL <
TM(UW Ays py)v = €(Duy, Dv) + (hy(Duy), Dv) + Z /Q Ay @(uy, fu dz =0
i=1

si es que, adicionalmente, decidimos notar: ¢ = h,(Duy) tenemos como resultado el sistema
(1.30a) y (1.30b).

Ahora bien. Veremos que la derivada (1.33) es equivalente a las condiciones de optimalidad
(1.30c) y (1.30d). Para ello: sean h > 0y v € H}(Q2)

L(uy + hv, Ay, py) — L(uy, Ay, py) = g(y + hv) + &(D(uy + hv), Dpy) + (hy(Duy + h Dv), Dp,)

d
+ Z /Q )\7i¢;(u“/ + hv, f) py dz — g(uy) — e(Du, Dp-)
=1

d
— (hy(Duy), Dpy) — Z/ Ay, f) py da
i=1 7%

= [g(uy + hv) = g(uy)] +e[(Duy + h Dv, Dpy) = (Duy, Dpy)]
+ (hy(D(uy + hv)) = hy(Duy), Dp)

d
+ ;/Q)‘%[d);(u'y +h v, f) = ¢i(uy, f)] py dzx
= [g(uy + hv) — g(us)] + eh(Dv, Dpy) + (hy(D(uy + ho))

d

— hy(Duy), Dpy) + Z /Q Ay [¢;(u'y +hv, f)— ¢;‘(U'ya Pl py d
i=1

Dividiendo esta expresion por h:



20

1 1
E[L(uv + hv, Ay, py) — L(uny, )Wapv)] = E[Q(U“/ + hv) — 9(“7)] +&(Dv, Dp,)

43 (1 (D(a + h) — by (Diy), Dpy)
d 1

+3° [ o okt + b ) = bl )] do
i=1 7/

y cuando h — O:

oL
7(“’7’ )"yap’y)v = [Ql(uv)v] + S(Dv’ Dp'y) + ((h{y(‘Du’Y)a D/U>(H(}(Q))’v -Dpv)

Ouy
d
+ Z/ Ay, & (y, v py dz =0
i=1 79

de donde, para todo v € H}():

d
e(Dv, Dpy) + (hly(Du’y)DU»Dp'y) + Z /Q Ay @ (U, fv py de = —[g (uy)v] (1.35)
i=1

Si notamos & = A (Du,)Dp tenemos que (1.35) es equivalente al sistema (1.30c) y (1.30d).
Finalmente, calcularemos (1.34) para obtener la condicion de optimalidad (1.30e).
Sean h > 0y sea v € X¢

d
L(uy, Ay + hv, py) — L(uy, Ay, py) = BIAy + hv|2 + Z /Q()‘% + hUi)ﬁbg(u'y’ Hpy dz
i=1
d
— B[ - Z/Q)‘wﬁb;(u'y,f)p'y dzx
i=1
d
= 80 + bl = 0P+ 3 [ B i, £y do
i=1

d
— BI2h (0, A) e — P20+ 3 /Q hoi 6)(un, £)py da
=1

dividiendo por h > 0:

1 d ,
E[L(U% Ay + hv, py) = L(ty, Ay, py)] = B2 (v, Ay) xa — h’”|2] + Z /Q v; ¢3(uy, [)py dx
i=1

y cuando h — O:
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oL

d
v (Uy, Ay py)v = 2B(v, Ay) xa + Z/ vi ¢3(uy, fpy dz
Oy i=1 7%

Ahora, para todo A > 0 si tomamos v = A — A\, entonces se cumple que:

d
oL
87)\7(%’ Ay Dy ) (A = Ay) = 2B(A = Ay, Ay) xa + Z /Q()‘z = Ayi) @i(uy, fpy da
i=1
>0 VA>0
Es decir, se cumple la condicion de optimalidad (1.30e) O

Observacion 1.8. Como consecuencia de [7, Teorema 3.5] se tiene la siguiente caracteriza-

cion del gradiente del funcional de costo reducido:
VF(A) =2BA +/ &' (u, f)p dx (1.36)
Q

Esta caracterizacion serd de vital importancia en la resolucion numérica de nuestro problema

Observaciéon 1.9. Para el caso X? = RY, la condicion de optimalidad (1.30e) puede reescri-

birse como el sistema de complementariedad:

pi =28\, + / pydi(u— 7y, f) dx i=1,.,d (1.37a)
Q
pi>0, Ay >0, wid, =0 i=1,..d (1.37b)

Demostracion. Tomando A = 0 en (1.30e) tenemos que para cada i = 1, ..., d:

_26>‘3/i B AA7i¢;(uVi7 f)p%' dx >0

de la misma manera, si tomamos A = 2\, en (1.30e):

2’8)‘31' +/Q)‘%¢;(U'y:f)pry dr >0

luego,

2/8)\'2)’1' + /Q >"Yi¢;(u’w f)p dr = >\'Yi <25)‘%' + /Q Qbé(u'yv f)p d$>

=0, Vi=1,..,d
si notamos, para cada ¢ =1, ..,d:
pi =200+ [ pol(u, pde i=1d
Q

tenemos el resultado.
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El resultado de este ultimo teorema es de vital importancia para la resolucién numerica
de nuestro problema.

Estos resultados, junto con el Teorema 1.5 concluyen con la demostracion [7, Teorema
3.6] de la existencia de los multiplicadores de Lagrange en el sistema de Optimalidad que
caracteriza a las solucion del problema original (1.20).

Teorema 1.7 (Sistema de Optimalidad). Sea A € X¢ una solucién dptima de (1.20) y un
punto de acumulacion débil de la sucesion {\y} de soluciones reqularizadas de (1.29). Luego,
existen multiplicadores p € HE(Q) y € € (HY(Q))' tales que se satisface el siguiente sistema
de optimalidad:

d
e(Du, Dv)r2 + (q, Dv)r2 + Z/ N di(a, flvde =0, Yve HYQ) (1.38a)
i=1 79
(¢, Vi)ge = |Va| ctp de Q (1.38D)

d
E(D’U, DP)L2+(§7 DU)(VH&(Q))’—i_Z /Q XZ ¢§/(@7 f)pv dr = _(gl(a)a U) , Vv € H&(Q) (138C)
i=1

<57Dp>(VH3(Q))/ >0 (1.38d)
d
B0 A — X) yu + Z/ &)@, Fp(hs — X) dz >0, YA >0 (1.380)
i=1 7%

1.4.6 Sistema de Optimalidad del Problema Regularizado para el Caso
Real

Gracias a la observacion 1.8 tenemos que el problema regularizado (1.29) cuando X¢ = R?
puede caracterizarse por el siguiente sistema de optimalidad:

d
e(Du~, Dv) 2 + (¢, Dv) 2 + Z/QXZ Py, fluvde =0, Vv e Hy(Q) (1.39a)
i=1

q — hy(Duy) =0 ctpenQ (1.39b)
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d
£(Dv, Dp) 12 + (€ Do)y + 3 /Q X 6 (s fpv dz = —(g/(u),v) 5 Vo € HY(Q)
=1

(1.39¢)

¢ = h.(Duy)Dpy =0 (1.39d)

Wi = 25)\1-—1—/Qp<b;(u7,f) de i=1,..,d (1.39)
wi >0, \>0, =0 i=1,..d (1.39f)

Y gracias a este, el sistema de Optimalidad para el problema (1.20) en el caso real es el
expuesto en el Teorema 1.7

1.4.7 Sistema de Optimalidad para el caso de un polinomio cuadratico con
coeficientes positivos

La contribucién genuina de este trabajo es la resolucion del problema (1.20) para el caso
polinomial.
Para ello, supondremos que el pardmetro A es un polinomio cuadratico de la forma

Mz,y) = Az? + By?> + Cay + Dz + Ey + F (1.40)

donde A, B,C, D, E, F son numeros reales. Ademas, imponemos como condicidén sobre los
coeficientes que estos sean no negativos, es decir: A >0, B>0, C >0, D >0, F >
0, F>0

Nuestra meta sera encontrar los parametros 6ptimos A, B, C, D, E, F tales que \(z,y) =
Ax? + By? + Czy + Dx + Ey + F sea 6ptimo.
En particular, de (1.20), este problema es:

A:Ax2+3y2+néiag+Dx+Ey+Fg (w) + 81V 2 (141a)

e(Du, D(v —u))r2(q) —|—/Q/\(:U,y)¢/(u, f) (v—u) dx—l—/Q |Dv| dx — /Q |Du| dz >0 Vv € H]

(1.41b)

A>0,B>0,C>0,D>0, E>0, F>0 (1.41c)

Y el problema regularizado tiene la forma de (1.29)

Teorema 1.8 (Sistema de Optimalidad del Problema Regularizado). Sean A, By,Cy, D, E., F,
tales que \y(x,y) = A.YxQ + Bwy2 + Cyxy + Dyx + Eyy + F, es solucion del problema regu-
larizado (1.29), entonces existen multiplicadores p € HY(Q) y A, B,C,D,E,F € R*, donde

RT := [0, +00), tales que se satisface el siguiente sistema:
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e(Du~, Dv) + (q, Dv) +/ X ¢ (uy, flode =0, Vo€ H} (1.42a)
Q
q—hy(Duy) =0 (1.42b)
(D0, Dp) + Dpl&, D) gy + [ X6y Pl p de = ~('(u)0) Vo€ B (1420)
Q

£ —hl(Duy)Dp =0 (1.42d)

268((A—A,) 2? Ayxz+B7y2+07xy+D7x+E7y+Fv)+/ (A-A,) 2% ¢/ (uy, f) pdz > 0,VA € RT
Q

(1.43a)
26((B=B,) v*, Avwz+BWZJQ+CW$ZJ+D75U+E73J+F7)+/ (B=B,) y* ¢/ (uy, f)) pdz > 0,YB € R*
: (1.43D)
26((C-Cy) 2y, A,YJJQ+Byy2+07:ny+Dvm+E7y+F,y)—l—/ (C—C,) zy ¢ (uy, f) pda > 0,YC € RT
. (1.43¢)
26((D—D~) x, A,Y:c2+va2—I—C,yxyﬁ—Dyx—l—Evy—l—ny)—}—/ (D—D) z ¢'(uy, f) pdx > 0,YD € R
N (1.43d)
28((E—Ey)y, Avx2+va2+Cv$y+Dvx+Evy+F7)"‘/Q(E_Ev) y ¢ (uy, f) pde > 0,YE € RT
(1.43¢)
28((F—F,) , A7x2+B7y2+Cvxy+D7x+E7y+F7)—i—/Q(F—FW) ¢ (uy, f) pdx > 0,VF € RT
(1.43f)

Definimos el Lagrangeano:

L(uy, A, p) = g(us) + BN + e(Duy, Dp) + (hy(Dus), Dp) + /Q A (uy, f) pde (1.44)

donde p € H} ().
Si A tiene la forma (1.40), el lagrangeano se puede escribir como:

L(uy, Ay, By, oo By, p) = g(uy) + B||Ay2® + Byy® + Coay + Doz + Eyy + 72
+ e(Duy, Dp) + (hy(Duy), Dp)

+ / (Ay2* + Byy* + Cyay + Doz + Eyy + Fy) ¢ (uy, f) pde
Q

Ahora, sea v € H}(12), las condiciones necesarias de primer orden son:

L
g—u(uv,AW,BW,CW,DW,EW,FW,@U =0 Yve HNQ) (1.45a)

oL
a—p(uv,AW,BW,CV,DV,EV,FW,@ v=0 Yove H}Q) (1.45b)
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OL

o4 (1, Ay By, €y Dy By Fop) (A= A7) 20 VA €RY (1.45¢)
OL _ n
o5 (s Ay, By €y, Dy By Bp)(B—B,) 20 ¥BER (1.45d)
oL i .
%(UW’A’Y’ B»y, C»y, D»y, E»y, nyp)(c — Cry) 2 0 vC eR (1456)
oL _ "
5 Ay By €, D By Fip)(D = D,) 20 VD ER (1.45f)
oL _ *
a—E(uv, Ay, B,,C,,D,,E, F\p)(E—-E,) >0 VEe€R (1.45g)
oL ) .
87(“7714’77 B,,Cy, Dy, Ey, Fp)(F - Fy) 20 VFeR (1.45h)

Calculando la derivada (1.45a), obtenemos las ecuaciones (1.42a) y (1.42b) del sistema
de optimalidad (de la misma manera que en el Teorema 1.6). De igual forma: calculando la
derivada (1.45b), obtenemos las ecuacion adjunta: (1.42c) y (1.42d) del sistema de optima-
lidad.

Sea v € R una direccion, calcularemos la derivada (1.45c¢)

Para ello, hacemos primero:

L(uy, Ay + h,By,..,Fy,p) — L(uy, Ay, .., Fy,p) =
BII(Ay + h)z* + Byy® + Coay + Dyx + Eyy + F|[72
- /Q (A, + h)z® + Byy? + Cyoy + Dyx + Eyy + F] ¢/ (u, f) p d
— Bl|A,2? + Byy? + Chay + Doz + Eyy + Fy|| 2
— /Q (A,2% + Byy? + Coay + Doz + Eyy + F)) ¢ (u, f) p dx
= B(hv 2®, h v 2 + 2[A, 2% Byy* + Chay + Doz + Eyy + F,)) 2
- [ ) ol do

Dividiendo por h:

1
E[L(u% A, +h,By,..,Fy,p) — L(uy, Ay, .., Fy,p)| =

Bv 2 hva? + 2[A 2 Byy? 4+ Coay + Dyx + Eyy + Fy)) 2
~ [0 g ol o
Q

y, cuando h — 0

oL
54 (W Ays By, Cy, Dy, By, Fip) v = 2B(va?, Aya®+Byy*+Chay+Dyz+Eyy+F,) 2+ /Q [vz? ¢ (u, ) p) dx

Realizando un procedimiento similar para calcular las derivadas de (1.45¢) a (1.45h),



obtenemos los siguientes resultados para direcciones v € R:

OL

0A

OL

0B

OL

oC

oL

D’ = 2B(v x, Ayx® 4+ Byy* + Cyay + Doz + Eyy + Fy) o + / v ¢ (u) p de
Q

oL

3EY = 28(v y, Aya® + Byy? + Cyxy + Doz + Eyy + F) 2 + / vy (u) p d
Q

oL

= 2B(v, Ayx® + Byy? + Cyay + Dyx + Eyy + Fy) 2 + /Q v ¢ (u) pdx

—v = 2B(v 2®, Ayx® + Byy® + Cyoy + Doz + Byy + Fy) 2 + /QU 22¢ (u) p dz

—wv=2B8wy* Ayx®+ Byy® + Cyoy + Doz + Byy + Fy) 2 + / v y2d (u) p dx
Q
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(1.46a)

(1.46b)

—v = 2B(v zy, Ayx® + Byy® + Cyoy + Doz + Eyy + Fy) 2 + / v ayd (u) pdr (1.46¢)
Q

(1.46d)
(1.46¢)

(1.46¢)

Ahora, si es que en (1.46) tomamosv =A—-A,,v=B-B,,v=C—-C,,v=D — D,,

v=F—FE,, v=F — F, segun corresponda, obtenemos el sistema (1.43).

Observacion 1.10. Por un razonamiento similar a la observacion 1.9, el sistema (1.43)

puede reescribirse como el sistema de complementaridad:

p = 28(z* , Aya® + Byy® + Cyay + Dyx + Eyy + Fy) 2 + / 2% ¢/ (u) p dx
0

po =2B(y* , Aya® + By’ + Cyay + Dy + Eyy + Fy)2 + /Q y* ¢'(u) p da

ps =2B(xy , Aya® + Byy® + Cyay + Dyx + Eyy + Fy) 2 + /Q:vy ¢'(u) p dx
g =28(x A7x2 + va2 +Cyxy + Dyx + Eyy + Fy)2 + /Q x ¢ (u) pdx
ps =28y , Ayx® + By’ + Coay + Dyx + Eyy + F)) 2 + /Qy ¢'(u) p dx

pe = 2B(1, Ayx® + Byy? + Cyay + Dyx + Eyy + F) 2 + / ¢ (u) p dz
Q

W0 Vi=1,234,56 , A, >0B,>0,C, >0,D,>0E, >0,F, >0
Aypr =0, Bypz =0, Cypug =0, Dypa =0, Eyps =0, Fypug =0

Ahora, si en (1.47a) desarrollamos el producto en L?:

(3:2 ; A7x2 + BA,y2 +Cyry+ Dyx+ Eyy+ Fy)p2 =

= / 2*(Aya® + Byy? + Cywy + Dyx + Eyy + F,) da
Q

(1.47a)

(1.47D)

(1.47c)

(1.47d)

(1.47¢)

(1.47f)

(1.47¢g)
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1,1
= / / (A z* + By2*y? + C 2’y + Dya® + E 2y + Fya?) dy dx
0o Jo

1l 1l

= A,Y/ / * dy dx + B'y/ / 2?y? dy dx
o Jo o Jo
11 1 1

+C’7/ /:U?’ydydx—l—Dy//z:gdydac
o Jo o Jo
1,1 1 el

+E,y/ / 2%y dy d:c+F,7/ / 2?2 dy dx
o Jo o Jo

1 1 1 1 1 1
= 5A-y + §B~y + gC’v + ZD’Y + 6E7 + gF,y
De donde tenemos que:

1 1 1 1 1 1 5
1 =28 <5A7 + By Oy Dy + G By + 3F7> + /Q z” ¢ (u) p dzx

Realizando un proceso similar en (1.47b) - (1.47f) tenemos que el sistema de optimalidad

(1.42) - (1.43) puede ser reescrito como:

e(Du~, Dv) + (q, Dv) +/ A (uy, flovde =0, Yoe H} (1.48a)
Q
q—hy(Duy) =0 (1.48b)
e(Dv, Dp) + Dp(gvD/U)(Hé(Q))/ +/ X ¢ (uy, flv p de = —(¢'(uy),v) , Yve Hy (1.48c)
Q

£ — bl (Duy)Dp =0 (1.48d)

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
p2 =28 Ay + B, + -C,+-Dy+ —E, + - F, +/ y? ¢'(u) p dx (1.49b)
9 TEPY TR TG 4T3 o
1 1 1 1 1 1 ,

1 1 1 1 1 1
g =203 (414«, + EB7 + 607 + §D7 + ZE7 + 2F7> x ¢ (u) p dz (1.49d)
1 1 1 1 1 1 )
ps =28 Ay + By + -Cy+ D+ -E, + -F, | + | y¢'(u) pdx (1.49¢)
6 4 6 4 3 2 0
1 1 1 1 1 )
pe =20 gAy+ 3By + 0y + 5Dy + 5By + oy | + ; ¢'(u) p dx (1.49f)

@i >0 ¥i=1,2,3,4,56 , A,>0,B,>0,C,>0,D,>0,E,>0,F, >0  (149g)

En el siguiente capitulo analizaremos la aproximacién numérica para el sistema de opti-
malidad para un X real (1.39) asi como también para el sistema de optimalidad cuando X es
un polinomio cuadratico.
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1.5 Sistema de Optimalidad para el modelo en el que A\ es una

Funcion en General

En la seccion anterior estudiamos el caso en el que A es un nimero real y el caso en el
que es un polinomio de segundo grado con parametros no negativos. Ahora, modificaremos
estos modelos para obtener el sistema de optimalidad para una funcién Q(\).

Sea A un vector en R™ de la forma A = (A1, Ag, ..., \,) @ ser optimizado. Definimos Q(\)
como combinacion de estos parametros como una funciéon de L?, que es diferenciable dos
veces y es sobreyectiva. Asi, el problema (1.20) para este caso consiste en encontrar el
vector de valores 6ptimos A = (A1, Az, ..., A,) € R™ y la funcién u(\) € H{ () tales que sean
solucion del problema de optimizacién:

{ + BIA 3w 1.50
(u’A)Egléu(ameng(U) BlIAlR (1.50a)

sujeta a:

e(Du, D(v —u)) 2y + /Q QNP (u, f) (v —u) do + /Q |Dv| dx — /Q |Du| dz >0 Yo € H}
(1.50b)
Q(A\) >0 ctp Q (1.50¢)

De manera analoga a los casos anteriores, planteamos el problema regularizado (1.29):

{ + B\ 30 1.51
(u%mg}?@xmg(uv) Bl Ik (1.51a)
sujeta a:
=(Du,, Dv) + (h,(Du,), Dv) + / QO (u,)o de =0 Yo € HL(Q) (1.51b)
Q

Q(A\y) >0 ctp Q (1.51c)

En este caso, el funcional de costo J (u, \) = g(u) + 5| \|? esta definido en el espacio de
Banach de dimension infinita X := H}(2) x R" por lo que es necesario verificar la condicion
de regularidad para garantizar la existencia de un multiplicador de Lagrange [19] [20].

SeaY = H1(Q) x L*(Q), agrupando las condiciones (1.51b) y (1.51c) definimos la
aplicacion G : X — Y como:

(Duy, D-) + (hy(Duy), D) + [, Q@A) () - dm) (1.52)

g
Gy, M) = ( o)

Primero, debemos ver que la region factible K = {0} x {v € L*(Q): v>0 ctpQ} es
un cono convexo cerrado en Y. Para ello, basta tomar dos elementos: w = (wy,w2) € Ky
v=(v1,v2) € K;estoes: vy =w; =0y vy >0, wg > 0.

Seana >0y >0:
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av + fw = a(vi,va) + B(wr, w2)
= (a1, avy) + (fwy, fws)
= (a1 + Pwi, avy + fws)
=av + fw; =0,

avg + fwg >0

Luego, av + pw € K para todo par de elementos v, w de K y todo par de escalares «, 3,
de donde el cono K es convexo. Ahora bien, es inmediato ver que 0 es cerrado; por otra
parte el conjunto de funciones {v € L?(Q): v >0 ctp Q} es también cerrado, ya que toda
sucesién de funciones mayores que cero converge a una funcién mayor a cero en casi tipo
punto.

Por lo que podemos concluir que K es un cono convexo cerrado de Y.

Definicion 1.8 (Punto Regular). Sillamamos G'(u~, A\y) a la derivada de Fréchet de G (1.52),

un punto factible (u*, \*) del problema de optimizacion regularizado (1.51) se dice reqular si:
0 € int(G(u*, \*) + G'(u*, )X — K)
0, de manera equivalente [19]:
G'(u )X — K(Gu*,\*) =Y

Ahora bien, basta demostrar que la solucién 6ptima local (u*, \*) de (1.51) es un punto
regular para obtener la existencia de los multiplicadores de Lagrange que nos permitiran
obtener un sistema de optimalidad para nuestro problema [19].

Teorema 1.9. Sea (u*, \*) una solucién dptima local de (1.51), entonces (u*, \*) es también

un punto reqular.

Demostracion. Para obtener el resultado, es suficiente verificar que G'(u, A) : X — Y esuna
funcion sobreyectiva [20]. Es decir, debemos probar que para cada (y1,y2) € G~H(Q)x L?(Q) =
Y existe un par (w1, ws) € H} () xR™ = X tal que G'(u, \y) (w1, w2) = (y1,92). La derivada
de Fréchet de G'(u, Ay) en la direccion (wi, ws) esta dada por:

G’ (uy, M) (w1, w2) =

( e(Dwy, D) + (B, (Duy)Dwn, D-) + Joa QM) (uy)wr - da + [ Q'(A\y) w2 (uy) - da
Q'( 7)
(1:53)
Sea y2 € L2(9), si fijamos wo como la solucién de Q' (A, )ws = y2, tendriamos que probar
que dado y; € H™1(Q) existe wy € H} () tal que, para todo v € H}():

(y1,v / Q'(\y) w2 ¢'(uqy) v dz = e(Dwy, Dv)+(h. (Dus) Dwy, Dv)+ / Q(A\)¢" (uy)wy v da
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La existencia de wy € H&(Q) estd garantizada por el teorema de Lax-Milgram, pues si

definimos la forma bilineal:
a(wy,v) = e(Dwy, Dv) 4 (bl (Duy ) Dwy, Dv) +/ Q)¢ (uy)wy v dx
Q

esta es continua y coerciva en H}(€2), como se probard a continuacion.

Para comprobar la continuidad, vemos primero que la integral:

/Q ¢" (uy)wy v dx

estd bien definida. En efecto: dado que, ¢ : LP(2) — R con p > 1, su segunda derivada es
/! . ' 1,1

¢ (u) : LP(Q) — LV () con ; + o = 1.

En particular, si tomamos p = % : ¢ (u) :

(), ¢ (w)[w)] € I¥(©)

Sea v € H}(Q), en particular v € H} () < L%(Q) y ¢"(u)[wi]v € L*(2). Ademés, como

Q(\y) € L*(Q), tenemos que el producto Q(A,)¢” (uy)w; v pertenece a L' () (pues aplicando

L%(Q) — L3(Q), de donde para w; € H}(Q) —

§
2

la observacion 2 del teorema 4.6 en [21] tenemos que % + % + % =1 ). Con lo que la integral

/Q ¢" (uy)wy v dz

esta bien definida.

Ademas, notemos que h. (Du,)Dw; € L*(Q); en efecto, derivando (1.28) tenemos que:

D Du(Dv,Du)
ﬁ - u|DZ|3 = en A7
Du(Dv,D
Wy(Du)Do = § B (1 - 3B2) + 2HPuDu (- by (L 2B2 4 92B) en 7 (154)
vDv en [7

donde B = (1 —v|Dul| + %) Se conserva la notacién

1
AV = {IE €Q : y|Dul-1> 2} es el conjunto activo
Y
1
ST = {x €Q : |y|Du|l-1] < 2} es el conjunto semi-activo
B

1
ARES {x eQ : 1—~|Dul > 2} =8\ (A"US?) es el conjunto inactivo
Y

En AY tenemos que: ﬁ < 1+2 , de donde:
Dv  Du(Dwv, Du)
h. (Du)Dv| = — !
W (DwDel = | 5~ = E
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Dv Du (Dv, Du)
~ || Dyl ‘ | Dul?
Du| _ |Dul] (Do, D)
~ |Dul| |Dul3
|Dv| | Dul?| Dv|
<
~ | Dul | Dul?
~ ,|Dv| - 4| Dv|y?
|Du| = 142y

En S” tenemos que ﬁ < %, de donde se obtiene que B = (1 — v|Dul| + %) cumple

con: 0 < B< % Ademas, como vy > 1,

0<B<t<i
g
. 2 o 1
luego: 0 < B §?§1
Por otro lado,
1 L v o 1 Y 2
4+ __p Bl = |- (1—f) B
Dul " Du2” 7 ‘ ‘ Dy \" " 2) 7
1 g 2
<l-—(1-12 B
—‘ \Du|< 2)‘”7 |
1 g 2
Do L= 2|+ 2B
_|Du]‘ 2|+ 1Bl
22 Y

Ahora, podemos calcular:

D Du (Dv, D 1 1
Ih%(DU)Dvlz‘ ) (1—%BQ)+ u{Do, “>( + ’YBZ+’Y2B>'

| Dul | Dul? |Du| " |Dul 2

Dv Y o Du (Dv, Du) 1 Y2 9
< 1-'B ) - ’B B
=Dyl (1-35)|+ \Dul? Du| " Duj2” T

| Do Y 2| [Dul*| Dol 1 L v

1-1B ‘ - IB24+ 4B

Soul 2T T DuE | T Du T Du2” T

272

IN

o (1 n %) |Dv| + e1| Do = G| Dol

Finalmente, en I7:
|1, (Du) Dv| = || Dv|| = v| Dol
Por lo que se puede concluir que

|h.(Du)Dv| < C|Dvl,
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donde la constante C' > 0 es C' := méx{%, , fy}, y W (Du) € L>*(Q).

Con estos resultados, probamos la continuidad de la forma bilineal a(wy,v):

a(wy,v) = e(Dwy, Dv) 2y + (hl (Duy) Dwi, Dv)r2g) + (Q(Ay), ¢ (uy)wi v) 20
< e|(Dwy, Dv) 2| + |(BL (Duy) Dwy, Do) 20| + [(Q(N,), ¢ (uy) w1 v) r2(0y)]
< el|Dw1l| 2y |1Dvl] L2(0) + |[75 (D) Dwi || 20y || Dol | 20

+ QAN L2 16" (ur ) w1 vl 2(e)

Sabemos que existe una constante positiva K (puede depender de u,) tal que:

9" (usy)wi|| s () < Killwi]| g (e

Ademis, si llamamos K := [|Q(A,)|[12(q) tenemos que:

a(wi,v) < ellwr| gy o)Wl g1 ) + 1B (Dus)|| Lo o [ Dwi | 20y [ Dol L2 (0
+ Kol 6" (wy)wi | s V] 1 (0
< fwalHHg(Q)HUHHg(Q) + Clequ(Q)HUHHg(Q)
+ K1 Kallwi ] gy oy |10 51 0
< (e + O + K Ko)l[wnl oy 1ol 3
= f(||w1||H3(Q)||U||H5(Q)
Con K :=c+4C+ KKy >0 queda demostrada la continuidad de la forma bilineal.

Para continuar con las hipotesis del Teorema de Lax Milgram, es necesario probar la

coercividad de:

a(v,v) = e(Dv, Dv)r2(q) + (h’v(Duv)Dv, Dv)r2(q) + (Q(Ay), ¢" (uy) U2)L2(Q)

para v € H} ().

Para esto, hay que notar primero que, gracias a que ¢(u) es convexa, ¢ (u,) v? > 0, y
como Q(X,) es no negativa, entonces (Q(A\y), " (uy) v*)12(q) > 0.

A continuacién veremos que (hl,(Du,)Dv, Dv)2(q) > 0 a partir de un anélisis de (1.54).

En A7 se tiene, como consecuencia de la desigualdad de Cauchy- Schwartz:

(Dv, Dv)  (Dv, Du)*

(h.(Duy)Dv, Dv) 20y =

|Du|  |Dul3
_|Dv}>  (Dwv,Du)?
o | Dl |Dul3

| Dv*[Dul? — (Dv, Du)®
a [ Dul? -
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Usando el mismo razonamiento, y las propiedades del conjunto S7 se tiene que, en este

intervalo:

2
(B, (Du,)Dv, Dv) 2 = {Dv, Dv) (1 _ %BQ) . (Dv, Du) < 1 N L7 +723>

| Dul Dul2 \' |Du| ' |Du|2
’DU|2 ( Y »2 <DU,DU>2 1 I v 2
- ~Ip ) - TB2 4 42B
Dyl 27 )T TDup Du] " Duj2” 77
>0

y de manera inmediata, para el conjunto inactivo I7:

(h.(Duy)Dv, Dv) 20y = v (Dv, Dv)
>0

Con lo que podemos probar la coercividad de la forma bilineal:

a(v,v) = e(Dv, Dv) + (h.(Duy) Dv, Dv) + (Q(Ay)¢" (uqy)v - v)
— cllDelP? + (K, (Duy) Do, Do) + (@A) ()0 - )

> ¢]| Dol[Z2q
2
= CHUHH(%(Q)

con ¢>0

1.5.1 Sistema de Optimalidad

Definamos el Cono Polar de un subconjunto A € X como:
At = {z €X' (z,a)x x>0, Vac A}

Ahora, el cono polar de K es:

= <1> e HY(Q) x 12() : P m@ e 20 Ve =0
22 (ZQ, QOQ)L2(Q) >0 Vo > 0cC.tp 2

que se puede reducir al conjunto: K = {(21,22) : 21 € H}(Q) y 2z € L*(Q) tal que z, > 0 c.t.p Q}
Gracias al resultado obtenido en el teorema 1.9, podemos formular el siguiente teorema:

Teorema 1.10 (Sistema de Optimalidad asociado al problema regularizado en el que el para-
metro A es una funcion). Sea (u-, Ay) una solucion dptima local del problema de optimizacion
regularizado (1.51), entonces existen multiplicadores de Lagrange p € HE(Q) y u € L*(2), tal

que i1t > 0 c.t.p Q, tales que se tiene el siguiente sistema de optimalidad:



34
e(Du,, Dv) + (h,(Du,), Dv) + / QNG (uy)o dz = 0 Vo € HY (1.55a)
Q

(D, Dp) + (1,(Dw) D, Dp) + [ QU)o p da = (o ().

Vv e H} (1.55b)
[ @O dz+ [ Q0 do =261, (155¢)
Q Q
/ QO )i da =0 (1.55d)
Q
Q(A\y) >0 ctpQ (1.55€)

Demostracion. Notemos el funcional de costo de nuestro problema regularizado (1.51)
T (uy, Ay) = guy) + BIA

De acuerdo a [19] [20] los multiplicadores de lagrange p € H}(Q) y p € L*(Q), tal que

w >0 c.t.p Q, cumplen con el sistema:

T (g, M) (v ) = (P, 1), G (uy, M) (v, 1)) 3y x L2911 () L2(@2) = O (1.56a)

((p, 1), G(U'yy )\’Y)>H01(Q)XL2(Q)7H71(Q)XL2(Q) =0 (1.56b)

para todo par (v,h) € H}(Q) x R . G(u, \y) se defini6 en (1.52) y su derivada G'(u, \y)
en (1.53).
Derivando J en la direccién (v, h) € HE(2) x R™ obtenemos:

j/(u,y, )‘7)(”7 h) = (g/(u,y),v) +28Ah

Por otro lado, notemos que el producto en dualidad (Hg(Q) x L2(Q), H1(Q) x L*(2))
no es mas que la suma de los productos en dualidad de cada componente. Sean U y W dos
espacios de Hilbert, si notamos la suma directa de dichos espacios como V = U x W, el

producto en dualidad se define como:

((a1,b1), (a2, b2))vixv = (a1, a2)pr v + (b1, b2)w.w

Por lo que, el producto (1.56b) nos queda:

(0, 1), Gy, Ay)) 3 ()< L2(Q), H-1 () x L2(Q) =
g(DuV,Dp) + (hv(Duv)v Dp) + /Q QO‘W)W(“W)Z? dx

+ <Q()"Y)’N>L2(Q) =0 (1.57)
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de donde sale la condicion de complementariedad (1.55d) (aplicando la ecuacion de estado).

De igual manera, desarrollando el producto en dualidad, (1.56a) nos queda:

T (g, M) (v, h) = (P, 1), G (1, M) (0, ) 13 @y x £2(0), 11 (@) < L2(9)
=T (ty, \y) (v, h)
= {(p, 1), (G (uy, M) (v, 1), Gy, Ay )(U’h)>H1(Q)XLQ(Q),H*(Q)XLQ(Q)
= T (ty, M) (v, h) = (p, G1 (1, M) (v, 1)) 1 (), m-1(0)
— (1, GIQ(U’Y’ Ay)(v, h))LZ(Q)

= (g’(uv),v) + 28\ h — e(Dv, Dp) — (h (Du)Dv, Dp) — / QA ufy)v p dx
- / Q' (M) he¢' (uy)p dz — / Q' (A\y)hp dz =0 (1.58)
Q Q

Vv € HY(Q), VheR™
Sien (1.58) v =0:

26 b — /QQ/()W)hgé/(uv)p dx — /QQ/(A,Y)}I,U, drx =0

que se puede expresar también como:

2B\ —/Q ufypdx—/Q D dr =0

y asi se obtiene (1.55¢).
Ahora, si en (1.58) h = 0:

(9'(uy),v) — e(Dv, Dp) — (k. (Du)Dv, Dp) — / Q)¢ (uy)v p dz =0,

para todo v € H}(Q) de donde se obtiene la ecuacion adjunta (1.55b) de nuestro sistema de
optimalidad. O

A continuacion, veremos dos ejemplos especificos de este problema y escribiremos sus
sistemas de optimalidad asociados.

1.5.2 Problema de Optimizacién donde el parametro A\ es un polinomio

cuadratico con valores reales

Con el método visto en esta seccién, veremos el sistema de optimalidad para un modelo en
el que el ruido ) tiene la forma de un polinomio cuadratido Az? + By? 4+ Cxy+ Dz + Ey + F.
La diferencia con el modelo visto anteriormente en (1.41) es que ahora no tendremos las
restricciones de positividad sobre los coeficientes A, B,C, D, E'y F, sino que la restriccion
de no negatividad sera para toda la funcion Q(\) = Az? + By? + Cay+ Dz + Ey + F > 0
dejando la posibilidad de obtener respuestas en las que algunos parametros tengan signo
negativo sin que esto afecte a la positividad del polinomio cuadratico.
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Asi, si llamamos A\ = (A, B,C, D, E, F) € RS, planteamos el problema (1.50) para este
caso especifico:

f + BN 1.59
(u,A)eII?é?Q)XRGg(U) BIA| (1.59a)

sujeta a:
e(Du, D(v — u))LQ(Q)+/ [A2? 4+ By? + Cxy + Dz + Ey + F|¢/(u, f) (v — u) dx
Q

+/ |Dv| dz —/ |Du| dz >0 Vv e H} (1.59b)
Q Q

Az + By* +Caxy+ Dz +Ey+F >0 ctp Q (1.59¢)

y su version regularizada, a partir de (1.51):

{ A 2 1.60
(u%mgl;él(mxmg(uw)ﬂﬂl o (1.60a)

sujeta a:

e(Du, Dv)—l—(hfy(Duw),DUH—/ [A, 22+ By +Cray+Dya+Ey+F) )¢ (uy)vde = 0 Yo € Hy(Q)
Q
(1.60b)
A2? + By +Chay+Dyx+Eyy+F, >0 ctp Q (1.60c)

donde \, = (A,,B,,C,,D,, E,, F,).
Luego, obtenemos el sistema de optimalidad (visto en el teorema 1.10 de forma general)
asociado a este problema.

Teorema 1.11 (Sistema de Optimalidad asociado al problema regularizado en el que el
parametro A es un polinomio cuadratico). Sea (u, \y) una solucion éptima local del problema
de optimizacion regularizado (1.60), donde N\, = (A, By,Cy, D,, E,, F,), entonces existen
multiplicadores de Lagrange p € HY(Q) y p € L*(Q), tal que > 0 c.t.p Q, tales que se tiene

el siguiente sistema de optimalidad:

e(Duy, Dv) 4 (hy(Duy), Dv) + /Q[Avx2 +Byy® + Cyay + Dyx + Eyy + Fo]¢ (uy)v dz =0

Yov € H&
(1.61a)

e(Dv, Dp) + (h7,(Du.)Dv, Dp)
+ / (A, 2% 4+ B,y* + Cyay + Doz + Eyy + Fy] ¢ (uy)v p dx
Q

= (¢'(uy),v) ,Vv € Hy (1.61b)
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Jo#*1¢' (uy)p + p) dax
fQ y? (@ (uy)p + ] dz
Jozy ¢’(M)p + ] dz

jj Ej qb QQ Ed QIL

=28 (1.61c)
Jox (@ (uy)p + ] da
fQ Y u'y p+pl dx
Jold' (uy)p + p] dz
/ [A,2? + Byy? + Cyay + Doz + Eyy + F)] - o de = 0 (1.61d)
Q
[A2® + By + Cooy + Doz + Eyy + ) >0 ctpQ (1.61e)

1.5.3 Problema de Optimizaciéon donde el parametro A\ es una combinacién

de funciones trigonométricas

Ahora, aplicaremos el método visto en esta seccion para encontrar el sistema de optima-
lidad asociado a un problema en el que el ruido A esta modelado como una funcién trigo-
nomeétrica de la forma A; sin(A2 =) + Az cos(A4 zy). Aqui, la restriccion de no negatividad
se aplica sobre la funcion: Q(\) = A;sin(A2 z) + Az cos(A4 zy) > 0 mientras que los coe-
ficientes A1, A2, A3, \y pueden tomar el valor de cualquier nimero real. Asi, si llamamos
A = (A1, \2, A3, \4) € R*, podemos plantear el problema de optimizacion general (1.50) para
este caso especifico:

{ + BIA]? 1.62
(u,A)e%lé?mxwg(u) BIAl (1.62a)

sujeta a:

e(Du, D(v — u))Lz(Q)+/ [A1sin(Ae z) + Az cos(A\g 2y)]d (u, f) (v —u) dx

Q
+/ |Dv| dx —/ |Du| dz >0 Vv € H} (1.62b)
Q Q
Arsin(Az ) + Azcos(A\g zy) >0 c.tp Q (1.62¢)

y Su version regularizada, a partir de (1.51):
min w) + Bl |2 .
(u%)\»y)EH%(Q)szlg( 7) B‘ 7’ ( )

sujeta a:

e(Duy, Dv)+(hy(Du), Dv)—k/ﬁ[)\l7 sin( Aoy o)+ A3 cos(Aay 2y)]¢ (uy)v dz = 0 Yo € Hg(Q)
(1.63b)
Ay sin(Agy ) + A3y cos(Aay zy) >0 clp Q (1.63c)

donde A, = (A1, A2y, Az, Adry)
De donde obtenemos el siguiente sistema de optimalidad que fue visto de manera ge-
neral en el teorema 1.10
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Teorema 1.12 (Sistema de Optimalidad asociado al problema regularizado en el que el para-
metro A es una combinacion de funciones trigonométricas). Sea (uy, Ay) una solucion dptima
local del problema de optimizacion regularizado (1.63), donde Ay = (Aiy, A2y, A3y, Ady) € R4,
entonces existen multiplicadores de Lagrange p € H&(Q) y € L*(Q), tal que p >0 c.t.p €,

tales que se tiene el siguiente sistema de optimalidad:

e(Du, Dv) + (hy(Duy), Dv) + /Q[)\hY sin(Agy ) + A3y cos(Aay 2y)]¢ (uqy)v dz =0

Vo € H}(Q) (1.64a)

e(Dv, Dp) + (h,(Duy)Dv, Dp) + / A1y sin(Aay @) + Agy cos(Asy 2y)] ¢ (uy)v p da

Q

— (¢ (uy),v) Vo€ B (1.64)

Josin(Aay @) (¢ (uy)p + p] d Aly
fQ )\1’Y$ COS()\?Y:E) [Qb/(uv)p + ,u] dx _ 25 )\27 (164C)

Jo cos(Aay wy) ¢ (ur)p + p] da Asy

— Jo raysinQhag z) [6/(u)p + ] da A,
/ A1y sin(Agy @) + A3y cos(Aay zy)|p dz =0 (1.64d)

Q

A1y sin(Aay @) + A3y cos(Aay 2y)] >0 c.tp Q (1.64e)



CAPITULO 2

Implementacién Numérica

De aqui en adelante estudiaremos la solucién numeérica del problema de optimizacion (1.20).

Para la optimizacién del valor de los parametros 6ptimos se us6 un método cuasi-
Newton (La férmula Davidon—Fletcher—Powell o DFP) junto con un algoritmo de busqueda
lineal que sigue la regla de Armijo.

La ecuacién de estado se resolvid a través de un algoritmo Newton Semismooth (NSS),
juntando una discretizacién en elementos finitos para las imagenes con un mallado homo-
géneo de h > 0y una discretizacion en diferencias finitas para el gradiente. Se us6 como
inicializacion del algoritmo NSS la imagen computada en la iteracion previa. Por otro la-
do, el problema adjunto se resolvié como una ecuacién lineal, discretizada con los mismos
métodos que la ecuacién de estado.

En resumen, se procedi6 en 3 partes:

1. Uso del algoritmo NSS para resolver la ecuacion de estado: (1.39a) - (1.39b) en el
caso de un parametro real y (1.42a) - (1.42b) en el caso polinomial.

2. Resolucion lineal del problema adjunto: (1.39¢) - (1.39d) en el caso de un parametro
real y (1.42¢) - (1.42d) en el caso polinomial.

3. Optimizacion de los parametros 6ptimos, a través de un método cuasi Newton (DFP)
y un algoritmo de budsqueda lineal: (1.39¢) - (1.39f) en el caso de un parametro real y
(1.43) en el caso polinomial.

De manera alternativa se podria haber considerado un método de tipo Newton para la
solucion de los sistemas de optimalidad (1.39) y (1.42) y de esa manera realizar el calcu-
lo en una sola parte. Sin embargo la solucién se hubiera convertido en un proceso muy
costoso (al tener que calcular las ecuaciones de estado y adjunta de una vez) sin espe-
cificar técnicas de precondicionamiento especificas para el problema. Este es un tema en
investigacion.

2.1 Implementacién del método de elementos finitos

Como se dijo en la introduccién de este capitulo: para la solucién de la ecuacion de estado
(1.39a)-(1.39b) y la ecuacion adjunta (1.39¢) - (1.39d) en el caso real, y las ecuacién de

39
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estado y adjunta (1.42) del caso polinomial, procederemos a utilizar una discretizacion en
elementos finitos de dichas ecuaciones para lo que es necesario determinar con exactitud
las matrices de masa y rigidez que son claves para lograr nuestro objetivo. Para encontrar
dichas matrices, se procedid primero a estudiar un problema no lineal en elementos finitos
mas simple y de esta manera se llegé a encontrar las matrices de malla y rigidez que
mas adelante nos sirvieron para resolver las ecuaciones de estado y adjunta de nuestros
problemas.
Sea Q2 = [0, 1] x [0, 1] un dominio poligonal de R? de frontera I'. Consideremos la funcion
u=u(z) paraz = (z,y) € Q solucion del problema no lineal modelo:
—Nu+ud=f en Q (2.1a)
u=0 en I (2.1b)

cuya formulacién variacional esta dada por:

/VvVu dac—i—/ wv do = / fvdr Yve H) (2.2)
Q Q Q

Si notamos a(u,v) := [, VoVu dz y (-,-) al producto en L?, podemos reescribir (2.2) de
la forma F'(u) = 0:
F(“) = a(u7v) + (usvv) - (fa U) =0 (23)
Luego, si aplicamos el método de Newton para encontrar las raices de (2.3) llegamos al
siguiente esquema:
F'(u)d, = —F(u) (2.4)
donde 4, € H}(Q2) es la direccion de la derivada.
Si F' es como en (2.3),
F'(u)8y = a(6y,v) + (3u?S,,v) Yo € H}

con lo que, el problema a resolver (2.4) es:

a(6u,v) + (3u?dy,v) = —a(u,v) + (u*,v) — (f,v) (2.5)

Sea Vi, C H}(2) un subespacio de dimension finita. EI método de elementos finitos
(FEM) es una técnica para construir una base del subespacio V), a través de interpolacién
polinomial. Consideremos la particion Z;, del intervalo [0, 1] en n subintervalos I} = [z, xj41]
(y de manera analoga If = [y;,y;+1]) de tamafio h = zj11 —xj, j =0,...,n — 1 con:

O=xg<1 <..<xp_1<2p=1
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Consideremos la familia de polinomios a trozos:
X ={veC(0,1]) : v|s, € Pp(I;),VI; € Tp}
Sea adicionalmente
Vi, = X,if’o —{veXF:ux)=0 en T}

cuya dimension es n? — 1
En este caso particular, si en nuestro dominio 2 = [0, 1] x [0, 1] utilizamos los pasos de
discretizacion h = k = 5 obtenemos la malla:

Qe = {(zi,y;) 1 ¥, = ih, yj =jh, i=0,.n+1, 1=0,.n+ 1}

(ver la figura 2.1)
Consideramos la aproximacion de Galerkin [23] [24] de (2.5): encontrar uy(z) tal que:

a(Sunyvn) + (3uibun, vn) = —alup,vy) + (uy,vn) — (fr,vn) Yon € Vi, (2.6)

donde up, =0 en T
Considerando una base {¢;},-4

-----

un(t) =Y uj(t)e; (2.7)

donde u; son los valores de la funcién u evaluada en el punto z; = (x, y)
Para la construccion de una base (¢1, @2, ..., p,2) consideramos las funciones ; tales
que:

vi(pj) = 6ij (2.8)

donde los p; = (xx, ;) son los nodos de la malla (ver la figura 2.1).

Asi el soporte de (y;) consiste en todos los triangulos que incluyen al vértice p;, y las
funciones test tienen la forma de piramides hexagonales, cuya cuspide tiene una altura de
1 en el punto del mallado que sea el centro de la funcion test (ver la figura 2.2).
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Figura 2.1: Malla para una discretizacion del dominio € con 4 puntos de
interpolacion (h = 1/5) , con un total de 36 puntos. El mallado consiste en
50 triangulos que, unidos, conforman el dominio. Se puede ver (en rojo) la
base de la funcion test p15 que comprende todos los triangulos que contienen

al punto p15 = (x3,y3)

Figura 2.2: Funcion test o cuyo punto central es py

Si miramos en detalle la base de una de las funciones y; (figura 2.3), podemos identificar
6 regiones, que notaremos tal y como se puede apreciar en la figura: A, B,C, D, E, F"
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Wit

Ui j—| Uitti—1

Figura 2.3: base de la funcion test pr. Se mnotardn las regiones:

A, B,C,D,E, F para poder mostrar de manera explicita la ecuacion de la
funcion test

ri1 <z <y ri1 <w <
Aes , Bes
ngySLl ngygyj-i-l

Ces T <o < Xiq D es v < v <X
)
yi-1 <y <1y Ly <y<y,

r <x<uxz Tic1 < x <
Ees{’_ = il Fes{’l_ =

yj <y < Lo L3 <y <y,
donde:

Li:y=y;— (v — )
Ly:y=y; — (z—xit1)
Ly:y=y; — (v —zi-1)
Usando, la ecuacién general de un plano que pasa por tres puntos, concluimos que

nuestras funciones test {;} cunplen con la siguiente ecuacion:
Sea ¢, la funcion test cuyo centro en la base es el punto u(x;,y;),
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21 en A
bt ¥ en B
S en C
eu(w,y) = Tt en D (2.9)
_% _ % _ y]'xi*xhiglyj+l en E
—UE T L e Y en F
0 caso contrario
y sus derivadas direccionales:
(1/h en A 0 en A
0 en B —1/h en B
0 en C 1/h en C
Dypi(z,y) = § —1/h en D , Dypi(z,y) =4 0 en D
—1/h en E —1/h en E
1/h en F 1/h en F
0 caso contrario 0 caso contrario

Ahora bien. De (2.6) y (2.7) tenemos que el esquema (2.5) queda:

a(8uh, vp) 4 (3uiduh, vn) = —a(up, v) + (Ui, vp) — (fr,vn) Yon € Vi, (2.10)

Toda funcién g € Vj, se puede representar por:

N
g(x) = Z QiP5
i=1

donde «a; = g(p;).

Entonces, podemos aproximar: 6, = 6, = Zgl dun; i en (2.10). De aqui en adelante,
para evitar confusién en la nomenclatura, usaremos la notaciéon « en lugar de uy, y d, en
lugar de 4,5, entendiendo que estas funciones no son iguales entre si, pero si se aproximan
una con otra. Si ademas hacemos: v = ¢;, nos queda:

N N N
a (Z 5ui80i780j> + (Z [Z u%@k] 5%-%,%') =
i=1 i=1 L2(Q)

k=1
N N N
i=1 i=1 L2(Q) i=1 L2(Q)
N N N
i=1 i=1 k=1
N N N

Y ui(Dei, Doj)rag) + > ud (i i) rai) — Y filwi 05) 120

i=1 i=1 =1
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Si notamos como z al vector de los (d.,)

 al vector de los (u;)

? al vector de los (f;)

s alacantidad s = """V w2,

5 al vector de los (u3)

My, ala matriz que contiene a los productos (i, »;)12(0). @ la que nos referiremos de
aqui en adelante como Matriz de Masa (figura 2.4)

Mg ala matriz que contiene a los productos (Dy;, Dyj)12(q), @ la que nos referiremos
de aqui en adelante como Matriz de Rigidez (figura 2.5)

Ambas matrices fueron construidas a partir de (2.9), tomando los productos en L? de las
funciones ¢; y almacenandolos en matrices de dimensién M x N, donde N es el numero
de puntos del mallado. En las figuras 2.4 y figura 2.5 se puede ver el patron de dispersion
de las matrices de masa y rigidez, respectivamente, y en sus descripciones un detalle de
sus valores.

Entonces podemos reescribir o anterior como:

— —
Mpd. + 35M,, 5, — — My + My — M, T

de donde obtenemos que el paso del esquema de Newton (2.4) es:

_>

00 = [MRW + M,, (u?—?)]*[MRjLBst]‘l (2.11)
Observacion 2.1. Notar que sin es el nimero de puntos de interpolacion en ambas compo-
nentes, se obtiene un mallado con N = (n+ 2)? puntos py por lo que las Matrices de Malla y

Rigidez tendrdan una dimension de N x N
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Figura 2.4: Patrén de dispersion de la matriz de masa para un mallado de
h =1/4. A la izquierda estd representada la matriz de masa con triangula-
cion regular, es decir cuando no se toman los nodos del filo del mallado; los
valores distintos de cero son todos iquales a h? /12 y en la diagonal principal
h?/2. A la derecha, se puede apreciar la misma matriz de masa pero, como
se sugiere en [24], se incluyen los nodos en el filo del mallado, dando como
resultado una matriz similar a la de la 1zquierda, pero con fracciones de los
valores en los productos que involucran los nodos periféricos
o : . ; . : o ; ; ; .
* & - ‘ﬁ
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- . . i L . ]
* Ty * »
- e - 25[ ‘tq b J
* se e » .~ .
16} t ' @ g %
o e £ r b L/ 1
- e @ '*, ‘*,
- (R - 350 L » |
* LE B *
20 - . *e » '1‘ "
» 8 a0t . ::. g
L LR R ]
- LE R J
* e 48 ]
20+ » *»
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Figura 2.5: Patron de dispersion de la matriz de rigidez para un mallado
de h =1/4, en la que los valores distintos de cero son todos iguales a —1 y
en la diagonal principal 4 (esta matriz no depende del valor de h). Como
en el grdfico 2.4: A la izquierda estd representada la matriz de rigidez con
triangulacion reqular y a la derecha se puede apreciar la misma matriz pero
incluidos los nodos en el filo del mallado
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Con el resultado (2.11), somos capaces de proponer el algoritmo 1 para la resolucion
del problema no lineal modelo (2.1), a través del esquema de Newton planteado en (2.4),
usando la aproximacién por elementos finitos propuesta en [24].

Algoritmo 1 Algoritmo de resolucion del problema modelo (2.1)

1: Inicializar con ug = 0y fijar k =0

2. mientras |d,| > tol hacer

3:  Resolver el esquema (2.4): Calcular EZ con (2.11)
4 Actualizar ug41 = up + 0y y fijar k =k + 1

5. fin mientras

Si usamos este algoritmo para calcular la solucion del problema modelo (2.1) con f =
233 (x —1)3(y — 1)3 — 2y(y — 1) — 22(x — 1) obtenemos la funcién que se puede apreciar en
la figura 2.6 que se aproxima a la solucién exacta del problema v = zy(x — 1)(y — 1) con un
error de 0,02.

uon |
poe ot

0.0

0.

Figura 2.6: Solucion del problema modelo (2.1) con f = x3y(x —1)3(y —
12 —2y(y—1)—2z(z—1) y h = 1/50, obtenida al implementar el algoritmo
1 graficada junto con la solucion exacta del problema uw = xzy(x —1)(y — 1)

En la siguiente seccion implementaremos un algoritmo NSS para encontrar la solucion
de la ecuacion de estado (1.39a)- (1.39b) que es de tipo no lineal. Para ello utilizamos la
discretizacion en elementos finitos analizada en esta seccoén.

2.2 Algoritmo NSS para la ecuacién de estado

Sea Y un espacio vectorial de Hilbert tal que u € Y, si definimos el operador F': Y x Y —
Y' x Y
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e(Du, Dv) + (g, Dv) + Sy fo Nidi(u, flv dw)
F(u,q) = ‘ ‘ 2.12
(wa) = ( o (212
podemos escribir la ecuacion de estado (1.39a) - (1.39b) como:
F(u,q) =0 (2.13)
Aplicaremos un método de tipo Newton para la resolucion de (2.13):
F'(u,q)(0u,0g) = —F(u, q) (2.14)

donde, ¢,, y d, son las direcciones en las cuales se deriva el Jacobiano F’ del operador F:

Pl )0y = (P00 P00 D) 4 S M0

con h.(Du) como en (1.28) y hl,(Du) como en (1.54)
Siguiendo con el esquema de Newton (2.14), igualamos las primeras componentes de
(2.12) y (2.15):

d d
(Db, Dv) + (64, Dv) + Z; /Q ol (u)[0u]v = —e(Du, Dv) — (¢, Dv) — Z} /Q i (u, fv dx

(2.16)
Ahora introduciremos un problema de ejemplo, en el que la funciéon ¢ esté dada de
manera explicita, para obtener una aproximacion de (2.16) con elementos finitos:

Sea f € L? una imagen con ruido dada. Consideraremos ahora el problema de eliminacion
de un Unico ruido de tipo gaussiano en una imagen dada con un parametro real. Asi, con

= |lu—f|2, y g(u) = §[lu—uo||2,, donde uy € L? es laimagen original o una aproximacion
a eIIa. A partir de (1.20) consideraremos el siguiente problema de control 6ptimo:

1
IIl)\fl’l §|]u—uo|]%2 + BA? (2.17a)

sujeto a la restriccion:

e(Du, D(v —u)) 2 —1—/9\DU\dm—/ﬂ\Du!dm—i—/\/ﬂ(u—f)(v—u)dac >0 VYve Hj (2.17b)

Ahora podemos reescribir (2.16) exclusivamente para este problema:

e(Déy, Dv) + (04, Dv) + A(0y,v) = —e(Du, Dv) — (¢, Dv) — Xu — f,v) (2.18)
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Usaremos la aproximacion en elementos finitos analizada en la seccion anterior pa-
ra resolver (2.18) numéricamente. Para ello tomamos: v = ¢, du = Zi]il(Sui(pi, 0q =

S iy 0qkOks 4 = Dohey Gkks U = Yoy Uihi
Y nos queda:

N M N
3 <Z 5UiD<PiaD<Pj> + (Z 5Qk¢kz>D90j> +A <Z ouipi, sﬂj)

i=1 k=1 i=1

N M N
=—¢ (Z UiD90i7D90j> - (Z qzc(/bk,D@j) —A (Z(uz - fi)SOi,SOj)
=1 k=1 i=1

Hay que notar que hemos utilizado dos discretizaciones distintas: la primera con la base
conformada con las N funciones test ¢ para las funciones « , y la segunda con la base
conformada por las funciones test ¢ para las funciones ¢ que tienen una dimension M ya
que estan definidos para cada triangulo del mallado (ver la figura 2.1).

Usando las propiedades del producto escalar (.,.) tenemos:

N M N
e du; (Di, Dg) + Y 6 bk, Dipj) + A i (04, p5) =
k=1

i=1 = i=1

N M N N
—e> ui (Dei, Dpj) = > ak (0, Dipj) = XD _wi (pir05) + A Y fi (spir05)
k=1 =1 =1

=1
Si notamos como du = (duy, dus, ..., duy)
La Matriz de Rigidez: Mr = ((Dyi, Dy;j))i,; (figura 2.5)
dq = (6q1,0q2, ..., dqnr)
Ay = ((Dx i, ¢;5) (Dyi, ¢;)) € RN:2M
La Matriz de Masa: M,, = ((¢:, ¢;))i,; (figura 2.4)
u = (u,ug,...,un)
f=(f1,f2, -, fN)

q= (q17 q2, .-, QM)a
obtenemos que (2.18) es equivalente a resolver:

eMpou + As0q + AMp,6u = —eMpu — Aaqg — AMpu 4+ AM, f

y asi, tenemos:

(eMp + AMp,)6u + A26q = (—eMp — AMp,)u — Asq + AM,, f (2.19)

Observacion 2.2. e Un mallado con n puntos de interpolacion estd conformado por (n+
2)2 puntos py (ver la figura 2.1), por lo que la solucién uy, del esquema numérico tendrd

N = (n+2)? valores.

e Las Matrices de Masa y Rigidez tienen las propiedades vistas en la observacion 2.1
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o M := 2t donde t es el niumero de triangulos en el mallado.

e Las funciones ¢ tienen el valor de 1 dentro del tridngulo k-ésimo y 0 fuera de este,
mientras que las derivadas direccionales Dyp y Dy estdn dadas por (2.9), por lo que

la matriz Ay tiene la dispersion que se indica en la figura 2.9

Ahora, para continuar con el esquema de Newton igualamos las segundas componentes
de (2.12) y (2.15) , es decir:

6q — h,(Du)Déu = —q + h(Du) (2.20)

Para la derivada 1’ (Du)Déu del lado izquierdo recurrimos a (1.54) (que fue obtenida a
partir de la expresion (1.28) de la regularizacion de conjuntos activo e inactivo del subdife-
rencial) mientras que en el lado derecho de la igualdad usamos la expresién (1.27) de la
regularizaciéon que es equivalente a (1.28).

Asi (2.20) nos queda:

54 — W, (Du) D3, = —q + M

o lo que es lo mismo:

méx(1,v|Dul)d, — méx(1,v|Dul) Al (Du)Dé, = —q méx(1,v|Dul) + vDu (2.21)

Para resolver la ecuacion (2.21) fue necesaria la discretizacién del grandiente D a través
de un esquema en diferencias finitas. En el siguiente apartado se introduce la matriz G, que
aproxima al gradiente D, hallada a partir de dicha discretizacién que fue vital para continuar
con la resolucién de la ecuacion.

2.2.1 Discretizacion en diferencias finitas del Gradiente

En ambas dimensiones, se utilizé6 una discretizacion en diferencias finitas progresivas con
un mallado de h = %ﬂ tomando en cuenta la aproximacion de la derivada en cada triangulo
(2.9).

La matriz D del gradiente en dierencias finitas esta conformada en realidad por dos
matrices: la discretizacién de la derivada en z, D, y la discretizacién de la derivada en y,
D, (figura 2.9)

Asi, en el punto (z;,y;), usando la notacién que se puede ver en la figura 2.8, las deri-
vadas se aproximan por:

Uitl,j — U5  Pi — Pi—(n+2)

Uij+1 — Uiy  Pi+1 — Pi
h h
En las figura 2.7 se puede ver, de manera gréfica, la forma en la que se construyeron
las ecuaciones (2.22)

Dyum ~ (222b)



P: = Uy,

Pi—{n+2)
- — “i—l-.lj

Figura 2.7: Aproximacion en diferencias finitas progresivas de la derivada

ol

ri.

Pi = Uy

Pitl = Ui 541

en la direccion x (izquierda) y en la direccion y (derecha)

De esta forma, se construye la matriz aproximacion del gradiente D a la que notaremos
G = [G,; G| donde G, y G, son las aproximaciones de D, y D, respectivamente. En la
practica, las matrices G, y G, tienen (n + 2)? columnas (nimero de puntos p; del mallado)
y 2 x (n + 1)? filas (nimero de triangulos), ver la figura 2.8. Ademas se puede observar la
dispercién de estas matrices en la figura 2.9

21, 29 |+ 23] 24 25
.. 26 .28 .. 50 o
2% ° 27" 20" 91"
| “] -]
16 il 18] 19| 20
" 1B =, .. S =, 24
17" 19 -, 21 -, 21,
¢ : : "
1l .. .. Y. .
10 e - 14 16
g 1", 137, | 180
¢ 4 4 :
6l 30 8 [~ 9 [ 10
. 3 o | ‘v B
| % 3 5 7
- .'-l- — I.-l-
1 2 3 4 5

.-

Figura 2.8: Notacion usada para numerar los puntos del mallado (en color
negro) y los tridngulos en los que se ha dividido el dominio (en letras azules)
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Figura 2.9: Grifico de dispercion de las matrices Gy (a la izquierda) y Gy
(a la derecha) de las aprozimaciones por diferencias finitas de las derivadas
parciales D, y D, respectivamente.

2.2.2 Aproximacién por diferencias finitas en los conjuntos activo, activo
débil e inactivo

En el conjunto activo A7 méx(1,~v|Du|) = v|Dul, por lo que (2.21) se convierte en:

v|Duldy —y|Du| hijar = —qy|Du| + vDu

reemplazando (1.54):

Dé,  Du(Du, Dou)
| Dul| |Dul3

31Du3, ~ 1Dl ) = 1Dl 1D
Como Du{Du, Déu) = Du® DéuDu la formula anterior es equivalente a:

Dé, B DuT DSuDu
| Dul | Dul?

31Duls, ~ 21Dl ) = ~1Dul + 1D (2.23)

Podemos observar, por como se define ¢ en (1.39b), que ¢ = ‘B—Z‘ en c.t.p. de A". Por lo

P . T T .
que podemos reemplazar el término %j{;m por Drblfl’;s“q y, proyectando en el conjunto

factible, tenemos que:

Du"DéuDu Du” q

= Do
[Duf? [Dul? max(1, |q))

con lo que (2.23) nos queda:
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|Dul5 (1 Dul g >D5 |Dul| +~vD
Y| Duléy —v (1 - , u = —qy|Du| +yDu
! | Du| méx(1, [q])

y usando la discretizacidn del gradiente G

(G-wT ¢
|G - u| max(1,|q|

'yG-uléq—7<1— )>G-5u:—q'y|G-u|+7G~u (2.24)

En el conjunto activo débil S si notamos M := max(1, |Du|) podemos expresar (2.21)
como:

Déu Y 9 Du(Du, Déu) 1 1 v 2, 2
M, — M| 22 (1~ 2B - B2 1 2B | = —gM +~D
“ [|Du( 37) + Duf? Dul " [Dul2 oM+ ybu
(2.25)

donde B = (1 — |Du| + %)
Como Du{Du, Déu) = Du’ DéuDu podemos reescribir (2.25):

Déu y Du” DéuDu 1 1 ~
M6, — M —(1—732) - TB2 4 2B)| = —qM +~D
“ LDU\ 27 ) T T Dup Du] " Duj2” 77 gM L

2

Déu (1 v 2) Du® DéuDu [ 1 (

M5, — M { —= -
! {IDu | Duf? | Du|

Déu <1 B IBQ) B Du® DéuDu < B 1B2> Du® DéuDu 2B

Mé; — M | ——
! {DUI | Duf? | Duf?

] —qM + vDu

(2.26)
De manera similar a A” podemos realizar el reemplazo:

DuT DéuDu (1 7B ) DuT' D¢, q
[ Dul? [Dul> " méx(1,]q])

yaque en S7:

2
0 2) Du 1 Du
1——B 1—— 1—~|D
( Dl [ ( 1Pt 50) | ol

_ q
max(1, |q|)

y (2.26) puede reescribirse como:

T T
Déu (1 B —BQ) Du* Déu q Du* DéuDu 25| =

M D
Dul? max(Llq) T |[Dul? T
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Usando la discretizacién del gradiente G:

Ms,—M {!C?lul (1- %BQ)

B (G-u)T q (G-u)TG - u
|G - uf? max(1, |q]) |G - uf?

v?B| G-6u = —gM+~G-u
(2.27)

En el conjunto Inactivo 17 méx(1,|Du|) = 1 por lo que (2.21) se convierte, en este con-
junto, en:

6g — Dy = —q +yDu

y usando la discretizacién en diferencias finitas del gradiente:

0g =G -0y = —q+7G-u (2.28)

2.2.3 Esquema de Newton

Juntando los resultados (2.19), (2.24), (2.27) y (2.28) definimos las matrices:

0o eMp + AM,, Ao (2 29)
' -Ri-G M '
donde:
_@Gut g
7<1( G ) en A7
= 1 1 p2) _ (Gu 1 q 2 ) 92.30
fh M[|G.u| (1-3B°) — o (|G-u\max<1,|q|>+VBG “)} en 57 (2.30)
0l en I7
y:
A —eM, — A\M,,, —As AM,, (2.31)
G —M 0
y la ecuacién de incrementos que resolvemos esta dada por:
u
6’(1,
v =Alg (2.32)
5‘1

f

Un esquema para la solucion de cada sistema regularizado de la ecuaciéon de estado
esta dado en el Algoritmo 2

Ejemplo: Para ilustrar las propiedades principales del algoritmo Newton SemiSmooth
propuesto consideramos el problema de control éptimo del fluido de Bingham [14] [25].

Para la aproximacién numérica se realizé con el esquema en diferencias finitas visto en
la seccién anterior. La solucién para los parametros f = 10,y = 100,83 = 1712, h = 1/40 se
obtiene después de 18 iteraciones. En la figura 2.10 se puede observar el control 6ptimo
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Algoritmo 2 Algoritmo de resolucion del esquema NSS

1: Inicializar (up,po) € Y x Y y fijar k =0

2: definir: A7 := {:UGQ : 'y\z|—12%}, ST = {:):EQ : ]’y\z|—1]§%} yI7 =S8\
(AYUSY)

3: mientras |0,| > tol hacer

4:  Resolver a ecuacién de incremento:

F/(U,Q)(‘su’(;q) = _F(U7Q)

dada por (2.32)

%
5 Actualizar up41 = up + Oy, Pr+1 =pr + 0p y fijar k=% +1
6: fin mientras

resultante, que tiene un valor constante en el conjunto inactivo.

Solution of the Problem

ags.
03
T L
A
BB
0.1
B

0

Figura 2.10: Control éptimo de un fluido de Bingham con f = 10,7 =
100,83 =112 h=1/40

2.2.4 Soluciéon de la ecuaciéon de Estado para el Problema con Parametro
Polinomial de coeficientes positivos(1.41)

En el capitulo anterior, planteamos el problema de encontrar un control éptimo polinomial
para la disminucion de ruido en imagenes. De manera especifica, en (1.41) se plante6 dicho
problema de minimizacion y mas adelante, a partir del Teorema 1.8, se lleg6 al sistema de
optimalidad (1.42)- (1.43) del que buscaremos una solucion usando técnicas similares a las
vistas anteriormente para la resolucion de (2.17)

Ahora introduciremos un problema de ejemplo en el que deseamos hallar el parametro
A* polinomial 6ptimo en el que la funcién ¢ estd dada de manera explicita:
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Sea f € L? una imagen con ruido dada. Consideraremos ahora el problema de eliminacion
de un Unico ruido de tipo gaussiano en una imagen dada con un parametro polinomial de
la forma: A(z,y) = Az? + By? + Czy + Dx + Ey + F, donde A, B,C, D, E, F son nimeros
reales no negativos. Asi, con ¢ = [[u — f|[2, y g(u) = [|lu — uo||2,, donde ug € L? es la
imagen original o una aproximacion a ella, a partir de (1.20) consideraremos el siguiente

problema de control 6ptimo:

, 1
min -

2 2
U — Uol|z2 + SIA 2.33a
A=Az?+By?+Cay+Da+Ey+F 2 I ollz + B ( )

sujeto a las restricciones:
e(Du, Dv) + (h(Du), Dv) + / Mz, )¢ (u, fvde =0 Vo€ Hy (2.33b)
Q

A>0,B>0,0>0,D>0,E>0, F>0 (2.33¢)

Al igual que en el caso real aplicamos el método Newton Semismooth (2.14) para resol-
ver la ecuacién de estado (1.42a)- (1.42b).

En este caso no podemos aislar el parametro A(z,y) de las integrales, como se hizo
para obtener (2.18) ya que A\ depenede de las variables de integracion (x, y). Tomando esto
en cuenta e igualando las primeras componentes del sistema (2.14) tenemos:

e(Ddy, Dv) + (64, Dv) + (Ady,v) = —e(Du, Dv) — (¢, Dv) — (AN[u — f],v) (2.34)

Al igual que en el caso real, usamos la aproximaciéon en elementos finitos analizada
en la seccion 2.1 para resolver (2.34) numéricamente. Para ello tomamos: v = ¢;, du =
Zf\il duipi, 0q = 224:1 Oqedr, ¢ = nyzl QePr, U = ZZ]\LI u;¢;. Si llamamos A; al valor de
la funcién \(x, y) evaluada en el punto p; = (zx,y;) tenemos la aproximacién de (2.34) por
elementos finitos:

N M N
e du; (Dpi, Dog) + Y 6k (dr, Dopg) + D Nidui (04, 95) =
i=1 k=1 i=1
N N N
- 52%’ (Dyi, Dgj) — ZQk (¢, Dpj) — Z i (piy pj) + Z Aifi (6is05)
i=1 i=1

i=1 k=1

S

Y con la misma notacion que se usé en el caso real para plantear (2.19), obtenemos que
(2.34) es equivalente a:
(eMp + AM,)0u + As6q = (—eMp — AMy,)u — Asq + AM,, f (2.35)

donde X = {\}; ; es la matriz que almacena los valores de la funcién A(z,y) al evaluarla en
los puntos (z;, y;).
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Como la condicién (1.42b) del sistema de optimalidad no depende de A, podemos usar
el analisis en diferencias finitas realizado en la subseccién 2.2.2 para obtener la ecuacion
de incrementos de nuestro algoritmo NSS. Asi, definimos las matrices:

oo [EMRAHAMy Ay
"\ R-G M

donde R; se define como en (2.30), y:

Ao (M= MM —Ay AM,
o ~vG —-M 0

Donde X = {\}; ; tiene forma de una matriz, y la ecuacién de incrementos que resolve-

mos esta dada por:
u
Ou
Y (5 ) =A|gq (2.36)
! f

Un algoritmo para la solucién de cada sistema regularizado de la ecuacién de estado
del problema (2.33) esta dado por el algoritmo 2 visto en la seccion 2.2.2.

2.3 Solucién del Problema Adjunto

2.3.1 Solucién del Problema Adjunto para el caso de parametros reales
(2.17)

Ahora, encontraremos la solucién p del problema adjunto (1.39¢) - (1.39d) como una ecua-
cién lineal.

Para ello recurriremos nuevamente al problema modelo (2.17). En este problema, el
sistema adjunto puede escribirse como:

{5(Dp, Dv) + (g, Dv) + Av,p) = —(u = uo, v) (2.37)

q = hl,(Du)Dp

donde ug € L?(9) es la imagen original, o una aproximacién a esta basada en un estudio
previo.
Ahora, discretizamos usando el método de elementos finitos analizado en la seccién 2.1
Sea v = ¢;, haciendo un analisis similar al de la aproximacion por elementos finitos de
la ecuacion de estado:

N M N N
€ (ZpiDSOiaDSO]) + (Z qz¢i,D<Pj> + A (ZPW@%’) = - (Z(Uz - Uoi)SOiv‘Pj)
i=1 i=1

i=1 =1
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lo que equivale a:

N M N N

e> pi(Dei, Dos) + > ai (i, Dog) + A pi(winei) == (i — fi) (0irj)  (2.38)

1=1 i=1 i=1 i=1

Si notamos como p al vector que almacena todos los valores de p; y adoptamos la
notacién usada en la seccién anterior, podemos plantear (2.38) como:

eMp.p+ A2q + AMy.p = —Mp, (u — ) (2.39)
En este caso usamos la informacion obtenida al aplicar el algoritmo 2 y obtenemos w.
Por otro lado, la ecuacién (1.39d) para nuestro ejemplo es:
h.(Du)Dp —q =0 (2.40)

Para resolver esta parte de nuestro problema adjunto, utlizamos la discretizacién en
diferencias finitas (2.30) de A (Du). Asi, juntando (2.39) y (2.40) tenemos que, para hallar p

es necesario resolver:
M M, A — M, (u — u,
eMp + 2 <p> _ ( (u—u )> (2.41)
R1 -1 q 0

donde R; estéd dada en (2.30)

2.3.2 Solucién del Problema Adjunto para el caso de parametro polinomial
(2.33)

El problema adjunto (1.42c) - (1.42d) del ejemplo (2.33) para el caso polinomial se puede
reescribir como:

{E(Dp, Dv) + (g, Dv) + (Av,p) = —(u — up, v) (2.42)

q = h,(Du)Dp

donde u, es la imagen original o una aproximacién basada en un estudio previo.
Usando una discretizacion en elementos finitos para la primera ecuacion (1.42c) tene-
mos que esta es equivalente a:

eMp.p+ A2q + AMy.p = — My (u — ) (2.43)

donde X es la matriz que almacena los valores A(z,y) de (z,y) € Q.
Para la segunda ecuacion, (1.42d), utilizamos la misma discretizacién en diferencias
finitas que usamos en (2.30). Asi, para hallar la solucién p del problema adjunto resolvemos

el sistema:
eMp + A\M,, A, <p) _ (Mm(u — u0)> (2.44)
R1 —I q 0
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2.4 Meétodo cuasi-Newton para la optimizacion de EDPs con

restricciones
Consideramos el problema general de control éptimo:

min J(y,u)
sujeto a: (2.45)
e(y,u) =0
donde Y, U, W son espacios de Hilbert, J: Y x U - Rye: Y xU - W
Si asumimos que existe una solucién unica y(u) a e(y,u) = 0 podemos reescribir el
problema de control 6ptimo en su forma reducida:

min f(u) := J(y(u), )

uel
si f es continuamente diferenciable, en el sentido de Fréchet, podemos usar un método de
descenso para obtener un punto estacionario del problema de control éptimo (2.45).

La idea de los métodos de descenso consiste en encontrar, en una iteracién dada uy,
una direccién de descenso dy,, es decir:

Slup +d) < flug)

como f decrece mas rapido en la direccion V f(u,,) una primera eleccién para la direccion
es d, = —V f(ug). A esta eleccion se le llama Método de descenso.

Como en el método de Newton, usamos ahora una aproximacién de segundo orden para
encontrar el minimo de la funcion f(u); la expansion de Taylor alrededor de wuy, es:

s + ) = fun) + VS () + 50 Bl

donde B es una aproximacion de la matriz Hessiana. El gradiente de esta aproximacion es:

V f(ug +di) = V f(ug) + Bdy

Igualando este gradiente a cero (que es el objeivo de la optimizacién) obtenemos el
paso de Newton

d, = —B7 'V f(xy) (2.46)

Este tipo de métodos toman el nombre de Métodos Cuasi-Newton, y la variedad de
métodos de este tipo se da por la eleccion de la matriz B; sin embargo en la mayoria de los
casos se cumple que la solucion es simétrica BT = B y siempre se trata de llegar a que la
actualizacion By sea tan cercana como sea posible a B en alguna norma.

El método cuasi-Newton que usamos sigue la férmula DFP (Davidon - Fletcher - Powell):
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Hkyky};Hk Sk-S}Z
donde si = upy1 —ug Y yr = Vf(uri1) — Vf(ug).

Hay que tomar en cuenta que si u es un parametro real, los métodos cuasi-Newton no
difieren entre si.

Ya que se ha determinado una direccién de descenso dx apropiada es importante saber
qué tanto nos moveremos en dicha direccién. Para eso introduciremos una constante «ay y
nuestra iteracién se vera como:

Hy1 = Hy, — (2.47)

Tyl = Tp + agdy (2.48)

con dj como en (2.46)
A pesar de que cualquier direccién de la forma: dy, = —a,HpV f(ur) con a > 0 es de
descenso [26]. Lo méas sensato seria escoger un « tal que sea la solucion del problema

ap = argmin f(ug + apy) (2.49)
a>0

Sin embargo, en la practica es muy costoso resolver (2.49), por lo que en su lugar se
toma un algoritmo de busqueda lineal para encontrar el parametro ay.

Regla de Armijo

Una estrategia de busqueda lineal popular es la Regla de Armijo que consiste en que
dada una direccién de descenso di de f en wuy, se escoge:a € {1,3,1,...} tal que se

satisface la regla,

Flug, + ody) — f(zg) < yaurV f(ug) " di (2.50)

donde v € (0,1) es una constante dada (por lo general v = 10~%)

Si nos remitimos a nuestro problema original de control de imagenes (1.29), y definimos
G, : X — H}(Q) el operador solucién que asigna a cada parametro \ la solucion de
(1.29b). Tenemos que el funcional de costo del problema esta dado por:

F=g(G,(\) + BINIX (2.51)

dado que g € C, se tiene que F es continuamente F-diferenciable, por lo tanto podemos
usar un método cuasi Newton para encontrar el control éptimo.

A continuacion analizaremos la estructura de las iteraciones del método cuasi-Newton
con una férmula DFP, siguiendo el esquema (2.48), para los problemas (2.17) para el caso
real y (2.33) para el caso de un parametro polinomial.

2.4.1 Meétodo cuasi-Newton para la optimizacién del problema de Control

de imagenes con parametros reales

De (2.48) tenemos que en cada iteracion \ esta dado por:
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Akl = Ak + agdy (2.52)

donde:

d, = —HVF(\) (2.53)

H sigue la formula DFP (2.47) que simplificada nos da:

g - Sk _ Akl — Ak
M T VEMer) — VEOw)

Por otro lado, en la observacién 1.8 se tiene la caracterizacion del gradiente V.F dada
por (1.36); asi, en cada paso este gradiente se actualiza a:

V.F(/\k) =206\, + Q/Q(Uk — f)pkd.%' (2.54)

ug €s la solucién de la ecuacidon de estado (2.14), obtenida gracias al algoritmo 2, para el
paso k-ésimo y p; es la solucién del problema adjunto (2.37) en la k-ésima iteracion.

El uso de un algoritmo de blusqueda lineal disminuye el costo computacional de la reso-
lucion numérica del problema, por lo que se sigue la regla de Armijo (2.50) para determinar
Ak en (2.52):

se escoge oy, € {1,3, 1,...} tal que se satisface:

1 1 _
§||Uk:+1 —uo|[72(q) + BAR41 — §||Uk: — Uol[T2(q) — BAL < 10 VF (M) di (2.55)

Algoritmo 3 Algoritmo de resolucion del método cuasi-Newton, con la regla de Armijo, para
encontrar el parametro 6éptimo real.

1: fijar el contador k = 0, e inicializar con: \g =0, Hy =1y ag =1
2. mientras «o||VF(\;)|| < tol hacer
3:  calcular VFj con la formula (2.54) con los valores de la ecuacion de estado (algoritmo
2) ur = u(Ag) y de la ecuacion adjunta (2.41) pr = p(Ag)
4:  calcular el tamafio del paso k-ésimo d = —H;VFj con Hy dado por (2.47).
: para aplicar la regla de Armijo (2.55), fijar el contador inicial j = 0 y hacer una
aproximacion inicial ag =1
6: mientras a; no cumpla con la Regla de Armijo (2.55) hacer
v a1 = (3)’
Salida: a;
8:  fin mientras
9:  realizar la proyeccion A1 = méx(Ag + axdy, 0)
10: fin mientras

Observacion 2.3 (Criterio de Parada). Se ha escogido como criterio de parada al gradiente
del funcional de costo multiplicado por el valor de o en cada iteracion, es decir se espera que

al[VF(Ar)|| sea menor a una tolerancia deseada.



62

Observacion 2.4. Para el cdlculo de las integrales se sigue la regla trapezoidal

b d
//f(:c,y) dy dz ~ T2D(f,h)

donde

n—1

T2D(f,h) = W[f(a,0) + F(b,0) + F(ad) + F(b.d) +2 3 flai,c)

i=1

n—1 n—1 n—1
+2)  fland) +2) flay) +2>  f(b.w)
i=1 =1 =1

n—1 [n—1
+4Z Zf(mhyj) ]

i=1 \j=1

2.4.2 Meétodo cuasi-Newton para la optimizacién del problema de Control

de imagenes con parametros polinomiales

Para obtener el polinomio A = Az? + By? + Cxy + Dz + Ey + F dptimo, definimos el vector
Vi = (Ag, By, Cy, Dy, Ey, F,)™ formado por los valores de los coeficientes del polinomio Ay,

en la iteracion k-ésima.
De tal manera que, cada iteracién del método cuasi-Newton estard dada por:

Vir1 = Vi + agdg (2.56)

donde d, = —HVF (V)
H sigue la formula DFP (2.47) y mediante un proceso analogo al de la observacién 1.8
se tiene la caracterizacion del gradiente obtenida a partir del sistema (1.49):

26 (5Ak + 5B + §Ck + 1 Di + §Ex + 3F%) + [ o (ux — f) pr da

26 (g Ak + 5Bk + §C, + gD + 1Ei + 5 ) + [ou? (u, — f) pr dx

vEw) = | 22 A+ 5Bt g0kt 6 D+ By 3 Fi) + Jo oy (we = Nypede | ) o)

26 (34k + §Br + §Ck + 3Dk + 1 By + 5Fi) + Jo o (ur — f) pp dz

28 (54k + 1 Br + §Ck + 1Dk + 3Bk + 5F) + Jou (ux — f) p d
28 (3Ak + $Bu + $Cx + 3Dy + 3B + Fi) + [o(ux — f) pr, da

donde u;, es la solucion de la ecuacion de estado (2.34), obtenida gracias al algoritmo 2,
para el paso k-ésimo y p;, es la solucion del problema adjunto (2.44) en la k-ésima iteracion.
Para determinar «, se sigue el criterio de Armijo (2.50):

F(Vi + agdy) — F(Vi,) < 104, VF (Vi) T
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1 1 _
Sl = wollZ () + BAVi+1)* = 5 lluk = woll2() — BAVE)® < 107k VF(Vi) di (2.58)

Finalmente, se realiza una proyeccion para asi asegurarque: A >0, B >0, C >0, D >
0, E>0, F>0

Con lo que el proceso de resolucion del método cuasi-Newton con la regla de Armijo
para encontrar el parametro éptimo polinomial esta dado por el algoritmo 4

Algoritmo 4 Algoritmo de resolucion del método cuasi-Newton, con la regla de Armijo, para
encontrar el parametro 6ptimo polinomial de coeficientes no negativos

1: fijar el contador k = 0, e inicializar con: Vj = (0, 0,0, 0,0, 0)7, Hy = Isxs y g = 1
2. mientras o||VF(V})|| < tol hacer
3:  calcular VFj con la formula (2.57) con los valores de la ecuacion de estado (algoritmo
2) up, = u(Ag) y de la ecuacion adjunta (2.41) pr = p(Ag)
4:  calcular el tamafio del paso k-ésimo dy = —H;VFj con Hy, dado por (2.47).
: para aplicar la regla de Armijo (2.58), fijar el contador inicial j = 0 y hacer una
aproximacioén inicial ag = 1
6:  mientras a; no cumpla con la Regla de Armijo (2.58) hacer
v aje1 = (3)
Salida: a;
8:  fin mientras
9:  realizar la proyeccion Vi1 = méx(Vy — agdg, 0)
10: fin mientras




CAPITULO 3

Resultados

3.1 La solucién 6ptima tiene dependencia de la varianza en la

distribucion del ruido

Como un primer ejemplo, nos enfocamos en el problema de minimizacion del ruido en una
imagen con parametro real (2.17) equivalente al sistema de optimalidad (1.39). El problema
consistio en encontrar la eleccion 6ptima para el parametro de regularizacién de variacién
total si se conoce la imagen original (en la practica, se utiliza un conjunto de entrenamiento
para obtener una imagen aproximada a la original con una tolerancia dada [7] )

En las figuras siguientes, presentamos los resultados de 3 experimentos relativos a este
programa, en los que se muestra una misma imagen siguiendo una distribucién con 3 va-
lores distintos de varianza. Observamos que, incrementando los valores de la varianza del
ruido en los datos, los pardmetros 6ptimos varian significativamente. Esto se debe a que, al
aumentar la distorsién en una imagen hay menos informacion inicial que se puede obtener,
es aqui cuando una regularizacion en variacion total juega un rol importante.

Después analizamos el ejemplo del caso polinomial (2.33) , en el que se puede obser-
var el mismo comportamiento que en el caso real con respecto a la dependencia de los
resultados de la varianza de la distribucién del ruido en la imagen inicial.

En la figura 3.1 presentamos los resultados del primer experimento, en el que el pa-
rametro 6ptimo de regularizacién calculado es \* = 1612,8 para el caso escalar. Este
resultado fue obtenido después de 23 iteraciones. Cuando el parametro 6ptimo de re-
gularizacién tiene la forma de un polinomio cuadratico, el resultado calculado es \* =
40622 + 362y + 297, 6xy + 618,52 + 600y + 1232,7. Este resultado fue obtenido después
de 23 iteraciones.

La imagen con ruido y ambas imagenes con el ruido minimizado se muestran en la figura
3.1. Estos resultados fueron obtenidos para los valores: v = 100, e = le — 12, 5 =1e — 10y
h = 1/100:

En la figura 3.2 presentamos los resultados del segundo experimento, en el que el
pardmetro 6ptimo de regularizacion calculado es, A\* = 2055,7 para el caso escalar. Es-
te resultado fue obtenido después de 24 iteraciones. Cuando el parametro éptimo de re-
gularizacién tiene la forma de un polinomio cuadratico, el resultado calculado es \* =

64
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Figura 3.1: Primera fila: Imagen con ruido (izquierda) e imagen original
(derecha). Sequnda fila: Imdgenes con ruido minimizado de pardmetros op-
timos \* = 1612,8 y \* = 40622+ 362y> 4297, 62y + 618,52 + 600y + 12327
respectivamente

579,122 + 519,12 + 430,4xy + 824,52 + 818,9y + 1518,6. Este resultado fue obtenido después
de 27 iteraciones.

La imagen con ruido y ambas imagenes con el ruido minimizado se muestran en la figura
3.2. Estos resultados fueron obtenidos para los valores: v = 100, e = le — 12, 5 =1le— 10y
h = 1/100.

En la figura 3.3 presentamos los resultados del tercer experimento: en el que el pa-
rametro 6ptimo de regularizacién calculado es \* = 1383,1 para el caso escalar. Este
resultado fue obtenido después de 19 iteraciones. Cuando el parametro 6ptimo de re-
gularizacion tiene la forma de un polinomio cuadrético, el resultado calculado es \* =
317,5762x2 + 282,3121y? + 232,8364xy + 482,8629x + 467,9869y + 960,1977. Este resultado
fue obtenido después de 22 iteraciones.

La imagen con ruido y ambas imagenes con el ruido minimizado se muestran en la figura
3.3. Estos resultados fueron obtenidos para los valores: v = 100, e = le — 12, 5 =1le— 10y
h = 1/100.

En el Anexo B se encuentran los codigos en Matlab que nos llevaron a obtener estos
resultados.

En el grafico 3.4 se puede ver la evolucién del funcional de costo para el segundo ex-
perimento, para los casos real y polinomial. En ambos casos se llega al mismo valor, sin
embargo para el caso polinomial esto toma mas iteraciones.



Figura 3.2: Primera fila: Imagen con ruido (izquierda) e imagen original
(derecha). Segunda fila: Imdgenes con ruido minimizado de pardmetros op-
timos \* = 2055,7 y \* = 579,122 4 519,1y2 + 430,4zy + 8245 + 818,9y +
1518,6 respectivamente

Figura 3.3: Primera fila: Imagen con ruido (izquierda) e imagen origi-
nal (derecha). Sequnda fila: Imdgenes con ruido minimizado de pardmetros
dptimos \* = 1383,1 y \* = 317,5762x2 + 282,3121y° + 232,8364xy +
482,8629x + 467,9869y + 960,1977 respectivamente
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Figura 3.4: Grdfico de la evolucion del funcional de costo vs el nimero
de iteracion para el seqgundo experimento. En verde para el caso polinomial
y en azul para el caso real.

3.2 Dependencia del mallado

Con respecto a la dependencia del mallado en la tabla 3.1 constan el nimero iteraciones
del método cuasi Newton para diferentes tamafnos de malla para el caso real asi como el
valor 6ptimo \* obtenido. Se puede observar un comportamiento dependiente del nimero
de puntos del mallado, pues para cada uno de ellos se obtiene un control éptimo de distinto
valor. Sin embargo, el control varia relativamente poco lo que implica un comportamiento
robusto de los valores.

# puntos en el mallado 60 65 70 75
# iteraciones para el caso real 22 21 25 23
# N 1062.9 | 1134.2 | 1003 | 1437

Tabla 3.1: relacion entre el mallado para el método cuasi Newton para el
primer experimento en el caso real

En la tabla 3.2 constan el numero iteraciones del método cuasi Newton para diferentes
tamanos de malla para el caso polinomial, asi como los valores A*, B*, C*, D*, E*, I’* del
polinomio 6ptimo obtenido. Se puede observar un comportamiento dependiente del nimero
de puntos del mallado, pues para cada uno de ellos se obtiene un control éptimo de distinto
valor. Sin embargo, al igual que en el caso real, el control varia relativamente poco lo que
implica un comportamiento robusto de los valores.
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# puntos en el mallado 60 65 70 75
# iteraciones para el caso real 23 23 24 24
# A* 260.16 | 285.09 | 309.96 | 321.79
# B* 221.32 | 242.69 | 264.97 | 276.53
# C* 187.89 | 205.84 | 223.06 | 231.76
# D* 392.08 | 429.29 | 469.27 | 488.87
# B 369.09 | 403.35 | 440.44 | 459.39
# F* 774.86 | 842.59 | 922.38 | 958.03

Tabla 3.2: relacion entre el mallado para el método cuasi Newton para el
primer experimento en el caso polinomial

3.3 Comparacion del ruido como un parametro real y polino-

mial

En los siguientes experimentos se pretende minimizar la presencia del ruido de la figura 3.5
usando ambos ejemplos, el real (2.17) y el polinomial (2.33)

«umB B ._.x..-_.-.-..

o Bl el ae
kL (IS =]

saaaaadaad aaaaﬂﬂﬂﬁ

Figura 3.5: Imagen original (izquierda) y con un ruido de varianza igual
a 0,05 (derecha)

En el primer experimento se resolvié el problema de minimizacién del ruido en la imagen
3.5 con parametro real (2.17) equivalente al sistema de optimalidad (1.39). El problema
consistié en encontrar la eleccion 6ptima para el pardmetro de regularizacién de variacion
total si se conoce la imagen original. Después de 22 iteraciones se obtuvo el pardmetro
optimo de \* = 1915,8, y el funcional de costo calculado fue de 0,012.

Después analizamos el ejemplo del caso polinomial (2.33) para el que, después de 20
iteraciones, el polinomio cuadratico 6ptimo es: \* = 394,2x2 + 324,412 + 278 5y + 580,8x +
550,2y + 1162 con un funcional de costo de 0,012

En la figura 3.6 presentamos los resultados de ambos experimentos. Estos resultados
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fueron obtenidos para los valores: v = 100, ¢ = le — 12, 5 = 1le — 10y h = 1/150.
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Figura 3.6: Imdgenes con el parametro A optimo para el ejemplo mos-
trado en la figura 3.5. A la izquierda, tenemos el resultado de la minimi-
zacion del ruido en la imagen con un parametro real, mientras que a la
derecha tenemos la misma imagen resuelta para un pardmetro \ polino-
mial cuadratico. En el primer caso, la solucion dptima de N\* = 1915,8
nos da como resultado un funcional de costo igual a 0,012 , mientras que
el parametro polinomial cuadrdtico computado en el sequndo experimento

N = 394,222 + 324,4y% 4 278,52y + 580,8x + 550,2y + 1162 nos lleva a una
imagen con ruido disminuido con un funcional de costo igual a 0,012

En ambos casos, el funcional de costo alcanza 0,012, sin embargo para el caso poli-
nomial esto sucedié en menos iteraciones que en el caso real, estas fueron de 19 y 22
respectivamente.

En los siguientes ejemplos, veremos dos casos: en uno de ellos esta tendencia (de
lograr el mismo valor del funcional de costo pero en menos iteraciones) se cumple, pero en
el otro no.

3.4 Valores del Parametro de Regularizaciéon ~

En la primera seccion, se dijo que una condicion para que el operador relajado (1.13) con-
verja hacia J es que el pardmetro de la regularizacion de Huber v en (1.10) se acerque
a infinito. En la practica, valores mayores a 3 nos dan convergencia del método hacia los
parametros de regularizacion éptimos.

En los siguientes experimentos se pretende encontrar el parametro A\ 6ptimo para los
caso real (2.17) y polinomial (2.33) con distintos valores de ~ para las imagenes 3.7 y 3.8

En la figura 3.7 se puede observar la imagen original y la versiéon con ruido gaussiano
con varianza igual a 0,05 de esta, mientras que en la figura 3.8 se presenta otra imagen con
una presencia de ruido mucho mas agresiva: de media igual a 0,02 y varianza igual a 0,1.



Figura 3.7: Imagen original (izquierda) y con un ruido de varianza igual
a 0,05 (derecha)

Figura 3.8: Imagen original (superior izquierda) y con un ruido de media
igual a 0,02 y varianza igual a 0,1 (superior, derecha). En los siguientes

experimentos hemos tomado la porcion aqui mostrada (imagenes en la parte
inferior)
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Esta diferencia se ve presente en los resultados, donde el funcional de costo de la segunda
imagen es significativamente mayor al obtenido para la primera.

En la tabla 3.3 se pueden ver los valores del experimento para el problema real en
ambas imagenes. En la figura 3.9 se muestran las imagenes con ruido disminuido.

Figura 3.7 Figura 3.8
i A \ F. de Costo \ # de It. A \ F. de Costo \ # de It.
0 No converge No converge
0.1 No converge No converge
1 No converge No converge
3 1857.2 0.001 26 344.94 0.014 23
5 1845.7 0.001 23 470.18 0.013 19
100 | 2025.8 0.001 22 370.71 0.013 18
1000 | 1687.2 0.001 21 414.35 0.013 19
10 | 1691.3 0.001 21 416.16 0.013 19

Tabla 3.3: Resultados del parametro dptimo real A para distintos valores
de 7 en las figuras 3.7 y 3.8 con B =102, ¢ = 107'° y un mallado de 50

puntos
garmma=100 gamma=1000 gamma=100 gamma=1000
garmma=100000000 gamma=5 gamrma=100000000 gamma=5
gamrma=3

Figura 3.9: Resultados del pardmetro dptimo real A para distintos valores
de v en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se pueden ver en
detalle en la tabla 3.3 con B = 10712, ¢ = 10719 y un mallado de 50 puntos

A continuacién, se realiz6 el mismo experimento para encontrar el parametro A éptimo
pero esta vez para el caso polinomial (2.33) con distintos valores de ~ para las imagenes
3.7y 3.8

En la tabla 3.4 se pueden ver los valores del experimento para el problema polinomial
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en ambas imagenes. En la figura 3.10 se muestran los resultados de dichos experimentos.

Figura 3.7
7 ) [ F. de Costo | # de It
No Converge
0.1 No Converge
1 15,8522 + 10,12y% + 10,22zy + 22,62z + 18,19y + 42,35 0.704 15
3 | 200,572 + 125,27y% + 126,55xy + 294,03z + 235,30y + 560,62 0.002 19
5 | 270,0222 4+ 167,52y + 169,74zy + 396,09z + 315,25y + 753,98 0.002 19
100 | 290,062% + 182,462 + 184,24xy + 425,35z + 341,78y + 807,30 0.002 20
1000 | 291,6422 + 183,50y + 185,28zy + 427,68z + 343,09y + 811,70 0.001 20
108 | 291,8222 + 183,62y2 + 185,40xy + 427,95 + 343,91y + 812,19 0.001 20
Figura 3.8
" A \ F. de Costo \ # de It.
0 No converge
0.1 No converge
1 4,942° + 3.51y° + 3,342y + 6,7259x + 5,4471y + 11,83 0.094 8
3 84,0622 4 72,02y% + 58,952y + 132,722 + 123,91y + 278,24 0.013 26
5 86,0322 + 72,81y + 59,93y + 136,59z + 126,57y + 288,21 0.013 22
100 92,9422 4 79,26y% + 65,23xy + 147,712 + 137,72y + 311,45 0.013 24
1000 | 93,4022 + 79,73y> 4 65,60xy + 148, 44x + 138,51y + 312,98 0.013 24
108 93,4122 + 79,752 + 65,62y + 148,47z + 138,54y + 313,03 0.013 24

Tabla 3.4: Resultados del parametro optimo polinomial \ para distintos
valores de v en las figuras 3.7y 3.8 con B = 107'2, ¢ = 10710 y un mallado
de 50 puntos

Tanto en la tabla 3.3 como en la tabla 3.4 se puede ver que el programa converge a partir
de v = 3, y que el funcional de costo disminuye a medida que v aumenta. En este sentido,
los resultados experimentales concuerdan con lo dicho en la primera seccién respecto al
parametro de regularizacién de Huber (1.10): a medida que ~ tiende hacia infinito, la funcién
de Huber se acerca mas al valor del subdiferencial. Ademas, se ratifica el hecho de que el
funcional de costo alcanza los mismos valores para el caso real y el polinomial.

3.5 Valores del Parametro de Difusién Artificial

En la primera seccion, se introdujo un parametro de difusion artificial £ para obtener (1.14)
y asi reducir el problema de Reduccién del Ruido en una Imagen al espacio funcional H_.
Veremos que, a través de la experimentacion, el parametro € no afecta en la busqueda de
soluciones éptimas, siempre y cuando este sea mucho menor a 1.

En los siguientes experimentos se pretende encontrar el pardmetro A 6ptimo para los
caso real (2.17) y polinomial (2.33) con distintos valores de ¢ para las imagenes 3.7 y 3.8

En la tabla 3.5 se pueden ver los valores del experimento para el problema real en
ambas imagenes. En la figura 3.11 se muestran las imagenes con ruido disminuido.

A continuacién, se realiz6 el mismo experimento para encontrar el parametro A éptimo
pero esta vez para el caso polinomial (2.33) con distintos valores de ¢ para las imagenes




gamma=100 garrma=1000

M 3

garmrma=100000000 garma=s gamma=100000000

3

gamma=23

gamma=1000

Figura 3.10: Resultados del parametro dptimo polinomial A para distintos
valores de ~y en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se pueden ver
en detalle en la tabla 3.4 con B = 10712, ¢ = 1070 y un mallado de 50

puntos
eps=100 eps=1 eps=1e-4 epsilan=1 epsilon=100
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Figura 3.11: Resultados del pardmetro éptimo real X para distintos valores
de € en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se pueden ver en
detalle en la tabla 3.5 con = 10712, v = 100 y un mallado de 50 puntos
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. Figura 3.7 Figura 3.8
A F. de Costo | # de it. A F. de Costo | # de it.
0 2025.8 0.001 22 370.71 0.013 18
10720 | 2025.8 0.001 22 370.71 0.013 18
10~* | 1816.3 0.001 26 1.0612 0.113 26
1 1685.8 0.002 21 4912.1 0.014 18
100 | 8036.4 0.031 15 4234.4 0.013 19

Tabla 3.5: Resultados del parametro dptimo real A para distintos valores
de € en las figuras 3.7 y 3.8 con B = 10712, v = 100 y un mallado de 50
puntos

3.7y 3.8
En la tabla 3.6 se pueden ver los valores del experimento para el problema polinomial
en ambas imagenes. En la figura 3.12 se muestran los resultados de dichos experimentos.

- Figura 3.7
A F. de Costo | # de it
0 | 290,062% + 182,46y2 + 184,242y + 425,35z + 341,78y + 807,30 0.002 20
10720 | 290,062 + 182,46y% + 184,24xy + 425,35z + 341,78y + 807,30 0.002 20
10~% | 298,532 + 175,96y° + 176,992y + 441,73z + 329,03y + 859,44 0.002 20
1 942,622 + 613y° + 609,5xy + 13702 + 1137,6y + 2601,6 0.015 15
100 | 2340,92° + 1524.,8y% + 1515,92y + 3402,8x + 282961 + 6458,9 0.099 7
- Figura 3.8
A F. de Costo | # de it
0 92,9422 + 79,2692 + 65,23zy + 147,712 + 137,72y + 311,45 0.0130 24
10720 | 92,9422 + 79,26y + 65,232y + 147,71z + 137,72y + 311,45 0.013 24
107% 90,572 4 72,84y% + 60,122y + 144,28z + 126,90y + 307,04 0.013 26
1 1231,922 + 1097,3y? + 893xy + 1935,3x + 1893,3y + 4088,7 0.015 17
100 1416322 4 12652y° + 10288zy + 222562 + 21820y + 47024 0.023 12

Tabla 3.6: Resultados del pardmetro dptimo polinomial A para distintos
valores de € en las figuras 3.7 y 3.8 con B = 10712, v = 100 y un mallado
de 50 puntos

Tanto en la tabla 3.5 como en la tabla 3.6 se puede ver que el programa converge para
todos los valores propuestos, sin embargo que se empiezan a obtener valores éptimos
de )\, con funcional de costo reducido, para cantidades de ¢ por debajo de 1074, y que el
funcional de costo disminuye a medida que ¢ se acerca a 0. En este sentido, los resultados
experimentales concuerdan con lo dicho en la primera seccion respecto al parametro de
difusion artificial € en (1.14): a medida que ¢ tiende a 0, se obtiene una respuesta mas
cercana al problema original en el Espacio de Variacién Acotada.
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Figura 3.12: Resultados del parametro éptimo polinomial \ para distintos
valores de € en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se pueden
ver en detalle en la tabla 3.6 con = 10712, v = 100 y un mallado de 50
puntos

3.6 Valores del Peso

En la primera seccion definimos el funcional a ser minimizado como (1.8a). Hay dos objeti-
vos al tomar este como nuestro funcional a ser minimizado: el primero, es reducir lo mejor
posible la diferencia entre la imagen que se obtendra al final y la imagen original a través de
la funcién g; el segundo objetivo es obtener un A no muy grande (pues mientras mas grande
es \ mayor es la presencia del ruido); sin embargo, para que el segundo objetivo no entre
en clonflicto con la funcién g, es necesario asignarle un peso 3 al valor de A en el funcional
de costo. Como veremos en esta seccidn, mientras menor valor tenga este peso sera mejor
para nuestro modelo.

En los siguientes experimentos se pretende encontrar el pardmetro A 6ptimo para los
caso real (2.17) y polinomial (2.33) con distintos valores de  para las imagenes 3.7 y 3.8

En la tabla 3.7 se pueden ver los valores del experimento para el problema real en
ambas imagenes. En la figura 3.13 se muestran las imagenes con ruido disminuido.

3 Figura 3.7 Figura 3.8
A F. de Costo | # de it. A F. de Costo | # de it.
0 |[20328 0.001 22 370.71 0.013 18
10720 | 2032.8 0.001 22 370.71 0.013 18
1077 | 148.79 0.009 23 148.77 0.018 15
107° No Converge No Converge
1 ]01879 ]  0.191 5 No Converge

Tabla 3.7: Resultados del pardmetro dptimo real A para distintos valores
de B en las figuras 3.7 y 3.8 con ¢ = 10712, v = 100 y un mallado de 50
puntos
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Figura 3.13: Resultados del pardmetro optimo real X para distintos valores
de (B en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se pueden ver en
detalle en la tabla 3.7 con e = 10712, v = 100 y un mallado de 50 puntos

A continuacién, se realiz6 el mismo experimento para encontrar el parametro A éptimo
pero esta vez para el caso polinomial (2.33) con distintos valores de g para las imagenes
3.7y 3.8

En la tabla 3.8 se pueden ver los valores del experimento para el problema polinomial
en ambas imagenes. En la figura 3.14 se muestran los resultados de dichos experimentos.

Figura 3.7
b A F. de Costo | # de it
0 | 290,432% + 184,58y2 + 186,38zy + 430,30z + 345,75y + 816,70 0.001 19
10729 | 290,432 + 184,58y% + 186,38zy + 430,30z + 345,75y + 816,70 0.001 20
1077 41,5822 + 26,48y + 26,73y + 60,58z + 48,58y + 114,21 0.016 13
1077 11,0622 + 7,33y> + 7,39zy + 15,77z + 12,88y + 29,06 0.015 15
1 No Converge
Figura 3.8
b A F. de Costo | # de it
0 92,9422 + 79,26y° + 65,23zy + 147,712 + 137,72y + 311,45 0.013 24
10720 | 92,9422 + 79,26y + 65,232y + 147,71z + 137,72y + 311,45 0.013 24
10~ 931,352 + 26,841y% + 22,21xy + 49,42 + 46,13y + 103,45 0.022 13
107° No Converge
1 0,1922 + 0,07y> + 0,22zy + 0,082 — 0,05y + 0,12 0.245 5

Tabla 3.8: Resultados del pardmetro dptimo polinomial A para distintos
valores de (3 en las figuras 3.7 y 8.8 con € = 10712, v y un mallado de 50
puntos

Tanto en la tabla 3.7 como en la tabla 3.8 se puede ver que el programa no converge
para valores mas grandes que 3 = 1077, y que el funcional de costo disminuye a medida




7

betha=1e-5 betha=0 Beta=0 Beta=1e-7

HEADN

betha=1e-7 betha=1e-20 Beta=1e-20

939

Figura 3.14: Resultados del parametro optimo polinomial A para distintos
valores de [ en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se pueden
ver en detalle en la tabla 3.8 con ¢ = 1072, v = 100 y un mallado de 50
puntos

que 3 se acerca a 0. Se puede observar, ademas, que incluso para 3 = 0 se obtiene el valor
optimo de A con funconal de costo reducido. En este sentido, los resultados experimentales
concuerdan con lo dicho en la primera seccion respecto al peso 5 para (1.8a).

3.7 Dependencia del Valor Inicial )\

Finalmente, es importante comparar el desempefio de los algoritmos 3 para el caso real y
4 para el caso polinomial con distintos valores iniciales Ao

En los siguientes experimentos se pretende encontrar el pardmetro A 6ptimo para los
caso real (2.17) y polinomial (2.33) con distintos valores iniciales Ao para las imagenes 3.7
y 3.8

En la tabla 3.9 se pueden ver los valores del experimento para el problema real en
ambas imagenes. En la figura 3.15 se muestran las imagenes con ruido disminuido.

A continuacién, se realizd el mismo experimento para encontrar el parametro \ épti-
mo pero esta vez para el caso polinomial (2.33) con distintos valores iniciales )y para las
imagenes 3.7y 3.8

En la tabla 3.10 se pueden ver los valores del experimento para el problema polinomial
de la experimentacién en ambas imagenes. En la figura 3.16 se muestran los resultados de
dichos experimentos.

Tanto en la tabla 3.9 como en la tabla 3.10 se puede ver que el programa no converge
para valores iniciales de A muy pequefios (menores que 10~%), y que el funcional de costo
disminuye a medida que el )\, inicial se acerca a la respuesta obtenida (en nuestro caso,
valores cercanos a 100, sin que este hecho afecte en gran medida al funcional de costo
obtenido (pues el valor del funcional de costo para todos los casos varia ligeramente para
distintos valores de A\ a partir de 1).
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Figura 3.15: Resultados del pardmetro optimo real A para distintos valores
iniciales de X en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se pueden
ver en detalle en la tabla 3.9 con f = 1072, ¢ = 1071°, v = 100 y un
mallado de 50 puntos

lambda inicial=100  lambda inicial=10 lambda inicial=100 lambda inicial=10
larnbda inicial=1e-2  lambda inicial=1e lambda inicial=0.01

larmbda inicial=1e-3 lamhbda inicial=0.1

Figura 3.16: Resultados del parametro éptimo polinomial \ para distintos
valores iniciales de \ en las figuras 3.7 (izquierda) y 3.8 (derecha) que se
pueden ver en detalle en la tabla 3.10 con B = 10720, ¢ = 10712, v =
100 y un mallado de 50 puntos. Los wvalores de A\ que se pueden ver en
cada 1magen, corresponden al valor de una constante que se multiplica por
un vector de unos para obtener asi el vector X\ con el que se inician las

iteraciones
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\ Figura 3.7 Figura 3.8
0 A [F.deCosto | #deit| X |F.de Costo| #de it.
0 No Converge No Converge
1079 | 2643.6 0.001 ) No Converge
1073 | 1836.1 0.001 24 426.54 0.013 10
0.01 | 677.44 0.001 26 461.19 0.013 16
0.1 1711 0.001 22 456.707 0.013 19
1 2032.8 0.001 22 438.70 0.013 18
10 | 1715.6 0.001 24 438.92 0.013 18
100 | 1792.7 0.001 14 366.58 0.013 7

Tabla 3.9: Resultados del parametro optimo real A para distintos valores
inciales de \ en las figuras 3.7 y 8.8 con =107, ¢ = 10712, v =100 y
un mallado de 50 puntos

N Figura 3.7
0 ) [ F. de Costo | # de it.
0 No Converge
1076 No Converge
1073 | 231,4622 + 151,37y> + 132,51zy + 338,45z + 268,51y + 733,84 0.003 10
0.01 | 271,692 + 170,54y + 172,74xy + 396,52z + 318,95y + 748,32 0.002 20
0.1 | 262,28z2 4 166,05y> + 167,07zy + 385,05z + 310,80y + 731,48 0.002 19
10 | 273,3522 4+ 157,73y% + 166,57zy + 389,81z + 297,16y + 735,03 0.002 17
100 | 291,102 + 202,361 + 186,88xy + 409,762 + 312,82y + 936,21 0.001 8
\ Figura 3.8
0 A \ F. de Costo \ # de it.
0 No Converge
1076 2039622 + 11522y° + 10227xy + 32578z + 21638y + 68727 0.027 5
1073 | 93,4022 + 51,19y + 44,722y + 151,712 + 104,11y + 337,17 0.013 16
0.01 | 91,2022 + 79,65y° + 65,06zy + 145,43z + 138,44y + 307,70 0.013 26
0.1 91,9922 + 78,70y + 64,392y + 146,692 + 136,95y + 310,24 0.013 26
10 97,5022 + 81,2212 + 68,652y + 153,03z + 139,64y + 321,94 0.013 21
100 | 164,38z2 + 82,14y + 95,64xy + 201,32z + 116,78y + 418,31 0.013 8

Tabla 3.10: Resultados del parametro dptimo polinomial \ para distintos
valores iniciales de X (los valores que se pueden ver en la primera columna
de la tabla corresponden a la constate que se multiplica por un vector de
unos) en las figuras 3.7 y 3.8 con B = 10720, ¢ = 10712, v = 100 y un
mallado de 50 puntos




CAPITULO 4

Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo se ha propuesto una metodologia para determinar un arreglo 6ptimo para
un problema genérico (1.8) de control de imagenes en el espacio de Variacion Acotada en
el que se permiten distintos tipos de ruido presentes en un conjunto de datos. Para trans-
formar nuestro problema a una version que permita una resolucién numérica mas cémoda,
empleamos una regularizacion de tipo Huber para el término en el que se veia involucrada la
Variacion Total (1.11). M&s aun, llevamos este problema al espacio de Hilbert #/} sumando
una regularizacion eliptica al modelo original (1.14) que, de acuerdo a la experimentacién,
no afecta a la solucién del problema original. Basados en trabajos previos, que se pue-
den encontrar como referencias bibliogréficas, se garantiza la existencia, consistencia en la
aproximacion y diferenciabilidad del operador solucién. Esta ultima caracteristica nos per-
mitié obtener un sistema de optimalidad para tres casos: el primero, en el que el parametro
optimo es un namero real, el segundo para el que el parametro éptimo \* es un polinomio
cuadratico con coeficientes positivos, y el tercero para una funciéon en L? en general.

En la segunda parte de este trabajo, se encuentra una amplia discusion acerca de la
resolucion numérica de los sistemas de optimalidad para el problema de parametro real
(1.39) y del polinomio con coeficientes positivos (1.42) encontrados en la primera parte.

Los parametros éptimos para ambos casos son calculados usando un método quasi-
Newton, en conjunto con un método de tipo Newton semismooth.

Se verifica de manera empirica, en base al calculo del funcional de costo, que dicha
solucién éptima en efecto minimiza el ruido presente en una imagen para ambos casos: el
caso polinomial y real, para los cuales se alcanza un funcional de costo minimizado. A pesar
de que para algunos casos el modelo polinomial mostro convergencia en menos iteraciones,
esto no sucedié en todos los casos por lo que no se puede llegar a ninguna conclusion al
respecto mas que se alcanza el mismo valor de funcional de costo para ambos casos.

Los modelos aqui expuestos presentan una desventaja: para el calculo del parametro
optimo de minimizacion del ruido es necesario conocer la imagen original. Sin embargo, con
un algoritmo de aprendizaje se puede obtener una aproximacién a dicha imagen original en
base a un conjunto grande de entrenamiento.

Otro aspecto interesante es la forma del parametro \ estudiado en este trabajo: en la
primera seccion se planteé la posibilidad de ampliar el modelo para funciones en general
(sean polinomios, ecuaciones trigonométricas, etc), sin embargo esta vez escogimos, a ma-
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nera de ejemplo, trabajar con polinomios cuadraticos de coeficientes positivos como paso
inicial para comprender el comportamiento del algoritmo de mejoramiento de imagenes, sin
embargo el método aqui expuesto se puede usar como punto de partida para el estudio de
distintos casos en los que el parametro A sea modelado por distintos tipos de funciones.
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ANEXO A

Algunos Resultados sobre Relajacion,

['-convergencia y Conjugada de Fenchel

A.0.1 Relajaciéon de un Problema

Las siguientes definiciones y resultados son necesarias para entender el por qué de algunos
procedimientos vistos en la seccion 1.3 referentes a la Relajacion del Problema de Control
de Imagenes en el espacio de Variacion Acotada y en H{.

Los resultados fueron tomados de [27] y [28], donde se pueden estudiar a mayor detalle.

Definicién A.1 (Envoltura Semicontinua Inferior). Para toda funcién F : X — R, la Envol-

tura Semicontinua Inferior (o Funcidn Relajada) de F' se define como:

s¢” F(x) = sup G(z)
Geg(F)
donde G(F') es el conjunto de todas las funciones G semicontinuas inferiormente en X

tales que:

Gly) < F(y) VyeX

Observaciéon A.1. sc™F : X — R es semicontinua inferiormente en X. Por definicion,
sc”F < ysc™F > G para toda funcion G semicontinua inferiomente tal que G < F'. Luego,

sc” F es la funcion semicontinua inferiormente mds grande mayorada por F.

Ejemplo A.1. Sea E un subconjunto de X y xg: X — {0,1} la funcion Indicatriz, definida
como:
1 sixeA

0 siz¢gA

XE(7) =

Luego, sc”xg = Xz donde E es la clausura de E en X.

Teorema A.1 (Teorema 3,8 en [28]). Sea F : X — R coerciva, entonces se cumplen las

siguientes propiedades:
e sc” F es coerciva y semicontinua inferiormente

e sc” F tiene un minimo en X
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e mingcy(sc™ F)(z) = infyex F(x)

e Todo punto de acumulacion de una sucesion minimizante de F' es un minimo de sc™ F
en X

e Si X satisface el primer axioma de contabilidad, entonces cada punto minimo para sc™ F

es el limite para una sucesion minimizante para F' en X

Dado que todo espacio métrico cumple el primer axioma de contabilidad, se puede decir
que virtualmente la existencia de cualquier problema de minimizacién, cuya demostracion
nos remite a encontrar el limite de una sucesién minimizante, puede ser resuelta a través
de su envoltura semicontinua inferior.

A este procedimiento se le llama “Relajacién de un Problema”

A.0.2 T'-convergencia

Definicion A.2 (I-convergencia ). Sea X un espacio topolégico, y F,, : X — [0,4+00) una
sucesion de funcionales en X. Luego, F), se dice que T'-converge al T'-limite F': X — [0, +00)

st se cumplen las siguientes condiciones:

e Desigualdad de acotacion inferior: Para toda sucesion (x,) € X tal que x, — x cuando
n — oo,
F(z) < liminf F,(zy,)

n—oo

e Desigualdad de acotacion superior: Para todo © € X, existe una sucesion (x,) que
converge a x tal que
F(z) > limsup F,(xy,)
n—oo
La primera condicion significa que F es una cota inferior asintdtica para todos los Fy,, y

gracias a la sequnda condicion tenemos que esta cota inferior es dptima.

Teorema A.2 (Proposicion 5,7 en [28]). Si (Fj) es una sucesion decreciente que converge a

F puntualmente, entonces (Fy) I'-converge a la envoltura semicontinua inferior de F.

A.1 La conjudada de Fenchel

En la seccién 1.4 se estudia el modelo de control de imagenes en el espacio de Hilbert
H}. Como se explica en detalle en [14], es necesaria una regularizacién de conjuntos ac-
tivo e inactivo, para poder caracterizar el problema a través de un sistema de optimalidad
adecuado y obtener una aproximacion numérica del tipo Newton Semismooth. Dicha regu-
larizacién es necesaria debido a un inconveniente presentado con el problema dual y, mas
especificamente, con la propiedad de dualidad de Fenchel [14] [29], que se introducira a
continuacion.
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A.1.1 Definicién

La conjugada de Fenchel es, en andlisis convexo, la contraparte de la transformada de
Fourier, y es vista como una generalizacion de la transformada de Legendre [29]

Definicion A.3 (Conjugada de Fenchel). Sea X un espacio de Hilbert real y f : v —] —
00, +00[ una funcion propia (es decir que domf = {x € X/f(x) € R} #0). La conjugada de
Fenchel f* de f enu € X se define como:

[ () = sup((z,u) — f(x))

zeX

Una consecuencia inmediata de esta definicion es la desigualdad de Fenchel-Young:

f@) + [ (u) = (z,u) (A1)

Ademas, f* es convexa y semicontinua inferiormente por ser el supremo de la familia
de funciones afines continuas: ((z,-) — f(z))zex.-
Por lo que, podemos concluir la siguiente equivalencia:

f@) = f(2) © f es convexa
xX) = X
y semicontinua inferiormente

A.1.2 Ejemplos

+00 st u<0
Ejemplo A.2. («a exp)*(u) = 0 si u=0

uln(u/a) —u si u>0

Ejemplo A.3. Sea 1 < p < +o0:

1 1 _
donde;—}—E—l

A.1.3 Caracterizacion de subgradientes

El dominio de la Conjugada de Fenchel es T'x: el cono de funciones convexas, semiconti-
nuas inferiormente y propias en X.

A la conjugada de Fenchel se encuentra fuertemente ligada la definicion de operador
subdiferencial 9f:

Definiciéon A.4 (Operador Subdiferencial). El Operador Subdiferencial Of es el conjunto de

valores de una aplicacion en X llamados Subgradientes. Esto es:

uedfe Vhe X):  flx)+ (hyu) < f(x+h)

Asi, la desigualdad (A.1) caracteriza subgradientes (elementos del subdiferencial):
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f(@) + f(u) = (x,u) & v e df(z)
Sz e df(u)

Asi, cuando f es continua, se tiene sencillamente que: 0f(x) = {V f(z)}
El operador subdiferencial es una manera de derivada generalizada que ademas con-
serva la propiedad critica de la optimizacion:

0 € f(x) & x es un minimizador global de f

A.1.4 Teorema de la Dualidad de Fenchel

El Teorema de la dualidad de Fenchel es un resultado que envuelve a problemas de optimi-
zacioén en funciones convexas. El problema de Fenchel nos dice que ambos problemas, el
primal y el dual, tienen la misma solucion bajo ciertas condiciones.

Obviamente, esto posibilita la solucién de muchos problemas de optimizacién a través
de su problema dual.

Teorema A.3 (Teorema de la dualidad de Fenchel). Sean X,Y espacios de Banach, f :
X > RU{+o0} yg:Y — RU{+00} funciones convezas y A: X — Y una aplicacion lineal

acotada, luego los problemas:

P = Inf {f(2) + g(Ax)} (P)
d* = sup{—f*(A"y") — g"(—y")} (D)
yey

satisfacen p* > d* donde f* y g* son conjugadas convexas de f y g respectivamente, y A*
es el operador adjunto.

Si ademds f,qg y A cumplen una de las siguientes propiedades:

e f y g son semicontinuas inferiormente y 0 € ker(dom g — Adom f), donde dom f =

{z:f(2) <o} o,

e A dom [+ cont g # @ donde cont es el conjunto de los puntos donde la funcion es

continua.

Entonces, p* = d*



ANEXO B

Codigos en Matlab

B.1 Cébdigos para el problema (2.17) correspondiente al caso de

un parametro de ruido Real

El primer codigo, resuelve el algoritmo 2 para encontrar la solucién de la ecuacion de estado
del problema (2.17)

function U=NSS(n,lamb,gamma,eeps) J%Programa que resuelve la ecuacidén de estado
Jpara un mallado de n puntos intermedios, un valor lambda dado,
%y los parametros gamma y epsilon escogidos.
[B Al=matricesmr(n); sPrograma que construye las matrices de masa (B)
hy rigidez(A), dado un mallado con n puntos intermedios
[Q1 Q2 D1 D2]=matricesqg(n); hPrograma que devuelve las matrices A2
%y la discertizacidén del gradiente en dif. finitas
%Archivo en el que se encuentra almacenada la imagen (original y con
%ruido) :
storedstructure=load(’imagingdata.mat?’) ;
Ul=storedstructure.noised;
Uo=storedstructure.original;
%A continuacibn, tomamos los puntos intermedios de la imagen, dado el
Jmallado n:
nn=int32((n+1)/2);
U0=U1(88-nn + rem(n+1,2):88+nn,88-nn + rem(n+1,2) :88+nn); himagen con ruido
I0=Uo(88-nn+ rem(n+1,2) :88+nn,88-nn+ rem(n+1,2):88+nn); %imagen original
/#Reordenamos los datos obtenidos hasta el momento:
fo=reshape(Io, (n+2)"2,1);
f=reshape (U0, (n+2)~2,1);
Q=[Q2 Q11;
G=[D2;D1];
Tl hlhhhhhhkDatos de inicializacidn:
t=2%((n+1)"~2);  %numero de triangulos

g=sparse(2*t,1); Yvector q
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y=sparse((n+2)~2,1); %vector solucidn y
dy=sparse((n+2)~2,1); %direccidén de la iteracidn del método NSS
dg=sparse(2*t,1); J%direccidn de q

cont=0; %contador de iteraciones

norma=1;

%Inicio de las iteraciones del método NSS
while norma>le-4 && cont<12

cont=cont+1;

Gy=(G*y) ;

nGy=xi(Gy); %norma del gradiente de y
%Definimos los conjuntos activo, activo débil e inactivo:
actl=gamma*nGy-1-(1/(2*xgamma)) ;
act=spones(max(0,actl)); %Conjunto activo
Il=spdiags(act,0,2%t,2*t);
act3=1-(1/(2+gamma) ) -gamma*nGy ;
Act3=spones(max(0,act3)); ’%conjunto inactivo
I3=spdiags(Act3,0,2%t,2%t);
I2=speye(2*t)-I1-I3; %conjunto activo débil
%#Construccién de las matrices P=Dy/|Dy| y Dmi=1/max(1, gamma |Dy|)
gl=spones(Gy) ;

g2=1-gi;

g3=(1/2)*g2;

Gy=Gy+g3;

ni=spones(nGy);

n2=1-n1;

nGy=nGy+n2;

Gyl=spdiags(Gy(1:t),0,t,t);
Gy2=spdiags(Gy(t+1:2*t),0,t,t);
R=[kron(ones(2,1),Gyl) kron(ones(2,1),Gy2)];
Nin=spdiags(1./nGy,0,2%t,2xt) ;

P=Ninx*R;

mk=max (1, gamma*nGy) ;

Dm=spdiags (mk,0,2%t,2%t) ;
Dmi=spdiags(1./mk,0,2%t,2%t);

%#Construccidén de la matriz Dgp=q/max(1,|ql):
ngp=xi(q);

mgk=max (1,nqgp) ;

Dmgk=spdiags(mgk,0,2*t,2*t) ;

Dmgkin=inv (Dmgk) ;

gp=Dmagkin*q;

Dgp=spdiags(qp,0,2*t,2%t) ;
Vgy=spdiags(Gy,0,2*t,2%t) ;
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hhhhhhhhkDefinimos h para el conjunto activo débil:
if max(max(I2))>0.2
be=1-(gamma*nGy)+(1/(2*gamma)) ;
Be=spdiags(be,0,2*t,2*t) ;
R2= Nin*(speye(2*t)-(gamma/2)*(Be.~2)) - (Nin * R’ * (Nin*Dgp + R*gamma~2 * Be));
else
Be=sparse (2t ,2*t) ;
R2=sparse (2%t,2*t) ;
end
J#Resolucidn de la ecuacidén de incremento:
Hess=[((eeps*A)+(lamb*B)) Q
- (I1*gamma* (speye(2*t,2%t) - (Nin * R’*Dqp))+I3*gamma+I2*Dm*R2)*G Dm] ;
eta2=[-((eeps*A)+(lamb*B) ) *y-Q*q+(lamb*Bxf)
-Dm*q+gamma*Gy] ;
dx=Hess\eta2;
dy=dx(1:(n+2)~2); Ytamafio del paso de la iteracidn del NSS
dg=dx((n+2)~2+1:size(dx,1));
y=y+dy;
q=q+dq;
norma=norm(dy,2) ;
end
U=reshape(y,n+2,n+2); %Solucidn

end
El siguiente programa, resuelve la ecuacion adjunta del problema (2.17)

function p=ecadj4(n,U,lambda,gamma,eeps) %Programa que calcula la solucidn de
%la ecuacidén adjunta, dado el nimero de puntos del mallado, la solucidn
%de la ecuacidn de estado, el paradmetro lambda y las cantidades gamma y epsilon
[B Al=matricesmr(n); sPrograma que construye las matrices de masa (B)
%y rigidez(A), dado un mallado con n puntos intermedios

[Q1 Q2 D1 D2]=matricesqg(n); sPrograma que devuelve las matrices A2
%y la discertizacidén del gradiente en dif. finitas

hArchivo en el que se encuentra almacenada la imagen (original y con

%ruido) :

storedstructure=load(’imagingdata.mat’);
Ul=storedstructure.noised;
Uo=storedstructure.original;

%A continuacién, tomamos los puntos intermedios de la imagen, dado el

Jmallado n:
nn=int32((n+1)/2);
U0=U1(88-nn + rem(n+1,2):88+nn,88-nn + rem(n+1,2) :88+nn) ; himagen con ruido

I0o=Uo(88-nn+ rem(n+1,2):88+nn,88-nn+ rem(n+1,2):88+nn); jimagen original
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J#Reordenamos los datos obtenidos hasta el momento:
fo=reshape(Io, (n+2)"2,1);
f=reshape (U0, (n+2)"2,1);

Q=[Q2 Q1];

G=[D2;D1];

t=2%((n+1)"2);  %numero de triangulos
g=sparse(2*t,1); Jvector ¢
y=sparse((n+2)~2,1); %vector solucidn y
dy=sparse((n+2)~2,1); %direccidn de la iteracidén del método NSS
dg=sparse(2#*t,1); %direccidén de q

Gy=(G*y) ;

nGy=xi(Gy); %norma del gradiente de y
%Definimos los conjuntos activo, activo débil e inactivo:
actl=gamma*nGy-1-(1/(2*gamma)) ;
act=spones(max(0,actl)); %Conjunto activo
Il=spdiags(act,0,2*t,2%t);
act3=1-(1/(2+gamma) ) -gamma*nGy ;
Act3=spones(max(0,act3)); ’%conjunto inactivo
I3=spdiags(Act3,0,2*t,2%t);
I2=speye(2%t)-I1-I3; Jconjunto activo débil
%#Construccién de las matrices P=Dy/|Dy| y Dmi=1/max(1, gamma |Dy|)
gl=spones(Gy) ;

g2=1-gi;

g3=(1/2)*g2;

Gy=Gy+g3;

nl=spones(nGy) ;

n2=1-n1;

nGy=nGy+n2;

Gyl=spdiags(Gy(1:t),0,t,t);
Gy2=spdiags(Gy(t+1:2*t),0,t,t);
R=[kron(ones(2,1),Gyl) kron(ones(2,1),Gy2)];
Nin=spdiags(1./nGy,0,2*t,2xt) ;

P=Nin*R;

mk=max (1, gamma*nGy) ;

Dm=spdiags (mk,0,2%t,2%t) ;
Dmi=spdiags(1./mk,0,2*%t,2%t);

%Construccidén de la matriz Dgp=q/max(1,Ilql):
ngp=xi(q);

mgk=max (1,nqgp) ;

Dmgk=spdiags(mgk,0,2*t,2*t) ;

Dmgkin=inv (Dmgk) ;

gp=Dmgkin*q;
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Dgp=spdiags(qp,0,2*t,2%t) ;
Vgy=spdiags(Gy,0,2*t,2*t);
hhthlhh%kDefinimos h para el conjunto activo débil:
if max(max(I2))>0.2
be=1-(gamma*nGy)+(1/(2*gamma)) ;
Be=spdiags(be,0,2%t,2%t) ;
R2= Ninx(speye(2*t)-(gamma/2)*(Be.~2)) - (Nin * R’ * (Nin*Dqp + R*gamma~2 * Be));
else

Be=sparse (2xt,2*t) ;

R2=sparse (2%t,2*t) ;
end
J#Resolucidén de la ecuacién lineal:
Hess=[((eeps*A)+(lambda*B)) Q

- (I1*gamma* (speye (2%t ,2*%t) - (Nin * R’*Dgp))+I3*gamma+I2+Dm*R2)*G Dm] ;

eta2=[-Bx(reshape (U, (n+2)~2,1)-fo)

sparse(2xt,1)];
x=Hess\eta2;
pd=x(1:(n+2)"2);
p=reshape (pd,n+2,n+2); %Solucidn

end

Finalmente, se tiene el codigo de resolucién del algoritmo 3 de un método cuasi Newton,
con la regla de armijo para encontrar el pardmetro éptimo real del problema (2.17)

function l=gradientdesl5(n,gamma,eeps)

betha=1e-10; %parémetro betha

lambda=1; %valor de lambda con el que se inicia el algoritmo

b=[lambda;0]; %vector que almacena el lambda actual y el "anterior", en este caso O
it=0; JYcontador de iteraciones

normal=1;

H=1; %inicializacién de la matriz DFP

%hArchivo en el que se encuentra almacenada la imagen (original y con ruido):
storedstructure=load(’imagingdata.mat’) ;

Ul=storedstructure.noised;

Uo=storedstructure.original;

%A continuacidén, tomamos los puntos intermedios de la imagen, dado el
%mallado n:

nn=int32((n+1)/2);

U0=U1(88-nn + rem(n+1,2):88+nn,88-nn + rem(n+1,2) :88+nn); himagen con ruido
I0=Uo(88-nn+ rem(n+1,2) :88+nn,88-nn+ rem(n+1,2):88+nn); jimagen original
J#Reordenamos los datos obtenidos hasta el momento:

fo=reshape(Io, (n+2)~2,1); %imagen original

f=reshape (U0, (n+2)~2,1); %imagen con ruido
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U=NSS(n,lambda,gamma,eeps); %Primer resultado de la ecuacidén de estado

eca=ecadj4(n,U,lambda,gamma,eeps); %Primer resultado del problema adjunto

in=trapezoidall ((U-U0)*eca);

Fp=(2#betha*lambda+in); %Calculo del gradiente del funcional de costo

alpha=1; %Inicializacidn del tamafio de la direccidén de descenso

s=-HxFp; Jdireccidén de descenso

V=[Fp;0]; %vector que almacena el gradiente del funcional actual y el "anterior"

hen este caso 0

v=(V(1)-V(2)); %diferencia entre gradiente del funcional de costo actual

%y el anterior

%#Inicio del método cuasi Newton con foérmula DFP:

while normal*alpha>le-8|| it<5

hdatos iniciales para el algoritmo de bisqueda lineal

nlambda=lambda;

costl=funcionaldecosto2(U,betha,lambda); %Calculo del funcional de costo

armijo=100;

alpha=1;

p=-H*Fp; %direccion de descenso

countarm=0;

Vi=V;

H1=H;

%Algoritmo de biisqueda lineal (Férmula de Armijo):

while armijo >-alphax(le-4)*(H1*Fp~2) && alpha>le-3

alpha=1/2"(countarm); Jjincremento del paradmetro para la direccidn de descenso
nlambda=max(nlambda+alpha*-H1*Fp,0); %prueba el resultado con el alpha

%#de la iteracidén de la bisqueda lineal actual

sl=alphax*-H1*Fp; Ydireccidén de descenso con el alpha actual

U=NSS(n,nlambda,gamma,eeps); /iresultado de la ecuacidén de estado

eca=ecadj4(n,U,nlambda,gamma,eeps); %resultado del problema adjunto

in=trapezoidall ((U-U0)*eca);

Fp=(2#betha*lambda+in); %Calculo del gradiente del funcional,

Jtomando en cuenta el parédmetro alfa actual

Vi=[Fp; V(1)]; %vector que almacena el valor del gradiente en la iteracion k+l

hy en k

v1=(V1(1)-V1(2)); %diferencia del Gradiente

Hi=s1/v1; %Calculo de la fdérmula DFP
cost2=funcionaldecosto2(U,betha,nlambda); %Calculo del funcional de costo
armijo=cost2-costl;

countarm=countarm+1;

end

cost2 %Funcional de costo, luego de haber obtenido un alfa que satisfaga

%la regla de Armijo
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lambda=max (lambda+alpha*p,0) %Calculo de lambda en la iteracidén actual
s=alpha*p;

U=NSS(n,lambda,gamma,eeps); %Resultado de la ecuacidn de estado con
%los datos de la iteracidn actual
eca=ecadj4(n,U,lambda,gamma,eeps); %Resultado del problema adjunto
%con los datos de la iteracidn actual

in=trapezoidall ((U-UO)*eca);

Fp=(2#betha*lambda+in); %Gradiente del funcional de costo

V=[Fp; V(1)]; %vector que almacena el valor del gradiente en la iteracion k+1 y en k
v=(V(1)-V(2));%diferencia del Gradiente

normal=norm(Fp)

H=s/v; %Calculo de la férmula DFP

it=it+1

end

1=lambda %resultado

%Computo de la solucién en la ecuacidén de estado y graficos

Uf=full (NSS(n,l,gamma,eeps));

figure(1)

imshow (Uf, [])

figure(2)

imshow (UO, [1)

figure(3)

imshow(Io, [1)

end

B.2 Coddigos para el problema (2.33) correspondiente al caso de

un parametro de ruido polinomial

El primer codigo, resuelve el algoritmo 2 para encontrar la solucién de la ecuacion de estado
del problema (2.33)

function U=NSSp(n,lambda,gamma,eeps)’Programa que resuelve la ecuacidén de estado
%para un mallado de n puntos intermedios, el vector lambda, de los coeficientes
%hdel polinomio cuadratico A,B,C,D,E,F, dados, y los pardmetros gamma y epsilon.
[B Al=matricesmr(n); %Programa que construye las matrices de masa (B)

%y rigidez(A), dado un mallado con n puntos intermedios

[Q1 Q2 D1 D2]=matricesqg(n); %Programa que devuelve las matrices A2 y la
hdiscertizacidn del gradiente en dif. finitas

%Archivo en el que se encuentra almacenada la imagen (original y con

%ruido):

storedstructure=load(’imagingdata.mat’) ;

Ul=storedstructure.noised3;
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Uo=storedstructure.original;

%A continuacién, tomamos los puntos intermedios de la imagen, dado el
%mallado n:

nn=int32((n+1)/2);

U0=U1(88-nn + rem(n+1,2):88+nn,88-nn + rem(n+1,2) :88+nn) ; himagen con ruido
I0o=U0(88-nn+ rem(n+1,2):88+nn,88-nn+ rem(n+1,2):88+nn); %imagen original
/#Reordenamos los datos obtenidos hasta el momento:

fo=reshape(Io, (n+2)"2,1);

f=reshape (U0, (n+2)"2,1);

Q=[Q2 Q1];

G=[D2;D1];

ThtlhhhhhhhhkDatos de inicializacidn:
t=2%((n+1)"~2);  %numero de triangulos
g=sparse(2*t,1); Yvector q
y=sparse((n+2)~2,1); %vector solucidn y
dy=sparse((n+2)~2,1); %direccién de la iteracidén del método NSS
dg=sparse(2*t,1); J%direccidén de q
cont=0; %contador de iteraciones
norma=1;
%Construccidén de la matriz con los valores del polinomio lambda en cada
Jpunto del mallado:
h=1/(1+4n);
11=lambda(l); %Pardmetro A en el polinomio cuadritico lambda
12=lambda(2); %Paradmetro B en el polinomio cuadratico lambda
13=1ambda(3); %Pardmetro C en el polinomio cuadritico lambda
l4=lambda(4) ;%Parametro D en el polinomio cuadritico lambda
15=1lambda(5); %Paradmetro E en el polinomio cuadritico lambda
16=lambda(6); %Paradmetro F en el polinomio cuadratico lambda
xv=0:h:1;
yv=0:h:1;
sz=length(xv) ;
for i=1:sz
for j=1l:sz
lamb1(i,j)=11*xv(i)~2 + 12*yv(j)~2 + 13*xv(i)*yv(j) + Lld*xv(i) + 1b*xyv(j) + 16;
end
end
lamb=spdiags(reshape(lambl’,sz~2,1),0,82"2,582"2);
%Inicio de las iteraciones del método NSS
while norma>le-5 && cont<10
cont=cont+1;
Gy=(G*y) ;
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nGy=xi(Gy); %norma del gradiente de y
%Definimos los conjuntos activo, activo débil e inactivo:
actl=gamma*nGy-1-(1/(2*gamma)) ;
act=spones(max(0,actl)); %Conjunto activo
Il=spdiags(act,0,2*t,2%t);
act3=1-(1/(2*xgamma) ) -gamma*nGy ;
Act3=spones(max(0,act3)); ’%conjunto inactivo
I3=spdiags(Act3,0,2%t,2%t);
I2=speye(2*t)-I1-I3; Y%conjunto activo débil
%#Construccién de las matrices P=Dy/|Dy| y Dmi=1/max(1l, gamma |Dy|)
gl=spones(Gy) ;
g2=1-gi1;
g3=(1/2)*g2;
Gy=Gy+g3;
ni=spones(nGy);
n2=1-n1;
nGy=nGy+n2;
Gyl=spdiags(Gy(1:t),0,t,t);
Gy2=spdiags(Gy(t+1:2*t),0,t,t);
R=[kron(ones(2,1),Gyl) kron(ones(2,1),Gy2)];
Nin=spdiags(1./nGy,0,2%t,2xt) ;
P=Ninx*R;
mk=max (1, gamma*nGy) ;
Dm=spdiags (mk,0,2%t,2%t) ;
Dmi=spdiags(1./mk,0,2%t,2%t);
%#Construccién de la matriz Dgp=q/max(1,|ql):
nqp=xi(q);
mgk=max (1,nqgp) ;
Dmgk=spdiags(mgk,0,2*t,2*t) ;
Dmgkin=inv (Dmgk) ;
gp=Dmgkinxq;
Dgp=spdiags(qp,0,2*t,2%t) ;
Vgy=spdiags(Gy,0,2*t,2%t) ;
Fhthlhhf%kDefinimos h para el conjunto activo débil:
if max(max(I2))>0.2
be=1-(gamma*nGy)+(1/(2*gamma) ) ;
Be=spdiags(be,0,2%t,2*t) ;
R2= Ninx(speye(2*t)-(gamma/2)*(Be.~2)) - (Nin * R’ * (Nin*Dgp + R*gamma~2 * Be));
else

Be=sparse (2*t,2*t) ;

R2=sparse (2t ,2*t) ;

end
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Mm=(lamb.*B); %Producto puntual de la matriz de masa por el polinomio lambda
J#Resolucidn de la ecuacidén de incremento:
Hess=[((eeps*A)+Mm) Q
- (Il1*gamma* (speye(2*t,2%t) - (Nin * R’*Dqp))+I3*gamma+I2+Dm*R2)*G Dm] ;
eta2=[- ((eeps*A)+Mm) *y-Q*q+ (Mm*£)
-Dm*q+gamma*Gy] ;
dx=Hess\eta2;
dy=dx(1:(n+2)"2); %tamafio del paso de la iteracidén del NSS
dg=dx((n+2)~2+1:size(dx,1));
y=y+dy;
q=q+dq;
norma=norm(dy,2) ;
end
U=reshape(y,n+2,n+2); ¥%Solucidn

end
El siguiente programa, resuelve la ecuacion adjunta del problema (2.33)

function p=ADJp(n,U,lambda,gamma,eeps) JPrograma que calcula la solucidn de
%la ecuacidén adjunta, dado el nimero de puntos del mallado,
%la solucién de la ecuacidén de estado, el parametro lambda y las cantidades gamma y epsilor
[B Al=matricesmr(n); sPrograma que construye las matrices de masa (B)
% y rigidez(A), dado un mallado con n puntos intermedios
[Q1 Q2 D1 D2]=matricesqg(n); #Programa que devuelve las matrices A2
%y la discertizacidén del gradiente en dif. finitas
%Archivo en el que se encuentra almacenada la imagen (original y con
%ruido):
storedstructure=load(’imagingdata.mat?’) ;
Ul=storedstructure.noised;
Uo=storedstructure.original;
%A continuacidén, tomamos los puntos intermedios de la imagen, dado el
Jmallado n:
nn=int32((n+1)/2);
U0=U1(88-nn + rem(n+1,2):88+nn,88-nn + rem(n+1,2) :88+nn); himagen con ruido
I0=Uo(88-nn+ rem(n+1,2) :88+nn,88-nn+ rem(n+1,2):88+nn); jimagen original
J#Reordenamos los datos obtenidos hasta el momento:
fo=reshape(Io, (n+2)"2,1);
f=reshape (U0, (n+2)~2,1);
Q=[Q2 Q11;
G=[D2;D1];
%Construccidén de la matriz con los valores del polinomio lambda en cada
Jpunto del mallado:
h=1/(1+n);
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11=lambda(l); %Pardmetro A en el polinomio cuadritico lambda
12=lambda(2); %Paradmetro B en el polinomio cuadratico lambda
13=lambda(3); %Pardmetro C en el polinomio cuadritico lambda
l4=lambda(4) ;%Parametro D en el polinomio cuadrdtico lambda
15=1lambda(5); %Paradmetro E en el polinomio cuadratico lambda
16=lambda(6); %Parametro F en el polinomio cuadratico lambda
xv=0:h:1;
yv=0:h:1;
sz=length(xv) ;
for i=1:sz
for j=1:sz
lamb1(i,j)=11*xv(i)~2 + 12*%yv(j)~2 + 13*xv(i)*yv(j) + ld*xv(i) + 15xyv(j) + 16;
end
end
lambdav=spdiags(reshape (lambl’,sz~2,1),0,s2°2,82"2);
t=2+%((n+1)"2);  %numero de triangulos
g=sparse(2*t,1); Yvector q
y=sparse((n+2)~2,1); %vector solucidn y
dy=sparse((n+2)~2,1); %direccidn de la iteracidén del método NSS
dg=sparse(2*t,1); J%direccidén de q
Gy=(G*y) ;
nGy=xi(Gy); Ynorma del gradiente de y
%Definimos los conjuntos activo, activo débil e inactivo:
actl=gamma*nGy-1-(1/(2*gamma)) ;
act=spones(max(0,actl)); %Conjunto activo
Il=spdiags(act,0,2xt,2%t) ;
act3=1-(1/(2*gamma) ) -gamma*nGy ;
Act3=spones(max(0,act3)); %conjunto inactivo
I3=spdiags(Act3,0,2*t,2%t);
I2=speye(2*t)-I1-I3; Yconjunto activo débil
%Construcciéon de las matrices P=Dy/|Dyl| y Dmi=1/max(1l, gamma |Dy|)
gl=spones(Gy) ;
g2=1-gi;
g3=(1/2)*g2;
Gy=Gy+g3;
nl=spones (nGy) ;
n2=1-n1;
nGy=nGy+n2;
Gyl=spdiags(Gy(1:t),0,t,t);
Gy2=spdiags(Gy (t+1:2%t),0,t,t);
R=[kron(ones(2,1),Gyl) kron(ones(2,1),Gy2)]1;
Nin=spdiags(1l./nGy,0,2*t,2xt);



100

P=Nin*R;
mk=max (1, gamma*nGy) ;
Dm=spdiags(mk,0,2%t,2*t) ;
Dmi=spdiags(1./mk,0,2*%t,2%t);
%Construccidén de la matriz Dgp=q/max(1,lql):
nqp=xi(q);
mgk=max (1,nqgp) ;
Dmgk=spdiags(mgk,0,2*t,2%t) ;
Dmgkin=inv (Dmqk) ;
gp=Dmgkin*q;
Dgp=spdiags(qp,0,2*t,2*t);
Vgy=spdiags(Gy,0,2*t,2%t) ;
btk %kDefinimos h para el conjunto activo débil:
if max(max(I2))>0.2
be=1- (gamma*nGy)+(1/(2*gamma)) ;
Be=spdiags(be,0,2%t,2*t) ;
R2= Ninx(speye(2*t)-(gamma/2)*(Be.~2)) - (Nin * R’ * (Nin*Dgp + R*gamma~2 * Be));
else

Be=sparse (2%t ,2%t) ;

R2=sparse (2*t,2*t);
end
Mm=(lambdav.*B); %Producto puntual de la matriz de masa por el polinomio lambda
J#Resolucidén de la ecuacién lineal:
Hess=[((eeps*A)+(Mm)) Q

- (I1xgamma* (speye (2%t ,2+t) - (Nin * R’*Dqp))+I3*gamma+I2+Dm*R2)*G Dm] ;

eta2=[-Bx(reshape (U, (n+2)~2,1)-fo)

sparse(2xt,1)];
x=Hess\eta?2;
pd=x(1:(n+2)"2);
p=reshape (pd,n+2,n+2); %solucidn

end

Finalmente, se tiene el codigo de resolucién del algoritmo 4 de un método cuasi Newton,
con la regla de armijo para encontrar el pardmetro éptimo real del problema (2.33)

function l=quasinewP(n,gamma,eeps)

betha=1e-10;%parametro betha

lambda=[1; 1; 1; 1; 1; 1]; %vector lambda con el que se inicia el algoritmo
it=0; %contador de iteraciones

normal=1;

H=speye(6) ;%inicializacién de la matriz DFP

%Archivo en el que se encuentra almacenada la imagen (original y con

%ruido) :
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storedstructure=load(’imagingdata.mat’);
Ul=storedstructure.noised3;
Uo=storedstructure.original;
%A continuacién, tomamos los puntos intermedios de la imagen, dado el
%mallado n:
nn=int32((n+1)/2);
U0=U1(88-nn + rem(n+1,2):88+nn,88-nn + rem(n+1,2) :88+nn) ; himagen con ruido
I0o=Uo(88-nn+ rem(n+1,2):88+nn,88-nn+ rem(n+1,2):88+nn); jimagen original
J#Reordenamos los datos obtenidos hasta el momento:
fo=reshape(Io, (n+2)~2,1); ’%imagen original
f=reshape (U0, (n+2)~2,1); %imagen con ruido
%#Construccidn del gradiente del funcional de costo Fp
h=1/(1+n);
xv=0:h:1;
yv=0:h:1;
sz=length(xv) ;
for i=l:sz
for j=1l:sz

funca(i,j)=xv(i)"2;

funcb (i, j)=yv(j)~2;

funcc (i, j)=xv(i)*yv(j);

funcd (i, j)=xv(i);

funce(i, j)=yv(j);

end

end
U=NSSp(n,lambda,gamma,eeps); %Ecuacidén de estado para el cadlculo del gradiente
eca=ADJp(n,U,lambda,gamma,eeps); %Problema adjunto para el cdlculo del gradiente
inA=trapezoidall(funca.*(U-U0) *eca) ;
inB=trapezoidall(funcb.*(U-UQ)*eca);
inC=trapezoidall(funcc.*(U-U0)*eca);
inD=trapezoidall(funcd.*(U-UQ)*eca);
inE=trapezoidall(funce.*(U-U0) *eca) ;
inF=trapezoidall ((U-UOQ)*eca);
Fp=[ 2x (betha* (((1/5)*lambda(1)) + ((1/9)*lambda(2)) + ((1/8)*lambda(3))
+ ((1/4)*lambda(4)) + ((1/6)*lambda(5)) + ((1/3)*lambda(6)))) + inA;

2x (betha* (((1/9)*lambda(1)) + ((1/5)*lambda(2)) + ((1/8)*lambda(3))
+ ((1/6)*lambda(4)) + ((1/4)*lambda(5)) + ((1/3)*lambda(6)))) + inB;

2% (betha* (((1/8)*lambda(1)) + ((1/8)*lambda(2)) + ((1/9)*lambda(3))
+ ((1/6)*lambda(4)) + ((1/6)*lambda(5)) + ((1/4)*lambda(6)))) + inC;

2% (betha* (((1/4)*lambda(1)) + ((1/6)*lambda(2)) + ((1/6)*1lambda(3))
+ ((1/3)*lambda(4)) + ((1/4)*1lambda(5)) + ((1/2)*lambda(6)))) + inD;

2x (betha* (((1/6)*lambda(1)) + ((1/4)*lambda(2)) + ((1/6)*lambda(3))
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+ ((1/4)*lambda(4)) + ((1/3)*lambda(5)) + ((1/2)*lambda(6)))) + inE;
2x (betha* (((1/3)*lambda(1)) + ((1/3)*lambda(2)) + ((1/4)*lambda(3))

+ ((1/2)*lambda(4)) + ((1/2)#*lambda(5)) + lambda(6))) + inF ];
alpha=1; %Inicializacién del tamafio de la direccidén de descenso
s=-alpha*H*Fp; %direccidén de descenso
V=[Fp;0; 0; 0; O0; 0; 0]; %vector que almacena el gradiente del funcional actual
%4y el "anterior", en este caso 0
v=(V(1:6)-V(7:12)); Jdiferencia entre gradiente del funcional de costo actual
%y el anterior
%Inicio del método cuasi Newton con férmula DFP:
while normal*alpha>le-7 || it<5
hdatos iniciales para el algoritmo de bisqueda lineal

nlambda=lambda;
costl=funcionaldecostol(U,betha,lambda);
armijo=100; %Calculo del funcional de costo
p=-H*Fp; %direccidn de descenso
countarm=0;
Vi=V;
countarm=0;
Hi=H;
hAlgoritmo de bisqueda lineal (Férmula de Armijo):
while armijo >-alpha*(le-4)*(Fp’*H1*Fp) && alpha>le-3
alpha=1/2"(countarm) ;%incremento del parédmetro para la direccidén de descenso

nlambda=nlambda-alpha*H1*Fp;%prueba el resultado con el alfa
%de la iteracidén de la bisqueda lineal actual
%#Construccidén de la matriz con los valores del polinomio lambda en cada
Jpunto del mallado:
l1=nlambda(1); %Pardmetro A en el polinomio cuadratico lambda

12=nlambda(2) ;%Parametro B en el polinomio cuadratico lambda
13=nlambda(3) ;%Paradmetro C en el polinomio cuadratico lambda
l4=nlambda(4) ;%Parametro D en el polinomio cuadratico lambda
15=nlambda(5) ;%Paradmetro E en el polinomio cuadratico lambda
16=nlambda(6) ;/%Pardmetro F en el polinomio cuadritico lambda
for i=l:sz

for j=1:sz
lamb1(i,j)=11*xv(i)~2 + 12*yv(j)~2 + 13*xv(i)*yv(j) + l4*xv(i) + 15xyv(j) + 16;

end
end
#Proyeccidén de la solucidén (el polinomio debe ser mayor a O en todos los
Jpuntos del mallado)
if min(min(lambl))<0

nlambda=sparse(6,1);
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end
sl=-alpha*H1xFp;Jdireccion de descenso con el alpha actual
U=NSSp(n,nlambda,gamma,eeps); %resultado de la ecuacidén de estado
eca=ADJp(n,U,nlambda,gamma,eeps); %resultado del problema adjunto
%Calculo del gradiente del funcional, tomando en cuenta el pardmetro alfa
hactual
inA=trapezoidall(funca.*(U-U0) *xeca) ;
inB=trapezoidall(funcb.*(U-U0)*eca) ;
inC=trapezoidall(funcc.*(U-U0)*eca);
inD=trapezoidall(funcd.*(U-UO)*eca) ;
inE=trapezoidall(funce.*(U-UQ)*eca);
inF=trapezoidall ((U-U0)*eca);
Fp=[ 2x (betha* (((1/5)*nlambda(1)) + ((1/9)*nlambda(2)) + ((1/8)*nlambda(3))
+ ((1/4)#*nlambda(4)) + ((1/6)*nlambda(5)) + ((1/3)*nlambda(6)))) + inA;

2% (betha*(((1/9)*nlambda(l)) + ((1/5)*nlambda(2)) + ((1/8)*nlambda(3))
((1/6)*nlambda(4)) + ((1/4)*nlambda(5)) + ((1/3)*nlambda(6)))) + inB;

2% (betha*(((1/8)*nlambda(l)) + ((1/8)*nlambda(2)) + ((1/9)*nlambda(3))
((1/6)*nlambda(4)) + ((1/6)*nlambda(5)) + ((1/4)*nlambda(6)))) + inC;

2% (betha*x (((1/4)#*nlambda(1)) + ((1/6)*nlambda(2)) + ((1/6)*nlambda(3))
((1/3)*nlambda(4)) + ((1/4)*nlambda(5)) + ((1/2)*nlambda(6)))) + inD;

2* (betha*(((1/6)*nlambda(1)) + ((1/4)*nlambda(2)) + ((1/6)*nlambda(3))
((1/4)*nlambda(4)) + ((1/3)*nlambda(5)) + ((1/2)*nlambda(6)))) + inE;

2% (betha*(((1/3)*nlambda(1)) + ((1/3)*nlambda(2)) + ((1/4)*nlambda(3))
+ ((1/2)*nlambda(4)) + ((1/2)*nlambda(5)) + nlambda(6))) + inF ];
Vi=[Fp; V1(1:6)]; ’%vector que almacena el valor del gradiente en la iteracion
%k+1 y en k
v1=(V1(1:6)-V1(7:12)) ;%diferencia del Gradiente
Hi=H1 -((Hi*(vi*xv1’)*H1)/(v1’*Hi*v1)) + ((si1*s1’)/(vi’*s1)); %Calculo del DFP

+

+

+

+

cost2=funcionaldecostol (U,betha,nlambda); %Calculo del funcional de costo
armijo=cost2-costl;
countarm=countarm+1;
end
cost2 Funcional de costo, luego de haber obtenido un alfa que satisfaga
%la regla de Armijo
lambda=lambda+alpha*p; %Calculo de lambda en la iteracidn actual
%Construccidén de la matriz con los valores del polinomio lambda en cada
Jpunto del mallado:
li=lambda(1);
12=lambda(2);
13=1ambda(3);
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14=1ambda(4) ;
15=1ambda(5);
16=1lambda(6) ;
for i=l:sz
for j=1l:sz
lamb1(i,j)=11*xv(i)~2 + 12*xyv(j)~2 + 13*xv(i)*yv(j) + 14*xv(i) + 1b*xyv(j) + 16;
end
end
#Proyeccién de la solucidén (el polinomio debe ser mayor a O en todos los
Jpuntos del mallado)
if min(min(lambl))<0
lambda=sparse(6,1);
end
lambda %Calculo de lambda en la iteracidn actual
s=alpha*p;
U=NSSp(n,lambda,gamma,eeps); 7%Resultado de la ecuacidn de estado
%con los datos de la iteracidm actual
eca=ADJp(n,U,lambda,gamma,eeps); %Resultado del problema adjunto
%con los datos de la iteracidn actual
%Calculo del gradiente del funcional para la iteracidén actual
inA=trapezoidall(funca.*(U-U0) *eca) ;
inB=trapezoidall(funcb.*(U-UQ)*eca);
inC=trapezoidall(funcc.*(U-U0)*eca);
inD=trapezoidall(funcd.*(U-U0)*eca) ;
inE=trapezoidall(funce.*(U-U0) *eca) ;
inF=trapezoidall ((U-UOQ)*eca);
Fp=[ 2x (betha* (((1/5)*lambda(1)) + ((1/9)*lambda(2)) + ((1/8)*lambda(3))
+ ((1/4)*lambda(4)) + ((1/6)*lambda(5)) + ((1/3)*lambda(6)))) + inA;
2x (betha* (((1/9)*lambda(1)) + ((1/5)*lambda(2)) + ((1/8)*lambda(3))
((1/6)*lambda(4)) + ((1/4)*lambda(5)) + ((1/3)*lambda(6)))) + inB;
2x (betha* (((1/8)*lambda(1)) + ((1/8)*lambda(2)) + ((1/9)*lambda(3))
((1/6)*lambda(4)) + ((1/6)*lambda(5)) + ((1/4)*lambda(6)))) + inC;
2% (betha*(((1/4)*lambda(1)) + ((1/6)*lambda(2)) + ((1/6)*lambda(3))
((1/3)*lambda(4)) + ((1/4)*lambda(5)) + ((1/2)*lambda(6)))) + inD;
2% (betha*(((1/6)*lambda(1)) + ((1/4)*lambda(2)) + ((1/6)*lambda(3))
((1/4)*lambda(4)) + ((1/3)*lambda(5)) + ((1/2)*lambda(6)))) + inE;
2* (betha* (((1/3)*lambda(1)) + ((1/3)*lambda(2)) + ((1/4)*lambda(3))
+ ((1/2)*1lambda(4)) + ((1/2)*lambda(5)) + lambda(6))) + inF ];
V=[Fp; V(1:6)]; %vector que almacena el valor del gradiente en la iteracion
%k+l y en k

v=(V(1:6)-V(7:12)) ;%diferencia entre gradiente del funcional de costo actual

+

+

+

+

%y el anterior
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normal=norm(Fp) ;

H=H - ((H*(v*v?)*H)/(v’*H*v)) + ((s*s’)/(v’*s)); %Calculo de la férmula DFP
it=it+1

end

l=lambda %resultado

%Computo de la solucién en la ecuacidén de estado y graficos
Uf=NSSp(n,1,gamma,eeps)

figure(1)

imshow (Uf, [1)

figure(2)

imshow (U0, [1)

figure(3)

imshow(Io, []1)

end



