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1.1. INTRODUCCION.

Como se sabe, en 1la actualidad el c¢creciente avance de 1la
tecnologia computacional permite el uso de diverscs pagquetes
que facilitan y/0 realizan andlisis matematicos gue
posibilitan en forma muy eficiente la tarea de simulaciédn de
sistemas como la respuesta a clerta excitacibén de entrada
y/0 perturbaciétn gue dicho sistema pueda tener. Por lo
tanto, el objetivo de este trabajo de tesis, es el de
realizar un estudio de los métodos de procesamiento digital

de sefiales, para su aplicacidén en sistemas de control.

Para cumplir este objetivo, se utilizara la potencialidad
del pagquete MATLAB, poniéndose énfasis en el uso del
software especializado del MATLAB en las librerias de
procesamiento de seflales que dispone el mencionado paguete,
trabajando a nivel de simulacién, resaltando los
procedimientos ¥y algoritmos a utilizarse, creados para el
efecto, asi como también el uso de las rutinas, subrutinas y

funciones propilas que provee el paguete MATLAB.

Para dicho fin, se profundizarad en los métodos de
procesamiento digital de sefilales, como son la modelacidén
polinomial de seflales digitales; los filtros digitales ¥ sus
distintas aplicaciones; y, el andlisis del espectro de
frecuencia ¥y sus aplicaoidnes. El trabajo a realizarse,
permitird explotar la gran potencialidad del pagquete MATLAB
en cuanto al procesamiento digital d= seflales vy sus

aplicaciones.

Cabe mencionar gue el paguete MATLAB contiene varios médulos

de simulacion, como son: analisis de z.stemas
multivariables, 1identificacidén de sistemas, disefio de
sistemas de control, procesamiento digital de sefiales, el

cual es utilizado en este trabajo, entre otros, por lo cual
se utilizard apenas s6lo una parte de éste pagquete completo
de softwsre de s8lta eficlencia en cdlculo numérico ¥
andlisis de datos. Posee una interface interactiva, con base

algoritmica 'y de facil extensibilidad.
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Los problemas vy soluciones son expresados como son escritos
matemdticamente, sin la necesidad de utilizar programacidén
tradicional, con la ventaja adicional de que el MATLAB posee
un disefio de sistema ablerto que permite ver los algoritmos
e 1mplementacicones ¥ aln cambiar éstos para satisfacer

requerimientos especificos.

Este +trabajo de tesis, consta de los sigulentes capitulos

los cuales han sido estructurados de la siguiente manera:

— El primer capitulo realiza una ligera introduccién;
alcance y objetivos gue se persiguen y una visidn general
del procesamiento digital de seflales, especificamente del
filtrado digital, ajuste pclinomial de datos digitales; vy,
la técnica de procesamiento digital de sefiales mediante la
transformada discreta de Fourier con su implementaciodn
eficiente, la transformada rédpida de Fourier. En este
capritulo introductorio se pone énfasis en la modelacidn

polincomial de seflales digitales.

- El siguiente capitulo trata sobre los filtros digitales y
sus aplicaciones; se resume todos los filtros digitales en
una de sus dos formas: recursivos y no recursivos, COmo una
clasificacidén general y comoc una clasificacidén particular se
estudia -a los filtros mas utilizados, y qgque estéan
disponibles en el paquete MATLAB, como son: Butterworth,
Chebyshev, Eliptico, Yule-Walker, Prony, Parks-McClellan,

Kaiser, Hamming, Hanning, entre otros.

Se realiza también una revisién de los distintos métodos de
disefic de 1los filtros digitales, segin su clasificacioén
general, y que también constan en el médulo de procesamiento
digital del MATLAB, entre los que se pueden mencionar la
transformada Z y la transformada bilineal para los filtros
recursivos v el método de disefio de Fourier y truncadc de
filtros por medio de wventanas (rectangular, Bartlett,
Hanning, Hamming, Xalser, etc.) para los filtros no
recursivos. El capitulo termina con un andlisis de la

réspuesta a la funcidén impulso de lcs filtros y su relacién
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con la recursividad o no recursividad de los mismos, y 1la

aplicacién de filtros digitales en general.

- E1 capitulo tres, realiza un enfoque tedbdrico, al igual gue
el anterior capitulo, pero sobre el espectro de frecuencia
de sefilales, el cual es una medida de la energia a varias
frecuencias (densidad espectral de potencia), utilizando la
transformada discreta de Fourier vy su implementacidn
computacional, la transformada rdpida de Fourier. Finalmente
se presenta algunas aplicaciones prédcticas del andlisis del

espectro de frecuencia de sefilales en general.

Para este caso se estudian las rutinas propias del MATLAB

relacionadas con lo anteriormente expuesto.

~ El capitulo cuatro trata especificamente sobre las rutinas
del MATLAB, es un capitulo donde se presenta la libreria de
procesamiento de seflales del paquete, con explicacidn breve
de la funcién de cada una de ellas y los parémetros
necesarios para su correcta utilizacién. Adicionalmente se
presentan las distintas rutinas para filtros con seleccidn
de tipo de filtro (recursivo y no recursivo) utilizando para
el efecto métodos de transformada bhilineal, el método de
Yule-Walker, Prony, minimizacién de errores cuadrados, prara
los recursives; y, los métodos de la transformada de Fourier
v truncado por medio de ventanas, algoritmo de Parks-

McClellan, para los no recursivos.

Para el andlisis del espectro se utilizan la transformada
discreta y répida de Fouriler:; y, densidad espectral. Las
rutinas adiclonales se presentan al final de este capitulo ¥y
constan de todas las creadas en este trabajo con funciones
del MATLAB que pueden no rertenecer al médulo de
procesamiento digital de sefiales y que han sido necesarias
para lograr objetivos ya mencionados. Este es un capitulo
donde se presenta todo el software desarrollado con
funciones del MATLAB.

- El quinto y Gltimo capitulo corresponde a los resultados
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que sSe han observado en el desarrollc de este trabajoc ¥
sobre el uso del MATLAR, el alcance que se ha leocgrado y la
versatilidad y utilidad del paquete. Finalmente se sintetiza
el trabajo en las conclusiones que se han obtenidc sobre las

aplicaciones que se pueden dar y su aprovechamiento.

Se anexan dos apéndices; el primero es un manual de uso del
software realizado con la inclusién de comandos y funciones
importantes del MATLAB para su utilizacién y el segundo es
un listado de las rutinas creadas para cumplir con 1los
objetives fijados a lo largo de este trabajo, es decir
estudiar los métodos de procesamiento digital de sefiales,

para su aplicacidén en el Laboratorio de Control.
1.2. PROCESAMIENTO DIGITAL DE SERALES.

La tecnologia computacional recientemente ha sido capaz, en
forma eficiente, de implementar filtros digitales como una
alternativa econdémica de los filtros analogos. Generalmente
la principal arlicacién de los filtros digitales es el uso
en agquellos sistemas sofisticados gque demandan las ventajas
de los filtros y prueden justificar su costc. Sin embargo,
como la tecnolcgia de computadores y circuitos integrados

avanza, estos filtros estan encontrando una gran variedad de

aplicaciones.

Los filtros digitales estédn siendo utilizados en muchos
sistemas electrdnicos de medida vy hasta en algunas
aplicaciones a nivel del hogar; su utilidad esta

incrementandose debido a las siguientes propiedades:

-~ Estos pueden ser implementados con software que corra en
un computador de propésito general. Entonces, pueden ser

relativamente faciles de construir y probar.

— Estan basados solamente en operaciones aritméticas de suma
v multiplicacidébn, por lo tanto son extremadamente estables

en cuanto a que nc cambian con el tiempo o la temperatura.
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— Son mas faciles de modificar que sus homdlogos analogos.
— Son muy sencillos para entenderlos.

Aungue esto no significa gque los filtres digitales son la
respuesta a todos los problemas de filtrado. Los filtros
andlogos continuan dominando el mundo del filtrado. §Sin
embargo, el filtro digital prevalecerd y proporcicnara al
ingeniero Therramientas que eran irrealizables hace pccos

afios atrés.

Los filtros andlogos y digitales difieren por la naturaleza
de la sefial de entrada y de salida. Un filtro andlogo
procesa entradas andlogas y genera salidas andlogas. Un
filtro digital procesa y genera datos digitales. Estas
diferencias en los datos de entrada y salida hacen la
diferencia en las técnicas de procesamiento. Los filtros
andlogos estén basados en el operador matemdtico de
diferenciacién, y el filtro digital no requiere méas que

adicién, multiplicacidn y ecuaciones de diferencias.

Los datos digitales estan caracterizados por una variable
independiente discreta. Todos los datos pueden sSer
convertidos a digitales por muestreo de la variable
independiente; son representados por una secuencia ordenada
y cada término de la secuencia posee su propio subindice que
facilita la manipulacidén de ellos. Estos indices representan
el rango sobre un intervalo finito o infinito de walores

seglin sea el caso.

En rasgos generales, se puede decir que un filtro es, una
caja negra con una o varlas entradas y una o varias salidas,
que contiene de ‘alguna manera un procesador Qgque generara
salidas a partir de sus entradas para cumplir con cualquiera

de los dos objetivos siguientes:

— MeJorar la calidad de sefial de las salidas con relacidén a

las entradas. -



6

- Procesar o extraer informacién de las entradas

(predictores).

Hasta ahora se ha analizado el procesamiento digital de
seflales exclusivamente por medioc de filtros digitales, pero
los filtros representan una porcidén de los algoritmos de
procesamiento digital de sefiales posibles. Una vez que se
tiene una sefial dentrec de un computador, los algoritmos
estdn limitados solo por la capacidad computacional, es asi
que los algoritmos de procesamiento digital de seflales,
también pueden orientarse a la modelacidon de una sefial

digital mediante un polinomio.

Se podria decir que la modelacién puede definirse como una
réplica de una realidad mediante una descripcién matematica
de una entidad, un estado, o de ambos. Por lo tanto, se
puede modelar seflales digitales con polinomios, los cuales
son més faciles de entender v manipular que las seflales
digitales. E1 polinomio es la forma mds simple de modelar
una sefial digital, pero no es 1la tunica, por ejemplo en
sefiales de lenguaje son reemplazadas las sefiales por modelos

de la pista oral que produce el lenguaje.

Un polinomio puede ser usadc, cuando es ajustado exactamente
a los puntos de datos digitales, para estimar datos perdidos
v reallzar interpolacion y extrapolacioéon de datos. También
una modelacidén polinomial es una forma de suavizar datos

digitales.

Finalmente, en el procesamiento digital de sefiales se debe
considerar la transformada discreta de Fourier (TDF) y su
implementacidén eficiente, la transformada rapida de Fourier
(TRF). Ambas técnicas pueden ser desarrolladas, por ejemplo,
de una forma ceomputarizada para calcular la respuesta
impulso de un filtro no recursivo desde su respuesta de

frecuencia y viceversa.

Al aplicar la TDF a =eflales se puede observar también que

hay aplicaciones ain mds Utiles que calcular respuestas de
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frecuencia e 1impulso de filtros digitales, y éstas pueden
ser por ejemplo, identificar los componentes de frecuencia
de una seflal contaminada con ruido en el dominio del tiempo
vy es donde encuentra aplicacién el andlisis espectral, el

cual es tan Util y necesario.

Se puede decir entonces que la TDF y la TRF son técnicas

digitales para ir en cualguier sentido entre los dominios

del tiempo y la frecuencia.

De esta manera, se ha guerido dar una vislén clara de lo que
representa el procesamiento digital de sefiales y de qué
maneras se lo puede realizar, haciendo incapié en las
funciones que posee el médulo de procesamiento digital del
paquete MATLAB y que se relaciona en definitiva, con los

siguientes temas:

- Ajuste polinomial de seflales digitales.

- Disefio de filtros digitales.

- Filtrado de seflales contaminadas con ruido.

- Transformadas discreta ¥ rapida de Fourier con
aplicacién a filtros digitales y andlisis espectral de

frecuencia.

No se hace un desarrollc matematico exhaustive de los
distintos métodos tratados en el Procesamiento Digital de
Sefiales (PDS), ni de la implementacidén computacional de cada
método en particular, ya gque no es el propésito de la tesis,
sino la comprensidén del PDS en base a las bondades que

presenta el paquete MATLAB.

Se va a desarrollar un software mediante algunos menus gque
utilizan directamente 1la base algoritmica del paquete
MATLAB, para facilitar el uso del mismo en el laboratorio a
una persona - que no posea un conocimiento profundo del

Procesamiento Digital de Seflales y del MATLAB.
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1.3. MODELACION POLINOMIAL DE SERALES DIGITALES.

La modelacién rolinomial de seflales digitales merece
atencién debido a que es una técnica de procesamiento
digital muy 1til, que se utiliza en algunas aplicaciones,

como se verd mas adelante.

El objetivo del ajuste polinomial es reemplazar una sefial
digital o una porcién de ésta, con un polinomio que preserve
muchas caracteristicas de la sefial. Una vez que el polinomio
es hallado, se usa este "modelo” polinomial en lugar de la

sefial digital.

Para hallar un polinomio que se ajuste exactamente a una
sefial digital particular, se debe satisfacer el hecho de que
el polinomio vaya a través de los puntos de datos, es decir,
que el polinomio evaluado a t=k (k=0,1,2,...) sea igual a

los datos de la seflal digital xx. Sea el polinomio:

plt) =p, + Dyt + ppt?2 + ... + pt¥ (1.1)

El polinomio de la ecuacidén (1.1), de orden M, 1lleva al

siguiente grupo de ecuaciones simulténeas:[=Z1

Dy t+ PO + ... + P, 0¥ = x,
P t D1+ oo 4 DIVt = x
Dyt pl(N—l) + .. pN_l(N—l)N'l = Xygs (1.2)
donde: p(0) = xo; p(l) = x1; p(2) = x=2; ... etc.

El wvalor de N corresponde al numero de puntos de datos
existentes, y el valor de M es el nimero de incégnitas del
polinomio buscade. S5i M = N - 1, siempre existe una soluciodn

v el orden del polinomio es wuno menos que el numero de



puntos a ser modelados.

La ecuacidén (1.2) es un grupco de N ecuaciones simultdneas

con N 1lncdégnitas, po, Pi,...,PN~1.

La solucién es Unica cuando el numero de incégnitas es igual
al numero de ecuaciones; ¥y, por ejemplc, un polinomio de
orden 10, ajusta 11 puntos de datos, por lo cual es muy util
al trabajar con gran cantidad de puntos, el truncar éstos en

cadenas de datos pequefas, antes de modelar dichos datos con

un polinomio.

Si el orden del polinomio es mds grande que el numero de
puntos de datos a ser ajustados, se dice que 1 polinomio
tiene muchos grados de 1libertad y existirian muchas
soluciones de ajuste de los datos. Tales circunstancias,
llevan a los polinomios a ir a través de los puntos de datos
con un comportamiento peculiar entre los puntos. Si el orden
del polinomio es menor que N-1, el sistema de ecuaciones no
tendria una sclucidn, es decir no existiria un polinomio de

este orden que pueda ir a través de todos los datos.

Se puede también, medlante ciertas técnicas de ajuste de
polinomiocs a sefiales digitales, como se verd posteriormente,
hallar polinomios de bajo orden en relacién a largas
secuencias de datos, en cuyo caso no son ajustes exactos,

pPero que poseen clertas ventajas.

Una Gltima generalizacldén de la modelacidn polinomial, que
se debe considerar antes de mirar las aplicaciones, consiste
en usar polinomios con origenes arbitrarios. Previamente se
utilizé la forma polinomial (1.1), sin embargo, un polinomio
puede ser originado a t=K, por simple substraccién de K en
todos los términos del polinomio (1.1). El polinomio

desplazado es:

plt) = py + p(t-k) + p,(t-K)2 + ... + p,(t-K)¥ (1.3)
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El polinomio {(1.3) es a menudo mds convenlente para modelar
datos digitales. En resumen, se puede modelar exactamente un
grupo de N puntos de datos con un polinomio de orden (N-1).
Los coeficientes del polinomio son encontrados por cualguier
técnica para resolver un grupo de ecuaciones simultaneas. La
técnica mds Gtil es la eliminaciédn Gaussiana, en la cual el
grupo de ecuacliones es reducido sistemdticamente a pocas
ecuaciones con pocas 1incégnitas hasta llegar a una sola
ecuacidén con una sola incégnita. Los otros coeficientes son
hallados por sustitucidn sucesiva de los coeficilentes

hallados en las ecuaciones restantes.
1.3.1. APLICACIONES DEIL: AJUSTE POLINOMIAL DE SERALES.

Como se dijo anteriormente, se considera la modelacidn
polinomial de sefilales digitales, debido a su amplia
aplicacién en procesamiento digital de sefiales. Por 1lo
tanto, a continuacién se presenta la mayor Area de
aplicacidén de la modelacidn polinomial: estimacidn de datos
no existentes, lo cual incluye rérdida de datos,

interpclacién y extrapolacidn.
1.3.1.1. Pérdida de datos.

Muchos experimentos demandan la adquisicién de medidas a
intervalos regulares. Sin embargo, debido a muchas causas,
la persona que realiza las medicicnes puede perder o
registrar indebidamente una o mads medidas. En tal caso, se
tiene dos opcicnes gque 8Son: volver a medir los datos
faltantes o errdénecs, o a su vez estimarlos a partir de los
datos confiables gue se tienen a 1la mano. Muchas veces se
debe recurrir a la estimacién de los datos, ya que el
experimento puede ser muy costoso o dificil de repetir,
ademds que se podria volver a repetir alguna falla en la
segunda medicidén, lo cual no se puede garantizar que no

pueda volver a suceder.

Existen muchas maneras de estimar datos perdidos, sin

embargo la modelacidn polinomial provee una aproximacidn
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rigurosa a la estimacién de datos.

Los datecs perdidos son estimados por extraccidn de algan
patrén desde los datos existentes y extender éste patrén a
los puntos faltantes. 51 los datos son completamente
aleatorios sin un patrdén discernible, la estimacidén de 1los
datos perdidos, es imposible. L.a mayoria de datos tienen un
patréon en puntos sucesivos, es decir, los datos cambian
gradualmente entre puntos sucesivos. Si 1los datos son
tomados en incrementos suficientemente pequefios, ellos
parecen estar sobre una curva de variacidn 1lenta, lo cual
sugiere inmediatamente un modelo polinomial como un primer

paso en la estimacidn de datos perdidos.

Suponiendo gque se tiene medidas de datos c¢on un punto
perdido en t=k, no se sabe qué valor tendrd x»x. Los datos
obtenidos sugieren un patron de curva suavizada para los
datos. Para modelar los datos existentes con un polinomio y
evaluar el polinomio a t=k como un estimado del punto de
dato perdido, se asume gue los datos precedentes del punto
perdido, Xkx-1, Xuk-2,..., tienen el mismo patrén. Por lo
tanto, se aJusta un polincmio a los N puntos precedentes =a
Xk ¥y a los N puntos siguientes a =xx, entonces, se crea un

modelo con los 2N puntos vecinos de x»x con un pelinomio de

orden (2N - 1).

Generalmente se usa wun numero igual de puntos antes ¥y
después del elemento de dato perdido, lo cual es razonable
va que los vecinos antes y después deberian tener el mismo
impacto sobre los datos perdidos. Pero algunas situaciones
demandan un agrupamiento desigual de puntos pare el medelo.
De todas maneras la modelaciédn polincmial es una herramienta
poderosa para 1la estimacidon de datos perdidos, va que el

modelo polinomial provee un valor para cualgquier t.

1.3.1.2. Interpolacioén.

Una de las mayores restricciones de las sefiales digitales es

que las sefiales no proporcionan datos del comportamiento
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entre elementos o puntos de datos; es decir, si se obtienen
mediclones en un experimento cada hora, no se sabe qué es lo
que sucede cada 15 minutos. Si los datos varian suavemente,
se puede utilizar la modelacién polinomial para interpolar
los valores entre los datos disponibles.

Suponiendo gue se tiene los datos en puntos xkx = x(kT),
donde k¥ es un entero. El problema de la interpolacién es
estimar los datos en cualguier lugar entre los puntos de
datos existentes, x(kT + 1T), donde O < 1 < 1. Esta es una
aplicacidén especial de la técnica de datos perdidos, por lo
que se puede enfocar el problema de la misma forma, es
decir, ajustar un polincmio a N puntos de datos antes y N
puntos después del intervalo de interpolacidén y entonces

evaluar el polinomio para hallar un estimadeo de x(kT + 1T).

Si se escoge t=k, como el origen de un polinomio de orden
(2N - 1), el polinomio es ajustado a 2N puntos de datos

resolviendo las sigulentes ecuaciones:[Z21

po + p1(-N) +.._+ pax-1(-N)2ZE-1 = xpe_wnN+1

Pc + p1(0) +...+ pzn—1(0)2¥-1 = x3

po + p1(N) +...+ pzn-1(N)2Z¥-1 = xp+n (1.4)
Y los datos se interpolan, evaluando el polinomio a t = k+1.
X(kT+1T) = po + pal +...+ pz2n-112N-1 (1-5)

La precisién de la interpolacién es determinada por la
precisién del ajuste del modelo polinomial a los datos
disponibles, ya que si los datos estan fluectuando entre los
puntos de datos, el polinomio es un modelo pobre ¥y los
valores interpoladcs son inGtiles. La interpolacidén requiere
que se seleccione el orden del polinomio (el numero de

puntos de datos a modelar, menos uno) y determinar cuales
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puntos son incluidos en el ajuste de la curva.
1.3.1.3. Extrapolacién.

La interpolacién estima datos entre mediciones. La
extrapolacidn estima datos antes o después de los datos que
se han obtenido por medio de mediciones. Este es otro casco
especial de pérdida de datos, y por lo tanto, todos los

conceptos desarrollados previamente pueden ser aplicados.

Suponiendo gque se han tomado lecturas de datos xo,...,XN-1,
y prematuramente se termina el experimento. Podria suceder,
que luego se necesita saber los puntos de datos XN ¥V XN+1, ¥V
si los datos varian suavemente, se puede modelar
satisfactoriamente con un polinomio y usar este modelo para
extender los datos. 8Se comilenza modelando 1los punhtos de
datos existentes con un polinomio. Dependiendo de la
aplicacién, se modelara sclamente los pocos datos finales o
se generard un modelo global por cada diez o alin cien puntos
de datos, seleccionando el orden del polinomio y cuales

puntos de datos deberian ser modelados como parte de la

extrapolacién.
1.3.1.4. Diferenciacién e integracion.

Hay muchas situaciones en 1las cuales la derivada o integral
de datos es requerida. Si los datos son continuos, x{(t), no
hay problema en calcular su derivada o la integral de x(t).
Pero los datos digitales presentan un problema porque la
diferenciacidén e integracidn no estédn definidas sobre datos
digitales. Afortunadamente, se puede aproximar las
cperaciones de célculo usando modelacién polinomial de los
datos digitales. Asi, los datos son modelados por un
polinomio, el cual produce una representacién continua de
los datos, debidoc a que el polinomio es continuo puede ser
derivado o integrado segiin el caso. En esta aplicacién se
usa el polinomio como un puente entre los sistemas continuos

y discretos.
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1.3.2. MODELACION POLINOMIAIL DE MINIMOS CUADRADOS.EZ21

Una reproduccidén exacta es el resultado de ajustar N puntos
de datos con un polinomio de orden (N-1), pero hay también
aplicaciones, donde es deseable ajustar un polinomio de bajo
orden a los puntos de datos. En general, esto no permite una
reproduccidén exacta, por lo cual se debe buscar un polinomio
gue proporcione la mejor reproduccidén de los datos, es

decir, con un "error minimo cuadrado™.

Suponiendo que s8e tiene N puntos de datos v se desea
encontrar un polinomio de orden M gque reproduzca de la mejor
manera a los datos; sl M es mavor o igual a N, habrdn muchos
polinomios gque reproducen exactamente los datos. Si M=N-1,
hay solamente un polinomic que representa exactamente a los
datos. En cualguier caso, se encuentran los coeficientes del
polinomio, forzando al polinomio a reproducir estos datos.
Si el orden del polinomioc es mds pequeflo, M < N-1, seria
imposible reproducir exactamente con las técnicas
precedentes los datos con el polinomio, ya gque un polinomio

de bajo orden no podria ir a través de todos los puntos de

datos.

Una solucién a este problema, es minimizar el error entre
todos los puntos de datos, lo cual es facilmente alcanzable
mediante la utilizacidén de errores minimos cuadrados, con lo
cual se puede hallar un polinomio gque sea tan avroximado a
los datos como sea posible, objetive que se alcanza

realizando un monitoreo del errcr entre el polinomio a t=k y

Hir.

&y = X, - plk) (1.6)

El problema se localiza en encontrar losg coeficientes del
polinomio gque hacen los N errores tan cercanos a cero como
sea posible. Este es un problema complicado, v obliga a una
busquecda entre todos los coeficientes polinomiales ©para
encontrar log mejores. En lugar de tratar con los errores
individuales, se combinan los errores dentro de un error

global para los N puntos. Esto sugiere inmediatamente gque se
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suman los N errores juntos y se trata de hacer la suma tan
cercana a cero como fuera posible, pero la realizacidn
prresente, posee una traba: existen errores negativos muy
grandes que pueden cancelar igualmente errores positivos muy
grandes también, por lo cual podria darse suma de errores
cercana a cero, existiendo errores individuales
considerables. Para prevenlir la cancelacidén de errores, se
elevan al cuadrado los errores individuales antes de
sumarlos, lo cual forza a todos los errores distintos de
cero a incrementar la suma. El error cuadrado de la suma

polinomial es definido de la siguiente manera:

N1 N-1
€=;ek2=2[xk-p(k)]2 (1.7)
0 k=0

donde € es positivo. El problema se reduce a hallar los
coeficientes del polinomio po,...,pM, gue minimizan el error
cuadrado. En otras palabras, Be busca el polinomio que
rroduce el error minimo cuadrado. De esta manera, el

problema de ajuste se convierte en un problema de

minimizaciodn.

El coeficiente po gue resulta del error minimo cuadrado, es
encontrado por diferenciacién de € con respecto a po e

igualando la derivada a cero.
d « d
——e = 2(x, ~p(K))—0—[x, - p(K)] =0 (1.8)
dp, 22 kTP dp, r - P

Los puntos de datocs son independientes de po, por lo gque la
derivada de =xx con respecto a po es cero; Méds adelante, los
otros coeficientes del polincmio son independientes de po,
por consiguiente la ecuacidén (1.8) se convierte en una

ecuacidén algebraica:

N1 .
Y. 20x - p(k))(-1) =0 (1.9)
k=0
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es decir: -1 M1
Y plk) =Y x, (1.10)
k=0 k=0

Este resultado se hace mds comprensible, escribiendo el
polinomio extendido, N tomando en cuenta que los
coeficientes polinomiales son independientes de k, por lo

que la ecuacion (1.10) es realmente una ecuacidén en

coeficientes:
-1 -1 F-1 N-1 N1
k=0 =0 k=0 k=0 k=0
Como se gquiere encontrar un grupo de coeficientes

polinomiales <que minimicen 1la suma de error cuadrado, se
procede a diferenciar el error con respecto a cada
coeficiente e igualar los resultados a cero. Esto produce un

grupo de M+l ecuaciones (una por cada coeficiente) con M+1

incégnitas (po,...,pr):E21]

N-1 n»-1 A1 ] N-1
PY1+pY k+t...+tDpYy kK"=%x
k=0 =0 =0 =

N1 N-1 N-1 N-1
ngk + DY k2 + ... + DY K™= Y x.k
=0 =0 k=0 k=0
N-1 N1 N~-1 N-1
DY k2 +p Y K+ ...+ oYK = Y X, kP
=0 =0 k=0 k=
N-1 N-1 N-1 N-1
DY k¥ +p Y K+ L+ px;k”‘= Y x k¥ (1.12)
k=0 k=0 =0 k=0

Entonces, el ajuste de minimos cuadrsdos no es méas que
desarrollar los sumatorios en las ecuaciones simultdneas

(1.12) y resolver el sistema de ecuaciones para hallar los
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coeficientes polinomiales.

De esta manera, se ha realizado una introduccidén a la
modelacién polinomial de seflales digitales, parte muy
importante del procesamiento digital de seflales, razdn por
la cual se realiza dicha introduccién. Ademds dentro del
paguete MATLAB se utilizan dos funciones de ajuste

polinomial, en las rutinas utilizadas en el moédulo de

procesamiento de sefiales.
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2. FILTROS DIGITALES Y SUS APLICACIONES.

Un filtro digital es un sistema para filtrar sefiales
muestreadas cuyas muestras se representan en forma numérica.
La operacion de filtrado se realiza por medio de calculos
directos con las seflales muestreadas, cdlculos gque provienen
de ecuaciones que describen o caracterizan la operacién del
filtro (es decir, el filtro realiza las operaciones

aritméticas reales especificadas por las ecuaciones).

Los filtros digitales presentan varlas ventajas sobre sus

contrapartes analégicos:

— Intervalo dinémico:

El limite superior es fijado por el tamafio del numero que el
hardware digital puede representar, y el limite inferior es
fijado por el ruido de cuantizacidén y errores de redondeo.
El intervalo entre estos limites depende Gnicamente de las
longitudes de palabras utilizadas o sea del numero de bits
usados en la representacidn binaria de la sefial. Si las
longitudes - de palabra se pueden hacer 1lo suficientemente

grandes, en principio el intervalo dindmico no tiene limite.

Los limites son 1impuestos en la prdactica, adaptdndose de
manera conveniente a los requisitos de velocidad,

rendimiento y costo.
— Ausencia de problemas de componentes.

Los pardmetros de los filtros se representan por medio de
nimeros binarics ¥ no derivan con el tiempo. Al aumentar la
longitud de la palabra se hace posible la obtencidén de
cualguier grado de exactitud deseado. Dentro de los limites
de esa exactitud, el filtro funciona tal y como se disefid.
No Thay problemas de.tolerancias o deriva de componentes, ¥y
ninguno asociado con un comportamiento no ideal de
resistencias, capacitores, 1nductores o amplificadores.

Tampoco existen problemas de impedancia de entrada o salida
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ni efectos de carga entre etapas.
— Conmutabilidad.

Si los pardmetros del filtro se conservan en registros (no
conectados fisicamente), el contenido de estos registros se
puede cambiar a voluntad y en forma instantdnea. Por tanto,
los filtros se pueden hacer perfectamente conmutables. Un
solo filtro conmutable también se puede multicanalizar en el

"tiempo para procesar entradas multiples.
— Adaptabilidad.

Un filtro digital puede implementarse en hardware o bien
como un programa de computadora. Los filtros digitales de
hardware también se adaptan sin dificultad para el 'control

por computadora de sus pardmetros.

A continuacién, para una mejor comprensién de los filtros

digitales, se presentan algunas propiedades de los mismos:
a) Superposicion:

Un filtro exhibe la propiedad‘ de superposicién si vy
solamente si la entrada de x+u genera una salida de y+v,
donde y es la salida generada ©por X, sola, yv v es la salida
generada por u. Esto debe mantenerse para toda entrada x y

toda entrada u.

b) Homogeneidad:

Un filtrc exhibe la propiedad de homogeneidad si y solamente
si la entrada de a.xmx genera una salida a.yvx, donde yx es8 la
salida generada por Xk. Esto debe cumplirse para todo Xx ¥
todas las constantes a.

¢) Invariancia al desplazamiento:

Un filtro ‘prgsenta la propiedad de la invariancia al
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desplazamiento si y solamente si la entrada xx+1 genera la
salida de yx+1, donde yx es la salida generada por Xk. Esto

debe cumplirse para todas las entradas y enteros 1.

De las anteriores propiedades, se define a un filtrec lineal
invariante en el tiempo como aguel filtro gue presenta las
propiedades de superposicidén, homogeneidad e invariancia de

desplazamiento.

Los filtros digitales scn miembros de una clase de sistemas
conocidos como sistemas de datos muestreados. Un sistema
recibe una o0 més seflales de entrada ¥y produce una o mas
salidas. La complejidad de los sistemas reales se aborda
buscando sistemas simples cuyo comportamiento se asemeje al
del sistema en consideracién, para lo cual se hacen dos
simplificaciones principales de interés, ~que son la

suposicidén de linealidad y el uso del muestreo.

Otras dos simplificacicnes comunes con los sistemas lineales
son la invariancia en el tiempo y la causalidad. Todas estas
suposiclones ncrmalmente son aplicables a los filtros

digitales, con las sigulentes excepciones:

— Los sistemas no causales pueden modelarse en computadora

hasta cierto limite.

~ E1 hecho de que los parametros de los filtros digitales se
puedan conmutar arbitrariamente a voluntad significa gue los
filtros pueden variar en el tiempo si asi se desea. La
conmutacién suele implicar la seleccidén de valores de
pardmetros de un repertorio limitado; en este caso, cada
conjunto de parametros se puede analizar por separado como
un sistema invariante en el tiempoc, aungue el comportamiento
transitorio después de la conmutacién de parametros suele

requerir estudio especial.

— Las limitaciones en precision e 1intervalo dinédmico
inherentes a la representacidén digital de nimeros puede

restringir la posibilidad de aplicar la suposicién de
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linealidad.

Un sistema de datos muestreados puede visuallzarse como un

sistema de tiempo continuo que se observa sdlo en tiempos

discretos ti; ¥, por tanto, se debe tratar como un sistema
de tiempo discreto. Los tiempos t1 suelen ser
equiespaciados, donde ti = i.T, siendo T el intervalo entre

muestras. La frecuencia de muestreoc fgs, es igual a 1/T.

La eleccién de la frecuencia de muestreo es un problema
fundamental en el disefio de sistemas de datos muestreados.
Conviene muestrear los datos a la menor frecuencia posible;
sin embargo, si la frecuencia es demasiado baja, puede ser
imposible reconstruir la funcion continua correspondiente a

partir de las muestras.

El +teorema de muestreo establece gque cualquier sefial de
tiempc continuo se puede‘ caracterizar por completo vy
reconstruir satisfactoriamente a partir de muestras
equiespaciadas siempre que se cumpla que fs sea mayor o a lo
mds igual a 2%fm, donde fm es la compecnente de frecuencia
mas alta presente en la seflal original. Esta frecuencia

minima se conoce cominmente como frecuencia de Nyquist.

51 una funcidén continua se muestrea a una frecuencia menor a
la de Nygquist, estd '"submuestreada'”, lo cual implica que
cualquier ccmponente c¢on frecuencia f > fs/Z parecerd estar
a una frecuencia més baja £ = fs - £, fendmeno que se

conoce como “‘aliasing”.

En la figura 2.1 se puede observar el efecto del teorema de
muestreo sobre una sefial continua cualquiera, a la cual se
toman muestrae para fs > 2Z2¥fm, para fs = 2%fm, vy para fs =
fm; dandc como resultado respectivamente, una sefial
muestreada que puede reconstruir la funcidén inicial con toda
su informacidn: una seflal en el 1limite de muestreoc para
poder recconstruir la sefial original; ¥y, finalmente una sefial
muestreada en la que se plerde la informacién de la sefial

original.
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£Th s e

Fig. 2.1 Reconstruccion de sefiales.

Los sistemas de datos muestreados pueden caracterizarse en
el dominio del tiempo por medio de una ecuacidén lineal en

diferencias con coeficientes constantes:

yik) +a,xy {k-1) +a,*y {k-2) +. . +a xy{k-p) = by*x (k) +. . +b*x(k-qg}
(2.1)

Si s86lo se tiene acceso a la entrada vy la salida del
sistema, éste puede caracterizarse por su respuesta a una
entrada estdndar. La funcidén de "pulso unitario” &(k) es
igual a 1 cuando k=0 e igual a 0 en otro caso. Por lo tanto,
la "respuesta de pulsc” h(k) es la respuesta del sistema a
una entrada 6&6(k). 8i x(k) es cualguier otra sefial de
entrada, entonces la respuesta a (k) se obtlene con la

ayuda de h(k):

yik) = E x{n) . h(k-n) = x(k) »h(k) (2.2)

lim—-

La operacién x(k)¥h(k) se conoce como la convolucidn de x(k)

v h(k). El1 resultado es que s8i se conoce la respuesta de
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pulso de un sistema lineal, es posible determinar su
respuesta a cualquier otra entrada. Asi, el comportamiento
de entrada/salida del sistema se caracteriza por completo

por su respuesta de pulso.

Para el andlisis en el dominio de la frecuencia de sistemas
de datos muestreados, conviene utilizar la representacién de
la transformada 2. Empleando las propiedades de
desplazamiento ¥y linealidad de 1la transformada Z, 1la
ecuacion lineal en diferencias con coeficientes constantes

puede expresarse de la siguiente manera:

P g
Y(z) *; a,.zt = X(z) *; by.z™ (2.3)
=Q -0

Si la funcién de transferencia del sistema se define como:

H(z) (2.4)

entonces H(z) es un cociente de polinomios en Z:

N(z)
H = .
(z) Dl z) (2.5)

donde:

q P

N(z) = ; by.zJ D(z) = p a,.z1 (2.8)

=0 =0

N{z) tiene q raices, para cada una de las cuales H(z) = 0;

estas ralces se llaman los cercs de H. De modo similar, D(z)
tiene p raices para las cuales H(z) = infinito; éstas =se
denominan los polos de H. Dado gque un polinomio esta
definido por sus raices, H se caracteriza por sus poclos ¥

Ceros.

51 se expresa a la ecuacidon (2.4) como:

Y(z) = X(z) .H{z2) (2.7)
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se obtiene la ecuacidn (2.2) debido a la propiedad de
convolucidén de la transformada z. Se tiene a h(k) como 1la
respuesta de pulso del sistema, por lo tanto, H(z) es la

transformada z de la respuesta de pulso.

El objetivo del disefioc de filtros suele ser visualizar
alguna respuesta de frecuencia especificada. La respuesta de
frecuencia de un sistema puede encontrarse evaluando H(z) en

el circulo unitario:

H(e™) = H(2)} | et (2.8)

donde:

w=2xf/fs (2.9)

l.as distancias angulares alrededor del Cifculo unitario se
mapean linealmente en la frecuencia, desde el punto (1 + jO)
hasfa el punte (-1 + JjO) que corresponde a fs/2. Como
resultado de esta definicién, la respuesta de frecuencia es
peridodica, con periodo 2n, que corresponde a una

periocdicidad en £ de fs.

La ecuacidon (2.8) se puede expresar como:

He™ = ¥ h(k).eo™ (2.10)

Km—a

v es posible considerar h(k) como el desarrollo en serie de

Fourier de la funcion periddica H(edw), asi:

h(k) = 2—1ﬂ Hle!) eI gy (2.11)

At

La ecuacién 2.11 se podria utilizar como posible punto de

partida para el dieefio de un filtro digital.

Existen muchas aplicaciones del procesamiento de sefiales en
las cuales las relaciones de fases son importantes v no

deben ser perturbadas por el filtrado. Para ello seria ideal.
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un filtro con desfasamientoc cero; en la practica se debe
buscar un filtro cuyo desfasamiento sea proporcional a la
frecuencia. Este filtro se denomina de fase lineal. ©Si la
fase de 1la respuesta de frecuencia es proporcional a la
frecuencia, entonces debe ser posible factorizar H(edw) en

una funcioén real pura R(w) y un factor de fase lineal edaw,

H{e™) = R(w) .g7= (2.12)

Por la teoria de la transformada de Fourier, si la respuesta
de frecuencia de un filtro es R(w), entonces su respuesta de
pulso r(k) serd una funcidn par del tiempo, siendo el filtro
no causal, sin embargo, sl r(k) tiene duracidén finita, el
filtro se puede hacer causal desplazando r(k) a la derecha,

como se observa en la figura 2.2.

»r(l)

ot freloe,
5 }

(k)

ot el ? oo s
L &

Fig. 2.2 Respuesta pulso original y desplazada.

Pero el factor de fase 1lineal corresponde a un
desplazamiento de r(k) en el tiempo, por tanto, el filtro de
fase lineal se puede considerar como el filtro de fase cero
ideal desplazado para hacerlo causal. h(k), (el r(k)
desplazado), va nc es una funcidn par, pero sigue siendo
simétrica en el siguiente sentido: si la respuesta de pulso
tiene longitud de N muestras y k +toma valores desde cero

hasta N-1, entonces: (1)
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h(k) =h(N-1-k)} (2.13)

Esta simetria es la condicidén necesaria y suficiente para la

linealidad de fase.

Una distincidn fundamental en los sistemas de datos
muestreados; y, particularmente en los filtros digitales, es
la duracién de la respuesta de pulso. Se habla de sistemas
de respuesta de pulso finita (FIR), y de esistemas de
respuesta de pulso infinita (IIR), los cuales se revisaran

posteriormente en el numeral 2.4.

2.1. FILTROS RECURSIVOS.

En los filtros recursivos, la salida del filtro no es
solamente una funcidén de las entradas, sino gque también
depende de las salidas pasadas, por lo tanto a un filtro

digital recursivo se puede definir de la siguiente manera:

I
¥y = ;: CyeXy g + ; Ay Vg (2.14)
= =1

El primer sumatorio, como se podrd ver mds adelante, es la
representacion de un filtro no recursivo, y el segundo
sumatorio es denominado la porcidén recursiva del filtro.
Este segundo sumavorio muestra como la salida esta
relacionada con salidas anteriores. Los coeficlentes
recursivos son denotados dsy y son usados para dimensionar

las salidas pasadas, yx-3.

La operacidén de un filtro recursivo es complicada por el
hecho de que la salida a un tiempo k depende de 1las salidas
previas como también de las entradas. Entonces, estos
filtros deben ser operados secuencialmente, es decir, la
ealida para un 1indice k debe ser calculada antes de la

salida para el indice k+1.
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El filtro debe tener salidas iniclales asumidas antes de
comenzar a calcular salidas subsiguientes, cago contrario no
se puede saber donde comenzar el cdlculo. Estas salidas
iniciales son llamadas condiciones iniciales. Generalmente,
el filtro es asumido en "reposo’ antes de que la entrada
comience a afectar la salida; se puede decir entonces, gque
las entradas y las salidas son consideradas nulas para
indices muy negativos. Si se asume que el filtro estd en
reposo, sSe puede calcular las salidas cuando la primera
entrada distinta de cero entra a la parte no recursiva del
filtro. Luego de ésto, se puede calcular las salidas
secuencialmente, debido a gue ellas gerdn usadas en salidas

sucesivas del filtro.

IL.a respuesta de frecuencila se expresa en magnitud y fase:

Hiw) = |H(w) | e7# (2.15)

ILos filtros recursivos poseen una respuesta de frecuencia
complicada debido a que ésta es representada como una razén.
Por 1lo tanto, no se puede aplicar directamente las
definiciones de magnitud y fase a una razén de funcilones
complejas, para ello se procede a convertir al numerador y
al denominador individualmente en representacién de magnitud
y fase. La respuesta de frecuencia es entonces la razdn de
las magnitudes, con una fase resultante de la diferencia de

las fases parciales.

Si N(w) es la magnitud del numerador con una fase de edal(w)
v similarmente la magnitud del denominador es D(w) con fase

edsS(w) la regpuesta de frecuencia seré:

- N{w) e7e(® 7
TP P (2-16)
donde:
7wy | = M) (2.17)

D{w)
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di{w) = a{w) — 8 (w (2.18)

2.1.1. TECNICAS DE DISERC DE FILTROS RECURGIVOS.

Loos disefios de filtros digitales generalmente se agrupan en
dos categorias. Existen los que se hacen a mano, con sélo la
ayuda de una calculadora, vy los que reguleren una
computadora. La primera categoria es méds simple; las
ecuaciones de disefic son breves y directas, por ejemplo una
caja registradora es probablemente el mejor caso de un
filtroc, satisfaciendo todas sus propiedades, es decir,
acepta entradas (el precio de cada producto) y produce una
salida (el costo total méds el I.V.A); este procedimiento de
la caJja registradora se puede representar por medio de la
siguiente ecuacién de diferencias, en la cual se toma en

cuenta un 10% de I.V.A:[22
Ve = Ve—1 + 1_1xx

Los disefics auxiliados por computadora son dificiles de
describir de manera concisa y, en términos generales, para
ello es necesario hacer referencia a los programas que se

utilizan.

Existen dos métodos generales para disefiar filtros digitales
recursivos. Bl primero consiste en comenzar con un filtro
analdégico conocido gque cumpla los requisitos de disefic vy
determinar wun filtrco digital correspondiente. El segundo
consiste en aproximarse al funcionamiento del filtro deseado
directamente en el dominio digital o, de manera equivalente;
en el dominio de -la +transformada Z. Estos métodos de
aproximacidn requieren la soluciodn de conjuntos de
ecuaciones no lineales y son los que mejor se adaptan para
el disefic auxiliado por computadora. Se comienza analizando
los métodos con los gque se da inicio a un disefio analoégico

equivalente. o ;

2.1.1.1_. Invariancia a los pulsos.



28

Como un sistema lineal estda especificado completamente por
su respuesta de pulsc, una forma de disefio consiste en
deducir un filtro digiﬁal cuya respuesta de pulso sea una
versién muestreada de 1la respuesta de pulso de un filtro
analégico dade, es decir si g(t) es la respuesta de pulsc

analdégica ¥y h(n) es la respuesta de pulso digital, entonces:

h{(n) = g(nT) (2.19)

donde T es el intervalo de muestreo. Sin embargo, comoc en
una operacidn de muestreo cualguiera, se debe considerar en
forma muy cuidadosa la relacidén entre frecuencia de muestreo
v ancho de banda. La operacién de muestrec de g(t) se puede
considerar como una multiplicacién por un tren de pulsocs con
espaciamiento T = 1/fs. No obstante, en base a la tecria de
la transformada de Fourier, esta operacidén convoluciona la

respuesta de frecuencia G{(f) con otro tren de pulsos con

frecuencia de muestreo fs = 1/T. A menos gque G(f) sea
limitado en banda en forma adecuada, estas reproducciones
produciran "aliasing" (la respuesta de pulso se

submuestrea), como se puede ver en la figura 2.3. Por tanto,
la utilidad de este método de disefioc se limita a filtros
cuya respuesta de frecuencia tenga un descenso brusco hasta
quedar muy por debajo de fs/2. Su principal atractivo es su

sencillez de cédlculo.

—f= fs 21ufcs

Repeticionex de la respuesta de pulso

a intervalos de fs oomo resultado del muestreo,

Fig. 2.3 Posibilidad de superposicioén.
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2.1.1.2. Transformacion lineal.

En el dominio de 1la transformada =z, el circuleo unitario
corresponde al eje Jjw en el dominio de la transformada de
Laplace. La deduccidon de un filtro digital a partir de un
filtro analégico equivalente puede equipararse a la bUsqueda
de un mapeo de un dominio al otro gue "enrolle” al eje jw en
torno al circulo unitario. De hecho, la invariancia a los
pulsos hace esto, con la excepcidn de que en un solo tramo
del eje jw, de —-un.fs a n.fs, da una vuelta completa en torno
al circulo unitario. En la interpretacidén de invariancilia a
los pulsos, el problema del "alliasing” se presenta debido a
que todos los tramos adicionales del eje Jjw, de (2n -
1).m.fs a (2n + 1).n.fs, cuvandon = ...,-2,-1,0,1,2,...,
también vuelven al circulo unitario. Lo que =8e necesita es
una funcidébn que mapeard todo el eje jw en el circulo
unitario sélo una vez. La funcién gue hace esto es la

transformacidén bilineal:

- -1
.s=2.1.‘.';.§'L'—+§—_I (2.20)

rlano = Plano =

Inix) ' Imix)

Redix) Re{x)

Fig. 2.4 Proyeccion del eje jw en el circulo unitario.

Si esta funcién sustituye a s en G(s), el resultado es una
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funcidén que, cuando se evalta en torno al circulo unitario,

asume los valores que toma G(s) cuando se evallia sobre el
eje Jjw.
5i se tiene wun filtro andlogo con una funcioén de

transferencia Ha(s) y una respuesta de frecuencia de Ha(jw),
éste filtro serd aproximado por un filtro digital con una
transformada =z de Hz(z), utilizando una transformacidn

bilineal s= (l-z—2)/(l+z-1), como se puede observar en la
ecuacion (2.21).

Hz(z) = Ha (LT 27, (2.21)
1+ 2zt

El filtro digital tiene +una respuesta de frecuencia H{jw),

la cual es la transformada =z, con z reemplazada por edwT.

(.1 - e_jw)

Pa—— (2.22)

H(jw) = Hz(z) |, . = Ha

L.a razon de los exponenciales en la ecuacidn (2.22) es solo
otra manera de expresar la tangente de wl/2. Por lo que las
respuestas de frecuesncia analecga v digital estaran

relacionadas a través de la ecuacidn (2.23);

H{jw) = Ha (3 tan—p;—T) (2.23)

Si se utiliza muestreos muy consecutivos, el filtro discreto
se aproxima al filtro continuo. En la ecuacién (2.23), la

tangente se aproxima al arco, entonces:

H(fw) = Ha(j “’TT)

Se vé en la anterior ecuacidn que es necesario realizar un

ajuste por un factor (2/T), para que la respuesta de
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frecuencia del filtro discreto tienda a la respuesta de

frecuencia del filtro continuo a T muy pequefio:

o 2 wT, _ ,
H(jw) -Ha(?,]—z—) H(jw)

entonces se redefine la transformacion bilineal como la

rlanteada en la ecuacidén (2.20).

Por lo tanto, sBe observa que la respuesta de frecuencia del

filtro digital a w, es la respuesta del filtro andlogo a

(2/T) tan (wWwI/2).

La transformacion de la ecuacidén (2.20) mapea un intervalo
infinito de frecuencias en el circulo unitario finitec. Este
mapeo distorsiona la escala de frecuencia. Llamese Wd a la
frecuencia en radianes del dominio de la transformada 2
(filtro digital) v Wa a la frecuencia en radianes
correspondiente del dominioc analdgico. En el dominio de 1la
transformada Z, la distancia angular es Wd.T radianes en
torno al circulo wunitario, donde T es el periocdo de

muestreo. Evaluando la ecuacion (2.20) sobre el circulo

unitario, y como z = ed-Wa.T; se tiene:
2 wy; T
©, = = tan (2.24)

La consecuencia préactica de esto es gque, cuando se deduce un
filtro digital a partir de un disefic analdgico empleando la
transformacién bilineal, hay que corregir las frecuencias de
interés en el dominio analdgico de manera gque, después de
que se hayan transformado., las amplitudes de la respuesta de
frecuencia continua ¥y discreta sean del mismo valor para

dichas frecuencias.

Kl siguiente ejemplo puede aclarar la idea de la correccidn,

al diseflar un filtro pasabanda de 0.2n a 0.5t con una
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frecuencia de muestreo de 1 muestra cada 10 segundos (T=10),

usando la transformada bilineal:

wWwai = (2/10) tan (0.2n/2) = 0.0207n
Wez = (2/10) tan (0.5w/2) = 0.0637w

Entonces, se ha disefiado wun filtro con una banda de paso
desde 0.0207t a 0.06837nt, vy aplicando este filtro a la

transformada bilineal con T=10, se tiene:
z = (2 + s810) / (2 - s10)
expresioén con la cual se puede realizar el mapeo del filtro.

La mayoria de las aproximaciones digitales son realizadas
mediante la transformada bilineal, la cual no causaréd el
fenémeno de “aliasing’. L.a correccidén de puntos de
frecuencia criticos disminuird muchos de los efectos de la
deformacion de la frecuencia. A causa de esta deformacion,
la transformacién bilineal no deberia ser usada en
aplicaciones donde las pendientes de alta frecuencia del
filtro anadalogo deben ser preservadas, va gque justamente en

las altas frecuencias es donde se tiene no linealidad entre

Wa ¥V Wd4d.

El procedimiento para disefiar un filtro recursivo empleando

la transformacidén bilineal es como sigue:[33

- Se corrige todas las frecusncias criticas empleando la

ecuacion (2.24).

- Se disefla (o se busca en una tabla) la funcidén de
transferencia del filtro analégico G(s), empleando las
frecuencias predistorsionadas, ejemplo: un filtro
Butterworth pasabajos de dos polos con we=86488,4 rad/s

(1034,25 Hz) tiene la funcidén de transferencia: (tablas)t1l1

G(s) = 4,223x107 / (s2 + 9,19x103s + 4,223x107)
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- Se encuentra la funcidén de <transferencia del filtro
digital correspondiente H(z) sustituyendo la ecuacidn (2.20)

en G(s).

- Se deduce el filtre digital apropriado, va sea ror

factorizacidn o por desarrollo en fracciones parciales de

H(z).

2.1.1.3. Técnicas de disello directo.

Una técnica de disefio directo (utilizada en el MATLAB) para
los filtros recursivos se expone & continuacidn, a partir de
una respuesta de frecuencia especificada. Estos
procedimientos de disefio son muy laboriosos desde el punto
de wvista de cdlculo y por lo general, no sdn practicos sin

la ayuda de una computadora.
2.1.1.3.1. Minimizacién del error medio cuadrédtico.LC21]

Esta técnica es debida a Steiglitzfl=2l. La ganancia del
filtro se especifica en M frecuencias discretas, {Zi}, y se
determinan 1los coeficientes gue minimizan los errores en
estos puntos. Para tener mimima sensibilidad a les
coeficientes v ductilidad analitica, se supone una

estructura en cascada de N secciones:

Y(z) = A.H(z2) (2.25)

donde A es una ganancia constante, H es un producto de

formas bicuadraticas dadas por:

N -1 -2
l+a,.z7%+b.z

H(z) = H

2.26
1 1+ .zt +d.z* ( )

Ei Yi es la magnitud especificada de la respuesta de

frecuencia en una frecuencia =zi, Y(zi) la aproximacién, se
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define el error medio cuadratico Q@ como:

M

Q(e) = ; [|Y(z1)]| - ¥i)? (2.27)

=1

donde 6 es el vector de pardametros desconocidos:

8 = [a,,b,,c,,d,, ..., 8y by Cy dy, A (2.28)

y la suma se toma sobre los M puntos en los cuales se

especificod Y.

Para encontrar este minimo es necesario resolver un conjunto
de ecuaciones no lineales simultdneastl?l, Steiglitz utiliza
el algoritmo de Fletcher-Powell. Este algoritmo requiere una
subrutina que calcule @ v las derivadas parciales de @ con
respecto a los pardmetros grad Q. La subrutina para obtener
Q v grad @ tiene como entradas las frecuencias de interés
{zi}, las resruestas especificadas en estas frecuencias, y
el valor actual de un vector ¢ . El vector ¢ comprende todos
los pardmetros de O salvo la ganancia, gque es determinada
por la subrutina. Esta ganancia es optima vy se exXpresa CoOmo
A*; Steiglitz utiliza Q" @ ) para representar @ en relacidn
con esta ganancila: Q7(8) = QA*, ¢ ;. "A" se maneja por
separado porgue su nivel optimo puede calcularse en forma
directa. El manejo por separado reduce el numero de
parametros por optimizar con la rutina de Fletcher-Powell., vy

por tanto acelera su ejecucilon.
La subrutina comprende las sigulientes etapas:[12]

a. Calcula la funcidén de transferencia, exclusiva de la

ganancia, para todas las frecuencias que se especifican.
b. Determina A* mediante el uso del valor de Hi yv de Yi.

c. Calcula 1los errores individuales Ei, v el error medio
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cuadratico Q°.
d. Determina el gradiente.

En general, se requieren muchas lteraciones para llegar a un
valcr de ¢ satisfactorio. Ademds, la solucidn puede tener

polos exteriores al circulo unitario.

Pcr tanto, el programa se corre en dos etapas. Primeramente,
se hace una suposicidén inicial razonable comc punto de
partida; después de la convergencia, se examinan las
ubicaciones de los polos. Cualguier polo que se halle fuera
del circulo unitario, por ejemplc en las coordenadas polares
{p ,8), se sustituye por un poclo correspondiente en el
interior, es decir, en (14 ,6). Después se corre por segunda
vez el programa utilizando estas ubicaciones corregidas como

intento inicial.

Z2.1.1.4. Método de disefio de Yule-Walker_ L[<1

Este método realiza un ajuste de minimos cuadrados en el
dominioc del tiempo. Los coeficientes del denominador
{a(l),...,a(NA)} son calculados por las llamadas "'ecuaciones
modificadas de Yule Walker'"[131, uysando coeficientes de
correlacidén calculados por la transformada inversa de

Fourier de la respuesta de frecuencia especificada H.

El numerador se calcula por un procedimiento de cuatro
pascs. Primero, se calcula un numerador polindémico
correspondiente a una descomposicidén aditiva del espectro de
potencia de la respuesta de frecuencia. Segundo, se evalia
la respuesta de frecuencia completa correspondiente a los
rolinomios del numerador y dencminador. Tercero, se usa una
técnica de factorizacildn espectral, para obtener la
respuesta impulso del filtro. Finalmente, el polinomio del
numerador se obtiene por un ajuste de minimos cuadrados a la

respuesta impulso.
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2_2. FILTROS NO RECURSIVOS.

Un filtro no recursivo genera su salida por escalamiento de
las entradas mediante constantes, y finalmente sumandoc todas
estas entradas escaladas. L.Las constantes se denominan
coeficientes, v estas constantes determinan el filtro. El
disefic de un filtro no recursivo precisamente trata sobre el
cdlculo de les valores de estos coeficientes. Por lo tanto

el filtro no recursivo se puede definir de la siguiente

maneras

¥y k= cmxk—m + Cm—ixk-mﬂ et Coxk oot c—m+1xk+m-1 + C-mxkﬂn
{2.29)

En este filtro, las entradas no contribuyen igualmente a la
salida. La contribucidn de cada elemento es ponderada por el
coeficiente con gue se multiplica. 8Si el coeficiente es
alto, el elemento particular puede afectar dramaticamente a
la salida. S1 el coeficiente es ©requefio, el elemento tiene

un efecto menor scobre la salida del filtro.

Por 1lo tanto, la definicién de un filtro digital no

recursivo se puede expresar de la sliguliente manera:

m

yk = JZ Ci.Xk_i (2_30)
=—Jm .

Como se puede observar, la anterior ecuacidédn es una parte de
la ecuacidén (2.14), gue representa a un filtro recursivo;
cuando todos los coeficientes de la parte recursiva de la
ecuacién (2.14) son cero, se tiene un filtro no recursivo,
por lo que, se puede concluir que el filtro no recursivo es

realmente un casc especlal del filtro recursivo.

La respuesta de frecuencia del filtrec no recursiveo, s una.
funcién compleja de la variable independientew®w, ¥ estad
completamente determinada por la respuesta impulso del
filtro digital, por lo gque a diferentes respuestas impulso,
resultan diferentes respuestas de frecuencia del filtro. La

representacidén de la respuesta de frecuencia de un filtro no
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recursivo, estd dado por la ecuaciodn:

H{w) = JZ cy. el (2.31)
=—m
va que en un filtrc no recursivo h: = ca1.

Al igual que en los filtros recursivos, se expresa la

respuesta de frecuencia por su magnitud vy fase:

H{w) = |H(w)|.eT*® (2.32)

2.2.1. TECNICAS DE DISEfO DE FILTROS NO RECURSIVOS.

Uno de los atractivos de los filtros no recursivos, es que
resulta facil hacer gque tengan una respuesta de fase lineal.
En muchas aplicaciones, la fase lineal es una necesidad; por
tanto, casl todas las técnicas de disefio no recursive se han

creado pensando en los filtros de fase linealli3.

2.2.1.1. Técnicas de la transformada de Fourier: aplicacion

de ventanas.

Un punto de partida para el disefio de filtros no recursivos
es la especificacidén de respuesta de frecuencia; vy, se
utiliza la relacidén que existe entre esta respuesta v la

respuesta de pulso del filtro.

Si un filtro digital tiene respuesta de pulso h(k), entonces
su respuesta de frecuencia H(edv) estd dada por la ecuacidn
(2.10). Si © se escala (normaliza) a la frecuencia de
muestreo, entonces H(ed¥) es peridéddica con periodo 2w y h(k)

puede obtenerse a partir de la ecuacidn (2.11).

Considérese un filtro paesabajos ideal, como se muestra en
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la figura 2.5.

iH e~ W) i

A

W
X

Fig. 2.5 Filtro pasabajo ideal.

Esta respuesta es:

He?™ =1 |o| <w, ; 0 en caso contrario. (2.33)

donde we es la frecuencia de corte normalizada 2mn.fc/fs, por

lo cual aplicando (2.11), se tiene:

h(k) = 2—];:fej‘°kdm - %}:’4‘ (2.34)
—",E

=

cuyo aspecto general es similar al de la figura 2.6. Esta
solucidén no estd aun lista para utilizarse, puesto gue la
respuesta de pulso no es finita ya que contiene un namero
infinito de términos debido a la forma discontinua de la
caracteristica- de filtro ideal; y, ademéds el sistema no es
causal (porgue la respuesta de pulsc es diferente de cero en
un tiempo negativeo). Sin embargec, se puede obtener una

aproximacidén causal finita haciendo pasar por una ventana la
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respuesta de pulsos; es decir, truncandola para |k{ mayor
que algan tiempo de corte te y desplazando la respuesta en
el tiempo hasta que el sistema sea causal, como se muestra

en las figuras 2.7 y 2.8.

o ¥ I e 1o 9 .

g 'el l 15 ;1 llx TE % 0 ok

Fig. 2.6 Respuesta impulso del filtro.

RRIURE T

Fig. 2.7 Truncamiento sobre la respuesta impulso
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h{k)

.

— $?T T?é -
[T1 T3

Fig. 2.8 Causalidad sobre la respuesta truncada

El pasar por una ventana la respuesta de pulso provoca una
desviacién respecto a la respuesta de frecuencia

especificada, como se muestra en la figura 2.9.

{H e Miw) |

i
1
]
|
]
I
1
I
'
1

PEUVA : o
R \J{ S HO-\Q77 " > -

Fig. 2.9 Desviacidon en frecuencia del filtro ideal.
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— La respuesta de la banda de paso yva no es plana, sino que
presenta oscilaciones gque aumentan de manera uniforme en

amplitud hasta llegar a 1la frecuencia de corte, como lo

muestra la figura 2.9.

— La respuesta de la banda de blogueo vya no e&s cero,

presenta oscilaciones decrecientes.

— La transicién entre la banda de paso v la banda de blogueo

va no es abrurta.

Para minimizar las oscilaciones msincionadas, la respuesta de
pulso infinita original se multiplica por una funcidn
ventana que no sea un pulso rectangular puro. No existe una
funcién ventana finita cuya transformada no tenga lébulos
laterales (figura 2.14), pero se pueden encontrar funciones

cuyas transformadas tengan lébulos laterales muy peguefios.

En el caso de utilizarse una de estas funciones ventana, las
oscilaciones en la respuesta de frecuencia se reducen en
forma correspondiente, estc es, de acuerdo a la bondad de
dichas ventanas. Se presentardn algunas de ellas,
posteriormente en el numeral 2.3 gue trata sobre los filtros

més utilizados.

En todas las funciones wventana, los ldbulos laterales son
mucho menores gque aquellos que resultan de 1la ventana
rectangular, y todos los lébulos principales son mds amplios
que los resultantes de la ventana rectangular, como se podréa

observar en el numeral 2.3.

Estas afirmaciones son vadlidas para todas las ventanas; la
busgueda de la funcidédn ventana ideal es una busqueda de la
mejor sclucidn intermedia entre la amplitud de los 1ldbulos
laterales y el ancho de los 16bulos principales (ver numeral

2.3.5}.

Sin embargo, ningtin filtro no recursivo disefiado por

transformacién de Fourler y aplicacidén de ventanas es
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optimo. El atractivo de la técnica reside en su sencillez.

El disefic con la transformada de Fourier de filtros no

recursivos puede resumirse de la siguiente manera:ti1l
— Se establece la respuesta de frecuencilia deseada (ideal).

— Se determina 1la respuesta de pulso por medlo de 1la

ecuacién (2.11).

— Se elige una funcién ventana y un ancho de ventana para
satisfacer las especificaciones de oscilacién y amplitud de
transicidén gque se reguleren. Se asigna la ventana de acuerdo

con la respuesta impulso.
— Se desplaza la respuesta de pulso para hacerla causal.
2.2.1.2. Disefio de muestreo en frecuencia.f1ll

I.a funcién de transferencia de un filtro digital puede
obtenerse a partir de su‘ respuesta de prulso empleandc la
siguiente relacién:

-1

H(z) =Y h(k).z™* (2.35)
k=0

La respuesta de pulso puede determinarse a partir de la
respuesta de frecuencia por medic de la transformada

discreta de Fourier inversa:

N-1

1
= = . - .36
h(k) 3 DE_O H(n} . w* (2 )

Si se combina estas dos tltimas relaciones:
1 1 N1
H(z) = = ¥ z7* %y H(n).w*" (2.37)
N &

n=0

ge puede expresar cComo:
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1-z¥% & H(n)
H(z) = =~ 2" &) (2.38)
() N ,Z; 1-2z71, w8

Los multiplicadores H(n) son muestras equiespaciadas de la
respuesta de frecuencia deseada. El procedimiento de disefio
de este filtro consiste en sustituir muestras de la

respuesta de frecuencia deseada en la ecuaciodon (2.38).

Como es usual, este disefio requiere algin trabajc extra para

hacerlo practico, por lo cual:

— El denominader (1 - z—=iW=n) cc.uca un polo en el circulo
unitarioc y lleva a un sistema marginalmente estable. En la
prdactica, los polos se colocan Justo dentro del circulo
haciendo que el denominador sea (1 - az—1iWn), donde "a" es

una constante ligeramente menocor gque la unidad.

— Las muestras H{(n) son numeros complejos. En la préactica.
los términos H{n) conjugados se combinan para producir
multiplicadores reales, con alglin incremento en Jla

complejidad de cédlculo.

— Para tener la exactitud adecuada se regquieren muchas
muestras muy proéximas entre si. Sin embargeo, el disefio es
atractivo para filtros de banda estrecha en los cuales sdlo

algunas muestras son diferentes de cero.

— La respuesta ondulante de este filtro es deficiente, pero
mejora en grado considerable dejando una o mas muestras de
las bandas de transicidon sin restriccién y colocéandclas de
modo gue se optimice dicha respuesta. Esto se realiza mejor
con la ayuda de una computadora, mediante un programa de

bisqueda del gradiente.[f13
2.2.1.3. Diserio 6ptimo de filtros.C11

El concepto de disefioc por ajuste de la respuesta de

frecuencia a un conjunto de puntos predeterminado es



44

anterior al moderno disefilo Optimo de filtros auxiliado por
computadora. Este disefio produce un desempefio equiondulante
tanto en las bandas de paso como en las de bloqueo. Es un
proceso iterativo en el que cada iteracién produce una
aproximacidén al filtro deseado. El desempefio ondulante de la
aproximacién se compara entonces con la especificacion v,

como resultado, se produce una nueva aproximacidn.

Los procedimientos modernos de disefio éptimo toman la forma

de programas de computadora.

Para simplificar, supéngase que la respuesta de frecuencia
H(edw) es real pura Vv la recpuesta de pulso h(k) es
simétrica alrededor de k=0. (Este filtro no causal se hace
facilmente causal por medio de un simple desplazamiento
cuando concluye el disefio). Después h(k) se define sobre una
region -M < k < M, y H(edw) se puede describir en términos

de funciones coseno (M es el intervalo de muestras):

N
H(efe) = h(0) ¥ 2.h(k) .cos (ko) (2.39)
k=1

Sea el filtro eguiondulante deseado, como el de la figura

2.10:

A AN >
AV -

WP ws

Fig. 2.10 Filtro equiondulante.
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donde dl es la tolerancia de la banda de paso, d2 la
tolerancia de la banda de bloqueo,_m;,el final de la banda

de paso Yy ®e €l 1niclio de la banda de bloqueo.

El procedimiento de disefio é6ptimo puede visualizarse ahora
como el problema de determinar un conjunto de
multiplicadores de cos(k®) gque ajuste la suma de la

ecuacidén (2.39) a las tolerancias de la figura 2.10.

Son soluciones a este problema las de Herrmann y Schuessler,
Hofstetter, Parks y McClellan (utilizada por el paquete
MATLAB) vy Rabiner. En todas estas soluclones se emplea el

mismo método badsico.L[iB.181

Se supone que los puntos de error maximo estan
equiespaclados en frecuencia, calculdndose entonces una

respuesta de frecuencla que pase por estos puntos.

En general, los errores maximos reales no ocurren en los
puntos esperados. Sin embargo, el procedimiento é6ptimo es
iterativo, ¥ en cada nueva iteracidn las_posiciones que se
hallaron en 1la anterior se toman como las posiciones de
error maximo. Luego se determinan los errores méaximos reales
de esta nueva respuesta y se ejecuta una nueva lteracién. El
proceso se repite hasta que no haya desplazamiento entre los
errores esperados ¥y 1los reales. A partir de la curva de
respuesta final se obtienen los multiplicadores de la

ecuaclién (2.39); éstos dan la respuesta de pulso requerida.

De esta manera, se ha tratado sobre diferentes métodos de
disefio de filtros no recursivos, los cuales utiliza el

paquete MATLAB en el disefio de este tipc de filtros.
2.2.2. Retardo Ideal_C3.8B.103]

E1l concepto de retardo es importante en el disefio de
filtros, ya aue el retardo es inherentemente necesario en la
realizacidn de filtros reales. Por lo tanto debe

considerarse la representacién del retardo en el dominio de
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la frecuencia.

La ecuacion de diferencias, para un retardo ideal de muestra

No €5:

y{n) = x(n - ny) (2.40)

Hallando la transformada de Fourier de ambos lados de la
ecuacién (2.40), se obtiene la siguiente relacidn de la

respuesta de frecuencia con un retardo ideal:

u -
H(eloT) = -!—(Ej—r) = @787 (2.41)
X({e7*T)
Como se puede ver, la respuesta de frecuencia del retardo

ideal tiene una magnitud unitaria constante para todas las
frecuencias, y el angulo de fase es una funcidn lineal de la

frecuencia:

(2.42)

1]
=

|H{eteT) |

arglH(eI*T)] = -~wn,T (2.43)

La pendiente de la funcidén de fase lineal es —noT, la cual
es el negativo del retardo en segundos, ¥ sl la pendiente es

dividida por T, serda el negativo del retardo en muestras.

Debido a la relacidn entre la pendiente de la funcidn de
~fase vy el retardo, es comlin considerar - la funcidén del
retardo de grupo, definida como una medida conveniente de la
linealidad de la fase. El concepto bésico del retardo de
grupo esta relacionado con el efecto de la fase sobre una
seflal de banda limitada; especificamente si se considera la
salida de un sistema con respuesta de frecuencia H(e2v) para
una entrada de banda limitada x(n) = s(n).Cos{nwsT), donde
s{n) es una envolvente; y, s1 se asume gue X(ed¥) es
distinto de cero solamente alrededor de w=wo, el efecto de

la fase del sistema puede ser aproximado alrededor de w=wo
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por medio de la ecuacidén (2.43). La respuesta y(n) a la
seflal x(n) es aproximadamente y(n) = s(n-no).Cos((n-neo)weT):
por ejemplo, como se puede observar en la ecuacién (2.44),
la respuesta de frecuencia H@® ) para una respuesta impulso

simétrica es:

N-1

Hw) = €% 2} h(n).cos((n - n)eT)] (2.44)
n=g¢

Consecuentemente, el retardo de tiempo de la envolvente s{n)
de la seflal de banda limitada x(n) estd dada por el negativo
de la pendiente de la fase a we. Con la fase especificada
como una funcién continua de w, el retardc de grupo de un

sistema se define como:

d(arg[H(e7®T)]) (2.45)

T(eT) = - dw

Aunque la funcibén del retarde de grupco tiene especial
significado en la teoria de propagacidn de ondas, el uso del
retardo de grupo en caracterizacién de filtros es motivada
especialmente por el hecho de que para un sistema que posee
precisamente fase lineal, el retardo de grupo es igual al

retardo del sistema.

Una no linealidad de la funcidén de respuesta de fase es
usualmente 1indeseable v es motivo de introduccidén de una

distorsién en la salida del sistema.

Solamente los sistemas causales para los cuales la respuesta
de fase puede ser precisamente lineal con la frecuencia son
agquellos con respuestas impulso de duracién finita (filtros
ne recursivos), por lo qgque para este tipo de filtros, se
debe considerar posibles distorsiones de la sefial de salida
del filtro, la cual puede estar acompafiada de un retardo de
fase indeseable en la mayoria de casos. Por ejemplo, en las

figuras 2.7 y 2.8 las respuestas impulso son las mismas,
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pero en la figura 2.8 se introduce un retardo finito debido
al desplazamiento realizado rara hacer al sistema

causalli.BJ,

2.3. FILTROS MAS UTILIZADOS.

Los filtros que se van a presentar a continuacidn, son los
filtros méas conocidos y que son utilizados por el paquete

MATLAB, objetoc de esta tesis.

Para segulr un orden de presentacién, se iniciard con los
filtros recursivos, para terminer con los no recursivos,
determinando para cada uno de ‘ellos, la técnica de disefio
utilizada; técnicas gue va han sido presentadas

anteriormente.
2.3.1. FILTROS DISENADOS POR LA TRANSFORMADA BILINEAIL.

La transformada bilineal, es un método de disefio de filtros
digitales recursivos, que utiliza aproximaciones a disefios

de filtros andlogos.

La razodon para considerar los filtros andlogeos en este punto,
es que se puede simplificar los disefios de filtros digitales
51 se inicia con un buen disefilo de filtros andlogos. Se van
a presentar a continuacidn tres tipos de filtros andlogos

con algunas de sus propledades. Estos filtros son:

— Butterworth.
— Chebyshev.
— Eliptico.

Antes de entrar a estudiar estos tres filtros, se hace una
revisién de la teoria de los filtros andlogos. Se presentara
una visién generalizada de su operacidén, lo cual servird de

intreducciédn a los mismos.

Un filtro andlogo acepta una sefial analcga x(t), ¥y produce
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una salida andloga y(t). Ambas sefilales son funciones
andlogas, es decir, estas son funciones de una variable

continua t, pudiendo tomar un numero infinito de valores.

La funcidén de transferencia del filtro se define por la

ecuacidn (2.46).

N .
i
a;.s
0
M

H(s) = 1* (2.48)

1-Y b;.s?
1=1

La funcién de transferencia del filtro “es una razoén de
rolinomios, donde el numerador s controlado por los
coeficientes de alimentacidn directa a1 v el denominador es

el resultado de los coeficientes de retroalimentacién ba.

Un filtro andlogo puede ser especificado por 5us
coeficientes, su funciédén de transferencia, o
equivalentemente, los polos ¥y ceros ade su funcidén de
transferencia. La mayoria de filtros andlogos estéan

disefiados para satisfacer una especificacidn en la respuesta

de frecuencia.
2.3.1.1. Filtro de Butterworth.[Z.3.7.85,101

El filtro de Butterworth es muy conocido debido a gque la
banda de paso y de blogueo no contienen rizado. El filtro de
Butterworth se llama filtro de maxima monotonia, a causa de
la ausencia de rizado. Sin embargo, el filtro logra esta
caracteristica a expensas de una regién relativamente

extensa de transicidn.

El filtro de Butterworth posee la banda de transicidn méas

amplia de los tres filtros andlogos en estudio.

Este filtro tiene solamente dos parametros de disefio: el

orden del . filtro {orden del denominador de la funcidén de
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transferencia) y la frecuencia de corte we del filtro. El
crden del filtro representa también el numerc de polos del
mismo, y éstos determinan la cemplejidad del filtro. El
filtro pasa bajos de Butterworth estd definido por la

funcidn de transferencia de la ecuacidén (2.47).

H, 2 = H, JH* = 1
|Hp (8) | p(8) H () = —— TR (2.47)

El término M es el orden del filtro, y we es la frecuencia
de corte del mismo. La ecuacién (2.47) parece implicar gque
se estd considerando un filtro de Butterworth con 2M polos.
Este no es el caso, ya gue la ecuacic.. (2.47) es el cuadrado
de la funcién de transferencia del filtro, vy al alevar al
cuadrado la funciéﬁ de transferencia, se doblan los polos.

El filtro de Butterworth |HB(S)|, tiene sclamente M polos.

La magnitud de la respuesta de frecuencia del filtro elevada

al cuadrado, es el cuadrado de la funcién de transferencia

de éste, evaluado en s = Jjw:
|Hg (Fw) |7 = . (2.48)
1+ (w/w)
En geners’l se puede escribir H{(s) = 1/Bm(s), siendo Bmu el

polincomic de Butterworth en &, donde para M impar se

tiene: [B1

S w2 g2 3 nk
B, (g} = (= + 1) (=— + 2(cos6,)= +1), 6=—"=
M W, 11 w2 K w, oM

¥ para M par se tiene:

N/2 2
= S_ i =l —_
B,(8) kll ( oy + 2(cos 8,) = +1), 8= (2k 1)
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Los anteriores polinomios se utilizan para hallar la funcidn
de transferencia He(s) necesaria para la aplicacidén de 1la
transformada bilineal. A continuacién se comprueba que los
polinomios de Butterworth satisfacen la ecuacién (2.48) para
un M=2.

Hp(s) = 1
-f_ﬁ + 2(Cosﬁk)Tf: +1
para s = jw, se tilene que:
, 1
Hp(jw) =
_ oW , w
s 2 = 1 2
|H%(3Wj| = [ ]
. w2
(1 - 73)2 + (z(c°sa,)_;.’;)z
!Hg(jw) |2 = =
W W
(1 - =)2% + 4(Cos?6,) —
. - T = 1
Como: €, 7 ?Cos(n/4) Vi
, 1
|Hg(Tw) |2 = 1 =
? 1—2f..+.£+2_w_: 1+(__‘i)4
v .

con 10 que se prueba la validez de los polinomios.

Como se puede observar en el siguiente ejemplo, se aproxima
un filtro digital de Butterworth pasa bajos de tercer orden
(tres polos) con la transformada bilineal, asumiendo una
frecuencia de muestrec de 100 muestras/segundo y una

frecuencia de corte we=10.
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Como M = 3, fs = 100 muestras/seg., T = 1/fs = 0.01 seg. ¥
we = 10, entonces la funcidon de +transferencia He{(s), se
puede hallar mediante la ecuacidén que representa al

polinomio de Butterworth cuando M es un valor impar, de la

siguiente manera:
2
(2 + DY(E + 2(cos )5 + 1)
Z 3w

c W, c

s 52 8
— + 1) (== + = +1
(10 ) (100 10 )

1
0.001s% + 0.028% + 0.259 + 1

luego se procede a reemplazar a "s”’ por la expresion de 1la

transformada bilineal para hallar He(z):

2 1-2z71
T 14+ 21

v multiplicando al numerador ¥ al denominador por el término

T3(1+z-1)3, se tiene que los coeficientes del filtro son:

0.4502 + 1.3527% + 1,3522 + 0.4502z73
1 -2.781z"1 + 2.603z2 -~ p,.819z=z"2

Hp(z) = 1073

L.a respuesta de frecuencia de filtros de Butterworth de

tercero .y octavo orden se muestran en la figura 2.11.0212

Notese que la respuesta de frecuencia estd libre de rizado y
el punto.medio de la respuesta de frecuencia estd en w Zwe.
Filtros de mayor orden generan bandas de paso y de bloqueo

mads planas y reglones de transicion méds pequelias.

Los polos de 1la funcidén de transferencia al cuadrado del
filtro de Butterworth son agquellos valores de & gque causan

gue el denominador de la expresiotn se haga cero. Entonces.
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los polos son encontrados igualando el denominador de la

misma a cero, luego:

(jf, yM = g (2.49)
C

IHb( . Gw) !
i

qu,aﬂuo. orden

e 3eyr. orden

¥

Fig. 2.11 Respuesta de frecuencia de filtros de
Butterworth.

Los polos se hallan +tomando las 2M raices de la ecuacidén

{(2.49) vy multiplicando ambos lados por Jjwe.

g = (-1)Y2 jw, (2.50)

Se completa la solucidn expresando -1 vy J en términos de los

exponenciales complejos.

-1 = gi2kllx donde k = entero (2.51)

vy ecomo J = ed{w2) los polos del filtro de Butterworth al

cuadrado son los siguientes:

(2k +1)= {2k+H+1)x .
w2 T, (2.52)

8 =€ X - W, = @

re| 9
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Los polos de la funcidon de transferencia al cuadrado del

filtro de Butterworth tienen dngulos de:

(2k + M+ 1).(x/2M) (2.53)

vy magnitudes de we. Estos polos estdn uniformemente
distribuidos alrededor de un circulo de radio we ¥y centrados
en el origen como se puede observar en la figura 2.12.
Muchas veces se reconoce el filtro de Butterworth por la
localizacidn de sus polos antes que por la forma de la

funcién de transferencia o la resruesta de frecuencia.

Ini{s)>

Red{x)

Fig. 2.12 Localizacién de polos de H2(s) de un filtro
Butterworth de tercer orden.

Se puede ahorrar una gran cantidad de operaciones si se
calcula solamente uno de les prolos y se encuentra los otros
por adicidn sucesiva de 3860°/2M al &ngulo del polo. E1l paso
final es seleccionar los M polos estables (agquellos gque se
encuentran en la mitad izquierda del plano s) y usar éstos

como los polos del filtro.
2.3.1.2_. Filtro de Chebyshev_[Z21

El filtro de Chebyshev tiene una regién de transicién mas
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peqgquefla que el filtro de Butterworth del mismo orden, pero
en cambio tiene un rizado ya s8ea en la banda de paso o de
blogueo. Este filtro minimiza la amplitud del méaximo pico de

rizado, lo cual se denomina criterio de Chebyshev.

Hay dos representaciones de la funcion de transferencia de
Chebyshev, las cuales difieren entre si por el rizado que
permiten en las regiones de paso o de Dblogueo. 81 se
considera un filtro de Chebyshev pasa bajos, que posea un
rizado en la regidn de paso y que no posea el mismo en la
regiotn de bloqueo, la funcidén de transferencia cuadrada del
filtro de Chebyshev con rizado en la banda de paso, se

muestra a continuacién:

1
1+ & [Ty(s/jw)] [Tyls/jw)]"

|H(8) |* = (2.54)

Se puede notar por lo tanto que ésta es similar a la funcidn
de transferencia del fiitro de Butterworth, excerto que s/we

ha sido reemplazado con el polinomio de Chebyshev Twm.

Esta funcion Tum es el polinomio de orden M. Los primeros

seis polinomios de Chebyshev se listan a continuacidén:[Z21

QRDEN POLINOMIO
0 1

1 x

2 2x2 - 1

3 4x3 - 3x

4 Bx4 - Bx=2 + 1

5 18x5 - 20x= + Bx

E]l parametro € controla la amplitud del rizado. El1 maximo

rizado tiene una altura pico-pico de:L[=23

62
1+ €2 (2.55)
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Para valores pequefios de € se generan filtros con pequefios
rizados. Se debe tener cuidado con esta linea de
razonamiento, que suglere que el rizado podria ser reducido
a cero por simple colocacidén de €=0. Esto en realidad es
verdad, pero a expensas de hacer el filtro pasa bajo un

dispositivo sin filtrado.

La respuesta de frecuencia del filtro de Chebyshev se
calcula para s = Jjw, lo cual es equivalente a evaluar la
funcidén de transferencia a lo largo del eje jw.

1
1 +6€ [Tylw/we)]?

|HTw) [* = (2.56)

La magnitud de la respuesta de frecuencia de un filtro de
Chebyshev de tercero y quinto orden se muestra en la figura

2.13 (€ = 0.5).

IHcC Jw2 §
A\

quMrﬁSto. orden

“z——~3er. oyraen

’

Fig. 2.13 Respuesta de frecuencia de un filtro de
3er v B1Lo orden de Chebyshev.

Se puede notar que el filtrc de méds alto orden tiene més
rizadc y una regién de transicién mds corta. También se
puede observar que we no e€s mas grande que el punto de media
potencia. En el filtro de Chebyshev we es la frecuencia
donde la respuesta comienza a decrecer, es el iniclo de la

region de transicidn.
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2.3.1.3. Filtro Eliptico.LZ21

Ya se ha visto que el filtro de Chebyshev tiene una regidn
de transicidon mds pequefila que el filtro de Butterworth del
mismo orden. El filtro de Chebyshev logra esta regibén de
transicién més pequefla a causa de gue permite un rizadc en
las regiocnes de paso o de blogueo. Ahora podria surgir la
pregunta: es posible obtener aun bandas de transicidn mas
pequeiias si se permite un rizado en las regiones de paso ¥y
blogqueo a la vez? La respuesta a este cuestionamiento es
si, v el filtro gque tiene 1una regién mas pequefia de

transicién porgque permite rizado en ambas bandas es el

liptico.

El filtro elipticec tiene la reglén de transicidén més pequefia
en relacién a los otros filtros del mismo orden; vy,

amplitudes del rizado.

La respuesta de frecuencia de un filtro eliptico de orden M
es similar a la del filtro de Chebyshev. La diferencia entre
el filtro de Chebyshev vy el eliptico, es que el eliptico usa
una funcién racional de orden M de Chebyshev, Rm(w/we.L )
antes que la anterior funcidén Tm(w/we ). La magnitud de la
funcidén de transferencia cuadrada del filtro eliptico estéa

dada por la ecuacidn (2.57).

1 :
1+ e [R,(w/w, L)]?

|Hg (8) |7 = (2.57)

Los parametros € y we tienen los mismos efectos que en el
filtro de Chebyshev; € controla el rizado de la banda de
paso y wWe controla la frecuencia de corte. El pardmetrc L
controla el ancho de la regidén de transicién, la altura del
rizado en la banda de blogueo e Iinteractia con we para

afectar la frecuencia de corte.

Para entender el comportamiento del filtro eliptico, se

analiza el comportamiento de la funcién racional de
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Chebyshev. La funcién racional de Chebyshev oscila entre 0 y
1l para |w| < We. Cuando |w| es mas grande, la funcidén oscila
entre L2 e infinito. Entonces, cuando se aplica a un filtro
eliptico como en la ecuacidédn anterior, esta funcidn causa
que la banda de paso (|w| < Wwe) oscile entre 1 y 1/(1+€2).
La funcidén racional de Chebyshev causa gque la banda de
blogueo del filtro eliptico (|w| > we), oscile entre 0O
(cuando la funcién se hace infinita) y 1/(1+€2L2). La
mayoria de disefios de filtros elipticos resultan en valores
grandes de L, para hacer que la banda de blogueo oscile
entre 0 y aproximadamente 1/€2. En esta forma, el filtro
eliptico tiene un rizado equivalente en la banda de bloqueo

¥y en la banda de paso.

El disefio de filtros elipticos es mucho més complicadoc gque
el filtro de Butterworth y el de Chebyshev porgque se debe
seleccilonar el orden del filtro, la frecuencia de corte we,
el pardmetro L; y, porgque we y L interacttan en la
determinacién del punto de corte. Por esta razdén, los
filtros elipticos eran disefiados mediante tablas, y hoy en

dia se utiliza la herramienta computacional.

El filtro eliptico es considerado como filtro anédlogo
avanzado. El filtro eliptico es una generalizacidn del
filtro de Chebyshev, pero que permite al diseflador acortar
la longitud de la transicidén y el rizado de 1la banda de
blogqueo o de la banda de paso. Es interesante saber que tal

filtro andloge existe.
2.3.2. FILTRO DISERADO POR EL METODO DE YULE-WALKER_ L1313

El procedimiento gque se toma para el disefic de este tipo de
filtro, se explica en el numeral 2.1.1.4. Este método no es
muy conocido ¥ utiliza diferentes procedimientos para
calcular los coeficientes del numerador y del denominador,
de la funcidén de transferencia discreta del filtro. Es asi
que para el cdlculo del numerador utiliza ajuste de minimos
cuadrados para Jla respuesta impulso del filtro y para los

coeficientes del denominador utiliza la transformada inversa
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de Fourier.

Para este método se especifica la magnitud de respuesta de
frecuencia deseada y los puntos de frecuencia en los cuales

existe un cambio de magnitud (idealmente), en vectores fila.

Esta técnica de disefic permite realizar filtros multibanda,
con especificacidn tanto de frecuencias como magnitudes

segin el caso.l4l
2.3.3. FILTRO DISENADO POR INVARIANCIA A ILOS PULSQS.C1.2.101

El filtro del opaguete que utiliza esta técnica es el filtro
de Prony, va gque en un sistema lineal, la respuesta de pulso
puede especificar ‘completamente el comportamiento del
filtro, por lo tanto esta estrategla de disefio consiste en
deducir un filtro digital cuya respuesta impulso sea una
versién muestreada de la respuesta impulso de un filtro
analodégico dado; es por ello gque en la rutina del paguete
MATLAB para el disefio de un filtro digital por este mépodo,
indica que primero debe disefiarse un filtro de losltres
inicialmente descritos (Butterworth, Chebyshev, o Eliptico),
para que por medio de la respuesta impulso de estos, se
pueda disefar por este método, rudiéndose elegir
indistintamente el orden del numerador y denominador de la

funcidn de transferencia discreta.
2.3.4_. FILTRO REALIZADO MEDIANTE TECNICA DE DISERO DIRECTO.

El dltimo filtro recursivo de estudio es el disefiado por el
método de minimizacidén del error cuadratico medio (MSE), que
es una técnica de disefio directo, debido que para el disefio,
se parte directamente de una respuesta de frecuencia
especificada. Ya gue este procedimiento es muy laborioso,
desde el punto de vista del calculo, no seria préactico sin

la ayuda de un computador.

Este disefio utiliza la respuesta de frecuencia compleja de

un filtro . disefladeo anteriormente (Butterworth, Chebyshev o
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Eliptico), por lo cual se indica en la rutina

correspondiente este particular.f13
2.3.5. FILTROS DISERADOS POR APLICACION DE VENTANAS.LC1.2.101

Los filtros disefiados por aplicacién de ventanas son filtros
no recursives. Los métocdos de disefio de fase lineal con
longitud finita yv de fase lineal en forma generalizada (con
posibilidad de disefio multibanda) de las rutinas en el
pagquete MATLAB, utilizan aplicacién de ventanas. Como se
pudo observar en el numeral 2.2.1.1. la funcién de una
ventana es truncar la respuesta impulso del filtro luego de
haber sido desplazada hasta gque el sistema sea causal. Para

el objeto, se utilizan las siguientes ventanas en el paguete

MATLAB:

— Hamming.

— Hanning.

— Kaiser:

— Bartlett.

— Blackman.

— Rectangular.
— Triangular.
— Chebyshev.

La definicién general de la respuesta de frecuencia de una

ventana donde m es el ancho de la ventana, es como slgue:

lw) = ¥ w.eder (2.58)
k .

Las wventanas mds utilizadas son: Rectangular, Triangular,
Hanning, Hamming, Kaiser, las cuales se presentan a
continuacidén con sus transformadas, siendo w(k)=0 para |k| >

M para todas las ventanas.
2.3.5.1. Ventana Rectangular.

La descripcién de la wventana rectangular es:
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w(k) =1 (2.59)

v la expresién de su transformada es:[Z2.103

Jsen(“am—z+l @)

Wlw) = (2.60)
sen(%)

La respuesta de la ventana rectangular es la razén de senos.
El numerador cambia como (Z2m + 1)/2 v €l denominador varia
més lentamente como 1/2. La respuesta de ventana es dominada
por dos regiones. Primero hay un pico largo alrededor de @ =
0, el cual es denominado 1l6bulo principal de la respuesta,
siendo la porcidn que se encuentra entre los primeros dos
cruces por cero. El resto de la respuesﬁa de ventana es
denominade 1lébulos laterales, los cuales en la ventana
rectangular se caracterizan por oscilaciones con cruces por

cero cada 2n/(2m +1) y decremento de amplitud.

Cuando la ventana se hace més grande, el ldébulc principal se
hace mds alto y estrecho, ¥ los 1lbébulos laterales se
concentran mds alrededor de =0, en otras palabras, la
respuesta de wventana se comprime alrededor de la frecuencia

cero.

En resumen, la aplicacién de la ventana rectangular, causa
un ensanchamiento de la regidén de transicidn y un rizado
alrededor de la regién de transicién. El ensanchamiente es
atribuido al l1ldébulo principal de la respuesta de ventana ¥
los rizados son causados por los 1oébulos laterales. El
aumento del orden m resultard en rizados més rédpidos, pero

no reducira la amplitud de los mismos.

Una ventana rectangular de longitud finita, genera un rizadc

mdximo de cerca del B.8% del cambio de ::nancia en la

transicién. 23
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En la figura 2.14 se presenta la funcién de la ventana

rectangular, con su transformada:

1/7mCHIN>)>
Wik A
A
i
N
Kk
- Y i
n
h ! '
1 ] 1 ]
L] ] 1 1
]
! lobule ! | lobulo
' lateral ' ' lateral '
lebuwlo
rrinoiyal

Fig. 2.14 Ventana rectangular y su transformada.

2.3.5.2. Ventana Triangular (Fejér—-Bartlett)}.{1.101

La descripcidén de esta ventana es la siguiente:

wik) =1 - |2k/m| (2.61)

En este tipo de ventana, el ldbulo principal es mds ancho y
mas bajo gque su similar rectangular (del mismo orden), y las
oscilaciones de rizado en los ldébulos laterales, son menores
en amplitud, ademas de no poseer rizado de pico negativo. En
la figura 2.15, se muestra la funcién triangular y su

transformada.

2.3.5.3. Ventana de Hanning.[1.2.10]

La seleccién de los coeficientes particulares para la
ventana de Hanning se hace mediante un truncado gradual
antes gque abrupto de los coeficientes de Fourier. La
descripecidén de la ventana de Hanning estd dada por un coseno

“elevado”, por-.lo gue también se la conoce con este nombre.
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1rmiHin} >
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Fig. 2.15 Ventana triangular y su transformada.

w(k) =

1 %K
+ Ecos(mﬂj (2.62)

(XY=

ILuego de realizar la transformada, se tiene la siguiente

expresidn resultante: [2]

_ gen[{m +1)w] cosl{w/2) 1
Wlw) 2 sen(w/2) [1 _ sen(w/2) )3]
sen(n/2(m + 1))
(2.63)

La forma exacta de esta expresidén no es tan importante como
la apreciacidén de la forma gque ésta toma, como se puede
observar en la figura 2.16, en la cual se compara la ventana

rectangular con la ventana de Hanning.

Como se puede observar en la figura 2.18, los primeros
cruces por cero estan localizados a +/- 2n/(m + 1), vy el
16bulo principal de Hanning, es de aproximadamente dos veces
el ancho del 1lébulo de la ventana rectangular. También se
puede notar que los l1obulos laterales de la ventana de
Hanning son cerca de un décimoc de amplitud de los de la

ventana rectangular; por lo tanto, el uso de la ventana de
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Hanning en lugar de 1la ventana rectangular, resulta en un

doblajJe de la regién de transicidén y rizados mucho més

peguefios.
1/7nf{H(Nn))>
wllk) 4?\

A

1 \-chntnnsular

S X _ ~— Hanning
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e R n

Fig. 2.16 Ventana de Hanning.

Por lo anteriormente expuesto, sl una aplicacidn es sensible
a los rizados en la respuesta de frecuencia, es mejor usar
la ventana de Hanning, porgue auncgue ésta dobla el ancho de
la regién de transicidén del filtro, se puede corregir esta
situacién doblando el orden del filtro, para disminuir por

lo tanto a la mitad el ancho de la regidén de transicidén.

En otras palabras, para obtener un determinado ancho de
region de transiciédn mediante un filtro disefilado con ventana
de Hanning, éste debera ser del doble del orden de un filtrc
"disefiado por medio de 1la ventana rectangular para cumplir

con la misma especificacidn.
2.3.5.4. Ventana de Hamming.[1.2.101]

Debido a que las ventanas rectangular y de Hanning tienen
generalmente signos opuestos en sus lébulos laterales, es
decir cuando Hanning es positivo, la rectangular es negativa
vy viceversa. Hamming construyd una ventana gue sea una

mezcla de las dos anteriores, con el fin de reducir la
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amplitud de los 1ébulos laterales. Propuso una ventana
“"generalizada de Hanning”, la cual es una funcién de dos

parametros: a v b, donde 2a + b = 1.

w{k) = 2a cos(nk/m) + b (2.64)

S1 a=0 y bz=1l, la ventana resultante es la rectangular. Si a
es incrementado a 1/4 y b decrementado a 1/2, la wventana es
aproximadamente una ventana Hanhing, excepto gque en los
extremos w(-m) ¥ W(m) 8e hace cero. Por lo tanto, si la
ventana de Hamming se encuentra entre las ventanas de
Hanning v rectangular, se debe cumplir gque a esté entre 0 vy

0.25, v b se halle entre los valores de 0.5 y 1.0%.23

Pero Hamming al realizar sus pruebas, halld gue los wvalores
de a y de b, eran funciones también del orden del filtro, va
gque filtros de orden peguefic, regquerian una ventana Hamming
que se aproxime més a una ventana rectangular., es decir con
b grande. 5i el orden del filtro era grande, b se hace
pequefioc ¥ a s8e hace grande, por lo tanto, la wventana s=

aproxima mas a una de Hanning.

1/7m€HCNY>Y
wlic) A
A
i
/—L~— Hamwing
1
4 - % - . 1,

— "

a

Fig. 2.17 Ventana de Hamming.

Se puede observar en la figura 2.17 la respuesta de
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frecuencia de la ventana de Hamming.

En el paguete MATLAB, 1la rutina creada para el disefic de
filtro recursivo por medio de la ventana de Hamming, designa
automdticamente estos dos valores, dependiendo del orden gue
se ha elegido para el filtro. Tentativamente, se podria
decir que para el disefio de un filtro de orden menor a 10 se

aproxima a una ventana rectangular, ¥y sobre 10 a una ventana

de Hanning.

2.3.5.5. Ventana de Kaiser.[1.2.8,10]

Kaiser tenia wuna aproximacion diferente; pensdé que seria
util encontrar una funcidén ventana que se pueda ajustar, es
decir, gque la ventana contenga un parametro que controle
explicitamente el 1lébulo principal y los lébulcs laterales.
Kaiser, wutilizd las funciones de Bessel (las cuales rno se
encuentran tabuladas en manuales matemdticos para todos los
valeores de x, por lo que se emplea la expansidn en series de
potencias para lIo(x) de la ecuacién (2.66)), dando gran
resultade en la utilizacioén de ventanas ajustables,
obteniéndose, 1ldébulos principales estrechos con lébulos
laterales de pequefias amplitudes. Kaiser logré hacer ésto,
usando la funcidén de Bessel Io(x), haciendo gue el argumento
de ésta, dependa de los coeficientes k de la ventana como se

observa en la ecuacién (2.858).

wi(k) = Lo [ﬁvi ;p;k/m)z] (2.85)

donde:

M 2

I (x) =1+ ;: (%}W) (2.66)
=

El 1limite superior '"M" del sumatorio en la ecuacidén (2.68),
se obtiene basado en el criterio de gue el Gltimo término en

la serie de potencias es menor que 1 x 10-8; en la tabla 2.1
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se presentan los valores que toma "M para k=0,....,10.C(81
k M
0 15
1 14
2 14
3 14
4 14
5 13
6 13
7 12
8 11
8 9
10 1

Tabla 2.1 Valores del limite superior "M" en el sumatorio.

El argumento del numerador de la ecuacién (2.85) (el
contenido de los corchetes), comienza con el valor de B
cuando k=0 y decrece a 0, a medida de que k se incremente
hasta m. E1 denominador normaliza los coeficientes de la

ventana, siendo una constante respecto a k.

El paréametro £, simplemente escala el argumento de la
funcion de Bessel. Cuando 33 es cero, el numerador ¥
denominador de los coeficientes de wventana son 1 (en la
ecuacion (2.85)), lo que implica gque la ventana de Kaiser,
se vuelve una ventana rectangular. Cuando 8 es 5,4414 1la
ventana de Kaiser, se transforma en una ventana de Hamming.
Mientras [ se hace mds grande, el 1é&bulo principal de 1la
ventana de Xaiser se hace mds ancho y los lobulos laterales

se hacen més pequefioe. Por lo tanto, se puede ajustér la
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ventana de Kalser para satisfacer especificaciones de rizado

yv/0 de transicidn.

Si la respuesta de frecuencia deseada es definida. todas las
anteriores especificaciones, son elegidas automaticamente.
El ancho del 16bulo principal de la respuesta de la ventana,
es controlado por B y la longitud de la ventana, entonces
para un @ dado, el ancho de transicidén es realmente una
restriccién sobre la longitud del filtro "'m"”. En 1la tabla
2.2 se pueden observar porcentajes de rizado, relacionados
con el valor de B ague se especifica en el disefio de un

filtro, con esta ventana:fZ1l

RIZADO 8
< 9 % 0.0
S % 1.34
1% 3.39
0.5 % 3.98
0.1 % 5.65
0.05 % 6.21
0.01 % 7.857
0.001 % 10.061

Tabla 2.2 DPorcentajes de rizado en relacion a B

En la tabla 2.2, se puede notar qgque el médximo rizado es del
9 %, mediante el disefio de filtros con la ventana de Kaiser.
Si un disefio puede tolerar un rizado mads grande que el 9 %,
se deberia utilizar la wventana rectangular, va gue ésta
tiene un 8 ¥ ¥y genera las regiones de transicidén méas
estrechas. En la figura 2.18, se muestra la funcidén vy la

respuesta de la ventana de Kaiser.

Otras ventanas incluidas en el paguete MATLAB, son las de
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Bartlett, Blackman y Chebyshev, cuyas respectivas funciones,
aunque no son muy conocidas, se presentan a continuacidn,
debido a que también han sido implementadas como rutinas en
la presente tesis. Se puede afiadir, que se conocen alrededor
de 200 ventanas diferentesft23, de las cuales se estén

utilizando 8, pertenecientes al mencionadc paquete.

17/7mtHCAID>
wl k) /h.
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Fig. 2.18 Ventana de EKaiser.

2.3.5.6. Ventana de Bartlett.L[4]

La funcién ventana de Bartlett, estd dada por:

wik) =1 - Lkl (2.67)
m+ 1

Esta wventana es parecida a la wventana triangular (o de
Fejér-Bartlett), por ello su nombre. Se puede notar, que
mientras mas alto sea el valor de m, més se aproxima a la

ventana triangular.
2.3.5.7. Ventana de Blackman.C413

La ventana de Rlackman, posee la siguiente descripcidn:

w(k} = 0.42 - 0.5*cos (2*n*k/m) + 0,08=*cos (4*xxk/m)
(z2.68)
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Como se puede ver, la funcidén ventana de Blackman, es una

funcién peridédica, védlida para el segmento, |k| < m.
2.3.5.8. Ventana de Chebyshev.[41

La descripcidén de 1la funcién ventana de Chebyshev es
bastante compleja, ¥y mds atn su transformada, pero se puede
decir, que se bhasa en el mismo criterio que del filtro que
lleva su nombre: '"criterio de minimizacién de Chebyshev”, el
cual busca disminuir los rizados de los lébulos laterales de
la respuesta de frecuencila de ventana, para en este caso,
disminuir el rizado en la banda de blogueo de la respuesta

de frecuencia del filtro no recursivo asi disefiado.

El valor de atenuacidén del rizado en la regién de blogueo de
la respuesta de frecuencia del filtro, debe ser de 20 dB por

lo menos, comc para obtener un rizado aceptable en el

disefio.

2.3.6. FILTROS DISENADOS POR APLICACION DE VENTANAS CON
RESPUESTA DE FRECUENCIA ESPECIFICADA.

Los filtros aque han sido diseflados mediante esta técnica,
son los que corresponden a "fase lineal general”. Utilizan
el mismo principio del numeral 2.3.5.; es decir, el uso de
ventanas, rero con la diferencila de gque en este caso, se
especifica la respuesta de frecuencia ideal del filtro, 1lo
cual no se hacia en el numeral 2.3.5. Al realizar esta
especificaciédn de respuesta de frecuencia, ya no se define
ningin parametroc a nc ser el orden del filtro, la frecuencia
de muestreo, los vectores de magnitud de respuesta y de
frecuencia, como se explica detalladamente en las ayudas de
las rutinas creadas. La ventaja de este tipo de disefo, es

gue se puede realizar filtros multibanda.
2.3.7. TECNICA DE DISERO OPTIMO DE FILTROS.[:i.15.181

Es la tltima técnica utilizada, para el disefio de filtros no

recursivos. Existen algunos algoritmos gque se pueden
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utilizar en esta técnica, como son los de Herrmann.
Schuessler, Hofstetter, Rabiner; y, el gque utiliza el
pagquete MATLAB, el algoritmo de Parks-McClellan, gque a su
vez es el mas conocido ¥y utilizado de todos los
anteriormente nombrados. En todas estas soluciones se emplea
el mismo método basico, dgque consiste en producir un
desempefio equiondulante del filtro, tanto en la banda de
praso como en la de blogueo. Es un proceso iterativo en el
que cada iteracidén produce una aproximacién al filtro
deseado. Rl desempefio ondulante de 1la aproximacidén se
compara entonces con la especificacién y, como resultado, se

produce una nueva aproximacidn.

Este métcdo tiene también la ventaja, de gque permite

realizar disefios de filtros multibanda.

Z2.4. RESPUESTA A LA FUNCION IMPULSO.

La funcidn impulso digital, es una entrada muy simple, un 1

a un indice O vy cero en otro caso:

i, =1 81 k=0; 0 enotro caso (2.69)

La respuesta impulso del filtro es simplemente su salida

cuando su entrada es un impulso.
2.4.1. RESPUESTA IMPULSO DE UN FILTRO NO RECURSIVO.

Si hk es la respuesta impulsoc de un filtro, se tiene de la

forma general de un filtro no recursivo que:

h(k) = y(k) = c(i).x(k - 1);: 2x = impulso (2.70)

-

La entrada es un impulso ix, lo cual significa que:

Xy =1, =1 81ik=0; 0 en otro caso (2.71)
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0 también:

X.;=1 811i=k; 0 enotrocaso (2.72)

Entonces, cada producto de la suma es cero excepto el
producto donde k=i. Por lo tanto, la respuesta impulso del

filtro no recursivo consiste en los coeficientes del filtro

mismo.

h(k) = ¢(k) (2.73)

Esta relacidén entre la respuesta impulso y los coeficientes
de un filtro digital no recursivo hacen de la respuesta
impulso una forma natural de descripcién de estos filtros.
Suponiendo que se tiene un filtro no recursivo en una ‘'caja
negra’, Yy qQue 8e desea medir sus coeficientes, se podria

colocar un impulso en su entrada y observar su respuesta

impulso.

La longitud de la porcién distinta de cero de la respuesta
impulsc estd determinada por el nimero de coeficientes en el
filtro, y como estos filtros poseen como maximo 2m+1l
coeficientes distintos de cero, la respuesta impulso también
no seria mas grande zue 2mt+l. Por esta razdén, los filtros no
recursivos son llamados también filtros de respuesta impulso

finita (FIR).
2.4.2. RESPUESTA ITMPULSO DE UN FILTRO RECURSIVO.

La respuesta impulso del filtro recursivo es mas compleja.

Como la forma general del filtro recursivo es:

(k) = y(k) = c(1) .x(k-1) + d(j).y(k-7) (2.74)
=1

=-zx

donde x(k) es el impulso. Utilizmando el mismo razcnamiento
que en los filtros no recursivos, se puede notar - que

solamente 1los términos k=1 contribuyen a la suma no
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recursiva:

h(k) = c(k) +;d(j).h(k-j) (2.795)
=1

Desafortunadamente, no existe una interpretacién sencilla
rara este resultado. La respuesta impulso de un filtro
recursivo es méds complicada, Yy no estd relacionada tan
facilmente a los coeficientes del filtro como en el caso no

recursivo.

Como se puede observar en la ecuacién (2.75), la respuesta

impulso de un filtro recursivo puede permanecer distinta de
cero para indices muy grandes. La porcidn recursiva continua
generando una salida, bastante después de que los
coeficientes c¢(k) son cerc. Por 1lo tanto, los filtros
recursivos tienen respuestas impulso infinitas, por lo que
son también denominados filtros IIR (respuesta impulso

infinita).
2.4_3. REGPUESTA IMPULSO Y LA RELACION ENTRADA-SALIDA.

La respuesta impulso es muy importante, va gque las entradas
v las s8salidas del fiiltro, estédn relacionadas a través de
ésta. 51 por ejemplo, consideramos un filtro no recursivo,
la entrada y la salida estén relacionadas a través de los
cceficientes del filtro. Sin embargo, para un filtro no
recursivo, la respuesta impulso hx, es igual a los
coeficientes del filtro, entonces, la entrada y salida estén
relacionadas a través de la respuesta impulso. Esta relacidn
es denominada convolucidén, es decir, la salida de un filtro
digital no recursivo es solo la convolucidén de la entrada y

la respuesta impulso del filtro.

51 se mira a wun filtro recursivo, se tendra problemas al
tratar de relacionar la entrada y la salida a través de la
respuesta 1impuleso, debidec a gque en estos filltros las
expresiones de salida continuan haciérdose cada vez mas

complicadas.
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Si se aplica un impulso ix al filtro, éste producird su
respuesta impulso hkx. Asi mismo, si1 se introduce un impulso
desplazado al filtro, ik+1, el filtro producird una
respuesta impulso desplazada, hx+1; ¥y sl se introduce un
impulso desplazado Yy escalado, se producird una respuesta
impulso desplazada y escalada al igual gque el impulso.
Supcniendo que se representa la entrada a un filtro como la
suma de impulsos desplazados, cada impulso serd relacionado
con wun valor de la entrada. Adicicnalmente cada impulso es

ponderadc por un valor de entrada. Entonces:

(2.76)

Se puede alslar esencialmente cada término de la secuencia
de entrada. Debidc a las propiedades de superposicidén y
homogeneidad, la salida del filtro es solo la suma de las
salidas correspondientes a cada una de las entradas. Pero
como se sabe que cada impulso escalado y desplazado, genera
‘una respuesta impulso escalada y desplazada, entonces, la

salida del filtro es la suma de todas las respuestas

impulso:

Y= Y Xy By (2.77)

-—rs

La ecuacién (2.77) es una forma alternativa de la

convolucidn. Otra forma se tiene substituyendo l=k-j.

Vi = h;.x_; (2.78)
Por 1lo tanto, 1la entrada y la salida son relacionadas a
través de la conveoluclén de la respuesta impulso. Este

desarrollo es mucho mds intuitivo gue el método anterior.

Si se tiene combinaciones de filtros digitales, como por

ejemplo un paralelo de dos filtros: filtro 1 y filtro 2, la
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respuesta impulso equivalente serd la suma de las respuestas

impulso de los filtros individuales:

hy = by, + by (2.79)

Lo anterior se debe a gque la salida del filtro paralelo
equivalente es la suma de las salidas de los filtros

individuales, y éstos comparten la misma entrada.

La respuesta impulso equivalente para el arreglo en cascada

es la convolucién de las respuestas impulso de los filtros

individuales:

by = ¥ BBy (2.80)

p Y

La ecuacidén (2.80) se obtiene, debido a que la entrada al
primer filtro es xx, y la entfada al segundo filtro es la
salida del primero. La salida de la forma cascada
eguivalente es la salida del segundo filtro. Por lo tanto al
aplicar un impulso a la entrada del primer filtro, su salida
serd hix, la respuesta impulso de este filtro, gue a su vez

serd la entrada del segundo filtro.

Xy =Xy i Xy =Y i YT Y (2.81)

2.5. APLICACIONES.

Como consecuencila de lo expuesto en los numerales

anteriores, se puede conclulr que:

— El filtro de Butterworth no posee rizado, pero tiene una
regién de transicién extensa. Este filtro se denomina

también filtro de madxima suwavizacidén (monotonia).

El filtro de Butterworth es apropiado para aplicaciones gue

no pueden tolerar rizado (ingenieria biomédica) en las
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bandas de praso o de blogueo. Este provee una respuesta de
frecuencia suavizada a expensas de producir una regién

extensa de transicion.

La variacién de atenuacién de un filtro Butterworth en la
regidén de transicién es de 6 dB/octava (20 dB/década) por
cada polo; de manera que un Butterworth de octavo orden
tendra wuna variacidén de atenuacidn de 48 dB/octava (160

dB/década) en la regidén de transicién.rC71

La respuesta de fase de un filtro de Butterworth no es
lineal. Por tanto, una respuesta a un escaldén o pulso
aplicado a wun filtro Butterworth provocard un offset al
inicio de la sefial de salida. Este filtro se usa cuando
todas las frecuencias de la banda de paso deben tener la

misma ganancia.l71

— El filtro de Chebyshev tiene rizados ya sea en la banda de
blogueo o en la banda de paso, pero no en ambas. La altura
pico-pico del rizado mads grande es minimizado ©por este
disefio. El filtro tiene una banda de transicién maéds pequefia
que el filtro de Butterworth del mismo orden. Si la
aplicacién puede tolerar rizado {(sonar, radar), hay como
considerar el filtro de Chebyshev, ya que este tiene una
regién de transicién mé&s angosta que el filtro de

Butterworth.

Mientras mas alto sea el orden del filtro, mds ondulaciones
aparecerdn en la banda de paso. La amplitud de la ondulacidn
puede establecerse en el filtro al disefiarlo y usualmente se
fija a 0.5 dB, 1 dB, 2 dB 6 3 dB. Mientras méds ondulacidn se
permita, mas atenuaclidén se obtendrad en la regién de
transicién. E1 filtro Chebyshev +tiene una variacién de
atenuacion en la regién de transicién de méds de 6
dB/octava/polo. Es muy util cuando la atenuacidén en la
regién de transicién debe ser muy rapida. Las ondulaciones
(rizado) en la banda de paso o de bloqQueo son el precio que

se debe pagar por la respuesta en la regién de transicioén.
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La variacion de atenuacién de un filtro Chebyshev en la

regidén de transicidn es:L713

20xlog»*e + 6(n - 1) + 20xn*xlog(w/w,) (2.74)

donde:
orden del filtro

€ = una constante, entre 0 y 1, gue determina la ondulacién

del filtro, ej:

"

n

0.3483
0.9876

ondulacioén de 0.5 dB ——-——- > €

ondulacidén de 3 dB = ———- > €

En la regién de transicidébn la atenuacién es mayor que la
respuesta de un Butterworth por un factor de 20 log € +
6(n — 1). Los filtros Chebyshev pueden tener menos polos gue
los Butterworth y ser menos complejos, para wuna cantidad
determinada de variacion de la atenuacidén en la regidn de
transicién, si la respuesta de amplitud en la banda de paso

no tiene que ser constante.

E]l retraso de fase de los filtros Chebyshev es mencs lineal
que el de los filtros Butterworth. Mientras mds alto sea el
orden de un filtro Chebyshev y méds ondulacién tenga, menos
lineal serad su retraso de fase. Por lo tantc, mas offset

inicial tendrd con entradas de escaldn y de pulso.

— El filtro eliptico tiene ondulaciones en las bandas de
pasc y de bloqueo, vy posee la regién de transicidn mas
angosta que de cualgquier otrc filtro del mismo orden ¥
especificacidén de rizado. Entonces, el filtro eliptico es
ideal para aquellas aplicaciones donde los rizados pueden
ser toleradcs y las regiones de transicién cortas son
demandadas (por ejemplc en transmisién de datos por la red

eléctrica).

En general, los filtros son utilizados en procesamiento de
lenguaje, comunicacién de dateos, ingenieria biomedica,

acustica, sonar, radar, sismolcgia, explor- “&n de petrdleo,
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instrumentacidén, robdtica, ¥y en equipeos electrdénicos de usoc
doméstico (video grabadoras, camaras de video, equipos de

sonido, etc...).L101]

Las aplicaciones de los filtros no recursivos, disefiados por
medio de wventanas, se gulan por las distintas propiedades
que se presentaron en el numeral 2.3.5. para cada una de las

ventanas mas utilizadas.

En general, las aplicaciones que se pueden dar a los filtros

recursivos son todas aquellas en donde se quiere o se

necesita extraer informacidén de las entradas, como ©por
ejemplo en circultos predictores climatolégicos, lazos de
control con el uso de predictores, etc. Adicicnalmente, se

los puede utilizar en todas aquellas aplicaciones, donde se
requiere filtrar ruido o determinadas frecuencias qQue no son
de 1interés o que degradan a las seflales que se estudia. Sus
disefilos son mds complicados y largos que los de los no
recursivos, vy generalmente dependen de un computador; ya
que, sus coeficientes son calculados en base a las salidas

pasadas, lo cual dificulta en gran manera su calculo.

Las aplicaciones que se pueden dar a los filtros no
recursivos, son gensralmente todas aquellas donde se desea
mejorar la calidad de las sefiales de entrada al filtro.
Estos son sencillos de disefiar, ¥ no requieren de

herramientas muy avanzadas para ello. BSe los utiliza

ampliamente en instrumentacidn biomédica, como son
electrocardisgrafos, electroencefaldgrafos, bisturi
electrénico, etc. Su funcidén en estos casos es eliminar el

ruido gue se produce por los misculos del cuerpc humanc
{(ruido muscular), que es suficientemente fuerte como para
distorsionar las sefilales de interés, debido a que éstas se
registran con niveles de voltaje muy bajos (biopotenciales),

que son facilmente modificados por el ruido muscular.

A continuacidn se presentan, aplicaciones posibles para los

distintos tipos de filtro que se pueden disefar:
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— Pasabajos:

Este filtro se lo utiliza generalmente para aplicaciones en
las cuales se necesita eliminar ruido contaminante de alta
frecuencia de la sefilal de interés gue normalmente posee una
componente de continua (cuya frecuencia es muy cercana a

cero), o un ancho de banda muy reducido.

— Pasaaltos:

Se lo puede utilizar en casos en los cuales, 1nteresa
eliminar componentes de frecuencia muy baja o seflales
continuas de otras gque poseen tantoc componentes alternas
como continuas. También se lo podria utilizar para aislar

una sefial contaminante de ruido, de una sefial continua.

— Pasabanda:

A este tipo de filtro se lo puede utilizar para separar
seflales de distintas frecuencias gque se encuentran sumadas
en una sola. Por ejemplo: si1 se tiene una sefial alterna con
tres componentes de frecuencia distinta, 20, 50, 120 Hz.
Utilizando un filtro pasabanda podemos separar la sefial que

contiene 50 Hz y aislarla de la original.

— EKliminabanda:

Una aplicacién actual de este tipo de filtro, es la de
eliminar la seflal alterna de 80 Hz de la red eléctrica. en
moédulos de contrel de iluminacién en casas, los cuales
trabajan con la seflal de 60 Hz como portadcra de informaciodn
binaria representada como presencia o ausencia de sefiales de
120 KHz (1 y 0 1ldégicos) que se transmiten por la red
eléctrica existente. El filtro eliminabanda, se encarga de

desaparecer la sefial de 60 Hz.
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3.0. ANALISIS DEL ESPECTRO DE FRECUENCIA DE SERALES.
3.1. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER.

El presente capitulo trata principalmente sobre el andlisis
del espectro de frecuencila de sefiales. por lo que se debe
comenzar necesariamente por el estudio de las transformadas
discreta y rapida de Fourier, herramientas indispensables
para poder realizar este analisis, y que son utilizadas por
el paquete MATLAB para realizar el cdalculo del espectro de
potencia, ademds de ser Titiles para otras aplicaclones, que

se estudiaran posteriormente en el capitulo.

En este capitulo se desarrolla una técnica digital para ir
entre los dominios del tiempo y la frecuencia. Con esta
técnica, se puede utilizar un computador digital para
calcular la respuesta impulso desde una respuesta de
frecuencia, o a la inversa. Esta poderosa herramienta puede
ser arlicada a seflales generales digitales. Dicha técnica es
la transformada discreta de Fourier {TDF) v su
implementacidén computacional eficiente, la transformada

rapida de Fourier (TRF).

Se inicia el desarrolleoc de la TDF Dbuscando una manera de
calcular la respuesta impulso y la respuesta de frecuencia
mediante un computador. Estas dos respuestas estan

relacionadas mediante la ecuacidén (3.1):

x
B = 2= [H(w) e dw (3.1)
27
-z
Con suficiente informacidén de frecuencia, si se aplica la

ecuacidén (3.1} a muestras de la respuesta de frecuencia,
dard como resultado una respuesta impulso razonablemente
buena. Por 1lo tanto, si se procede a realizar una
manipulacidén de la ecuacidén (3.1), expresando primeramente
€sta de una forma que el computador pueda aceptar, siendo

esta forma, con Su méas facil real:zacidn, que es
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reemplazando la integral con un sumatorio que incluyve el
término H(iZ2n/M) (respuesta de frecuencia discreta), donde M

es el numero de puntos de la respuesta de frecuencia; i es

un indice tal que i = 0,1,2,...,M-1.

No seria razonable el asumir que la anterior aproximacidn
producird exactamente la respuesta impulso hk. El resultado
de esta aproximacidén en la ecuacidn (3.1), se denotard por

h’1, y se espera que sera "aproximada” a la respuesta

impulso hik.

M1 ax
F==12
a7, =?:H(13-’1)e 7 (3.2)
prd M
Se puede ver Qque la ecuacidén (3.2} es una version
discretizada de la ecuacién (3.1); w es reemplazada por
i(2n/M) v la integral es aproximada por el sumatorio. La

relacién entre h°1 ¥ hk se desarrolla sustituyendo la

expresion H(12n/M) en la ecuacidén (3.2). Puesto que:
1
H{w) =pbk.e'i"= (3.3)
=0

donde N es el numero de muestras de la respuesta impulso.

N-1 K- ju“ (3.4)
[ h e ]e .
i=D ; *

Combinando los exponenciales e intercambiando los

sumatorios:

M jﬂiu-xi

gh ?: ol (3.5)

Como el sumatorio en 1 es una suma finita de una progresion
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geométrica, dicha suma posee la siguiente forma:

M1
- M
si=1-I" (3.6)
= 1 -z
En este caso '"r" es edZ2nl(l-k)/M  Ta respuesta impulso

reconstruida tiene la siguiente forma:

N-1
. 1 - gl2=li-b)
By = ghk i u-n (3.7)
1-a ¥

El numerador es silempre cero, debido a que eld2n(l-k) ag 1]
cuando kK y 1 son enteros, pero no Hay que concluir que todos
los términos h'1 wvan a ser cerc. Cuando la diferencia entre
l] v ¥ es un maltiplo entero de M (1l-k = 0, +/-M, +/-2M,...),
el denominador es cerc también y h’1 puede tomar un valor
digtinto de cero, valor gque se puede calcular aplicando la
regla de 1 Hospital, la cual muestra que los términos de la

ecuacién (3.7) toman el valor de M cuando 1-k es un maltiplo
de M.
£I7UI-P fox 1

322 (2-k) 2%
M

=M
(3.8)

Aplicando este resultado a la ecuacidén (3.7) y encontrando
que h'1 es la suma de todos los hx tal gue k=1, 1-M, 1+M, 1-

2M, 1+2M, en otras palabras:

B, =M Y by (3.9)
La respuesta impulso reconstruida, h'i, es la suma de un
numero infinito de elementos de la respuesta impulso. Por

ejemplo, h'o es la suma de ho, h-m, hmM, h-z2M, hzmMm, v asi.

Esta operacién estd representada en la figura 3.1. E1
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grafico superior muestra la respuesta impulso no desplazada
de un filtro (correspondiente a i=0 en la ecuacidén (3.9)),

el segundo grdfico muestra la respuesta impulso desplazada a

la izquierda M puntos (correspondiente a i=1), el tercer
grédfico muestra 1la respuesta impulso para i=-1, y asi
sucesivamente. La respuesta impulso reconstruida es 1a suma

de la respuesta impulso del fiitro, la cual es desplazada

para todos los maltiplos enteros posibles de M.

Como se muestra en 1la figura 3.1, la respuesta impulso
reconstruida, h'1, es periddica en M ¥ nunca sera
estrictamente igual a hik. Sin embargo, cuando M es
suficientemente grande, ©para que las versiones desplazadas

de hkx no se sobrepongan (como se puede vwver en la figura
3.1), h'1 es simplemente hxk repetida cada M 1indices vy
escalada por un factor multiplicativo de M, siempre y cuando

M sea lo suficientemente grande para prevenir sobreposicién.
h’y1 = M.hx 1=0,1,2,._._,M-1 {3.10)

vy la respuesta impulso reconstruida es siempre periddica:
h~ 1 ; h™ i+ (3.11)

Cuando hkx ¥y hwx+v no tienen términos comunes distintos de
cero, se previene la sobreposicién. La respuesta impulso no
desplazada, hykx, posee términos distintos de ceroc desde k=0 a
N-1; ¥, la respuesta impulsoc desplazada hix+m, posee términos
distintos de cero desde xk=-M a -M+N-1. Para gque estas no
contengan términos distintos de cero que se sobrepongan, M
debe ser lo suficientemente grande para que 1los términos
diferentes de cero del extremo derecho de hk+m (que es
h-mM+n—1) no se sobreponga a los términos diferentes de cero

del extremo izquierdo de hxkx (ho). Esto significa que:

-M+ N -1 <0 o M>N-1 (3.12)

M >>= N (3.13)
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Fig. 3.1 Reconstruccion de la respuesta impulso.

Entonces, \N muestras de la respuesta de frecuencia de un
filtro son suficientes para reconstruir la respuesta impulso
del filtro. Se necesitan solamente N evaluaciones de 1la
respuesta de frecuencia. Calcular mas solamente incrementa
el periodo de la respuesta impulso reconstruida sin proveer
una mejor reconstruccién. En resumen, sl la respuesta de
frecuencia es evaluada a solo N frecuencias, 1i(Zn/N), la
respuesta impulso del filtro puede ser reconstruida desde
los N wvalores de la respuesta de frecuencia. Se pueden

calcular los valores discretos de la respuesta de frecuencia

mediante:
2% _ N =
HUI== —Z_:hke i=0,1,...,N-1 (3.14)
4]
La respuesta impulso reconstruida se la obtiene mediante:
1 2%
F==1k
B, = = ;H(ii“-)e ¥ =0,1,...,N-1 (3.15)
N £ N

La ecuacién (3.14) es la definicién de la transformada

discreta de Fourier (TDF), vy la ecuacién (3.158) es la
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transformada discreta inversa de Fourier (TDIF). La TDF
transforma 1la respuesta impulso del filtrc a respuesta de
frecuencia. La TDIF como su nombre lo indica, realiza la
operacidén inversa, es decir, transforma la descripcién en el
dominio de la frecuencia al dominio del tiempo (respuesta
impulso). Hay que recordar gue la TDF y la TDIF producen

resultados periddicos con periodos de N.

Para mavor facilidad, la TDF y la TDIF son representadas por

los operadores Hi = TDFn {hkx} ¥ hkx = TDIFn {Hi}.

En el siguiente ejemplo se usa 1la TDF para calcular la
respuesta de frecuencia discreta de un filtro, que posee 1la

siguiente respuesta impulso:

hO = 0 ; h1 =1 ; h2 =2 ; h3 = 3

esta respuesta impulso representa una rampa truncada. En

este caso N = 4, v la TDF toma la siguiente forma:

- 2%
10K

3
H(isz‘) =§h,,.e 1=0,1,2,3

Esta TDF es bastante simple, ¥y se la puede calcular a mano:

3
H{0) = ;h_k.e
=

H(O) =0+ 1+ 2+ 3 =26

-1 Ek¢

-2
jzh1

3
HI)y =YV n,.e
2 g k

H(x/2) = 0 + e 372 4 2e—dw 4 Je— I3 2 = -2 + j2

-1 %x.2
)

H(ﬂ)=g h,. e



H(mw) = 0 + e 3™ 4+ 2e—Im2 4 3Je—-Iw3 = _2

-j%xa

In >
2 o
H(3n/2) = 0 + e—d3n/2 4 2e-Id37T 4 Je—dJdBr/ 2 = -2 — j2

La TDF ha sido desarrollada mediante técnicas basadas en
computadores para evaluacidn de la respuesta de frecuencia.
Sin embargo, no hay razén de restringir la TDF a las
respuestas de frecuencia e impulso. Matemdaticamente, la TDF
puede ser aplicada a cualguier sefial digital de longitud
finita, por decir Xk, para producir una representacidn en
frecuencia Xi de la sefial xx. De hecho, la representacidén de
frecuencia, Xi, no serd una respuesta de frecuencia a menos
de gque X1z pase & Ser una respuesta impulsc. De octra manera,
seria solo una forma alternativa de representar . Esta
generalizacidtn de la respuesta de frecuencia introduce al
campro de la representacién espectral (como se verd mas
adelante en el numeral 3.3.) donde las sefiales digitales son
transformadas desde el dominio del tiempo, Xk, al dominio de
la frecuencia, Xi. Esta transformacién es hecha en un
intento de extraer mds informacién de la sefial o para

simplificar su manipulacidn.

3.1.1. LA TDF Y LA TRANSFORMADA Z.

Se ha desarrollado la TDF como si ésta fuera una técnica
digital para el cdlculo de las respuestas de frecuencia o un
método general para representar seflales digitales en el
dominio de lé frecuencia. La TDF es solo un caso especial de
la transformada z. La transformada =z de un filtro causal de

N puntos es el sumatorio de la respuesta  1mpuleo

multirlicada por z—¥,
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N1
H,(z) =g:bkz'* (3.16)
0

La TDF del mismo filtro se calcula a través de una expresion

similar:

N-1 2%
-1
H, = ;hke ¥ (3.17)
-l

La ecuacidén (3.17) es solo un caso especial de la ecuaciodn
(3.16); =z ha sido reemplazada con ed(2n/N3i  Entonces, el

iave coeficiente de TDF es la transformada = evaluada en =z =

ed (2 /N1

Hy = H{z}| ja, (3.18)
=8
LLa anterior relacidn se muestra en la figura 3.Z. Los
coeficientes TDF son evaluados alrededor del circulo

unitario. El1 4angulo entre coeficientes sucesivos es 2u/N,
asi como N se incremente, la TDF contiene una representacidn

mads exacta de la -transformada 2z alrededor del circulo

unitario.

Im{x}

(23pi > N

Re {=>»>

Fig. 3.2 Representacion de la TDF.
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La respuesta de frecuencia del filtro es su transformada =z
evaluada alrededor del circulo unitario, v 1la TDF es una
técnica para calcular la respuesta de frecuencia. La
coneccidén entre la TDF y la transformada z se menciona para

mostrar las caracteristicas comunes de ambas técnicas.

3.1.2. PROPIEDADES DE LA TDF.
Como la TDF es ampliamente usada en disefioc de filtros

digitales y procesamiento digital de sefiales, es necesario,

hacer una revisidn de algunas de sus propiedades
generalizadas:

— La TDF es lineal:

La TDF es un operador lineal, es decir, se la puede aplicar

facilmente con sumas de sefiales o sefiales escaladas.

IDFy[ax, + bz,] = aX; + bz, (3.19)

— La TDIF es lineal:

I

La TDIF es un operador lineal. Esto es, si Xu TDIFm{Xsl vy

zx = TDIFn[Zi1i]l, entonces:
IDIFy{aX, + bZ,] = ax, + bz, (3.20)

— La TDF es periddica:

Las componentes de frecuencia producidas ror la TDF son
periddicas con un periodo N. Esto es, si X4 = TDFn[xc],

entonces:

Xy = X - (3.21)

- La TDIF es periddica:
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La seflal digital producida por una TDIF de N puntos es

periddica, con un periodo N. 8i xx = TDIFn{Xi1i], entonces:

S (3.22)
— La TDF de sefiales reales es simétrica conjugada:
Si Xi+ = TDEn(xk] v xx es puramente real (sin componente
imaginaria), entonces:

X, =X, {3.23)

E1l hecho <que el espectro de una seﬁal real sea simétrica
conjugada, significa que solo la mitad de los coeficientes
necesitan ser calculados, almacenados o graficados para
tales seflales. 81 1los coeficientes de TDF Xo hasta Xn,z son
conocidos, entonces los coeficientes ¥Xw,z + 1 hasta Xw o los
coeficientes de X-m,z hasta X-1 pueden ser inferidos
(conocidos) porgue ellos son los conjugados complejos. Una
propiedad similar se mantiene para seflales gue son puramente
imaginarias, y que podrian ser representadas completamente

con solamente N/2 coeficientes.

3.2. TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER.[=Z.8,101

Existen muchas formas para calcular la TDF, desde maquinas
de propdésito especial hasta pequefios circuitos integrados.
La TDF es muy dificil de implementar en su forma béasica,
debido., no a que requiere operadores especliales, ya que solo
utiliza adiciones y multiplicaciones, sino porque requiere N
adiciones y multiplicaciones complejas para cada coeficiente
calculado. Donde haya N coeficientes, una TDF completa
regquiere N2 operaciones complejas. Como se sabe, una
multiplicacidén compleja, reauliere cuatro multiplicaciones
reales y dos sumas reales, y una adicién compleja envuelve

dos sumas reales.
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Un computador actual de propdsitc general gue trabaje por
decir a 25 MHz, sin un coprocesador matemdtico, podria
realizar cerca de 200.000 multiplicaciones o a&adiciones
reales por segundo, entonces podria manejar unas 30.000
multiplicaciones complejas por segundo, o 100.000 sumas
complejas, lo cual parece suficiente, pero si se toma en
cuenta una TDF de 1000 puntcs, regqueriria 10% operaciones
complejas y consumiria cerca de 40 segundos de tiempo del

computador. 23

Por esta razdn, dos investigadores: J.W. Cooley y J.W. Tukey
hallaron una implementacion eficiente de la TDF. Esta se
conoce como la Transformada Réapida de Fourier (TRF), aungue
podria haber sido llamada la transformada discreta répida de
Fourier, ya que la TRF es solo una manera rdpida de calcular
la TDF. Si se ignora la precisién finita de la aritmética en
un computador, la TRF v la TDF generan exactamente los

mismos resultados.

Tomando en cuenta una TDF de cuatro puntos (N=4) para hallar
una forma eficiente de calcularla, ¥y suponiendo gque la TDF
genera los coeficientes Xo, X1, X2z v X= de los datos Xo, Xz,
Xz, y =Xz. Las ecuaciones de la TDF se muestran a

continuacidn ©para poder mostrar explicitamente como se

calculan los coeficientes, utilizando la ecuacidon (3.14):

-7 2%, -§2%, -7 2% -1 2%,
X =xe * +xe ' +xe * +xe
-4 EZ%, ~y2ny -4.2%, -12% 5
X, = x,€ +xe 4 +xe 4 +xe” t
_j_zjo -j.z_“z -j—z.’_:ﬂ. -y 2%
X, = X, + X8 + xe + x,e " 4
-y 2% . -4.2% -42%
X3=xoej4o+xiej"3+x2ej‘6+xaej4g (3.24)
Una TDF de cuatro puntos requiere 16 SUmMas vy

multiplicaciones. Pero en el sistema de ecuaciones (3.24),
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este cdlculo requiere solamente 12 adiciones complejas vy
nueve multiplicaciones (e—3(2m/430=] vy no regquiere una
multiplicacién). Comc se puede ver e—d((2n 4}k eg periddica,
con un pericdo de 4. Por lo que los dos ultimos términos de

Xz y X3 pueden ser escritcs con argumentos més pequefios:

-72%g -7 222 -1 2%0 —j-z-‘;z
X, = x,e +x,e ¢ +xe + xe
-12%, - 2%, -72%, -3
va que: e 3 (2 /450 = g-3(2rn, /404

Una ligera inspeccién de las ecuaciones (3.24) vy (3.28)
muestra que los datos aparecen para ser procesados en pares:
(X0, x2) v (%1, x3). Las siguientes ecuaciones resultan de

un rearreglo de la TDF para agrupar en operaciones pares:

X = (% +x) + (x +x,)

g2 2% -jﬂ

X o= (x txe 4 ¢ (x rxe f)e s

-7 2%
X, = (x% +’§)'+(ﬁﬁ'*”%)ej ¢

-1 2%, -72%3  _g2%3
L=(xtxe ©) +(xrxe e * (3.26)

Se puede cbservar que la nueva organizacidén del sistema de
ecuaciones (3.26) calcularan exactamente los mismos
coeficientes como la TDF de las ecuaciones (3.24), pero las
(3.25) requieren solamente 12 sumas y cinco multiplicacicnes
complejas, lo cual es casi una reduccidén a la mitad en las
multiplicaciones. Reorganizacionee similares son posibles

para cualguier TDF con una longitud de potencias de 2
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(2,4,8,16,32,864,...). Esta organizacién més réapida de TDF es
denominada como la transformada rapida de Fourier de
potencias de 2 (2TRF). Como prédcticamente todas las TRF son
algoritmos de potencias de 2, este término es generalmente

eliminado v el algoritmo es simplemente llamado TRF.

Existe un método general para expresar una TDF de longitud
de potencias de Z como una TRF, y esta tecnlica es sugerida,
observando las ecuaciones (3.26), en las cuales se tiene que
las muestras pares de los datos de entrada aparecen en lcs
términos Xxo + Xz ¥ Xo + xXze—Jd((2n/2), Estos son los
coeficientes de la TDF de wuna sefial de dos puntos gue
comprende los terminos pares de la entrada. Similarmente,
las muestras impares de la entrada aparecen en 1los términos
¥1 + X3 Yy X1 + xmeJ(2m/2)  gque son los coeficientes de la

TDF de dos puntos de la secuencia impar de datos.

Entonces, la TRF de cuatro puntos, comienza con el cdlculo
de dos TDF de dos puntos, una para las muestras pares y la
otra para las impares, y luego los resultados de la TDF son
combinados como en la ecuacidén (3.28), lo cual se muestra en

la figura 3.3.

La notacidén usada en la figura 3.3 es para uso general. En
su lugar se suele utilizar una mds conveniente, méds corta vy
que es utilizada para representar el procesamiento de las
seflales digitales, denominada grafica de flujo de datos. La
TRF de cuatro puntos es representada como un flujo de datos
en la figura 3.4. Los cuatro pantos de datos son aplicados
al lado izgquierdo del grafico, v son movidos a la derecha a
lo largo de los caminos de datos (lineas). Conforme se
movilizan, encuentran operadores de multiplicacidén y/0
adicidén y realizan las operaciones matemdticas apropiadas.
La figura 3.4 es una representacidn exacta de la ecuacidn
(3.26) v se puede ver qQue la mitad i1zquierda de la figura
representa dos TDF de dos puntos, y la mitad derecha muestra
las combinaciones de las dos TDF para generar los cuatro
coeficientes de la TDF. La figura 3.4 muestra el flujo

grafico entero para una TRF de cuatro puntos.
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Esta interpretacién de la TRF de cuatro puntos, sugiere que
la organizaciéon fué obtenida dividiendo 1la TDF de cuatro
puntos en dos TDF de dos puntos y combinando luegoc sus
coeficientes. Esto implica que wuna organizacidén de TRF de
ocho puntos podria ser obtenida dividiendo la transformada
de ocho puntos en dos TDF de cuatro puntos vy luego

combinando los dos grupos de coeficientes.

Por consiguiente, la TRF estd basada en la divisidén repetida
de una TDF. Si N es una potencia de Z, las TDF pueden ser
repetidamente divididas por la mitad hasta tener N/2
transformadas de dos puntos. Se ejecuta la TRF primeramente
calculando las N/2 TDF de dos puntos, entonces se combinan
los coeficientes de aquellas TDF para generar los
coeficientes de las N/4 TDF de cuatro puntos, se combinan
estos coeficientes para hacer los coeficientes de las N/8
TDF de ocho puntos vy asi sucesivamente. De esta manera se
construyen TDF muy grandes, hasta obtener los N coeficientes

requeridos de la TDF de N puntos.

La TRF puede ser vista como una serie de etapas. La primera

etapa es el calculo de las TDF de dos puntos. Cada TDF de

dos puntos requiere dos multiplicaciones vy adiciones
(complejas), por ~-¢ Qque la primera etapa envuelve N
operaciones complejas. La segunda etapa construye los

coeficientes de cuatro puntos desde los de dos puntos. Cada
transformada de cuatro puntos requiere cuatro
multiplicaciones v adiciones y existen N/4 de tales
transformadas en la segunda etapa. Entonces, la segunda
etapa también demanda N operaciones complejas. La tercera
etapa construye N/8 TDF de ocho puntos, y esta también
envuelve N multiplicaciones vy adiciones (N/8 x 8). Cada
etapa sucesiva requiere N multiplicaciones vy adiciones
debido a que las longitudes de la TDF son dobladas en cada
etapa. La etapa final, donde los coeficientes de N puntos
s0on ensamblados finalmente, reguieren N adiciones vy
multiplicaciones. Una TRF de N puntos (N=2entero),  tiene
logzN de tales etapas, y como cada etapa regquiere N

multiplicaciones y adiciones, la TRF de N puntos regquiere
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N.logzN operaciones complejas. =21

Esto deberia ser comparado con las N2 operaciones demandadas
por la implementacidn directa de la TDF. Como se muestra en
la tabla 3.1, mientras N se hace més grande, la TRF se hace
incrementalmente més eficiente. Una TRF relativamente
pequefia de 84 puntos de datos correréd cerca de 10 veces méas
répido gque una TDF de 64 puntos, ¥y producirda los mismos
resultados. Una TRF de un millén de puntos (1°048.576

puntos) correrda cerca de 5H0.000 veces mas réapido gue su

contraparte TDF.L[Z21

Longitud TDF TRF TRF/TDF
N N= NlogzN NlogzaN/N=
32 1.024 160 15 %
64 4.160 384 8 %
128 16.384 896 S5 %
256 85.536 2.048 3 %
512 262.144 4.608 1,7 %
1.024 1.048.800 10.240 1%

Tabla 3.1 Comparacién entre la TDF y la TRF.

En resumen, el algoritmo de TRF es un esguema eficiente para
calcular la TDF. Es importante recordar que la TRF y la TDF
calculan exactamente los mismos coeficientes, pero la TRF lo
hace mas rédpidec. La mayor restriccién de la TRF de potencias
de 2 (casi todeos los algoritmos de TRF son de este tipc), es
que la secuencia de datos debe tener asi mismo, una longitud
de potencilas de 2. Pero esto no es un problema mayor, ya que
muchas aplicaciones permiten al usuario seleccionar la
longitud de la transformada, o el usuario puede realizar un
llenado de ceros para obtener una longitud de secuencia de

datos de potencia de 2.
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3.3. ESPECTRO DE FRECUENCIA.

Cualquier sefial digital de N puntos podria ser aplicada a la
TDF y producir un grupo de N coeficientes de TDF. Cuando la
sefial digital original es una respuesta impulso de un
filtro, por ejemplc, los coeficlentes de la TDF son muestras
de la respuesta de frecuencila. Pero el significado de los
coeficientes de la TDF cuando la seflal digital es una sefial

cualgqulera, representan el espectro de la sefial digital.

Las sefiales son transformadas al dominio de la frecuencila
via la TDF, porque de alguna manera, la representacidn
espectral provee una informacidén muy 1util, como lo hacen
también las representaciones de las respuestas impulsoc y de

frecuencia que mantienen la misma cantidad de informacidn.

El primer paso es realizar un estudio del espectro del
término edwk, el cual es una sefial compleja con una
frecuencia de w radianes/muestra. Aplicando N muestras
contiguas de edwk a la TDF (mediante la ecuacidén (3.14)) vy
observando los coeficientes resultantes, se tiene gque la TDF

del exponencial complejo es:[23

N-1 2% N1 ax
X,=Y e ¥ =Yg ¥

k=0 k=0

(3.27)

Un célculo directo de esta expresién podria requerir un
cdlculo para cada uno de los N coeficientes de 1la TDF,
Xo,...,Xn-1. Sin embargo., se puede ahorrar una gran cantidad
de tiempo, observando que el i-ésimo coeficiente de TDF,
depende solamente de la diferencia de frecuencia, w -
(Zn/N)i1. Esta es una diferencia de frecuencia ya que w es la
frecuencia de la entrada a la TDF y (2n/N)i es la frecuencia
del i-ésimo coeficiente de la TDF. Esta observacidn permite
tratar todos los coeficientes de frecuencia idénticamente,

antes que calcular cada uno individualmente.

51 la diferencia de frecuencia es 8w, y la ecuacién (3.27)
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es la respuesta de la TDF; entonces:

&w = w — (2rn/N)i (3.28)
N-1

X(3w) =3 eIt (3.29)
=0

Este es un sumatorio finito de una serie geométrica, cuya

forma es:

- &
__l_ﬂ (3.30)

Es importante tener en cuenta que la ecuacidn (3.30) no
representa a los valores de los coeficientes TDF. ILa
respuesta TDF es usada para calcular el valor de cualquier
coeficiente cuando la entrada a la TDF es un exponencial
complejo. Esto se realiza mediante el cdlculo de dw para un

coeficiente particular y luego evaluando la ecuacidn (3.30).

Por ejemplo, suponiendc gque la frecuencia de la sefial de
entrada es (2w/N)i, significa gue el wvalor del i-ésimo
coeficiente es encontrado por evaluaclidén de la ecuacidn
(3.30) con un Ow=0. En tal caso, el numerador y el
denominador se hacen cero y el valor del coeficiente estad
determinado a través de la regla de 1 Hospital y sera Xi =

X (0) = N.

La ecuacidn (3.30) muestra que la respuesta TDF es cero para
cada frecuencia maltiplo entero de (2n/N), distinto de cero.
Entonces, X (1lZ2n/N) = O para 1 distinto de cero (1=1,2,3,
...), lo cual significa que si la frecuencia de entrada es
precisamente un multiplo entero de (2n/N) radianes/muestra,
el coeficiente TDF que estéd asociado con la frecuencia de
entrada tiene el valor de N y todos los otros coeficientes
son cero. En este caso, los coeficientes TDF indicarédn la

frecuencia de la entrada, porque solamente el i-ésimo
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coeficiente serd distinto de cero.

Pero éste es un caso muy especial de la TDF. Rara vez una
sefial de entrada tendrd una frecuencla que sea exactamente
un miltiplo de (2n/N). Cuando la seflal de entrada tiene unsa
frecuencia arbitraria, la diferencia de frecuencias, B&w,
puede asumir cualgquier valor desde -m hasta m. Como se puede
observar en la ecuacién (3.30), la magnitud del denominador
se incrementa si1 8w se aleja de cero. Esto implica que los
coeficientes que estdn asociados con frecuencias gque estén
lejanas de la frecuencia de entrada (valor grande de &w)
poseeran valores pequefios. Agquellos coeficientes asociados
con frecuencias cercanas a la frecuencia de entrada seran

generalmente méds grandes.

Por ejemplo, si se aplican 40 muestras de xx = eJd(2m 10>k g
la TDF, 1los coeficientes resultantes de los 40 puntos Xo,
X1,...,%3s, corresponden a las frecuencias de 0, 2w/40 ,...,
(2w/40)32 rad/muestra, Yy prara evaluar Xco se procede a
calcular su 5w (ecuacién (3.28)). Debido a que la frecuencia
de entrada es 2n/10 y Xo corresponde a la frecuencia de 0O,
bw = 2n/10 - 0 = 2n/10. Aplicando la ecuacion (3.30), se
encuentra que parz el valor de 6w = 2n/10, el numerador de
la ecuacién (3.30) se hace cero y por lo tanto Xo = 0. El
préoximo paso es calcular dw para Xi, cuyo valor es: 2n/10 -
2n/40 = 61/40; para este valor de &w, la ecuacidén (3.30) se
hace cero nuevamente y X1 = 0. Si se realizara el cdlculo de
todos los coeficientes se observaria que para 39 de ellos su
valor seria cero y solo uno tendria un valor distinto de
cero. Este coeficiente distinto de cero es el que posee su
8w = O y su valor corresponde al del valor pico de la TDF.
Este coeficliente ez Xa y estd asociado con la frecuencia de
(2n/40)4 = 2n/10 rad/muestra (6w = 0). Su valor es Xa = 40
(N), por 1o que los coeficientes de la TDF gue resultan de

aplicarse xix = e€J(2m/740>Xk gon:
X1 = 40 51 i=4, 0O en otro caso.

Estas observaciones llevan a la conclusién de que la TDF es
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un proceso de ordenamiento de frecuencia. Cada uno de los N
coeficientes de TDF son sensibles a una frecuencia
particular de entrada; Xi estd ascclado con la frecuencia
(i2n/N) radianes/muestra. Mientras un coeficiente esté mas
cercano a la frecuencia de entrada, mas grande sSera ese
coeficiente. Esta es una manera muy Util de tratar a la TDF,
y sugiere uno de los mayores usos de la transformada:
representar una sefial en términos de las frecuencias que 1la

conforman.

En la figura 3.5 se muestra respuestas TDF para longitudes
de 10 y 512 puntos. Se puede observar que la magnitud asume
un maximo de N cuando 6w=0, y decrece de una manera
oscilatoria a medida que 8w se aleja de cero. El ancho del
pico central es 4n/N, por lo gque si lg TDF se hace mas
grande, el pico se hace mds estrecho. Por ejemplo, doblando
la longitud de la TDF, se reducira a la mitad el ancho del
rico y doblara 1la altura. Esto sugiere que TDF mds grandes,
son mas sensibles a la frecuencia, y entonces, realizan una
mejor separacién de frecuencias, por lo cual las TDF mas
grandes son utilizadas en aplicaciones que requieren
resolucidén de muy alta frecuencia, por decir, en una TDF de
un millén de puntos se tiene un pico central de s6lo 12.56 x

10-8 radianes/muestra de ancho.[21]

1XCdwd |

-pi »1

I Cdwd )

aw

—-pi »i

Fig. 3.5 TDF para longitudes de 10 y 512 puntos.
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3.3.1. ESPECTRO DE ENERGIA.

La idea del espectro de sefales puede ser tratada sobre la
base de considerar la distribucidén de energia en la sefal
como una funcién de la frecuencia. La potencia instanténea
en una sefial es generalmente tomada como el cuadrado de la
amplitud de la sefial, entonces para una sehal de voltaje, la
potencia es, medida en voltios cuadrados y la energia medida
en voltios cuadrados-segundos, asumiendo que la sefial de
voltaje es medida a través de una resistencia de un ohmio.

LLa energia en una sefilal f{t) estd dada por consiguiente

como:

E= f[f(t)]2 dt (3.31)
Siendo F(w) 1la transformada de Fourier de f(t), se tiene
que:

f[f(t)]zdt=ff(t) zifp(w)emdw]dt (3.32)

Intercambiando el 2rden de integracién en el lado derecho de

la ecuacidn (3.32):

. P .
uj;[f(t)]zdtn ﬁI_F(w) [ff(t)ej“dt]dw (3.33)

-

La porcidn que se encuentra entre corchetes es F(-w), por 1lc

que se puede escribir:
_[[f(t)]“dt =-;L:[F(WLF(—W)dW (3.34)
’ 2n_.

La ecuacién (3.34) se puede simplificar, si es gque f(t) es
real, v segin la definicién de la transformada de Fourier,

se cumple en este caso que F(-w) = F*(w), la conjugada
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compleja de F(w). Entonces:

- LT ‘ e
_j;[f(r:)]’dt = E_[_F("’)F (w) dw = Hf{f’(w) 2dw (3.35)

—

La ecuacidén (3.35) es una propiedad fundamental de la
transformada de Fourier, llamada el “teorema de Parseval',
el cual dice gque la energia en la sefial f(t) es igual a
1/(2n) veces el area bajo el cuadrado de la magnitud de la
transformada de Fourier de f(t). El1 término |F(w)|2 es
conocido como el espectro de energia, o densidad espectral
de energia de f(t) ¥ puede ser interpretada como la
distribucion de energia con la frecuencia. Las unidades de
‘F(w)|2 dependen de las unidades de f(t): por ejemplo, si

f(t} fuera un wvoltaje, entonces |F(w) 2 deberia tener

unidades de voltios cuadrados-segundos por Hz.

Un mejor entendimiento del significado del espectro de
energia se obtiene considerando c¢omo un sistema lineal

altera el espectro de una seflal transmitida a través del

sistema.

Y(w) = H{w) . X(w) (3.36)

El espectro de energia de la salida es entonces hallado asi:

Y (w) |* = Y(w) Y (w) = [H(W)X(W)] [H" (W) X (w)] = [H(W) |*|x(w) |
(3.37)

De la ecuacidén (3.37) se puede ver que el espectro de
energia de la seflal de salida estd relacionado al espectro
de energia de 1la sefial de entrada por el término |H(w)| =,
gque a menudo se dencmina como la “funcidn de transferencia

de energia del sistema’.

Como se. verd en el numeral 3.4, la densidad espectral de

potencia es una herramienta muy util, debido a que mediante
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ella se puede 1identificar 1las distintas componentes de

frecuencia constitutivas de una sefilal cualguiera.

3.4. APLICACIONES.

La aplicacién de la densidad espectral de potencia, es la de
facilitar el conccimiento de la energia de la sefial a
diferentes frecuencias, ¥y por lo tantc proporciona
informacién de todas las componentes de frecuencia que
constituyen dicha sefial. Como se sabe una sefial peridédica
puede ser descompuesta en una suma de sencs y¥/0 cosenos de
diferentes frecuenclias. El conocimiento de las frecuencias
que constituyen una sefial, es particularmente Util, cuando
por ejemplo, interesa solamente cilerta(s) frecuencia(s).
Utilizando un filtro adecuado, se eliminan las frecuencias
indeseables, como pueden ser sefiales de ruide que contaminan
la sefial de interés; o, simplemente se posibilita realizar
una separacién de las diversas componentes; por ejemplo, una
sefial que contiene componentes de 15, 40 vy 60 Hz y de la
cual interesa mantener tan solo la componente de 60 vy
eliminar las otras dos. Mediante el andlisis espectral de
rotencia, se posibilita obtener informacién de cierto tipo
de sefilales que & simrle vista, no proporcionarian ninguna

informacién Gtil.

Pero, el andlisis espectral de potencia es tan solo una
aplicacién de la TDF y de su implementacién eficiente. la
TREF. A continuacidén se presentan otras aplicaciones de la

TDF que son de mucha utilidad.

3.4.1. LA TDF Y EL FILTRADO.

En esta aplicacidén, la TDF es usada como una herramienta de
andlisis para filtros digitales. A través de ella, se puede
predecir como afectard un filtro a una sefial de entrada
especifica. Recordando que un filtro digital produce una
salida, la cual es la convolucidn de la entrada del filtro ¥

su respuesta impulso:
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Ye = Y, Bi¥yy (3.38)

- —ith

La respuesta de frecuencia del filtro es un retrato

equivalente, pero generalmente mds Util de la operacioén del

filtro. Considerando una secuencia de entrada de duracién
finita., por decir, xXo,...,XN-1, como la entrada al filtro
digital, con coeficientes TDF, Xo,...,Xn-1, que representan

una versioén periddica de la sefial de entrada, entonces 1los
coeficientes TDF de la salida del filtro, son el producto de
los coeficientes TDF de la entrada vy la respuesta de

frecuencia del filtro:

Y, = H(%’iinl (3.39)

Por definicién la TDI¥ para la salida del filtro (vik) es:

Y,e ¥ (3.40)

El resultado de 1la ecuacidén (3.39) proporciona "un método
rédpido y conveniente para estudiar el comportamiento de un
filtro en el dominio de la frecuencia. Es mucho méds fdcil
calcular una salida de un filtro en el dominio de la
frecuencia que en el dominio del tiempc, ya que es méds facil

multiplicar gque convolucionar.

3.4.2. LA TDF Y LA CONVOLUCION.

Esta segunda aplicacién de la TDF es realmente una variante
del uso de la TDF en el filtrado. En algunas aplicaciones es
més eficiente calcular los coeficientes de la TDF de
sefilales, multiplicar los coeficientes, y realizar la TDIF,
antes gue realizar la convolucidn directa. En estos casos la

convolucién es realizada por la TDF, multiplicacidén y la
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TDIF. Esta realizacién se hace méds atractiva si las gefiales
estdn ya expresadas en términos de sus coeficientes TDF y/o
los resultados de la convolucidédn son deseados en el dominio
de la frecuencia. A causa de gque ésta realizacidn usa
representaciones TDF de las sefiales, se prbduce una

convolucién periddica (o circular).

Para usar una TDF para calcular los coeficientes para la
convolucién, se debe extender la respuesta impulso del
filtro con ceros hasta que la respuesta impulso extendida
sea un entero maltiplo de N (de la ecuacidén (3.38}), y luego
tomar la TDF de la respuesta impulso extendida. Se puede
extender la respuesta impulso a cualquier multiplo de N,

peroc normalmente se extiende s6lo al miltiplo mds pequefio.

Entonces:

v = TDIFn{Ys} k=0,...,N-1 (3.41)

Del resultade de la convolucidn, yx, es periddica., de
periodo N. Podria parecer gque el reemplazar el operador
directo de convolucidn con el método de las transformadas
haria més largo el proceso de convolucibén, pero no sucede
asi debido a que, aungue haya gque calcular los coeficientes
TDF tantoc de la entrada como de la salida y la transformada
inversa TDIF, para hallar la convolucidn circular, todo el
rrocedimiento se realiza mas répido &a causa de lcs
algoritmos existentes, que son mds eficientes, tanto asi que
una convoluclidén de 1.000 puntos de una sefial con un periodo
de N = 2.000, requiere 2.000.000 de adicicnes vy
multiplicaciones; una implementacién eficiente de TDF y de
TDIF para realizar el mismo trabajc, regquiere solamente
90.000 adiciones y multiplicaciones para la TDIF, 180.000
operaciones para el cdlculo de la TDF v 2.000
multiplicaciones complejas para la parte de multiplicacidn
de los cceficientes; un total de 274.000 sumas y 278.000,
multiplicaciones en contraste con los 2.000.000 de sumas vy

multiplicaciones para la convolucidén regular.[=)]
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3.4.3. LA TDF Y LA FRECUENCIA.

Existen muchas aplicaciones en las cuales la informacidén es
llevada por la frecuencia de una seflal. Por ejemplo, tal uso
de la frecuencia se utiliza cuando se producen los tonos en
un teléfono de tono. En este caso cada botén (1-9 y las tres
teclas especiales), generan una mezcla de tonos. kstos tonos
son transmitidos por las lineas telefdénicas Yy son
decodificadas en la central. La compafiia de telefonos deben
tener sistemas gque puedan “Tescuchar’ estos tonos para
determinar las frecuencias, que indicardn cual botdn fué

presionado.

Una TDF es una herramienta Util para dividir una sehial en
sus componentes de frecuencia. Para esta aplicacidn, N
muestras de la seflal se aplican a la TDF. Los coeficientes
TDF indican cuales frecuencias estdn presentes y cuan
fuertes son. Los coeficientes TDF que estdn asociados con
componentes de frecuencia en las seflales son grandes. y los
otros coeficientes (aquellos asociados con componentes de
frecuencia no existentes), son pequefios. La TDF es
ampliamente usada para descomponer una sefial en sus
componentes de frecuencia o para analizar una sefial basada

en la frecuencia.

La TDF es también utilizada para detectar seflales coherentes
(sinusoides) en ruido altamente no coherente, ccmunmente
llamado ruido "blanco”. Esta aplicacidén estd basada en el
hecho de que . la potencia del ruido es esparcida
aleatoriamente entre todos los coeficientes TDF, pero la
potencia de 1la sefial estd concentrada sclamente en unos
pocos coeficientes. S5i la TDF es suficientemente grande, los
coeficientes asociados con el ruido serdan mucho mas pequefios
que aquellos de la sefial. Entonces la sefial se detecta por
inspeccién de los ccoeficientes, mirando los mas grandes.
Generalmente, en lugar de analizar los coeficientes se hace

un grafico del espectro de potencia de la sefial.

A causa de que el ruido es aleatorio, diferentes muestras de
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la sefial mds ruido producirén diferentes coeficientes TDF.

3.4.4. LA TDF Y LAS VENTANAS.

La TDF es de la forma de la figura 3.5. Ideaslmente se desea
que tenga un l1ldébulo delgado y no haya rizado (gue no hayan
fugas espectrales). Este es un problema similar al problema
de filtrado en el cual se tiene una respuesta de frecuencia
con rizado. Si se tiene un filtro con rizado en la respuesta

de frecuencia, quiere decir que se tiene una TDF con rizado.

Supbéngase que la sefal se hace pasar por una ventana antes
de aplicar ésta a la TDF, es decir, se calcula la TDF de
wr.Xx en lugar de xXxk. Los términos wix son los coeficientes

de la ventana y los Xxx son las muestras de la sefial. Se

busca ahora como en el caso de los filtros manejar una -

ventana para consegulr que el 1lébulo principal sea mas
angosto y los lébulos laterales mas pequefics, sin necesidad

de utilizar mayor numero de puntos en la TDF.

Cada nueva ventana generard una diferente respuesta TDF y
permitird Jugar corn el ancho del 1ébulo principal v la
altura de los 16bulos laterales. Diferentes ventanas

generardn diferentes grupos de coeficientes TDF.L[Z2.103

Por otro lado, el concepto de la transformada discreta de
Fourier es quizd la estructura mds ampliamente utilizada por
técnicas Que obtienen espectros para sefiales discretas no
estacionarias, donde la resolucidn espectral y la variacién
del tiempo son los términos mas importantes. Una sefial no
estacionaria es aquella en la cual las propiedades varian
con el tiempo, por ejemplo, una suma de componentes
sinusoidales con amplitudes, frecuencias, o fases variantes
en el tiempo como se tiene en las sefiales de lenguaje y en
las sefiales del radar Doppler, aplicaciones en las que la
transformada de TFourier provee una descripcién til de codmo
cambian las propledades de la sefial con el transcurso del

tiempo.l1lC3]

T
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4. RUTINAS DEL MATLAB.

En el presente capitulo, se trata sobre todas las rutinas
creadas para realizar un procesamiento digital de sefiales a
nivel de simulacidn, mediante el wuso de 1los archivos de
funciones (function files) y 1los archivos de escritura

(script files) que posee el paguete MATLAB.

Es necesario indicar que la versién utilizada del MATLAB es
la V. 3.ba. Versiones anteriores o posteriores, poseen
clertas diferencias en sintaxis y hasta en interpretacidn de
ciertas instrucciones, como es el caso de la versién de
MATLAE FOR WINDOWS, gque a la instruccidén "eval( )", la
utiliza como evaluacién de funciones y no como posible

llamada a subrutina como lo realiza la versidén 3.5a.

La versién 3.ba del MATLAB requiere por 1lo menos 320K de
memoria, MS-DOS o PC-DOS de versidén 3.0 o mas alta, ¥y un
coprocesador matemdtico 6 en su ausencia un emulador de
coprocesador, aungue obviamente, con el emulador se realizan
las operaciones de punto flotante de una forma muy lenta, en

comparacién con el coprocesador fisico.

4.1. IMPLEMENTACION DE SOFTWARE PARA PROCESAMIENTO DIGITAL
DE SERALES.

En este numeral se describe las rutinas realizadas para
configurar un "médulo” gue permita la simulacién de plantas
de primero y segundo orden con y sin retardo de transporte,
el andlisis espectral de sefilales obtenidas de las plantas
gimuladas o de otra seflal cualgquiera, disefio de filtros

digitales recursivos y no recursivos, filtrado de seflales

contaminadas con ruldo o con varlas componentes de
frecuencia, y, finalmente el ajuste polinomial de sefiales
digitales con las aplicaciones de interpolacién v

extrapolacidn. En la figura 4.1 se muestra el eggquems del
software 1mplementado para el Procesamiento Digital de

Sefiales.
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Fig. 4.1 Esquewa general del sefiware implementado
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4.1.1. SIMULACION DE PLANTAS.

El médulo de simulacidon de plantas posee cuatro alternativas
que son: simulacién de plantas de primer orden, de primer
orden con retardo de transporte, de segundo orden y segundo
orden con retardo de transporte. Cualguiera de las
anteriores rutinas comlienza con la introduccién de las
respectivas funciones de transferencia, cuyo formato es
presentado al inicio en la seccidén tutorial de cada rutina,

junto con ciertas indicaciones seglin el caso.

Todas las rutinas poseen las siguientes opciones, las cuales

se presentan en la figura 4.2 mediante un diagrama de flujo:

— Se introduce ruido en un porcentaje con respecto al valor

de estabilizacidn de la sefial de salida de la planta.

— Be procede a escoger el tipo de seflal de entrada a la
planta, teniéndose dos posibilidades:
a) Sefial paso o escaldn.

b) Cualgquier otra sefilal definida por el usuario.

— Seguildamente, se escoge la naturaleza de ruido con gue se
contamina la sefilal de salida, existiendo los siguientes
tipos:

a) Ruido con distribucidén normal.

b) Ruido con distribucidén uniforme.

c) Sefial binaria pseudo aleatoria {PFRBS).

Si se guiere, se puede observar la sefial de ruido que
contaminard la seflal de salida. En caso de utilizarse las
rlantas que introducen un retardo de transporte, se puede
elegir una aproximacion de primero o de segundo ordsn de:
Paddé.

Finalmente, se presenta los graficos de la respuesta de la
planta a la seflal escogida, sin contaminacion y con 1la
presencia de ruido, teniéndose la posibilidad de ampliar la

escala del grafico, segtin la convenisncia.
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Fig. 4.2 Diagrama de flujo del modulo de simulacion de plantas.
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4.1.2. ANALISIS ESPECTRAL.

En el médulo de andlisis espectral, se presenta la
posibilidad de utilizar la sefial obtenida de la planta
simulada en el punto anterior, o definir una seflal gue sea
de especilal interés. Si se decide por la opcidén de definir
una sefial cualguiera, se tiene gque realizar otra elecciodn,
que es escoger una PRBS o no hacerlo. Si se trabaja con la
PRBS, se puede utilizar un modelo preestablecido o a su vez
definir un nuevo modelo. 51 no se trabaja con la PRBS, se
puede definir cualquier . seflal en funcidén de "to", que es el
vector gque define la base de tiempo de la rutina; . la
frecuencia de muestreo a la gue se quiere discretizar tal
seflal. Se presenta a continuacidén en la rutina, un grafico
de la sefial que se va a analizar (ya sea de la planta, o

definida por el usuarioc).

Seguidamente, la rutina calcula la densidad espectral de la
seflal vy la grafica a continuacidn; =i se dessa, se puede

ampliar la escala del grafico a voluntad.

En la rutina del modulo de andlisis espectral (figura 4.3)
se presenta un tutorial al inicio, vy 1las indicaciones
pertinentes en el desarrcllo de la misma para orientar al

usuario.

Se recomienda utilizar una frecuencia de muestreo (fs) de
100 Hz cuando se utiliza la seflal obtenida de la simulacidn
de la planta, ya gque 1las frecuencias presentes en el
andlisis espectral en este caso son muy bajas, Vy para
poderlas apreciar, se debe utilizar un valor nc muy alto de
fs (debido a que todas las rutinas relacionan el fondo de

escala con el valor de fs/2 por &l teorema de muestreo).

En caso de definir una sefilal cualquiera, deberd utilizarse
el valor que convenga de la frecuencia de muestreo segun las
componentes de frecuencila que posea la sefial, tomando en

cuensta que estas no pueden ser mayores al valor de fs/2.
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Fig. 4.3 Diagrama de flujo del midulo de analisis espectral




113

4.1.3. DISERO DE FILTROS DIGITALES.

Este médulo contiene dos alternativas (figura 4.4):
a) Disefio de filtros recursivos.

b) Disefio de filtreos no recursivos.

Dentro de los filtros recursivos, se tiene los siguilentes
métodos de disefio:

~ Método de la transformada bilineal.

- Método de Yule-Walker.

- Método de Prony.

— Método de minimizacidn del error medio cuadratico.

Los métodos de disefio para los filtros no recursivos son los
sigulentes:

— De fase lineal con longitud de ventana definida.

— De fase lineal en el dominio de la frecuencia.

— Mediante el algecritmo de Parks-McClellan.
4.1.3.1. Transformada bilineal:

El método de la transformada bilineal (figuras 4.5.1 ¥
4.5.2) realiza el disefio de filtros digitales mediante
aproximaciones a 1los filtros anédlogos de Butterworth,
Chebyshev (tipo I y 1I), v Eliptico. BSe define una
frecuencia de muestreoc de acuerdo a las frecuencias que
conformen la seflal que se quilere filtrar, eligiéndose el
tipo adecuado de filtro y sus caracteristicas (pasa bajo,
pasa alto, pasa banda o elimina banda). La introduccidén de
las especificaciones de rizados en las bandas de paso y/c de
blogquec, y las frecuencias de paso vy de blogqueo que
conforman la regién de transicién, es ayudada por un grafico
del esquema de tolerancia segln el filtro que se quiere
diseflar. Un valor tipico del rizado en la banda de paso es
de 0.5 dB yv en la de blogqueo es de 40 dB para ésta clase de
filtros.

Esta rutina calcula el orden minimo del filtro

imprescindible para satisfacer los requsrimientos y la
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frecuencia natural del filtro para esas condicilones (entre O
v 1, con 1 correspondiente al valor de fs/2), pero se puede
introducir el orden gue el usuario desee, asi como también
el valor de la frecuencia natural dentro de la regidén de
transicién. La rutina de la transformada bilineal procede a
calcular los coeficientes del filtro y luego calcula la
magnitud de respuesta de frecuencia, graficdndola con
posibilidad de ampliar el gréfico a wvoluntad del usuario.
Todas las rutinas de este método poseen tutoriales con el

fin de orientar al usuario en su utilizacién.
4.1.3.2. Método de Yule—Walker.

Este método trabaja con la definicidén de la magnitud de
respuesta de frecuencia (figura 4.6). La rutina trabaja de
la siguiente manera: se introduce la frecuencia de muestreo
conveniente, el orden del filtro y los vectores de magnitud
y frecuencia de la respuesta de frecuencia ideal del filtro,
se presentan tutoriales y un ejemplo de introduccién de la
respuesta de frecuencia. Seguidamente se grafica la
respuesta de frecuencia ideal con la opcidén de regresar al
inicio de la rutina si la respuesta de frecuencia se ha
definido errdéneamente; caso contrario procede a calcular los
coeficientes del filtro y 1la respuesta de frecuencia real
del mismo. Finalmente grafica las respuestas ideal y real de
frecuencia para compararlas y posibilita la ampliacidén de

escala a voluntad del usuario.

En este método de disefio se pueden realizar filtros
multibanda, definiendo la respuesta de frecuencia ideal para

ello, de la misma manera gue para un filtro comun.
4.1.3.3. Método de Prony.

Este método de disefio trabaja con un disefio anterior de
filtro recursivo realizado por la transformada bilineal
preferiblemente, ya gque realiza su disefio calculando la

respuesta impulsec del filtro anterior haciendo rosible el
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variar el orden del numerador y del denominador
separadamente. Realiza un grédfico de la respuesta impulsc y
luego calcula los coeficientes del numerador y del
denominador del filtro. Posee como en los otros casos un
tutorial al inicio de la rutina; después de calcular la
magnitud de la respuesta de frecuencia, la grafica con la

posibilidad de ampliar la escala (figura 4.7).
4.1.3.4. Método de minimizacidén del error medic cuadratico.

Al igual que en el método de Prony. este método también
trabaja con un filtro que ya ha sido disefiado anteriormente,
debido a que calcula la respuesﬁa de frecuencia compleja
(magnitud v &ngulo) en base a‘:los coeficientes del filtro
conocido, con el fin de facilitar la variacién del orden en
el numerador y el denominador de la nueva funcién de
transferencia del filtro (coeficientes actuales). Al inicio
de la rutina se presenta un tutorial en el cual se explica
su funcionamientoc y el hecho de tener que realizar un disefio

anterior para poder utilizar este método de disefio.

Se comienza introduciendo los ordenes de numerador ¥y
denominador requeridos, c¢on lo cual 1la rutina procede a
calcular los nuevos coeficientes. Luego calcula la respuesta
de frecuencia del filtro y la grafica, con la opcidn de

poder ampliar la escala a voluntad (figura 4.8).
4.1.3.5. Método de fase lineal.
Este método es el primero de 1los filtros no recursivos.

Utiliza varias ventanas para truncar la respuesta impulso

del filtro como son: Hamming, Hanning, Xaiser, Bartlett,

Blackman, Rectangular, Triangular y Chebyshev (figura
4.9.1). Para cada una de las ventanas mencionadas, existe
una rutina diferente, pero todas utilizan la misma

estructura, en la que se define primeramente la frecuencia
de muestreo conveniente, para luego escoger el tipo de
filtro necesario presentandose un esquema de tolerancia para

cada uno (pasa bajo, pasa alto, pasa barz:, elimina banda).
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n base al esquema de tolerancia, se define la frecuencia de
corte (el esguema es un grafico tutorial para ayudar al
usuario). Se 1introduce el orden del filtro, y la rutina
procede a calcular los coeficientes del filtro que se ha
diseflado, asi como la respuesta de frecuencia: finalmente se
presenta el grafico de la respuesta de frecuencia con la
prosibilidad de ampliar la escala a voluntad del usuario
(figura 4.9.2). Todas las rutinas (para cada ventana),
poseen tutoriales de la operacidn que cada una de ellas
realiza y de los argumentos de entrada v salida que

contienen.

4.1.3.6. Método de fase lineal en el dowminio de la

frecuencia.

EFste método es similar al anterior, con la excepcidn de gue
3¢ define 1los vectores de magnitud y frecuencia de la
respuesta de frecuencia deseada del filtro, utilizando las
mismas ventanas que en 4.1.3.5 con su propila rutina cada una
de ellas (y en este caso con su proria subrutina también).
Cada rutina pose=2 un tutorial para informar al usuario de
los argumentos de entrada vy salida de la misma y su

utilizacion.

Luego de seleccionar el tipo de wventana qgue se va a
utilizar, se define la frecuenéia de muestreo, el orden del
filtro y los vectores de magnitud v frecuencia de la
respuesta de frecuencia deseada; se resenta un ejemplo
didactico de como introducir dichos vectores. A continuacién
sé grafica la respuesta de frecuencla deseada (ideal) con la
opciétn de iniciar de nuevo el disefio si ésta no se ha

definido correctamente (figura 4.10.1).

Después de que se acepta al grifico de la respuesta de
frecuencia deseada como correcta, la rutina procede a
calcular los coeficientes del filtro, para con ellos ©poder
calcular posteriormente la respuesta de frecuencia real del
filtro; finalmente sgse grafica la respuesta de frecuencia

real versus la deseada (ideal) con posibilidad de ampliar la
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scala a voluntad (figura 4.10.2).
Mediante este método se pueden realizar diseflos de filtros

multibanda, debido a la posibilidad de difinir la respuesta

de frecuencia deseada. cualguiera que esta sea.
4.1.3.7. Método de diseno de Parks—McClellan.
El método de Parks-McClellan es el Gltimo de los métodos de

disefioc no recursivo VY es denominado también como disefio

ptimo equirizado (rizado equivalente en las bandas de paso

o

v de blogqueo); la rutina y la subrutina de este método
trabajan también en el dominio de la frecuencia, pues se
definen los vectores de magnitud vy frecuencia de la

respuesta de frecuencia deseada, por lo cual el disefio por
este método es capaz de realizar filtros multibanda, al

igual que el método de 4.1.3.6.

Se inicia definilendo la frecuencia de muestreo necesaria, el
orden del filtro {(que no s tan grande como =sSe lo puede
definir en lo. nerales 4.1.3.5 y 4.1.3.6, ya gue aguil es
de aproximadamente Lo, debido al numero de iteraciones que
realiza, y al colocar un orden muy elevado, se produce un

mensaje de "out of memory” en el MATLAB).

Se define la respuesta de frecuencia deseada (ideal), con la
ayuda de un ejemplo didactico de la introduccidn de los
datos de magnitud y frecuencia en vectores, aparte de poseer
cada rutina un tutorial al 1inicio de la misma. Se procede a
graficar la respuesta de Tfrecuencia ideal con el fin de
observar si los datos han sido introducidos correctamente;
caso contrario la rutina posibilita el iniciar de nuevo el

proceso para corregir el error.

51 la respuesta de frecuencia deseada estd correcta, se
calcula los coeficientes del filtro, la respuesta de
frecuencia real, y, se procede a graficar las respuestas de
frecuencia deseada y real del filtreo, para poder compararlas

con opcidn de ampliar la escala del grafico (figura 4.11).
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4.1.4. METODOS DE FILTRADO DE LAS SERALES.

Existen dos posibilidades de realizar filtrado de las

sefiales de interés:

a) Filtrado mediante filtros recursivos.

b) Filtrado mediante filtros no recursivos.

El filtrado mediante los filltros recursivos utiliza uno de
los siguientes métodos:
—~ Filtrado de fase cero.

— Filtrado en forma directa transpuesta.

Cuando se ha disefiladeo un filtro no recursivo, se utiliza el
filtrado mediante filtros no recursivos. el cual utiliza la

transformada rdapida de Fourier para el efecto.

Cualquiera que sea el método., la estructura del diagrama de
flujo es la misma, variandoe uUnicamente en el procedimiento
de filtrado escogido. Todas las rutinas poseen tutoriales vy
su desarrcllo = como sigue: se puede utilizar >La sefial
obtenida en 1la simulacidén de las plantas para realizar un
rroceso de filtrado directo con la misma, o definir unsa
sefial cualguiera gque se desee filtrar (como por ejemplo una
sefial de componentes sinusoidales de wvarias frecuencias,
donde se quiere filtrar las frecuencias gque no son de
interés). Para ello se debe definir 1la frecuencia de

muestrec conveniente.

Ya sea que se elije la s=flal de la planta o la sefial
definida, se procede a realizar el filtrado con el méteodo
escoglido y el filtro disefiado anteriormente en el numeral
4.1.3. Posteriormente se grafica la sefial original
contaminada vy la seflal que ha sido filtrada, en una misma

pantalla, para poder comparar las dos seflales.

Adiclonalmente se puede mirar el nuevo espectro de potencia
(de la sefial filtrada), utilizando para el obdjeto, las

definiciocnes de cada una de las seflales filtradas asi:
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— F0 para una sefial filtrada con el método de fase cero

(filtros recursivos).

— F1 para una sefilal filtrada con el método de forma directa

transpuesta (filtros recursivos).

- F2 para la sefilal filtrada con el método de la TRF con

filtros no recursivos. (Figura 4.12).
4.1.5. Ajuste polinomial de sefiales digitales.

El ajuste polinomial de sefiales digitales posee como todas
las rutinas un tutorial al inicio de la misma. Su
procedimiento es como sigue: se define un vector k" gque
representa los tiempos discretos en los cuales han sido
tomadas las distintas muestras; este vector puede ser
definido (por ejemplo [0:0.1:10] que indica que el primer

punto se toma a k=0, con intervalos de 0.1 hasta un valor de

=10}, o escritce explicitamente (como [0,1,2.3.4.5]). Asi
mismo se procede a definir el wvector =x(k). el cual
representa a los -ralores gque toma la funcidén "= a los
tiempos discretos "k, habiendo la posibilidad de realizarlo

como se lo hizo para el vector k, es decir, por generaciodn
del wvector (por ejemplo: sin(xk)), o por definicidn

explicita de sus wvalores.

A continuacién se grafica el vector k versus (k)
(discretamente), ¥ se introduce el orden del polinomio con
el que ese qguiere ajustar 1la sefial. Calcula el modelo
polinémico y grafica el resultado del ajuste polinomial (el
polinomic evaluado en tiempo continuo; hasta agui lo que

tiene gue ver con el ajuste polinomial.

Como aplicaciones del ajuste polincomial, se tiene a la

interpolacién y a la extrapolacidn, que se pueden elegir
(cualguiera de las dos) al terminar la modelacidn
polinomial. De todos modos, se procede a definir un vector

k~ que contiene los puntos discretos de tiempo en los cuales

se guiere realizar la interpolacién o la extrapolacidn; la
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rutina <calcula los wvalores =(k") que resultan de la
evaluacién del modelo polinomial que se ajusta a la sefial
discreta de interés y que corresponden a la interpolacilidn o
a la extrapolacldn segin el caso. Presenta estos valorses de
x(k") para los dos <casos ¥ adicionalmente grafica el
resultade de la extraroclacidn si ésta se ha realizado

(figura 4.13).
-~ Sefial Binaria Pseudo Aleatoria (PRBS).

Como se muesira en el diagrama de flujo de la figura 4.14,
ia sefilal PRBS es generada por una rutina de funciédn
(function file) que se desarrolla de la gsiguiente manera: se
puede introducir los datos Dbinarios (8) que son necesarios
para la generacién de la sefial, o se puede ubilizar un
modelo ©preestablecido. raso seguido se evalta la relacidn
légica XOR (0O EXCLUSIVO) entre 1los bits 5 v 6, desplazando
este resultado a la rosicidn del bit 1 v desplazando a la
vezr los bits 1, 2. 3. 4, v 5 un lugar hacia la derechsa
rotando de esta “~a los datos binarios para generar la
PRES. Finalmente se grafica la seflal generada, la cual varia
entre +1 v -1, yva que cuando el resultado del XOR es 1
légico, la seflal asume +1 a la salida: cuando el resultado

de XOR es 0 1légico, la sefial asume un velor de -1 a 1la

salida.

4.2. LIBRERIA DE PROCESAMIENTO DE SENALES DEL MATLAR.

La libreria de prcocesamiento de sefiales del paquete MATLAE,

posee funciocnes y comandos para los siguientes temas:
4_2.1. DISENO DE FILTROS DIGITALES.

— Bartlett.
— Bilinear.
- Blackman.
- Boxcar.

- Buttap.‘
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Butter.
Buttord.
Cheblap.
ChebZap.
Chebap.
Cheblord.
ChebZord.
Chebwin.
Cheby.
Chebyl.
Cheby2.
Ellip.
Ellipap.
Ellipord.
Firl.
Fir2.
Freqgz.
Hamming.
Hanning.
Invfregz.
Kaiser.
Prony.
Remez.
Triang.
Yulewalk.

4_2.2. FILTRADO DE SERALES, UTILIZANDO LOS FILTROS DEL

|

NUMERAL 4.2_1.

Filtfilt.
Filter.
Fftfilt.

4.2.3. ANALISIS ESPECTRAL.

Fft.
Ifft.
Specplot.

Spectrum.
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4_2_.4_. AJUSTE POLINOMICO DE SERALES DIGITALES.

— Polyfit.
- Polyval.

4_3. RUTINAS PARA FILTROS.

En este numeral, se desarrollard el tema teniendo en cuenta
el orden de presentacidon de los métodos de disefio en el
programa de procesamiento de seflales, asi, se iniciard con
el disefio de los filtros recursivos, luego con los no
recursivos, para terminar con los métodos de filtrado, 1los
cuales utilizan los coeficientes de los filtros disefiados
anteriormente. Para cada método se realizard una pegquefla
explicacidén de su procedimiento, asi como también de los
datos de entrada y de salida rara cada rutina, ¥y la funcién

rerteneciente al MATLAB, que utiliza dicha rutina.
4_3.1. RUTINAS PARA DISERO DE FILTROS RECURSIVOS.

Las rutinas existentes para el disefio de este tipo de

filtros, son cuatro:

4.3.1.1. Método de la transformada bilineal:

La - transformada bilineal wutiliza para cada una de sus
variacliones: Butterworth, Chebyshev, ¥Eliptico, las

siguientes funciones:
— Bilinear:

Es la transformada bilineal con correccidén de frecuencia
opcional. ‘

(Zd,Pd,Kd] = Dbilinear(Z,P,K,Fs) convierte la funcidén de
transferencia especificada en el dominio de Laplace por Z,
P, v K a su equivalente discreto en el dominio de la
transformada z, equivalente obtenido de la transformacién

bilineal:
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H(z) = H{s) |s=2-Fs-(z—1)/(z+1) (4.1)

donde los vectores columna Z y P especifican los ceros y los

polos, K especifica 1la ganancia, y Fs es la frecuencia de

muestreo en Hz.

[NUMd,DENd] = bilinear(NUM,DEN,Fs) donde NUM y DEN son
vectores fila conteniendo los coeficientes del numerador y
el denominador de la funcidn de transferencia NUM(s)/DEN(s)
en potencias descendentes de s, transforma a su equivalente

en z, NUMd(z)/DENd(z).

Cada una de las dos formas anteriores de BILINEAR, acepta un
argumento de entrada adicional opcional, Fp, gue especifica
la correccidon antes de realizar la transformada bilineal
para qQue las respuestas de frecuencia antes y después,

colncidan exactamente en el punto de frecuencia Fp (Hz).
4.3.1.1.1. Aproximaciodon de Butterworth.
— Buttap:

Prototipo de filtroc pasabajo andlogo de Butterworth.

[Z2.P,K] = buttap(N) retorna los ceros, polos y ganancia para
un prototipo normalizado de filtro pasabajo analogo de
Butterworth de orden N. El1 filtro resultante tiene N polos
alrededor del circulo unitario en el semiplano izguierdo, ¥

s5in ceros.

— Buttord:

Seleccidn del orden del filtro de Butterworth.

[N,Wn] = buttord(Wp,Ws,Rp,Rs) retorna el orden N del filtro
de Butterworth de més bajoc orden gque no pierde mas que Rp dB
en la banda de paso y tiene por lo mencs Rs dB de atenuaciodn
en la banda de blogueo. La banda de pasc va desde O hasta Wp
vy la banda de blogueo se extiende desde Ws a 1, que es la

frecuencia de Nygquist. Buttord también retorna Wn, gque es la
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frecuencia natural de corte del filtro normalizado
Butterworth, para usar con Butter vy cumplir con 1las
especificaciones. Cuando Rp es escogida como 3 dB, el Wn en

Butter es igual a Wp en Buttord.

— Butter:

Disefio de filtro digital de Butterworth.

[B,A] = butter(N,Wn) disefila un filtro digital de Butterwocrth
pasabajo de orden N, y retorna los coeficientes del filtro
en los vectores B y A de longitud N+1. La frecuencia de
corte Wn debe estar entre 0 y 1, con 1 correspondiente a la

mitad de la frecuencia de muestreo.

81 Wn es un vector de dos elementos, Wn = [W1 W2], butter
retorna un filtro pasabanda de orden 2N con banda de paso W1
< W < WZ2.

[B,A] = butter(N,Wn, "high”) disefila un filtro pasaalto.

[B,A] = butter(N,Wn, "stop”) es un filtro eliminabanda si Wn
es [W1l W2].

4.3.1.1.2. Aproximacién de Chebyshev.

— Cheblap:

Prototipo de filtro pasabajo andlogo de Chebyshev tipo I.

[(Z,P,K] = <cheblap{N,Rp) retorna los ceros, polos v ganancia
para un prototipc normalizado de filtro pasabajo andlogo de
Chebyshev tipo I de orden N, con Rp decibelios de rizado en
la bznda de paso. Los filtros Chebyshev de tipo I son planos

en la kanda de bleoqueo.
— Cheb2ap:

Prototipo de filtro pasabajo andlogo de Chebyshev tipo II.

[Z2,P,K] = chebZap(N,Rs) retorna los ceros, polos y ganancia
para un prototipo normalizadoc de filtro rasabajo anadlogo de
Chebyshev tipo II de orden N, con Rs decibelios de rizado en

la banda la de bloqueo. Los filtros Chebyshev de tipo II son
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planos en la banda de paso.
— Chebap:

Chebap(N,R) retorna un vector de longitud N, de
localizaciones de polos para un prototipo de filtro pasabajo

anadlogo Chebyshev con R decibelios de rizado en la banda de

paso.
— Cheblord:

Seleccidn del orden del filtro de Chebyshev tipo I.

[N,Wn] = cheblord(Wp,Ws,Rp.Rs) retorna el orden N del filtro
de Chebyshev tipo I de mds bajo orden gque no pierde més gque
Rp dB en 1la banda de praso y tiene por lo menos Rs dB de
atenuacién en la banda de blogueo. La banda de paso va desde
0 hasta Wp y la banda de blogueo se extiende desde Ws a 1,
que es la frecuencia de Nyguist. Cheblord también retorna
Wn, que es la frecuencia natural de Chebyshev, para usar con

Chebyl y cumplir con las especificaciones.

— Cheb2ord:

Seleccidén del orden del filtro de Chebyshev tipo II.

[N,Wn] = chebZord(Wp,Ws,Rp,Rs) retorna el orden N del filtro
de Chebyshev tipo II de mds bajo orden gque no rierde méds gque
Rp dB en la banda de paso y tiene por lo menos Rs dB de
atenuacién en la banda de blogueo. La banda de paso va desde
0 hasta Wp y la banda de bloqueo se extiende desde Ws a 1,
que es la frecuencia de Nyquist. ChebZord también retorna
Wn, que es la frecuencia natural de Chebyshev, para usar con

Cheby2 v cumplir con las especificaciones.
— Chebyl:

Disefio de filtro digital de Chebyshev tipo 1I.
[B,4] = chebyl(N,R,Wn) disefia un filtro digital de Chebysﬁév
pasabajo de orden N, con R decibelios de rizado en la banda

de paso, ¥y retorna los coeficientes del filtro en 1los
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vectores B v A de longitud N+1. La frecuencia de corte Wn
debe estar entre 0 y 1, con 1 correspondiente a la mitad de
la frecuencia de muestreo. Usar R=0.5 como un punto de

partida, si no se estd seguro de su valor.

Si Wn es un vector de dos elementos, Wn = [W1l WZ2], chebyl
retorna un filtro pasabanda de orden 2N con banda de paso Wl
< W < W2.

[B,A] chebyl1l(N,R,Wn, "high") disefia un filtro pasaalto.
[B,A] chebyl(N,R,Wn, "stop”) es un filtro eliminabanda si
Wn es [W1 W21.

— Cheby?2:

Disefio de filtro digital de Chebyshev tipo II.

[BE,A] = cheby2(N,R,Wn) disefia un filtro digital de Chebyshev
prasabajo de orden N, con R decibelios de rizadoc en la banda
de blogueo, Yy retorna los coeficientes del filtro en los
vectores B y A de longitud N+1. La frecuencia de corte Wn
debe estar entre 0 y 1, con 1 correspondiente a la mitad ds
la frecuencia de muestreo. Usar R=20 como un punto ds

partida, si no se estd seguro de su valor.

S1 Wn es un vector de dos elementos, Wn = [W1 W21, cheby?2
retorna un filtro pasabanda de orden 2N con banda de paso W1
< W < W2.

[B,A] cheby2(N,R,Wn, "high”) disefia un filtro pasaalto.
[B,A]
Wn es [W1 WZ2]J.

chebyZ2(H,R,Wn, "stop”) es un filtro eliminabanda si

— Cheby:

Disefio de filtro digital de Chebyshev.

[B,A] = cheby(N,R,Wn) disefia un filtro digital de Chebyshev
pasabajo de orden N, con R decibeliocs de rizado en la banda
de paso, y retorna los coeficientes del filtro en los
vectores B ¥ A de longitud N+1. L& frecuencia de corte Wn
debe estar entre O y 1, con 1 correspondiente a la mitad de

la frecuencia de muestreo. Usar R=0.5 como un punte de
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partida, si no se estd seguro de su valor.

Si Wn es un vector de dos elementos, Wn = [W1 W2], cheby
retorna un filtro pasabanda de orden ZN con banda de paso W1l
< W < W2.

[B,A] = cheby(N,R,Wn, "high”) disefla un filtro pasaalto.

[B.A]l = cheby(N,R,Wn, "stop”) es un filtro eliminabanda si Wn
es [W1 WZ].

4.3.1.1.3. Aproximacio6én Eliptica.
— Ellipap:

Prototipo de filtro pasabajo andlogo eliptico.

(Z,P,K] = ellipap(N,Rp,Rs) retorna los ceros, polos ¥y la
ganancia de un prototipo andlogo de filtro pasabajo eliptico
con Rp decibelios de rizado en la banda de paso y una banda

de blogueo con Rs decibeliocs de atenuacidn.

— Ellipord:

Seleccidédn del orden del filtro eliptico.

[N,Wn] = ellipord(Wp,Ws,Rp,Rs) retorna el orden N del filtro
eliptico de méas bajo orden que no pierde mé&s que Rp dB en la
banda de paso y tilene por lo menos Rs dB de atenuacién en la
banda de blogueo. La banda de paso va desde O hasta Wp v la
banda de blogqueo se extiende desde Wes a 1. que es 1la
frecuencia de Nygquist. Ellipord también retorna Wn, gue es
la frecuencia natural eliptica, para usar con Ellip v

cumplir con las especificaciones.
— Ellip:

Disefioc de filtro digital eliptico o de Cauer.

[B,A] = ellip(N,Rp,Rs,Wn) disefia un filtro digital eliptico
pasabajo de orden N, y retorna los coeficientes del filtro
en los vectores B v A de longitud N+1. La frecuencia de
corte Wn debe estar entre 0 v 1, con 1 correspondiente a la

mitad de la frecuencia de muestreo. Usar Rp=0.5 y Rs=20 como
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runtos de partida si no se esta seguro de los valores

necesarios de éstos.

Si Wn es un vector de dos elementes, Wn = [W1 W21, ellip
retorna un filtro pasabanda de orden ZN con banda de paso Wl
< W < W2.

[B,A] = ellip(N,Rp,Rs,Wn, "high" ) disefla un filtro pasaalto.
[B,A] = ellip(N,Rp,Rs,Wn, 'stop”) es un filtro eliminabanda
si Wn es [W1l WZ2].

4.3.1.2. Método de Yule-Walker:

— Yulewalk:

Método de disefio de filtro recursivo, usande un método de

minimos cuadrados.
[B,A] = vulewalk(N,F,M) encuentra los coeficientes B y A del

filtre recursive de corden N, tal gque el filtro:

B(z) . b(l)+b(2)z*+...+b(n)z "V 4.2
A(z) 1+a(l)zt«...+a(n) z-@D .

empareja la respuesta de frecuencia en magnitud dada por los
vectores F y M. Los vectores F y M especifican la frecuencia
v la magnitud para el filtro, tal gque plot(F,M) deberia
mostrar un grafico de la respuesta de frecuencia deseada.
Las frecuencias en F deben estar entre 0 y la mitad de la
frecuencia de muestrec, ordendndose ascendentemente v
comenzando con Q y terminando con la mitad de la frecuencia
de muestrec. Mediante ééte método, se puede realizar disefios

de filtros multibanda.
4.3.1.3. Método de Prony:
— Prony:

Disefio de filtro de respuesta impulsc infinita (recursivo),
en el dominio del tiempo (respuesta impulso)’por el métedo
de Prony.

[B,A] = prony(H,NB,NA} encuentra un filtro con orden del
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numerador NB v orden del denominador NA, teniendo la
respuesta impulso en el vector H. Los coeficientes del
filtro recursivo son retornados en vectores fila B y A, de

longitud NB+1 y NA+1, ordenados en potencias descendentes de

4.3.1.4. Método del error minimo cuadrado.

— Invfregz:

Es la operacién inversa de Fregz (numeral 4.4). Esta funcidn
puede convertir los datos de magnitud y fase en una funcidn

de transferencia discreta en el tiempo en funcidn de la

transformada =.

[B,A] = invfreqz(H,W.nb,na) retorna 1los coeficientes del
numerador Yy del denominador en vectores B y A de la funcidn
de transferencia cuva respuesta de frecuencia esta dada en
el vector H a los puntos de frecuencia especificada en el
vector W. Los escalares nb y na especifican los &rdenes

deseados de los polinomios del numerador y del denominador.

La frecuencia estd especificada en radianes/segundo entre
cero y T, ¥ la longitud de W es igual a la longitud de H.
Esta rutina puede ser usada para disefiar el filtro con un
error minimo cuadrado entre la respuesta de frecuencia del
filtro y un grupo de puntos que se especifican en el dominio

de la frecuencia.

4.3.2. RUTINAS PARA DISENO DE FILTROS NO RECURSIVOS:

Las rutinas existentes para este tipo de filtros son las

siguientes:
4.3.2.1. Método de disefio de fase lineal con ventanas:

Todos 1los filtros disefiados por este método. poseen una

funcidén en comin, y es la gque se presenta a . .continuaciodn:
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— Firl:

Disefio de filtros no recursivos, usando las ventanas.

B = firl(N,Wn) disefia un filtro digital FIR (respuesta
impulso finita) pasabajo de orden N, vy retorna los

coeficientes del filtro en el wvector B de longitud N+1. La
frecuencia de corte Wn debe estar entre O y 1, con 1
correspondiente a la mitad de la frecuencia de muestreo.

Si Wn es un vector de dos elementos, Wn = [Wl W2], firl
retorna un filtro pasabanda de orden N con banda de paso W1
< W < W2,

B firl(N,Wn, "high”) disefia un filtro pasaalto.

B = firl(N,Wn, "stop”) es un filtro eliminabanda si Wn = [W1

H

W2]. Para filtros pasaaltos ¥y eliminabanda, N debe ser par.
Por regla general firl usa una ventana de Hamming. Otras
ventanas disponibles, como la rectangular, Hanning,
Bartlett, Blackman, Kailiser, Chebwin, y triangular pueden ser

especificadas con un argumento opcional, por ejemplo:

B = firl(N,Wn,bartlett(N+1)), usa una ventana de Bartlett.
B = firl(N,Wn, high’,chebwin(N+1,R)) wusa una ventana de

Chebyshev para disefiar un filtro pasaaltos.

— Hamming:
Hamming(N) retorna la ventana de Hamming de N puntos.

— Hamnming:
Hanning(N) retorna la ventana de Hanning de N puntos en un

vector columna.

— Xaiser:
Kaiser{N,beta) retorna la ventana beta-valuada de Kaiser, de

N puntos.

— Bartlett:
Bartlett(N) retorna la ventana de Bartlett de N puntos.

— Blackman:
Blackman(N) retorna la ventana de Blackman de N puntos.
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- Boxcar:
Boxcar(N} retorna la ventana rectangular de N puntos.

— Triang:
Triang(N) retorna la ventana triangular de N puntos.

— Chebwin:
Chebwin(N,R} retorna la ventana de Chebyshev de N puntos,
con R decibelics de rizado. N debe ser impar. Si N es par,

retorna una ventana impar de longitud N+1.

4.3.2.2. Método de disefio de fase lineal en frecuencia.

Todos los filtros disefiados por este método, poseen una

funcién en comin, v es la que se presenta a continuacion:

- Fir2:

Disefio de filtrcs no recursivos, usando las ventanas,
independientemente de la forma del filtro.

B = <{ir2(N,F,M} disefia un filtro digital FIR (respuesta
impulso finita) de orden N, y retorna los coeficientes del
filtro en el vector B de longitud N+1, mediante la respuesta
de frecuencia especificada por los vectores ¥ y M, tal gque
plot (F,M), deberia mostrar un gridfico de la respuesta de
frecuencia deseada. Las frecuencias en F deben estar entre 0
¥y la mitad de la frecuencia de muestreo, ordenadas
incrementalmente, comenzando con cero y terminando con la

mitad de la frecuencia de muestreo.

Por regla general fir2 usa una ventana de Hamming. Otras
ventanas disponibles, como la rectangular, Hanning,
Bartlett, Blackman, Kaiser, Chebwin, y triangular pueden ser

especificadas con un argumento opcional, por ejemplo:

fir2(N,F,M,bartlett(N+1)), usa una ventana de Bartlett.
firZ(N,F.M,chebwin(N+1,R)) usa una ventana de Chebvshev.

2l vs/
Inon

Este método también wutiliza todas las ventanas que se
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menciond anteriormente y de la misma manera, como se puede

ver en el ejemplo anterior.
4.3.2.3. Algoritmo de Parks—McClellan.

Este es un método de disefio de filtros no recursivos

equirizados 6ptimos, utiliza la siguiente funcidn:
—~ Remez:

Diserio de filtro no recursivo equirizado optimo.

B = remez(N,F,M), disefila un filtro de respuesta impulso
finita de orden N, con la respuesta de frecuencia
especificada por los wvectores F v M, ¥ retorna los

coeficientes del filtro en el vector B de longitud N+1. Los
vectores F y M especifican la frecuencia y la magnitud para
el filtro, tal gque, plot (F,M) deberia mostrar un grafico de
la respuesta de frecuencia deseada. Las frecuencias en F
deben estar entre 0 y la mitad de la frecuencia de muestreo,
ordenadas incrementalmente, comenzando con cero y terminandoc
con la mitad de la frecuencia de muestreo. Con este método,

se puede realizar disefios de filtros multibanda.
4_3.3. FILTRADO DIGITAL DE SENALES CONTAMINADAS.
4.3.3.1. Filtrado mediante filtros recursivos:
4.3.3.1.1. Filtrado de fase cero.

~ Filtfilt:

Filtrado digital hacia adelante y hacia atrds de fase cero.

Y = f£iltfilt(B,A,X) filtra los datos en wvector X con el
filtro descrito por los vectores A y B para crear los datos
filtrados Y. E1 filtro estd descrito por la ecuacidn en

diferencias:
y(n) =.b(l)*x(n)+b(2)*x(n—1)+...+b(nb+1)*x(n—nb)—

a(2)*y(n-1)-...-a(na+l) *y(n-na) * (4.3)
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Después del filtrado en una direccién (hacia adelante), la
secuencia de filtrado es entonces revertida y va hacla atrés
a través del filtro. La secuencia resultante tiene
precisamente distorsién de fase cero y dobla el orden del

filtro.

4.3.3.1.2. Filtrado en forma directa transpuesta.

— ¥ilter:

Filtrado digital.

Y = filter(B,A,X) filtra los datos en el vector X con el
filtro descrito por los vectores A v B para crear los datos
filtrados Y. El1 filtro es una implementacién de “"forma

directa II transpuesta’” de la ecuacién en diferencias

estdndar (4.3).

4.3.3.2. Filtrado mediante filtros no recursivos.

- Fftfilt:

Método para filtrado, usando la TRF.

Y = f£ftfilt(B,X) filtra X con el filtro no recursivo B,
usando la TRF.

Y = £fftfilt(B,X,N) usa 1la TRF para filtrar X con B usando
una TR¥ de N puntos.

4_3.4. Respuesta de frecuencia de filtros digitales.

— Freqz:

Respuesta de frecuencia de filtros digitales en el dominio
de la transformada =z, cuando N es un entero. [H,W] =
freqz(B,A,N} retorna €l vector W de frecuencia de N puntos,
y la respuesta de frecuencia compleja de N puntos en el

vector G del filtro B/A:

H(edn = B(z) _ b(1y+b(2)z™+...+b(nb+l)z™2b (4.4
A(z) 1+a{2)zt+...+a(na+l)z™a
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ingresando los coeficientes del numerador Yy el denominador
en los vectores B y A. La respuesta de frecuencia es
evaluada a N puntos igualmente espaciados alrededor de la
mitad superior del circulo unitario. Para graficar la

magnitud y la fase de un filtro:

[H,W] = fregz(B,A,N);
mag = abs(H);
fase = angle(H);

Fregz(B,A,N, 'whole”) wusa N puntos alrededor del circulo

unitario entero.

Fregz(B,A,W) retorna la respuesta de frecuencia a las

frecuencias designadas en el vector W, normalmente entre 0O vy

.

Cabe mencionar, que todos los filtros que se disefian en el
programa del pagquete MATLAB, tienen la caracteristica de
poder ser utilizados para el disefic de cualgquiera de las

formas de filtro existentes, que son:

- Filtro pasabajo.
- Filtro pasaalto.
~ Filtro pasabanda.

- Filtroc eliminabanda.
4_4_. RUTINAS PARA EIL. ANALISIS DEL ESPECTRO.

Las siguientes rutinas han sido wutilizadas para el

desarrollo del andlisis espectral, por lo gque se tiene:

— Spectrum:

Estimacion del espectro de potencia de una o dos secuencias

de datos.

P = spectrum(X,Y,M) realiza el andlisis de TRF de las dos

secuencias X y Y usando el método de estimacién espectral ds
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protencia. Las secuencias X vy Y de N puntos son divididas en
K secciones de M puntos cada una (M debe ser una potencia de

dos). Spectrum retorna un arreglo de M/2 por 8.
P = [Pxx Pyy Pxy Txy Cxy Pxxc Pyyc Pxyc], donde:[C473

Pxx = densidad espectral de potencia en el vector X.
Pyy = densidad espectral de potencia en el vector Y.
Pxy = densidad espectral c¢cruzada.

Txy = funcidn de transferencia compleja desde X a Y.
Cxy = funcidén de coherencia entre X vy Y.

Pxxc, Pyyc, Pxyec = rango de confidencia. (95 %).

Las unidades sobre el espectro de potencia Pxx yv Pyy (que
son 1los gque se utilizan en las rutinas), son tales que,

usando el teorema de Parseval:
X%
2:_31 = E: ( Pxx) (4.5)

Donde M es el numero de muestras y el valor RMS de la sefial
es la ralz cuadrada de ésta. Por ejemprlo, una onda

sinusoidal pura con amplitud A tiene un valor RMS de A/2172,
— Specplot:

Grafica ls salida de la funcidén spectrum.

Specplot (P,Fs), usa P, gque es la salida de spectrum, y Fs
que es la frecuencia de muestreo. ©Specplot (P) usa
frecuencia normalizada, Fs=2, para que el fondo de escala en
el eje de frecuencia sea 1, que es la mitad de la frecuencia

de muestreo (la frecuencia de Nygquist).
- Fft:

Fft(X) es la TDF del vector X. ©S5i la longitud de X es una
potencia de 2, se utiliza un algoritmo rapido de TRF para
potencias de 2. 51 la longitud de X no es una potencia de Z,
entonces se emplea un algoritmo méds lento para potencias

distintas de 2.
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Fft{(X,N) es la TRF de N puntos, rellenada con ceros si X

tiene mencos que N puntos, vy truncada si tiene méas.

- Ifft-

Ifft(¥X) es la inversa de la TDF del vector X. Ifft(X,N) es

la TRIF de N puntos, donde N debe ser una potencia de 2.

4_5. RUTINAS ADICIONALES.

4.5_.1. RUTINAS UTILIZADAS EN LA SIMULACION DE PLANTAS:
— Step:

Respuesta paso de sistemas lineales continuos en el tiempo.

Y = step(NUM,DEN,T) calcula la respuesta paso desde la
descripcion de la funcién de transferencia G(s) =
NUM(s)/DEN(s), donde NUM y DEN contienen los coeficientes

polincmiales en potencias descendentes.
— Lsim:

Simulacién de sistemas lineales continuos en el tiempo, a

entradas arbitrarias.

Y = 1sim(NUM,DEN,U,T) calcula 1la respuesta en el tiempo
desde la descripcién de la funcidn de transferencia G(s) =
NUM(s)/DEN(s), donde NUM y DEN contienen lcs coeficientes

polinomiales en potencias descendentes.
— Rand:

Matrices y numeros aleatcorios. Rand(N) es una matriz NxN con
elementos aleatorics. Rand(M,N) es una matriz MxN con
elementos aleatoriocs. Rand(A) es del mismo tamafio gue A.
Rand sin argumentos es un escalar cuyoc valor cambia cada vesz

gue es utilizado.

Ordinariamente, los numeros random estdan uniformemente

distribuideos en el intervalo (0,1). Rand( nermal”) cambia a
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una distribucidn normal con media 0 vy wvarianza 1.

Rand( 'uniform”) cambia de nuevo a la distribucidn uniforme.

Rand("dist ") retorna una variable conteniendo la
distribucién corriente, cualgquiera que esta sea "uniforme” o
"normal”. Rand( seed”) retorna el valor actual de la semilla
para el generador. Rand( seed” ,n) coloca el valor de la
semilla a n. Rand( seed”,0) resetea 1la semilla a cero, su

valor cuando se inicid la sesidon con el MATLAR.
4.5_2. RUTINAS UTILIZADAS PARA EL AJUSTE POLINCMIAL.

- Polyval:
Evaluacidén polinomial.

Si V es un vector cuyos elementos son los coeficientes de un
polinomio, entonces polyval(V,s) es el wvalor del polinomio
evaluado con el valor de s. S8i § es una matriz o un vector,

el polinomio es evaluado en todos los puntos de S.
— Polyfit:

Polyfit(x,y,n) encuentra los coeficientes de un polinomio
formado desde los datos en el vector x, de grado n. gque
ajusta los datos en el wvector y, utilizando minimizacién de

errores cuadrados.

Utilizando el comande POLYVAL, se pueden obtener 1los
resultados de la interpolacién y de la extrapolacién, ya gue
&ste comande evallla el modelo polindémico hallado con POLYFIT

en los puntos (X,¥)-
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5.1. RESULTADOS.

Los resultados que se presentan a continuacién, son los mas
representativos de los diversos campos de aplicacién del
software desarrollado medlante la base algoritmica del
MATLAB para el mddulo de procesamiento digital de sefiales,
el cual, como ya se ha visto contiene rutinas para
simulacidn de plantas, andlisis espectral, diserfio de filtros
digitales recursivos y no recursivos, filtrado de las
sefilales contaminadas medlante los filtros diseflados con
métodes apropiados para ello, Vv finalmente, ajuste
polinomial de sefiales discretas y sus aplicaciones de

interpolacidén y extrapolaciodn.

Se ha procedido de esta manera, debido a la gran variedad de
filtros, métodos de filtrado, y demds aplicaciones del
modulo de procesamiento digital de sefiales PDS, que se
pusden realizar mediante computador, {en este caso con el
pagquete MATLAB), yva que seria muy extenso presentar a todos
ellos para conocer sus caracteristicas, por lo que s=e
centrard la atencién en los métodos mas representativos vy

didéacticos.
5.1.1. SIMULACION DE PLANTAS.

Se realiza la simulacidén de plantas con un total de 1000
muestras, lo cual significa gque al tomar una frecuencia de
muestreo de 100 Hgz, se tiene informacidén de la sefial de
interés hasta 10 segundos, tiempo suficiente para apreciar
el comportamiento de las plantas, a las entradas paso (o
escalén) o a una seflal definida por el usuario. El objetivo
de realizar dicha simulacidén, ademés de observar el
comportamiento de 1la planta, es el de posteriormente
utilizar esta sefial de respuesta, para poder filtrar el
ruido presente en ella mediante el disefio de un filtro

adecuado. Los resultados obtenidos son los siguientes:

H5.1.1.1. Simulacidén de una planta de segundo orden.
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Fig. 5.1 Respuesta paso de una planta de segundo orden.
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En la figura 5.1, se presenta la respuesta de una planta de
segundo orden a una entrada escalén con los siguientes

parametros:

- (Ganancia = 2.

— Frecuencia natural Wn = 2.

~ Coeficiente € de amortiguamiento = 0.4.

~ Porcentaje de ruido presente en la seflal de entrada: 20 %
del valor de estabilizacidn.

- Presencia de ruido con distribucidén normal (gaussiana).

En la figura 5.2, se presenta la misma sefial pero con la
presencia de ruido de distribucidn normal. Como el valor de
estabilizacidén es en dos, el porcentaje de ruido es +/- 0.4.
Se utiliza en esta simulacidédn una frecuencia de muestreo de

100 Hz.

5.1.1_.2. Simulacidtn de una planta de segundo orden con

retardo.

La figura 5.3, representa la respuesta de una planta de
segundo orden, con un retardo de transporte, a la entrada de
una sefial escaldn (paso). La frecuencia de muestreo es de
100 Hz ¥ el retardo de transporte es simulado mediante la

aproximacién de Paddé de segundo orden de la forma:

2
;. 8.7d 8 T

e Td = 2 8 (5.1)
4 8.7d , s*. T
2 B

Los pardmetros de la planta de segundo orden son los

siguientes:

- Ganancia = 2.

- Frecuencia natural Wn = 2.

- Coeficiente de amortiguamiento € = 0.4.
~ Tiempo de retardo Td = 1 segundo.

— Porcentaje de ruido de la sefial de estabilizacidn = 20 %.

El ruidc que se introduce en esta sefial es de distribucidn
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Fig. 5.2 Respuesta paso con presencia de ruido normal.
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uniforme. La figura 5.4 representa la misma sefial de la
figura 5.3 pero con presencia de ruido de distribucidén

uniforme.
5.1.1.3. Simulacién de una planta de primer orden.

La simulacién de la planta de primer orden, se la realiza
con introduccidén de ruide de distribucién normal y sin
retardo de transporte, a la entrada de una funcidén paso
unitario; los pardmetros utilizados para la simulacidédn son

los siguientes:

- Ganancia = 1

- a = 0.5

- b =1

- Porcentaje de ruido con respecto a la seflal de
estabilizacién = 20 %

La frecuencia de muestrec es de 100 Hz; en la figura 5.5 se
muestra la respuesta a la sefial paso, ¥y en la figura 5.6 se
observa la misma sefial pero con la presencia de ruide de

distribucion normal.
5.1.2. ANALISIS ESPECTRAL.

Los resultados del andlisis espectral, se presentan para
cada una de las simulaciones de plantas que se describieron
anteriormente, asli como de seflales gue poseen una o mas
componentes de frecuencia, cuando han sido contaminadas por
la presencia de ruido y cuandec han sido filtradas mediante
el disefio de un filtro, para comparar los espectros antes y
después del proceso de filtrado. También se ha realizado
andlisis espectral de sefiales de ruideo, como son de la

distribucion normal y de la sefial PRBS.

5.1.2_.1. Andlisis espectral de la sefial contaminada de la

planta del numeral 5.1.1.1.

En la figura 5.7 se presenta la densidad espectral de la
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seflal de la figura 5.2, que es la respuesta de la rplanta de
segundo orden a la sefial paso con presencia de ruideo de
distribucidén normal. La frecuencia de muestrec es de 100 Hz.
En la figura 5.8 se presenta el mismo resultado que en la
figura 5.7, pero ampliadec a un fondo de escala de 5 Hz: como
se puede ver, el esprectro se localiza solo a bajas
frecuencias, tendiendo a cero en frecuenclas altas, lo cual

es debido a la componente de continua de la sefilal de la

figura 5.2.

5.1.2.2. Analisis espectral de la sefial contaminada de la

rlanta de segundo orden con retardo.

En la figura 5.9 se tiene el espectro de potencia similar al
del numeral 5.1.2.1, es decir existe una concentracién del
espectro a frecuencias bajas, cercanas a cero, haciéndose
muy peguefio a frecuencias mas altas. En la figura 5.10 se
puede observar el mismoc espectro con un fondo de escala

ampliado de 10 Hz. La frecuencia de muestreoc es de 100 H=z.

5.1.2.3. Andlisis espectral de la sefilal contaminada de la

planta de primer orden sin retardo.

Las figuras 5.11 y 5.12 presentan el espectro de la sefial
contaminada con ruido de distribucidn normal de la planta de
primer orden; como se puede ver es similar a la de los
numerales 5.1.2.1 y 5.1.2.2. La figura 5.12 es el esvectro
de la figura 5.11 ampliado a un fondo de escala de 2,5 Hz,
con frecuencia de muestreoc de 100 Hz. S5i  la seflal de ruido
fuera de mas amplitud, se podria notar espectros en el resto
de la escala de frecuencia, que indicarian de una manera més
real, el verdadero espectro de una seflal de ruido aleatoria,

como se podrda ver adelante.

5.1.2.4. Espectro del ruido de distribucidén Gaussiana

(normal).

En la figura 5.13 se muestra una sefial aleatoria de ruido

con distribucion normal de media cero, varianza 1 v de am-
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Fig. 5.8 Espectro ampliado el fondo de escala
de la figura 5_.7.
EJE X: FRECUENCIA (Hz)
EJE Y: MAGNITUD DEL ESPECTRO
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plitud 1. Esta sefial se acerca a la forma del denominado
"ruide blanco”. La figura ©5.14 muestra el espectro de
frecuencia de esta seflal de ruido; en esta figura se puede
apreciar lo mencionado en el numeral 5.1.2.3 ya que se puede
observar que dicho espectro posee todas las frecuencias, por
lo que se puede decir que es una sefilal altamente no

coherente. La frecuencia de muestreo es de 100 Hz.

5.1.2_.5. Espectro de la sefial binaria pseudo aleatoria

(PRBS).

La seflal PRBS se muestra en la figura 5.15, donde se puede
ver que varia entre +1 y -1, con tiempos aleatorios de
permanencila en cada estado. El espectro de la sefial PRBS se
puede observar en la figura 5.16; en esta figura se puede
notar gque el espectro de esta sefial es distinto a los
espectros de las sefiales de ruido aleatorias con
distribucién normal y uniforme, va que como se puede ver
tiene densidad espectral alta solo a bajas frecuencias. La

frecuencia de muestreo es de 100 Hz.
5.1.2.6. Espectro de una suma de tres sefiales sinusoidales.

La figura 5.17 muestra el grafico de la suma de tres seBales
sinusoidales de frecuencias 30, 80 v 100 Hz, realizado con
una frecuencia de muestreo de 2 KHz. La figura 5.18 muestra
la misma sefial pero con una frecuencia de muestreo de 4 KHz.
La figura 5.18 proporciona el espectro de frecuencias de la

sefial de estudio con una frecuencia de muestreo de 300 Hz.

Finalmente la figura 5.20 muestra el espectro de la sefial de
estudio, 1luego de haber sido filtrada por el filtro
pasabanda del numeral 5.1.3.4, obteniéndose una sefial
sinusoidal de 60 Hz, y, la figura 5.21 posee el espectro de
la misma seflal, cuandc ha sido filtrada por un filtro
elimina Dbanda del numeral 5.1.3.5, dejando las componentes
de 30 vy 100 Hz, eliminando la frecuencia de 60 Hz. Los

espectros estdn realizados a una frecuencia de muestreo de

300 Hz.
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5.1.2.7. Espectro de una sefial compuesta de componentes de

continua y alterna.

La figura 5.22 muestra la sefial compuesta de una sefial
continua de amplitud 1, ¥y una sefial alterna de frecuencia 60
Hz, la amplitud picc-pico es de dos y la frecuencia de
muestreo es de 4000 Hz. El objeto de esta seflal es cobservar
su espectro y aplicar un filtroc pasa alto para eliminar la

componente de continua.

La figura 5.23 presenta el espectro de potencia de esta
sefial; en ella se puede ver que alrededor de la frecuencia
cero, se halla localizado el espectro de la sefial continua ¥y

en 60 Hz el de la componente alterna. Su frecuencia de

muestreo es de 400 Hz.

La figura 5.24 muestra el esprectro de la sefial de la figura

.22 luego de haber sido filtrada con un filtro pasa alto
del numeral 5.1.3.6. En esta figura se observa que ha
desaparecido el espectro de la componente de continua. La

frecuencia de muestreo es de 200 Hz.

5.1.2.8. Espectro de potencia de una sefial con cuatro

componentes de frecuencia.

La figura 5.25 muestra el espectro de potencia de la sefial
con cuatro componentes de frecuencia gque son: 100, 200, 300,
y 400 Hz; la sefial es muestreada con una frecuencia de 1
KHz. El objetivo de la sefial es el de observar su espectro y

filtrarla con un filtro multibanda del numeral 5.1.3.7.

La figura 5.26 muestra el espectro de la seflal luego que
ésta ha sido filtrada por el filtro multibanda. Las
frecuencias de 200 ¥y 400 Hz han sido eliminadas,
permaneciendo las de 100 y 300 Hz. La frecuencia de muestreo
es de 1 KHz.

Se puede decir que la presente aplicacidén es una de las més

completas.
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5.1.3. DISERO DE FILTROS.

En este numeral se realizan algunos disefios de filtros
recursivos y no recursivos, aplicando a ejemplos en los que
se utiliza los cinco tipos de filtros que son: pasa bajos,

pasa altos, pasa banda, elimina banda y multibanda.

5.1.3.1. Disefio de filtro recursivo por el método de la

transformada bilineal (aproximacién eliptical).

En el presente numeral se realiza el disefio de un filtro
digital eliptico pasa bajos, mediante la transformada
bilineal. Se lo utiliza para filtrar dos seflales que son: la
respuesta contaminada de la planta de segundoc orden del
numeral 5.1.1.1 y la respuesta ccntaminada de la planta de
primer orden del numeral 5.1.1.3, con el fin de poder
realizar una comparacién de la accidén de un mismo filtro
{disefiado con los mismos pardmetros) scbre las respuestas de
dos plantas diferentes (primero y segundo orden). La
frecuencia de muestreo s de 100 Hz vy los parametros de

disefio son los siguientes:

- Frecuencia de paso Fp = 0.4 Hz.

- Frecuencia de blogueo Fs = 1.5 Hz.

— Rizado de la banda de paso Rp = 0.5 dB.

— Rizado de la banda de blogueo Rs = 40 dB.

Los anteriores pardmetros dan como resultado un orden del
filtro de N=3 y una frecuencia natural Wn de 0.008, de donde
se escocje un orden de N=4 y el mismo valor de Wn. ILa
magnitud de respuesta de frecuencis se presenta en la figura
5.27 v la misma respuesta ampliada con un fondo de escala de

3 Hz, se presenta en la figura 5.285.

5.1.3.2. Digefio de un filtro no recursivo mediante el
método de fase lineal.

Este disefio se 1lo hace utilizando la ventana de Kaiser, con

una frecuencia de  muestreo de 100 Hz, v los siguientes
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pardmetros de disefio:

— Beta = 5 (aproximado a una ventana de Hamming).
— Frecuencia de corte = 0.4 Hz.

- Orden del filtro N = 100.

Mediante este filtro se gquiere filtrar la sefial contaminada
de la planta de segunde orden del numeral 5.1.1.1, y poder
comparar con la sefilal filtrada por el filtro eliptico
(comparacién entre filtros recursivos ¥y no recursivos), en
la misma sefial de la planta. Las figuras 5.29 vy 5.30
contienen la magnitud de respuesta de frecuencia de este
filtro, pero en la figura 5.30 se amplia la figura con un

fondo de escala de 5 Hz, para mejor apreciacidn.

5.1.3.3. Digefio de filtro recursivo mediante la transformada

bilineal (aproximacion de Butterworth).

Este disefio de filtro recursivo pasabajos, se lo realiza con
el fin de filtrar la sefial contaminada de la planta de
segundo orden con retardo del numeral 5.1.1.2. Se nutilizan
las mismas especificaciones que en el disefio del filtro
eliptico, debido a que los espectros de las seflales
contaminadas de las plantas de 5.1.1.1 y 5.1.1.2 son
similares, ademds que asi se puede realizar una comparacién
entre los dos filtros que utilizan transformada bilineal. La
frecuencia de muestrec es 100 Hz, y sus parametros son los

siguientes:

— Frecuencla de paso = 0.4 Hz.

- Frecuencia de blogqueo = 1.5 Hz.

— Rizado en la banda de paso = 0.5 dB.

~ Rizado en la banda de bloqueoc = 40 dB.

Las anteriores especificaciones se cumplen con un filtro de
crden O como minimo y frecuencia natural Wn de 0.0119, por
" lo gque se esceoge un orden N=6. ALa figura 5.31 presenta la
magnitud de respuesta de frecuencia del filtro de

Butterworth para las anteriores especificaciocnes; en la
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figura 5.32 se presenta la misma respuesta de frecuencia

prero con un fonde de escala de 3 Hz.

5.1.3.4. Disefio de filtro pasa banda por el método de Yule—
Walker.

Este filtro se disefia con el fin de filtrar la sefial de suma
de tres componentes de frecuencia del numeral 5.1.2.6
(figuras 5.17 y 5.18), para mantener sclamente la frecuencia
de 60 Hz ¥ eliminar las frecuencias de 30 y 100 Hz. El
disefio se realiza en el dominio de la frecuencia, por lo que
se define la magnitud de respuesta de frecuencia ideal. La
frecuencia de muestreo es de 300 Hz. Las especificaciones

son las siguientes:

-~ QOrden del filtro = 10.
- Vector de frecuencias = [0 50 50 70 70 1507].
- Vector de magnitudes = [0 O 11 0 03.

En la figura 5.33 se puede apreciar la magnitud de respuesta

de frecuencia del filtro de Yule-Walker ideal y real de

diserfio.

5.1.3.5. Disefio de filtro no recursivo elimina banda por el

método de Parks-McClellan.

Este disefio se lo realiza con el fin de fiitrar la sefial con
tres componentes de frecuencia del numeral 5.1.2.86 (figuras
5.17 v 5.18) para eliminar la frecuencia de 60 Hz ¥ mantener
las de 30 y 100 Hz. El filtro se disefla en el dominio de la
frecuencia definiendo la magnitud de respuesta de frecuencia
ideal. La frecuencia de muestreo es de 300 Hz vy las

especificaciones son: .
- Orden del filtro = 40
- Vector de frecusncias = [0 50 50 70 70 150Q1].

- Vector de magnitudes = [1 1 0 0 1 1].

La magnitud de respuesta de frecuenziz ideal versus la real
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se muestra en la figura 5.34. Se puede notar el equiri=zade
en las bandas de paso y de bleoqueo del filtre, que

caracterizan a este disefio.

5.1.3.6. Disefic de filtro no recursivo pasa alto de fase

lineal usando la ventana de Hamming.

Este filtro se lo disefia con el objetivo de filtrar la sefial
compuesta de componente continua y alterna del numeral
5.1.2.7 (figura 5.22). Mediante este disefio, se mantiene la
componente alterna, eliminando la componente de continua. La
frecuencia de muestreo es 1000 Hz y los pardmetros

utilizados son los siguientes:

- Frecuencia de corte = 30 Hz.
— Orden del filtro = 100.

En la figura 5.35 se puede observar la magnitud de respuesta

de frecuencia del filtro no recursive con ventana de

Hamming.

5.1.3.7. Disefio de filtro no recursivo de fase lineal en el

dominio de la frecuencia con ventana de Bartlett.

Este filtro se lo disefia con el fin de filtrar la sefial del
numeral 5.1.2.8 (ver espectro en la figura 5.25) para
eliminar las frecuencias de 200 y 400 Hz, manteniendo las
frecuencias de 100 y 300 Hz. La frecuencia de muestreo es

1000 Hz y las especificaciones del filtro son les

siguientes:

- Orden del filtro = 100.
- Vector‘de frecuencias:
F = [0 150 150 250 250 350 350 450 450 500]
- Vector de magnitudes:
M=[1100110011]

En la figura 5.36 se puede observar la magnitud de respuesta

de frecuencia del filtrec multibanda.
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5.1.4. FILTRADO DE SENALES.

5.1.4.1. Filtrado de la sefial contaminada del numeral

5.1.1.1. con filtro recursivo, método de fase cero.

El procesc de filtrado de la sefial contaminada con ruido de
distribucidén normal del numeral 5.1.1.1 (figura 5.2), se
realiza mediante el filtro recursivo de aproximacién
eliptica, utilizando el método de fase cero, que es el mejor
de los dos métodos existentes para filtradc mediante filtros
recursivos. La frecuencia de muestreo es de 100 Hz. Como se
puede observar en la figura 5.37, la sefial filtrada es muy
aproximada a la sefial original sin ruido, por lo gque se
puede concluir que el filtro y el método de filtrado son

bastante aceptables.

5.1.4.2. Filtrado de la senal contaminada del numeral

5.1.1.1 con filtro no recursive, método de la TRF.

El presente proceso de filtrado se lo realizd mediante el
filtro no recursivo de fase lineal con ventana de Kaiser, a
una frecuencia de muestreo de 100 Hz, utilizando el unico
método de filtrado con filtros no recursivos que es a través
de la TRF, de la seflal contaminada con ruido de distribucién
normal (gaussiana) del numeral 5.1.1.1. Como se puede ver en
la figura 5.38 la sefilal filtrada es aproximada a la original
sin ruido, pero de inferior calidad a la obtenida en el
numeral 5.1.4.1, scobre todo por la regidn de estabilizacidn,
donde se observan pegqueflas deformaciones en relacidén a la

anterior.

5.1.4.3. Filtrado de la sefial contaminada del numeral

5.1.1.2 con filtro recursiva, método de fase cero.

El proceso de filtrado de la seflal contaminada con ruido de
distribucidén uniforme del numeral 5.1.1.2 (figura 5.4), se
lo realiza mediante un filtro recursivo de aproximacioén de
Butterworth, utilizando el método de filtrado de fase cero.

La frecuencia de nuestreo es 100 Hz. Como se puede observar
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en la figura 5.39, la sefial filtrada es similar a la
original sin ruido, la cual tiene un retardo de transporte,

con la diferencia de que la sefial filtrada posee un offset
en el origen (negativo en este caso), pero con una regién de
estabilizacidén bastante aceptable. El offset se suele dar

generalmente con este tipo de filtro.

5.1.4.4_ Filtrado de la sefial contaminada de 5.1.1.3 con

filtro recursivo, método de fase cero.

El proceso de filtrado de la sefial contaminada con ruido de
distribhucidén normal de la planta de primer orden del numeral
5.1.1.3, s8e realiza mediante un filtro recursivo de
aproximacidén eliptica (numeral 5.1.3.1) con método de
filtrado de fase cero. La frecuencia de muestreoc es de 100
H=. Como se puede ver en la figura 5.40 la sefial filtrada
posee en la regidén de estabilizacidn oscilaclones Qque no
rresenta la sefial original, pero ya no posee el ruido que
tenia en un inicio. Una sefial de respuesta de una plante de
rrimer crden es un poco mas complicada de filtrar qQue una
sefial de respuesta de una planta de segundo orden, como se

pruede observar de los numerales anteriores.

5.1.4.5. Filtrado de la sefial con 3 componentes de fre-

cuencia mediante un filtro pasa banda.

El proceso de filtrado de la seflal que posee tres
componentes sinusoidales (numeral 5.1.2.6, figura 5.18),
cuyo espectro ge muestra en la figura ©5.19, de frecuencia
diferente, se lo realiza mediante un filtro recursivo pasa
banda de Yule-Walker (numeral 5.1.3.4, figura 5.33) dando
comc resultado una sefial de una sola componente de
frecuencia (60 Hz) como se puede ver en la figura 5.41 donds
la sefial filtrada se presenta y cuyo espectrc se puede mirar

en la figura 5.20.

5.1.4.6_. Filtrado de la sefial con 3 componentes de

frecuencia mediante un filtro =limina banda.
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Fara este proceso de filtrado, se utiliza la misma sefial que
en el numeral anterior 5.1.4.5. Para el efecto se disefia un
filtro elimina banda no recursivo por el método de Parks-
McClellan (numeral 5.1.3.5, figura 5.34), filtrando la sefial

mediante el método de la TRF. Como se puede ver en la figura

5.42, la sefial resultante del filtrado posee un retardo,
originado por el filtro utilizado (nc recursivo que
introduce un gruro de retardo); el espectro de la sefial

filtrada se puede mirar en la figura 5.21, numeral 5.1.2.6.

5.1.4.7. Filtrado de la sefial compuesta de continua y

alterna por un filtro pasa altos.

El proceso de filtrado de esta sefial (numeral 5.1.2.7,
figura 5.22) cuyo espectro se puede observar en la figura
5.23, se realiza mediante un filtro pasa altos no recursivo
con ventana de Hamming, por el método de la TRF a una
frecuencia de muestreo de 200 Hz. En la figura 5.43, se
puede mirar la sefial filtrada que yva no posee la componente
de continua, pero tiene un retardo de 0.25 segundos, debido
al filtro no recursivo que introduce dicho retardo. El
espectro de la serial filtrada se puede observar en la figura
5.24.

5.1.4.8. Filtrado de una sefial con 4 componentes de

frecuencia mediante un filtro multibanda.

El proceso de filtrado de 1la sefilal con 4 componentes de
frecuencia (numeral 5.1.2.8, figura 5.25), se lo realiza
mediante un filtro multibanda no recursivo con ventana de

Bartlett en el dominio de la frecuencia, cuya respuesta de

frecuencia se muestra en la figura 5.36, eliminandc la
segunda y la cuarta componente, dando como resultado la
sefial de la figura 5.44, donde se observa también la

presencia de un retardo producido por el filtro. El espectro
de la sefial de la figura 5.44 se puede ver en la figura
5.26, donde se observa también wuna disminucidédn de la
magnitud del espectro luego de haber filtrado la sefial, lo

cual se traduce en una disminucién de lz amplitud de la
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seflal filtrada (1.5 en lugar de 2).

5.1.5. AJUSTE POLINOMIAL.

5.1.5.1. Ajuste.

El ajuste polinocmial o modelacién polinomial,

se lo ha

realizado mediante la definicién discreta de un semiciclo de

la funcion SENO, para aproximar dicha funcién

polinomial, donde las especificaciones han sido:

— El1 vector k¥ = [0:pi/10:pi]
— E1 vector x(k) = [sin(xk)]

- El orden del polinomio = 10

El modelo polindmico resultante es de la forma:

a un modelo

P(t) = -0.0002*%t7 + 0.0083*%t5 — 0.1667*t= + ¢

La tabla 5.1 muestra 1los valores originales y aproximados

por el ajuste:

vector k{rad) SIN(EK) Pl{t=k)
0 0 0
0.3142 0.309 0.3089
0.6283 0.5878 0.5878
0.9425 0.809 0.808
1.2566 0.9511 0.9511
1.5708 1 1
1.885 0.9511 0.9511
2.1991 0.808 0.809
2.5133 0.5878 0.5878
2.8274 0.309 0.309
3.1416 0 0

Tabla 5.1 Ajuste polinomial.
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La figura 5.45 muestra los puntos resultantes de los

vectores k v x(k), v la figura 5.46 muestra el resultado del

ajuste.

5.1.5.2. Interpolaciodn.

La interpolacidn se realizd sobre el mismo semiciclo de la
funcion SENO, tomando cada pi/1ll los puntos de interés para
conocer los valores de la funcidén en dichos valores de k7.
Los resultados de la interpolacién se muestran en la figura

5.47, donde el vector k~ se definid como:

¥ = [0:pi/11l:pi]

Los resultados de la interpolacidn se presentan en la tabla

5.2, donde los wvalores Sin(k”) son evaluados de la funcidn

seno (original}.

vector k™ (rad) SENG(k™) Interpolacion
0 0 0
0.2856 0.2817 0.2817
0.5712 0.5406 0.5406
0.8568 0.7558 0.7557
1.1424 0.9086 0.90896
1.428 0.9828 0.9898
1.7136 0.9898 A 0.8898
1.8992 0.98086 0.9096
. 2.2848 0.7557 0.7557
2.5704 0.5406 0.5406
2.856 0.2817 0.2817
3.14186 0 0

Tabla 5.2 Resultado de la interpolacidn.
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Fig. 5.47

Resultado de la interpolacién {(¥).
EJE X: RADIANES
EJE Y: AMPLITUD



5.1.5.3. Extrapolacidn.

La extrapolacidén se realizd sobre la misma funcidén SENO,
tomando cada pri/10 los puntos de interés para conocer los
valores de 1la funcién en dichos valores de k°. Los
resultados de la extrapolacidén se muestran en la figura

5.48, donde el vector k' se definid como:

k= [pi:pi/l0:2%pi]

Los valores de la exXxtrapolacidn se presentan en la tabla

5.3, donde los valores Sin(k”) son evaluados de la funciodn

seno (original).

vector k”(rad) SENO (k) Extrapolacioén |
3.1416 0 0 F
3.4558 ~0.3091 ~0.309
3.7699 ~0.5878 ~0.5878
4.0841 ~0.8090 ~0.8081
4.3982 ~0.9510 ~0.9513
4.7124 -1 ~1.001
5.0265 ~0.9511 ~0.9544
5.3407 ~0.8090 ~0.8193
5.6549 ~0.5878 ~0.618
5.969 ~0.3090 ~0.3803
6.2832 0 - -0.1672

Tabla 5.3 Resultado de la extrapolacion.
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5.1.6. RAELACION ENTRE UN FILTRO DIGITAL Y UNC ANATOGO.

Si se toma en cuenta una red RC como la gque se muestra en la
figura 5.49, la descripcidn de ella come un sistema dindmico
continuo en el tilempo, en terminos de una ecuacion
diferencial, donde Vx" "v'" repressntan los voltajes de

El

entrada ¥ salida; se tiene:

dy
RCEY + y = x 5.2
ot y ( )

Si se transforma esta ecuacion diferencial en su eguivalente
discreta, se tiene la siguiente ecuacién en diferencias que

representa al filtro digital de la figura 5.50:

yik) = a,.x(k) +b,.y(k-1) (5.3)

La ecuacion (5.3) representa a un filtro recursivo, donde
los coeficientes ao v bi son los coeficientes del filtroc que
depaenden de la constante RC ¥ del preriodo de muestreo gue se

utilice para discretizar las sehnales.C8)

FILTRO RC DE FPRIMER ORDEN

R

o « —0

Fig., H5.49 Filtro RC de primer orden.

EQUIVALENTE DIGITHAIL

:I(ig) M + N : nglc) _
a0
[:p s —A >

B k— X >

—+

bl

Fig. 5.50 Eguivaliente digital del filtre RC comtinuo.
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5.1.7. VARIACION DEL KUMERO DE PUNTOS DE LA TDF EN EL
CALCULO DE UN ESPECTRO.

Como se wvido en el capitulo III, al wvariar el numero de
puntos de una TDF, se varia el ancho y el largo de su lobulo
principal vy se disminuye o se agranda a los lébulos
laterales en la respuesta de frecuencia. En la figura 5.51
se muestra un grafico de la densidad espectral de potencia
de wuna sefial con una TDF de 32 puntos. Como se puede
observar en este grafico, el espesor del 1l6bulo principal es
muy extenso, en relacidn al grafico de la densidad espectral
de potencia de la misma sefial; pero, con la TDF de 2048
puntos, c¢omo se muestra en la figura 5.52 se mejora el
espectro el cual practicamente no presenta lébulos laterales
v el ancho Vv alto del lébulo principal han disminuido ¥

aumentado respectivamente.

Mediante los graficeos 5.51 y 5.52 se puede aprecilar
claramente el efecto que produce la variaciodn del numero de
puntos de la TDF; se ha utilizado para el efecto 1la funcién

SIN(2*pi*B80*t), con una frecuencia de muestreo de 400 Hz.

5.2. CONCLUSIONES.

En este numeral, se presentan las distintas conclusiones a
las que se ha llegado a lo.largo del desarrcllo de la tesis,

por los resultados obtenidos y el contextoc de la misma.

Primeramente, se puede decir que los resultados del software
implementadeo, aprovechando la amplia base algoritmica del
paquete MATLAB, son satisfactorios yva que permiten cumplir
con las especificaciones y necesidades de disefio, y el
médulo proporciona una herramienta valida de analisis,
estudio Yy comprension de los distintos métodos del

procesamiento digital de sefiales.

La gran variedad de métodos que posee el Toocl Box de

procesamiento digital de sefiales del MATLAB, =n temas como
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el disefic de filtros digitales, y el filtrado de seflales,

ofrece un amplio campo de desarrollo y aplicacidn.

El desarrollo de rutinas que realicen un cierto trabajo,
dentro del medio ambiente del MATLAB, requiere de
conocimientos bdsicos de programacidén, ya que el MATLAB como
paquete posee como los lenguajes de programacidn, sus
propios comandos y similitud en sus estructuras de decisidn,
lazos de repeticidn, etc., con la gran ventaja de gque ofrece
una manipulacibén de sus algoritmos o rutinas proplas para el
desarrollo de nuevo software; esto es, para el desarrollo de
nuevos "'moédulos’ que utilicen las bondades de su base
algoritmica. Es asi que surgid en este caso el médulo PDS
(Procesamiento Digital de Sefiales), el cual utilizando
rutinas propias del MATLAE y rutinas creadas proporciona una
gran herramienta en adiestramiento o introducciéon al
procesamiento digital, de un usuario qﬁe posea conocimiento

O no sobre este tema, respectivamente.

Se ha hecho lo posible en implementar éste médulo lo més
amigable que se pueda hacia el usuario, colocéndose
tutoriales en todas las rutinas y ejemplos en muchas de
ellas, gque guien a una persona dque posea © no un

conocimiento profundo del tema.

Como conclusiones generales del presente trabajo, se puede

citar las siguientes:

— Se tiene la opcidén de simular plantas de primero y segundo
orden con y sin retardo a entradas paso o escaldn, o una
entrada cualquiera definida por el usuario, con el fin de
observar su respuesta y la manera en la que afecta a la
sefial de salida la introduccidén de una sefial contaminante de
ruido (fendémeno gue se puede dar al monitorear una sefial de
interés de un proceso cualquiera gue se guiera instrumentar,

por ejemplo).

— En el andlisis espectral se tiene la posibilidad de

estudiar  ya sea la sefial contaminada de la planta simulada
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en el punto anterior, o definir una sefal de interés. Los
resultados son muy practicos, en cuanto al uso de esta
técnica como herramienta de andlisis de una sefilal ¥y a una

mejor comprension del tema.

- La TDF es ampliamente usada para transformar datos desde
el dominic del tiempo al dominio de la frecuencia; la TDIF
realiza la transformada inversa. Con la TDF se ©puede
calcular directamente la respuesta de frecuencia de un
filtro desde su respuesta impulso y viceversa. Muchas veces
es mas conveniente conocer la respuesta de frecuencia gque la
respuesta impulso. La TDF también se utiliza para ordenar
las componentes de frecuencia (espectro), pero depende de la
longitud de la TDF (finita), por lo cual se pueden producir
pérdidas espectrales, lo cual puede controlarse por medioc de

ventanas, o aumentado el ntmero de puntos para el cdlculo.

~ La TRF realiza los mismos cé&lculcos matemdticos qgue la TDF,
pero de una manera mas eficliente, es asi que una TRF de N
puntos requiere N.logzN multiplicaciones y adiciones, en
comparaciétn a las N2 operaciones demandadas peor la TDF. E1
inconveniente de la TRF es que necesita un numero de puntos
de potencias de 2, pero se puede realizar un llenado de

ceros para terminar una secuencia de datos para alcanzar a

la potencia de 2 mds cercana.

- Mediante el disefic de filtros, se puede visualizar de una
mejor forma su utilidad y las distintas aplicaciones gue se
podrian dar, como las que 3e han observado, gue son
descontaminacién de ruido de una seflal, ¥ eliminacidén de
componentes de frecuencila indeseables en una sefial

cualguiera.

- La respuesta de frecuencia de un filtro digital es la
caracterizaclidn mds Util del mismo, va gque con ella se puede
deducir si el filtro presentarid una amplificacidén o una
atenuacién de las sefiales de entrada al mismo, v en ciertos
casos se puede manejar la ganancia de la respuesta de

frecuencia para corregir cualquiera de éstos fendmenos.
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También se ha comprobado que se consigue una mejor
aproximacidén a la respuesta de frecuencia deseada de un
filtro, cuando se calculan mds coeficientes, es decir cuando

se aumenta el orden del filtro.

- Se ha observado las consecuencias indeseables de truncar
filtreos digitales de longitud infinita, las cuales son el
producir un rizado y ensanchar la regidén de transicidn. Con
el fin de atenuar estos efectos negativos, se estudia varios
tipos de ventanas, entre las cuales se tiene las de Hamming,

Hanning, Kaiser como las méds importantes.

- La modelacidén polinomial de seflales digitales, permite el
ajuste de datos digitales a un modelo polinémico continuo en
el +tiempo, lo gque posibilita realizar aplicaciones como
interpolacidén ¥ extrapolacion de los datos digitales
originales, asi como también la factibilidad de realizar
diferenciacién o integracidén del modelo polindmico. gue no
se podria realizar directamente sobre el modelo digital por

sus discontinuidades.

— La modelacién polinomial de datos digitales constituye un
puente entre las seflales andlogas y las digitales, ya que se
pueden reemplazar datos digitales c¢con modelos continuos.
Esta herramienta es muy atil ﬁafa el procesamiento digitsl
de seflales, siempre y cuando los datos digitales representen

una curva suavizada y no abrupta.

En cuanto a los resultados obtenidos en el numeral anterior,
se puede conclulr, especificamente, en orden al desarrollo

del mismo lo siguiente:

— En los graficos de densidad espectral se puede observar
que la sefial PRBS nc posee un espectro gue represente una
buena aproximacidén al ruido blanco, yva gue tiene
concentracién de espectro a bhajas frecuencias, disminuyendo
éste a medida que aumenta la frecuencia. En cambio, el
espectro de ruido con distribucién normal y uniforme, si es

una buena aproximacidén al ruido blanco, ya gque posee, como
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se pudo observar, espectro en todas las frecuencias.

— De los filtros recursivcs disefiados, se puede observar que
el eliptico posee la ventaja de una regién de transicién muy
estrecha, a cambio de presentar rizados en las bandas de
paso ¥y de Dblogueo, por lo que se lo puede aplicar en

transmisidén de datos binarios mediante la red eléctrica.

El filtro de Butterworth posee en cambio la ventaja de no
poseer rizado en ninguna de las dos bandas (paso y blogueo)
rero también tiene una regidén de transicién mas amplia que
el eliptico. Por lo tanto, la aplicacidn del filtro de
Butterworth se puede observar en procesos donde no se puede

tolerar rizados, como es el caso de instrumentacioén

biomédica.

El filtro eliptico, es el gue mejores caracteristicas posee
para filtros pasabajos de acuerdo a los resultados obtenidos

anteriormente.

— En los filtros no recursivos, se concluye gue el filtro
gue utiliza la ventana de Hamming es o6ptimo, debido a gue su
respuesta de frecuencia no posee précticamente rizado y la
regidén de transicidn es corta; v el filtro gque utiliza la
ventana de Kaiser es el mds versdtil, ya gque como se viod,
cuando su parémetro B varia, puede representar a los otros

tipos de ventana, incluyendo la de Hamming (8 = 5.5).

El filtro de Parks-McClellan posee rizados en las bandas de
paso y de blogueo, gque son de igual amplitud en ambas
bandas; pero posee la ventaja de poder realizar filtros
multibanda. Este filtro, en los resultados obtenidos
presenta las mejores caradteristicas para aplicaciones de

filtro pasabanda y multibanda.

- Se puede observar gque los O6rdenes utilizados en los
filtros recursivos y en los no recursivos son bastante
diferentes entre si, ya que en los recursivos un orden 10 es

mds que suficlente para satisfacer requerimientos exigentes;
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en cambio los filtros no recursivos pueden ser disefiados con
6rdenes superiores a 100 para cobhtener mejores respuestas de
frecuencia sin ningin problema. Si en los filtros recursivos
se utilizan ¢&rdenes superiores a 30, debidec a que la
especificacién de la regidn de transicidn es muy estrecha en
el disefio del filtro, se pueden producir errores de
"overflow" en el programa del MATLAB, lo cual produce gue el

programa termine abruptamente.

— Cuando se filtran sefiales contaminadas con ruido blanco,
la frecuencia de corte debe bajarse a un wvalcr cercanc a
cero (muy pequefilo) para eliminar el ruido en forma
satisfactoria. En ciertos casos, se puede mejorar la sefial
filtrada, utilizando el filtrado en cascada (por ejemplo con
la Contaminécién de la sefial PRBS), lo cual se logra

filtrando la sefial yva filtrada inicialmente, mediante otro

filtro diseflado para el efecto.

- Existe la posibilidad de observar el nuevo espectro de la
sefial filtrada, directamente después de realizar el proceso
de filtrado, para comprobar si en el nuevo espectro, no se

encuentran las frecuencias que inicialmente se deseaban

eliminar.

Como conclusién final, se piuede decir que el médulo de
procesamiento digital de sefiales PDS, a través del paquete
MATLAB proporciona una herramienta muy Util para una mejor
comprensién de los bsBilstemas discretos que se estudian en
Control Automdtico., pues permite ajuste poclinomial a partir
de ecuaciones de diferencias, se puede observar en la
simulacién de plantas, las respuestas con retardo de
transporte utilizando el aproximante de Paddé, se puede
analizar las sefilales de 'interés mediante el espectro de
frecuencia y observar la estructura ¥y comportamiento cde
filtros digitales. Con estos recursos se puede utilizar el
médulo PDS para una practica del laboratorio de Control

Automatico; vy, obviamente en laboratorio de Instrumentaciodn.
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