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P R O L O G O

El presente trabajo es el resultado de una idea

sugerida por el Dr. Enrique Vé"lez, experto de UNESCO, quien

durante su permanencia en el Ecuador y en cumplimiento de

sus labores en la Escuela Politécnica Nacional intento lograr

experimentalmente la síntesis de ondas periódicas no sinusoi-

dales de acuerdo con la teoría de Fourier»

La teoría de Fourier es d« importancia fundamental

en el estudio de la Ingeniería Eléctrica, pero al igual que

muchas ramas de la Matemática adolece de demasiada abstracción.

De ahí que muchas veces el estudiante de Ingeniería no llegue

a comprender cabalmente el alcance de dicha teoría. Para él

constituye entonces una ayuda muy valiosa la verificación ex-

perimental de los conceptos teóricos. Si bien es cierto que

es relativamente fácil el analizar una onda periódica no sinu-

soidal,esto es, encontrar sus componentes individuales; el

proceso inverso, o sea lograr la síntesis de una onda periódi-

ca no sinusoidal, conociendo cuáles deben ser sus componentes

individuales de acuerdo con la teoría de Fourier ofrece algu-

nas dificultades. En el presente trabajo he intentado sinte-

tizar algunas formas de onda. Los resultados los expongo en

forma de fotografías de oscilogramas que muestran las compo-

nentes individuales de cada onda y las ondas resultante» de

sumas parciales correspondientes a cada serie
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La teoría de Fourier, que en realidad constituye

un capírulo bastante amplio de la Matemática Pura y Aplicada,

nació al intentar la solución de algunos problemas físicos

descritos matemáticamente como ecuaciones diferenciales par-

ciales, sujetas a condiciones de contorno. Para el presente

trabajo considerare* sin embargo solamente lo concerniente a

las denominadas series de Fourier. Be acuerdo con la teoría

de estas series, cualquier función periódica que satisfaga

condiciones determinadas puede ser expresada en forma de una

serie trigonométrica, esto es, que sus términos sean funcio-

nes seno o coseno.

Empiezo el presente trabajo dando en el primer ca-

pítulo la base matemática de las series de Fourier, esto es,

la motivación del problema, el desarrollo propiamente dicho

de las series, una justificación de condiciones suficientes

que una función periódica debe cumplir para poder ser descri-

ta en forma de una serie de Fourier y finalmente expongo el

desarrollo de algunas series de ondas usualmente encontradas

en problemas de Ingeniería Eléctrica, la síntesis de algunas

de las cuales constituirá el resto del trabajo. No pretendo

en este desarrollo utilizar el rigor de la Matemática Pura,

ya que eso constituiría por si solo material suficiente para

algunos tratados. Asi por ejemplo no entro en consideracio-
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nes respecto de las condiciones necesarias que una función

periódica debe poseer para poder ser desarrollada en una se-

rie de Fourier. Únicamente expongo la base matemática necesa-

ria para la comprensión y valoración correctas del resto del

trabajo.

Como mencione" anteriormente, una serie de Fourier

está constituida por términos que son funciones seno o coseno,

de ahi que para lograr la síntesis experimental de una serie

de este tipo, el primer paso será el obtener funciones sinusoi-

dales representables físicamente. De las diferentes posibili-

dades para conseguir este propósito» quizá la más cómoda y flexi-

ble sea la utilización de señales sinusoidales eléctricas, que

pueden ser visualizadas y medidas cuantitativamente en un osci-

loscopio. Por comodidad he escogido el rango de frecuencias

en el orden de kilociclos» las cuales pueden ser logradas fá-

cilmente con generadores R-C. En el segundo capítulo descri-

bo brevemente la generación de éstas señales. Hubiese sido

de mi agrado el construir los generadores necesarios, pero por

dificultades debidas a la falta de componentes especiales no

me fue posible, y entonces he recurrido a la utilización de

los generadores disponibles en el laboratorio.
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Cada uno de los términos de la serie tiene que estar

en una relación fija de fase con respecto al primer término.

Si bien es cierto que la generación de señales no constituye

un problema muy difícil, la sincronización de dos generadores,

o máís aún de un número mayor de ellos, ofrece algunos proble-

mas, la solución de los cuales me ha exigido algunos meses de

trabajo experimental. Los métodos empleados los expongo en

el tercer capítulo.

Disponiendo ya de señales sinusoidales de fsecuen-

ciasí y amplitudes adecuadas y además sincronizadas en el tiem-

po, o sea disponiendo de algunos términos de una serie, solamen-

te restaría para la sintetización de la misma, el sumar dichos

términos. Esto lo he llevado a cabo utilizando amplificadores

operacionales dispuestos para la operación de suma. En el

cuarto capítulo expongo brevemente la teoría del funcionamiento

de dichos amplificadores y describo con algún detalle todo el

montaje experimental que fue necesario para llevar a cabo la

síntesis de algunas ondas. Especial énfasis he puesto en la

descripción de los métodos empleados para lograr la sincroni-

zación de señales, lo cual lo ilustro con oscilogramas de fi-

guras de Lissajous que muestran la relación de frecuencia y
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la estabilidad de fase. Esto último se puede apreciar cla-

ramente ya que los oscilogramas indicaban una figura estable

durante algunos minutos y en algunos casos, durante algunas

horas. De esta manera no tuve mayores dificultades para la

realización de las fotografías de dichos oscilogramas. Me

permito en este punto felicitar al laboratorio de Electrónica

por sus magníficos osciloscopios que facilitaron enormemente

la realización de este trabajo, esto es, la observación simul-

tánea de algunas señales* En dos fotografías doy una idea del

montaje experimental realizado.

Como se puede comprender fácilmente, es imposible la

síntesis exacta de una serie, puesto que ésta posee términos

en un número infinito. Lo que he logrado con mi experimento

es. solamente sintetizar sumas parciales de algunas series.

He escogido la correspondiente a una onda triangular porque

debido a su rápida convergencia permite apreciar su forma con

bastante exactitud requiriendo para ello solamente de pocos;

términos. Luego he realizado la síntesis de una onda cuadra-

da, que a pesar de ser lentamente convergente, pertenece a la

clase de funciones denominadas continuas seccionalmente y per-

mite apreciar claramente el hecho que una serie de Fourier de

una función que tenga puntos de discontinuidad, da como resul-
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tado la semi-suma de los límites de los valores laterales de

la función en dicho punto. Sin embargo, a pesar de haber u-

tilizado pocos términos, se puede apreciar la aproximación de

esta suma parcial a la onda verdadera. Finalmente he realiza-

do síntesis de sumas parciales de ondas sinusoidales rectifi-

cadas en media onda y en onda completa por parecerme que este

tipo de ondas tiene una importancia particular para los pro-

blemas de Ingeniería Eléctrica. Con el análisis de Fourier

de estas dos últimas formas de onda es por ejemplo posible

una comprensión mas objetiva del proceso de rectificación de

una señal de corriente alterna.

He fotografiado los oscilogramas que muestran las com-

ponentes individuales y las diferentes sumas parciales de ca-

da una de las cuatro formas de onda indicadas anteriormente.

Estas fotografías las expongo en el quinto capítulo y consti-

tuyen la muestra objetiva de todo el trabajo llevado a cabo en

este experimento.
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C A P I T U L O P R I M E R O

L A S S E R I E S D E F O T J R I E R



1,1 La Motivación del Problema

Como mencioné en la introducción, muchos problemas

físicos quedan descritos matemáticamente en forma de ecuacio-

nes diferenciales parciales. Me referiré concretamente a laj

determinación del potencial eléctrico existente en la región

del espacio definida por una cierta configuración de electro-

dos sujetos a potenciales constantes* Si en esa región no exis-

ten cargas eléctricas, dicho potencial debe ser una solución

de la ecuación diferencial de Laplace:

\7¿v =-0 (1-1)

V7^Donde V representa el operador de Laplace que puede ser es-

crito explícitamente en cualquier sistema de coordenadas y

equivale a la operación vectorial divergencia del gradiente.

Este operador aplicado al potencial eléctrico V debe ser igual

a cero. Existen infinitas funciones que satisfacen esta ecua-

ción, lo cual está?, de acuerdo con el hecho físico que existen

infinitas configuraciones: posibles de electrodos. Para una

configuración particular hay que especificar entonces las lla*-

madas "condiciones de contorno..'1.

Escojeré el problema de la determinación del campo
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eléctrico existente entre dos planos paralelos de extensión

semi-infinita sujetos a un potencial cero y un tercer plano

perpendicular a los dos anteriores. Refiriendo lo anterior

a un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, según

la figura 1-1

* 2:

i

S'eae el un planoí z = O; y ̂1 O . Con un potencial:

V(x,y,0) = O (1-2)

El otro plano t z = se; y >; O . Con un potencial:

V(x,y,a) = O

El plano perpendicular a los dos anteriores sea

y s O; O ̂ z <C ee . Con un potencial:

V » f(z)

(1-3)
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Donde por el momento f(z) representa uha¡ función arbitraria.

La consideración física del potencial V a determinar-

se impone que éste sea acotadof esto est que al extenderse en

el espacio indefinidamente en dirección "'x 'o y''¿ el potencial

debe permanecer finito.

Se puede ver que el potencial es independiente de

la coordenada'x, entonces el problema a solucionarse constitu-

ye la resolución de la ecuación 1-1 en el sistema de coordena-

das rectangulares, con coordenadas^ y»z, o sea:

sujeta a las condiciones especificadas en las ecuaciones 1-2,

1-31 1-"̂  y además que el potencial sea acotado.

Se puede resolver la ecuación 1-5 por el método

de separación de variables o también denominado método del

producto. Asumamos que el potencial V(ytzO sea expresado

como el producto de dos funciones cada una de las cuales de-

penda solamente de¡y'° solamente de sel

V(ytz) * F(y) G(SÍ) (1-6)
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•AF
Donde p es por el momento una constante indeterminada, esto

es, que puede ser cero, mayor que cero o menor que cero. Co-

mo se ve, se ha logrado transformar el problema de la ecuación

1-5 9& de la resolución de dos ecuaciones diferenciales ordi-

narias.

Supongamos que p = - O . Entonces de la ecuación

1-10 se tiene:

( (1-12)

Una doble integración de esta ecuación da como resultado:

G = Az + B (1-13)

La condición expresada en la ecuación 1-2 exige que

la constante B = O, con lo cual:

G = A&. (1-1*0

Que con la condición expresada en la ecuación 1-3 resulta

A = O , o sea que la función G es idénticamente nula, o sea?

que la posibilidad de que p sea igual a cero trae como con-

secuencia la solución trivial V r̂ O



Consideremos ahora la posibilidad que p sea mayor

2
que cero, sea: p = h » entonces la ecuación 1-10 queda:

r\ 2.&\•

Esta ecuación tiene como solución general:

6> - H € -H K 6 ^

La condición de la ecuación 1-2, esto es que V tiene que ser

igual a cero para todo valor de zt , exige que:

N = -M (1-17)

Con lo cual la ecuación 1-16 queda:

La condición expresada en la ecuación 1-3» esto es que el po-

tencial V tiene que ser igual a cero cuando z es igual a "ar

para todo valor de y, exige que:

O = 2M senh ha- (1-19)

De donde resulta que la constante M tiene que ser cero, pero

según la ecuación 1-17 t resulta que N también tiene que ser

cjero , o sea que se obtiene al igual que en el ca«o anterior

la misma solución trivial V '•= O . Queda por lo tanto única»



mente la posibilidad que la constante p sea un número nega-

2
tivo, digamos p = -k . Entonces la ecuación 1-10 queda:

d^ ' - (1-20)

Que tiene como solución general:

G a C sen kz + C eos kz (1-21)

La condición de la ecuación 1-2 exige que la constante C se»

cero.. Con la condición de la ecuación 1-3 se tiene entonces:

O = C sen kâ  (1-22)

A fin de obtener una? solución distintar de V — O , tiene que

cumplirse entonces que:
1

sen; ka = O (1-23)

Para que esto se cumpla es necesario que

ka = m-TT i * = 1,2,3,-

O se a':

!< -- 32L2H (1-25)
o.

De modo que la solución para la función G(z) es:

G(z) = C_ sen ———* z ; m = 1,2,3...
X c\. *-

(1-26)
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Queda ahora por determinarse la función F(y) . Según la ecua-

ción 1-11 se tiene:

(1-27)

Llamando

La solución de la ecuación 1-27 es:

La consideración física que el potencial tiene que

ser acotado exige que la constante B^ sea cero ya; que de lo con-

trario al extenderse indefinidamente en dirección "y" la; fun-

ción F y por lo tanto el potencial crecerían también indefi-

nidamente. De este modo se obtienen infinitas soluciones para;

el potencial V . Según las ecuaciones 1-6t 1-26, y 1-28:

\ / -v /- s ^"" " , i— Í1—PQ^\ /úi x \ f-' •' í VH"¡f \d.mtt^.yj

que satisfacen la ecuación de Laplace, las condiciones de con-

torno expresadas en las ecuaciones 1-2 y 1-3 y la condición

que V sea acotado» Queda sin embargo por satisfacerse la con-

dición de contorno l-*f, a saber que para y = O, el poten-

cial V tiene que ser una función arbitraria de m
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f(z) = C sen y"líL :¿. (1-30)
a

Este último requisito sólo puede satisfacerse si la función

f(z) es una función sinusoidal. Por ejemplo:

f(z) = 3 sen bz- (

Sin embargo la realidad física del problema no per-

mite esta limitación en cuanto a la función f(z) . Cabe en-
s

tonces hacer el siguiente raciocinio que puesto que la ecua-

ción 1-29 es una solución para cada valor de m , una suma de

dichas soluciones también es solución, ya que la ecuación de

Laplace es una ecuación lineal. Ahora- bien, m puede tomar

todos los valores enteros desde uno hasta infinito. Entonces

la solución más general será:

«-y ( ,
ó . -vi'i TÍ (1-320

De esta manera se puede cumplir con la condición de contorno

de la ecuación 1-4r

Este último resultado constituiría el desarrollo de la fun-

ción arbitraria f(z) O ;̂ z ¿~& en forma de una serie
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cuyos términos son funciones sinusoidales.

En problemas análogos al expuesto se obtiene que la

función f(z) quedaría desarrollada en forma de una serie cuyos

términos serían funciones seno y coseno. Esto indujo a Fourier

a desarrollar su famos teoría, empezando con el problema del

desarrollo de una función en forma de una serie trigonométri-

ca. Cabe aqui indicar, haciendo referencia al problema expues-

to, que esta función arbitraria f(z) solamente está definida

en el intervalo O ̂z í=a . Sin embargo, el problema hubiese

sido idéntico si se hubiese considerado el intervalo

a_^z:£-2a , etc. De modo que se puede pensar en la función

f(zO, como definida para todo valor de "zl!, pero con la pro-

piedad de periodicidad, con período "a". Del desarrollo de

una función en una serie trigonométrica se tratará en lo

que continúa.

1,2 Desarrollo de una Función en Forma de una Serie

Trigonométrica

*

Sea por el momento f(x) una función, definida en el

intervalo --Tf.^ x ¿ 7T y tal que: f(x) « f(x + 2.7T). Asu-

mamos que esta función admita un desarrollo en forma de una
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serie trigonométrica, a saber:

y determinemos los coeficientes a; .a- , y b . Para estoo a o

recordemos que:

(1-35)

(1-36)

J l¿** -vt x' eco í-¡ x ¿x x- s=. O (1-37)
- 'fi*

(1-38)

Integremos los dos miembros de la ecuación 1-3^ desde — 'íf

hasta u' y teniendo presente las ecuaciones^ 1-̂ S se obtiene;
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*.o f-( x s= £ -Tr av (i-39)
T 'Tl'

De donde:

"tf

^ ¿00
(i\

Multipliquemos los dos miembros de la ecuación 1-3̂  por

eos mx , donde m es por el momento un número entero posi-

tivo fijo, e integremos los dos miembros desde - 1T hasta 7r •

¿60 CíTO Til X -V

,7 ^ (1-*U)

-~ _ I *i -1-OVi ̂  '̂> VH x ¿; x -f

Teniendo presente las ecuaciones 1-35» 1-37 y 1-38 resulta:

rr

TÍ*) fxr> "̂  x í->( x - £¡_^ '"H" (3

De donde:

/
f ( x j L.C .̂ vi

De una manera análoga» para la determinación de los coeficien-

tes b , multipliquemos los dos miembros de la ecuación 1-3̂

por sen nuc e integremos desde - Tf hasta ~\\ con lo cual
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tuye un capítulo muy profundo de la Matemática Teórica. Sin

embargo es relativamente fácil establecer condiciones sufi-

cientes, las así llamadas condiciones de Dirichlet. Felizmen-

te la mayoría, por no decir la totalidad, de las funciones pe-

riódicas que ocurren en problemas de ingeniería satisfacen es-

tas condiciones.

1.3 Demostración de la Convergencia de las Series de

Fourier para Funciones que satisfagan las Condi-

ciones de Dirichlet.

Sea F'(ac) definida en el intervalo - U ̂  x ¿. :TT t

aon periodicidad 2Tf y además tal que F(x) y F'(x) sean con-

tinuas seccionalmente en dicho intervalo. Asumamos que la se-

rie indicada en el segundo miembro de la ecuación 1-̂ 5 conver-

ja uniformemente an un valor f (x) , nos toca entonces demos-

trar que::

Í60 = ~ F(x + o) V F

Para llevar a cabo esjja demostración necesitamos es-

tablecer primeramente que la serie de la suma de los cuadrados
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dé los coeficientes de Fourier dados por las ecuaciones 1-46

y 1-4-7 es convergente. Para ello multipliquemos la ecuación

1-45 por F(x) e integremos término a término desde - TT has

ta '7T • Esta operación es lícita ya que se ha asumido la con

vergencia uniforme de la serie del segundo miembro de la ecua

ción 1-45.

«• - f'^Cx)\x = Os- j F£X;OÍK -4-
-ir

, * ,-* <l
(¿U* J PóO Í-H^I vi xcfe- by, j }rCx) 5*^ vi xr ¿¿x 1
•• —Tí „ ̂  J

Pero teniendo presente las ecuaciones 1-46 y 1-4-7, resulta:

4- Tf (â  +- b" ) (1-50)
*̂  L,i /

•" fi — ̂

Puesto que el primer miembro de esta ecuación existe,
! í 2-

ya que F(x) y por lo tanto )F(x)( son continuas seccional-

mente en el intervalo - -TT^ x ¿ 7f , se deduce que la serie

del segundo miembro es convergente y tiene como suma la inte-

gral indicada en el primer miembro. Si dicha serie es conver-

gente, sus términos tienen que terminar decreciendo indefini-

damente» esto es:

. (,¡ ~~ O Xl.i,uvc k> ̂  "•=. O f l-

H ~* ^é' >1 ~? ¿*o
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Pero teniendo presente las ecuaciones 1-46 y 1-4?, resulta;

ff- f" (a)
XX/UA, I FCx)t*nnx otx = O/., .., t/
l'l -i? DO' _ 7-

(1-52)

r ll _
; (~t*) S-t^vix rÁX — C >

Estos dos últimos resultados constituyen el denominado teore-

ma de Riemann. Debo sin embargo indicar que él mismo tiene

validez bajo condiciones más amplias para la función F(x) que

las especificadas de Dirichlet.

Consideremos la suma parcial de los primeros M + 1

términos de la serie indicada en el segundo miembro de la

ecuación 1-45* o sea:

M
c /--.. _ c'Cc J~ fa u^nx ' \c }

:<~ t'i -- --Í

Debemos ahora demostrar que el limite de esta suma cuando M

crece indefinidamente es igual al segundo miembro de la ecua-

ción 1-48. Según la ecuación 1-46:

6LC Á
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Además según las ecuaciones 1-46 y 1-4?:

„ s . , / ,( /• " \)

H- V TT' J.
^ V—Tf

O sea:

.
4- Ŝ .-x -vi xi Ŝ XA, n x ) d x

ir
£

ir

7? " X^ to n-í-v- ¿"̂  V'\ 4-
"

(1-56)

Heemplazando las ecuaciones 1-54 y 1-57 en la ecuación 1-53

se tiene entonces para la suma parcial S :m
,

5 — — j FOO ol^a -v- ¿ "̂  J
M ^ - -

, - x

M

O lo que es lo mismo :

(1-59)

Hagamos ahora el cambio de variable u ̂  x = t , con lo cual

se tiene:



'7f~ X

) x
F U-t x) / 1 +

i i —
'
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t V ¿I t d-60)

X"
#

Transformemos ahora la expresión:

de la siguiente manera: Consideremos la expresión

eos nt sen -J-t y sumémosla desde n=l hasta n =M •

Expresando la suma indicada en el segundo miembro de una ma

nera explícita se tiene:

M

-f-

(1-62)

O sea:

t
-Vis 4,

2
-

(M f ij

Dividamos los dos miembros para sen -J-t » con lo que:

, 1 t

De donde finalmente:

-

001555
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2. i-Cv. 'j t

Reemplazando este resultado en la ecuación 1-60 se tiene:

'ÍP- X
c * ( ^*-L I M -f ¿ ) t ti • , ss*
SM =: - \) --- -ü- Xí d-66)

Puesto que el integrando tiene período H "TT , esta última ex

presión puede ser escrita:

•ir

2 ̂  1 i
-ir ¿

O lo que es lo mismo:

-7T " O

Por otra parte, integrando la ecuación 1-65 entre los límites

- "Ti 7 O $ y O y iT y teniendo presente que:

'* i , r*
C^ Yl t Áí =r / í-o Vi t ¿í t = O

J J
- ir *

Se tiene:

T T 7 " , ±T" £<r (1-69)
-~-¡r %x a '
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esr también continua seccionalmente en el intervalo O < t ̂  Tí'

,, * ,/ • F(t f*) - P ív-t-oj . ,Ademas l¿^_ = existe ya que:

(1-73)
Ftt +*)-

•t -* O* £ ^ W-^t^É-

Y el límite del primer factor del segundo miembro de esta úl

tima ecuación existe, puesto que la función F'(x) es conti-

nua seccionalmente y por lo tanto tiene derivada finita a la

derecha. Además el límite del segundo factor también existe

y es igual a uno. Entonces la función
'2 ±.¿»í ± t

es continua seccionalmeate en el intervalo O £: t =̂ Tf.

Haciendo tender a la variable t a cero por valores:

negativos, se puede demostrar de una manera análoga que esa

función es también continua seccionalmente en el intervalo

- TT Jr t ̂  O . Siguiendo un razonamiento similar se puede de

0mostrar que la función F C^ 't t ) — • o

es continua seccionalmente en el intervalo - ir -¿ t <c \y, en-

tonces la ecuación 1-72 puede ser escrita de la siguiente ma-

nera: _
. ,__ „,, • ,_. „ __-r-._ _— -— J" |( ,_

._> -z.
x)-F(x

»*K (M+4
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Llevemos al límite cuando M crece indefinidamente, y teniendo

presente la ecuación l-52b resulta:

/' i"('xvc>) f lr(x-

O lo que es lo mismo :

s FÍX-HQ; i-Fjx-^oj (1_?6)
M o

M -á? oc

Con lo cual queda demostrada la convergencia de las

series de Fourier de funciones que satisfacen las condiciones

de Dirichlet. Esto significa que la serie correspondiente a

una función F(x), tiene como suma el valor de dicha función

en cualquier punto de continuidad, de la misma ya que en ese

CASO los límites laterales de la función son idénticos, esto

es que: F(x •*• 0) £3 F(x - O) , o lo que es lo mismo:

p (x ̂  ¿j -.=. .¿(/̂  F ( x - fc ) '̂  F (. •*.)
¿ -f c ¿: -* <?

Puesto que F(x) es: seccionalmente continua, puede

tener puntos de discontinuidad, en este caso la serie correspon-

diente converge a y da como resultado la semi-suma de los lí-

mites laterales de la función en dicho punto de acuerdo con la

ecuación l-?6.
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1.4 Desarrollo de Funciones con Período Arbitrario

Si en las ecuaciones 1-4̂ , 1-46 y 1-47 hacemos el

siguiente cambio de variable: )c - !L £

se obtiene:

f- (1-77)

=7 F ($:*) Cxo ÍIISL ^ at (1-78)
í J ! ^ i

n = 0,1,...

T
f

1_ / _.-=.- -i- \« JL1—','' •/' f T"

(1-79)

Pero F( -zr t) = f (t) ea> una función seccionalmente continua»

definida en el intervalo -T' ¿ t ̂  T y periódica, con perio-

dicidad 2T,; de modo que las ecuaciones anteriores constituyen

el desarrollo de Fourier y los coeficientes correspondientes,

llamados de Euler, de la función f(t). Lo anterior podemos re-

sumir de la siguiente manera: es suficiente que una función

f(t), tal que f(t) « f(t + 2T) satisfaga las condiciones de

Dirichlét para que admita un desarrollo en serie de Fourier de



la forma:

(tu.

Con coeficientes:

T

. ; i /•* t ,- ̂  n
¡ *

n = 0,lf2t...

' "•" a

En las dos últimas expresiones los limites de integración

pueden ser cambiados de tal modo que permanezca un intervalo

de integración de amplitud 2T.

1«5 Simplificación del Desarrollo de Fourier para Funcio-

nes Pares e Impares.

Se dice que una función f(t) es par, si se cumple

que f(t) = f(-t) , por ejemplo: f(t) = coff nt * De la misma

manera se define una función como impar si se cumple que

f(t) = - f(-t) , por ejemplo: f(t) = sen nt . Es de anotarse

que puede darse que una función no sea ni par ni impar, por
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ejemplo: f(t) = 2 + sen t.

Teniendo presente que el producto de una función par

por una función impar da como resultado también una función

impar , que el producto de dos funciones impares da como resul-

tado una función par y que además:

f*~

\) dx = O (1-83)

si es que f(x) es una función impar,
í"1"~ CL,

I f(x) dx » 2 f f(x) dx (1-8*0
J .J

- ¿u 0

si es que f(x) es una función par, se puede simplificar el

desarrollo de Fourier indicado en las ecuaciones 1-80, l-8l y

1-82.

Consideremos el desarrollo de una función f(t) que

sea par, entonces los coeficientes b dados por la ecuación

1-82 serán idénticamente nulos puesto que sen !LíL ,f~ es
T

una función impar. Entonces teniendo presente la ecuación

1-84, el desarrollo de la función f(t) solamente tendrá tér-

minos coseno, cuyos coeficientes estarían dados por:

a = ̂  hf(t) cosü:Tít dt (1-85)
T J T
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Si por otra parte la función f(t) es impar los coe-

ficientes a? del desarrollo de Fourier dados por la ecuación
n

l-8l serían idénticamente nulos, de modo que el desarrollo de

una función impar solamente tendría términos seno, que de acuer-

do con lo expuesto anteriormente respecto del producto de dos

funciones impares y con la ecuación 1-84, estarían dados por;

/T
« JL f(t) sen^jlt dt

n T J l
(1-86)

1.6 Desarrollo en Serie de Fourier de algunas Funciones

Periódicas.

Como aplicación de lo expuesto anteriormente desa-

rrollaremos la serie de Fourier correspondiente a la función:

' 7T

f(x) =

K ; - 1L ¿ x ¿. "IL"
¿ - -Z.

y tal que f(x) = f(x

- K ; X -̂ x ̂  3íT
2 Z

véase la figura 1-2.



-7T
2

.* '
-

/

K '*
o' Tf " ̂

i
.

Figura 1-2

Esta función es par, de modo que solamente hay que

determinar los coeficientes a . Además el periodo es 2 vTf ,

de tal manera que dichos coeficientes pueden ser determinados

utilizando la ecuación 1-̂ 6, teniendo presente lo expuesto

anteriormente respecto del desarrollo de Fourier de funciones

pares e impares.

TT

f(x) eos nx dx (1-8?)

Teniendo presente la definición de la función f(x)

se obtiene de 1-8? para los coeficientes a :

an (-K)cos nx dx (1-88)
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(1-89)

Si n es un número par, los coeficientes a- dados
n

por 1-89 son cero. Si n es un número impar se tiene de dicha

ecuación:

a. - ̂ -Ü ÛA 5JE ; B . 1,3,5,...
Wa- 2. '

(1-90)

Entonces la función f(x) tiene el siguiente desarrollo:

Cf : 4 l<•Kx) ~ 3—— ixr> x -» *- •* T-TT

Se puede ver que la serie indicada en la ecuación

1-91 da el valor cero en los puntos de discontinuidad de f(x)»

Este valor (cero) es la sema-suma de los límites laterales de

f (x) en dichos puntos. Se ve pues verificado con este ejemplo

lo demostrado en la sección 1-3*

De un modo análogo se puede encontrar el desarrollo

de Fourier de otras funciones, en particular exponemos los re-

sultados de las funciones indicadas en las figuras 1-3, 1-̂  y

1-5.



Figura 1-3

Onda triangular*

X /l C .i- , , TL . V 4-.*-•*„ t-i o ĉ. t— -—

Cl ¿,

(1-92)

2.1T

Figura 1-4

Gráfico de la función f(x) =
Kscn x ; O ¿

O

(sinusoide rectificada en inedia onda)

i ( • 2 TT

y que: f (x) = f(x + 2 7T ).



El desarrollo de Fourier correspondiente está dado por:

¿60 -ir (1-93)

4- -* Leo H X -i
3. -5~

Figura 1-5

Gráfico de la función: f(x) = K|sen xj ; f(x) = f(x + 2Tf)

(Sinusoide rectificada en onda completa)

El desarrollo de Fourier correspondiente es:

rr

Los conceptos matemáticos y los ejemplos expuestos

en este capitulo nos servirán para una mejor comprensión de

los temas a desarrollarse en los capítulos siguientes.



C A P I T U L O S E G U N D O

G E N E R A C I Ó N B E C O M P O N E N T E S



2.1 Generalidades*

Como indiqué en la introducción, he escogido el ran-

go d« frecuencias en el orden de kilociclos para la realización

del experimento. Deseo entonces ahora indicar en el presente

capítulo los principios básicos en los cuales se fundamenta

la generación de señales sinusoidales de este orden de magnitud

de frecuencia» No es sin embargo mi propósito exponer exhaus-

tivamente la teoría de los generadores denominados "de audio"

ya que eso no constituye el tema central de mi trabajo.

Trataré brevemente de la realiraentación aplicada a

un oscilador R-C e indicaré el sistema general de un generador

de bajas frecuencias, esto es hasta unos 300 kilociclos aproxi-

madamente. En cuanto al oscilador mismo expondré el sistema

de red resistencia-capacidad en cascada, denominado también

oscilador por desviamiento de fase, como ejemplo para ilustrar

el hecho que es posible la generación de señales sinusoidales

utilizando circuitos constituidos por elementos pasivos conec-

tados adecuadamente a un amplificador. Ademas trataré breve-

mente del oscilador denominado "puente de Wien" a fin de

ilustrar problemas relativos a la estabilización de las osci-

laciones producidas.
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2» 2 Principios Básicos de un Oscilador.

Si la señal de salida de un amplificador, eventual-

mente modificada en amplitud o en fase, o en ambos factores

se conecta a la entrada del mismo, se dice que hay realimen-

tación»

Considérese un amplificador de ganancia A, conecta-

do en un circuito de acuerdo con la figura 2-1.

o
í°

Figura 2-1

El conjunto puede ser considerado como un amplifica-

A¡ ¿a.dor diferente e interesa conocer la ganancia total r\ -77-»
*

La ganancia A está definida por:

A = _ (2-1)
e'



Pero en este caso:

•' * el - (S «2 (2*2)

Eliminando e1 entre las ecuaciones 2-1 y 2-2 se obtiene

para la nueva ganancia:

(2-3)

Si el denominador de esta expresión es mayor que la

unidad, la nueva ganancia será menor que la original. Se habla

entonces de realimentación negativa que trae como consecuencia

entre otras cosas, una disminución de la distorsión y un mejo-

ramiento de la estabilidad del amplificador. Por el contrario

si dicho denominador es un número menor que la unidad, la ga-

nancia A1 es mayor que la original A y se habla de realimenta-

ción positiva o regeneración.

En general el valor de p depende de la frecuencia

y puede darse el caso, que a algunas frecuencias exista reali-

mentación negativa y a otras regeneración. Cabe considerar la

posibilidad que '



En este caso el denominador de la ecuación 2-3 es

cero, lo que significaría una ganancia infinita. Este hecho

se puede interpretar físicamente en el sentido que habría una;

señal de salida ep , sin necesidad de la existencia de una

señal de entrada e. » Se dice entonces que se tiene un osci-

lador, esto es un dispositivo capaz de generar señales.

Es posible dar una explicación de este fenómeno, si

se considera que inicialmente alguna señal, por ejemplo una

señal de ruido está presente a la entrada del amplificador A,

si esta señal una vez amplificada es introducida nuevamente

a la entrada del amplificador con la misma fase que la señal

inicial, será nuevamente amplificada y reforzará la señal de

salida» De este modo se obtendría a la salida una señal que

contendría muchas componentes: de frecuencias distintas y que

iría aumentando en amplitud hasta saturar el amplificador»

Es por lo tanto necesario proveer de algún circuito que per-

mita que las oscilaciones se produzcan a una sola frecuencia

y que discrimine las otras frecuencias. Además debe haber

circuitos que estabilicen la amplitud de las oscilaciones

producidas»

A fin de que la señal de realimentación esté en fa-

se con la señal de entrada, es necesario utilizar el signo +



En la figura 2-3 se expone un circuito muy simpli-

ficado. Así por ejemplo no se indica métodos para la polari-

zación de la grilla de control,etc. Sin embargo se debe re-

calcar que a frecuencias distintas de la dada por la ecuación

2-7 no se cumple la condición de fase (180 ) y por lo tan-

to no se produce oscilación. La señal generada aumentaría sin

embargo en su amplitud hasta saturar el amplificador* Si se

quisiese emplear dicho circuito para la generación de señales

utilizables, habría que complementarlo con alguna forma de

estabilización de amplitud.

2.4 El Oscilador "Puente de Wien".

En este tipo de oscilador se utiliza el circuito

básico indicado en la figura 2-k

Figura 2-4



El voltaje de salida se conecta a los puntos a-b

de la configuración puente y el voltaje desarrollado entre los

puntos c-d se aplica a la entrada del amplificador. La

relación de fase y amplitud del voltaje c-d respecto del

voltaje a-b se muestran en las figuras 2-5 y 2-6.

Figura 2-5

Figura 2-6



A
La frecuencia f está dada por: f = •-

0 ° 2'rr'RC

Entonces si el amplificador tiene una ganancia adecuada y no

ofrece cambio de fase (por ejemplo si está constituido por

un numero par de etapas en cascada), se producirán oscilacio-

nes a la frecuencia f .o

La resistencia R? está constituida generalmente

por el filamento de tungsteno; de una lamparita de incandes-

cencia. Inicialmente este filamento está frío y el puente

está desbalanceado, o sea el voltaje c-d es relativa-

mente grande. Al aumentar la amplitud de las oscilaciones,

aumenta también la corriente a través de R- » lo cual trae

como consecuencia también un aumento del valor de dicha resis-

tencia tendiendo a balancear el puente. El resultado final es

que se establece un estado de equilibrio con el puente casi

balanceado y entonces la amplitud de la señal generada se

mantiene constante.

Un ejemplo comercial de un generador basado en este

principio es el modelo 200 CD de la casa Hewelett-Packard.

Este generador ha sido utilizado para obtener las señales com-

ponentes para la síntesis experimental de ondas periódicas.

Este desarrollo experimental será expuesto en capítulos poste-

riores.
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2*5 Control de Amplitud y de Frecuencia.

Un oscilador R-C de los tipoa expuestos anterior-

mente no puede ser utilizado adecuadamente. Entre otros fac-

tores, seria por ejemplo sensible a la carga que le sea conec-

tada» Por esta razón es necesario reunir otros circuitos a fin

de obtener lo que se denomina un generador de señales, la se-

ñal obtenida del oscilador debe ser amplificada a fin de inde-

pendizar el mismo de la carg». Además se debe proveer de un

atenuador calibrado a fin de poder controlar la amplitud de la

señal de salida.

La frecuencia varía inversamente proporcional a R

y a C i de modo que diseñando el oscilador con estos elementos

ajustables se puede controlar la frecuencia de la señal genera-

das

En la figura 2-7 se muestra un diagrama de bloques

de un generador R-C .



OscíLcurLor

.

Figura 3-7
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5*1 Introducción.

Con generadores del tipo descrito en el capítulo an-

terior se dispondría de señales sinusoidales. Estas señales

podrían constituir términos individuales de sumas parciales de

desarrollos de Fourier de series determinadas. Sin embargo

dichos términos individuales además de ser de la frecuencia

adecuada, deben estar sincronizados en el tiempo, ya que en ca-

so contrario no se obtendría una imagen estable en la pantalla

del oscilo se opio. Entonces disponiendo de generadores que

produzcan señales sinusoidales de la frecuencia y amplitud

convenientes se confronta el problema de la sincronización de

los mismos.

Constituye una propiedad de los osciladores R-C

que se sincronizan con señales inyectadas casi en cualquier

parte del circuito, según lo mencionan casi todos los autores

que tratan de este tema. Dichas señales deben ser de la mis-

ma frecuencia del generador que se desea sincronizar , o deben

estar en relación armónica con ella. Sin embargo no he encon-

trado ninguba fuente de información acerca de cómo sincronizar

generadores E-C . En este trabajo, dicha sincronización ha

sido entonces realizada de modo experimental. Al cabp de algu-

nos ensayos y pruebas llegué a la determinación del mejor si-
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tio del generador para la inyección de la señal sincronizante.

Me limito a exponer lo realizado experimentalmente con los re-

sultados obtenidos, ya que la sincronización de generadores

R-C no constituye el tema central del trabajo.

3«2 Sincronización de Generadores E~C .

Después de haber realizado algunos ensayos se consi-

guió sincronizar la señal de un generador Hewlett-Packard

modelo 200 CD con la señal de otro generador del mismo tipo.

El generador mencionado está basado en el principio

del puente de Wienf acoplado a un amplificador balanceado en

contrafase (push-pull). El diagrama de bloque del mismo lo

muestro en la figura 3-11 tomada del manual de operación de

dicho generador.
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Figura 3-1

La primera etapa de amplificación de este generador

está constituida; por dos tubos 6 Aü6 . Kn las placas de es-

tos tubos fue en donde determiné que la sincronización se rea-

lizaba más fácilmente. La señal sincronizante fue aplicada a?

dichos electrodos a través de condensadores de papel, de 4?00

a if?000 pF . El valor de la capacidad de estos condensado-

res no era critico y casi no se notaba diferencia al utilizar

uno u otro valor. El fenómeno de sincronización sin embargo

exigta un minimo de magnitud de la señal sincronizante. Si



dicha señal era muy pequeña no había sincronización y si por

el contrario era grande (alrededor de 100 mV.) daba lugar a

distorsión de la forma de onda de salida del generador.

Al llevar a cabo la sincronización de un generador

he determinado el hecho fundamental que la frecuencia de la

señal sincronizante debe ser igual o mayor que la señal del

generador. En el caso que sea mayor, debe ser aproximadamen-

te un múltiplo entero de dicha frecuencia.

Comparando la señal sincronizante con la del gene-

rador, llegué a la determinación que entre las dos señales ha-

bía un ángulo de defasamiento. El control de frecuencia del

generador podía ser ajustado ligeramente sin producir un cam-

bio en la frecuencia de salida, pero afectaba al ángulo de

defasamiento mencionado. Este fenómeno me ayudó posteriormen-

te para realizar ligeros ajustes de fase entre las diferentes

señales.

Para la medición y determinación del fenómeno de sin-

cronización utilicé el método dé las figuras de Lissajous y

también la observación simultánea de las dos señales en un

osciloacopio de dos canales» estando ambos sincronizados para



el barrido horizontal (tiempo) con la señal del generador

(la señal sincronizante).

Cuando loa generadores estaban sincronizados se po-

día observar en la pantalla del osciloscopio una figura de

Lissajous estable* Al observar simultáneamente las dos seña-

les, se podía ver de una manera estable la correspondiente a

la señal sincronizante, mientras que la del generador a sincro-

nizarse se desplazaba lateralmente* Solo cuando habla sincro-

nización, esta señal quedaba también fija. En la figura 3-2

muestro una fotografía de un oscilograma que ilustra una figu-

ra de Lissajous con una relación de frecuencia de Irl5 •

Figura 3-2

En la figura 3-3 expongo una fotografía de un osci-

lograma obtenido en el osciloscopio de dos canales, que mues-

tra la señal sincronizante en la parte superior y la señal
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sincronizada en la parte inferior. La relación de frecuen-

cias es de 5:1 •

Figura 3-3

Comparando las figuras 3-2 y 3-3 se puede apreciar

que en el primer caso «xiste un ángulo de defasamiento entre

las dos señales, mientras que en la figura; 3-3 dicho ángulo es

cero.

3.3 Medición de Relación de Frecuencias, Figuras de

Ljssajous.

Si se dispone de un osciloscopio con entradas parai

la deflexión vertical y horizontal y se aplica a cada canal

una señal de frecuencia distinta» se puede determinar la re-

lación de frecuencias de las señales aplicadas de la figura

resultante. La imagen que se obtiene corresponde a lo que se
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denomina "figuras de Lissajous" . Llamando "x11 a la deflexión

horizontal y "y" a la vertical, entonces las ecuaciones para-

métricas de una figura de Lissajous son:

x = A sen( tO^ t + ̂  ) (3-1)

y = B sen( ̂ ^t + cf ) (3-2)

donde A y B son coeficientes constantes que dependen de la

amplitud de cada señal y de la sensibilidad correspondiente

del osciloscopio. Puesto que la deflexión "x" solo puede

variar entre - A y + A y la deflexión "y" entre - B

y + B , la figura resultante queda inscrita dentro de un

rectángulo de dimensiones 2A y 2B .

Si las frecuencias angulares C(-M y ^-¿. están en

relación de números enteros, la figura resultante es estable.

En casos sencillos se puede obtener su ecuación y = f(x)

eliminando el parámetro "t!l entre las ecuaciones 3-1 y

3-2.

Suponiendo que la relación de frecuencias es tal que

—̂ -í~ --c. y1- t siendo "n" y "m" números enteros. Entonces

durante el mismo tiempo en el cual la deflexión "x" alcanza
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"n" máximos, la deflexión "y" alcanza "m" máximos. Pe-

ro estos máximos constituyen puntos de tangencia de la figura

resultante con los lados del rectángulo en que se encuentra

inscrita. Se puede entonces determinar la relación de frecuen-

cias de las dos señales contando el número de puntos de tan-

gencia de la figura de Lissajous con los lados horizontal y

vertical del rectángulo circunscrito a la misma. Así por ejem-

plo se indica en la figura 3-4 la fotografía correspondiente

al oscilograma de una figura de Lissajous que se obtuvo con

una relación de frecuencias de 3*5*

Figura 3-4

Si la diferencia de fase entre las dos señales es

cero, esto es que para un instante determinado ambas señales

tienen valor cero, la figura de Lissajous tiene que pasar por

el origen de coordenadas. Como ejemplo de esto último se

ilustra en las figuras 3-5 y 3-6 los oscilogramas que se ob-
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tuvieron para una relación de frecuencias de 1:2

Figura 3-5

Figura 3-6

Ambas fotografías fueron obtenidas para las mismas

señales en dos osciloscopios y en la figura 3-6 se puede ver

claramente que no hay defasamiento entre dichas señales»
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Los términos correctos correspondientes a sumas

parciales de desarrollos de Fourier son funciones sinusoida-

les cuyas frecuencias están en relación de números enteros y

cuya diferencia de fase debe ser nula. Se ha utilizado en-

tonces el método de medición de las figuras de Lissajous para

el ajuste correcto de estos factores» En la figura 3-7 se

puede ver el oscilograma correspondiente a una relación de

frecuencias d« 2:5 con defasamiento nulo»

Figura 3-7

Corrección del Ángulo de Fase.

Se ha recalcado ya la necesidad de que todas las com-

ponentes, para lograr la síntesis de una suma parcial de un de-

sarrollo de Fourier» deben tener la misma fase. También se lúe
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indicado que el control de frecuencia de un generador R-C ,

sincronizado con la señal de otro, afecta la fase de la señal

de salida. Sin embargo al llev«r a cabo el trabajo experi-

mental se pudo establecer que las señales de los distintos

generadores quedaban sincronizadas con ángulos de defasamien-

,
to diferentes para cada señal. La corrección de fase posible

de obtenerse ajustando los controles de frecuencia de cada ge-

nerador no era suficiente para conseguir que todas las señales

tuviesen fase cero. Por este motivo fue necesario recurrir a

la utilización de circuitos para corregir, o mejor para ajus-

tar de un modo adecuado, el ángulo de fase de cada señal. Es-

te circuito debía permitir dicho ajuste sin afectar la amplitud

de la señal. En la figura 3-8 se muestra la disposición emplea-

das

Figura 3-í

c
c

CL

c --_-_
J -, op tx - r^\j

* ^ 4f f

i R ̂  e*1 ,,



- 62 -

Si la impedancia de carga conectada a los terminales

de salida es despreciable, la magnitud del voltaje e? perma-

nece constante. Esta condición se cumplía en el experimento,

ya que la carga constituía la impedancia de entrada de un am-

plificador operacional.

Al variar la resistencia R , el extremo del fasor

correspondiente al voltaje e? describe una semicircunferencia,

»
Véase la figura 3-9

Figura 3-9

El voltaje e queda expresado por:

donde: = 2 ara: tg

-2
e

De esta manera fue posible ajustar el ángulo de fase

de cada señal a fin de poder utilizarlas para el propósito
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buscado. En algunos casos se necesitaba términos seno y cose

no para un mismo desarrollo, pero la función coseno puede ser

considerada como la función seno del mismo argumento más un

O v" -

ángulo de defasamicnto de 90 : eos x = + sen(x + j£* ) .

Entonces la posibilidad de ajustar el ángulo de fase

permitió la obtención de términos seno y coseno. Adeuás en

algún desarrollo podría ocurrir la existencia simultánea de

términos seno y coseno de un mismo argumento. (Eventualmente

con coeficientes diferentes). Pero es fácil establecer que:

¡2. 2.
A sen x + B aos x = v A + B sen(x +

donde el ángulo (/' está dado por : tg

(3-3)

B

De modo que el ajuste de la fase de cada señal per-

mitiría la obtención de términos de la forma dada por la ecua-

ción 3-3»

A fin de ilustrar la efectividad del control de fase,

considérese el caso de dos señales sincronizadas, con una re-

lación de frecuencias de 1:2 (por comodidad se ha escogido

amplitudes iguales para las dos señales).
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Sea entonces:

x = A sentó t ; y = A sen 2 ¿O t (3-4)

eliminando el parámetro "t" entre las ecuaciones 3-4 se

obtiene:

y2 « 4 x2 - .̂ L x4 (3.5)
A^

La figura de Lissajous correspondiente a la ecuación 3-5 se

muestra en la figura 3-5 con el coeficiente A = 3 • Se

cambió luego el ángulo de fase para la señal aplicada al canal

vertical del osciloscopio a fin de tener:

x = A sen 6O t ; y = A sen (2 c'.o t - ¿~ )

(3-6)

De una manera similar a lo expuesto anteriormente, se obtiene

de esta ecuación:

y * -̂ x2 - A (3-7)
A

Esta es la ecuación de una parábola de segundo grado y la fo-

tografía del oscilograma correspondiente puede verse en la

figura 3-10-



Figura 3-10

También en este caso la constante A tiene el valor 3

Finalmente para ilustrar la estabilidad de la sin-

cronización que se obtuvo en este experimento, se muestra en

la figura 3-11 «1 oscilograma simultáneo de dos figuras de

Lissajous con relaciones de frecuencia 1:3 y Is5«

Figura 3-11
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En la figura 3-12 se muestra el oscilograma corres-

pondiente a una señal y su tercera armónica. Ambas señales

tienen la misma amplitud y no existe defasamiento entre ellas.

Figura 3-12
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C A P I T U L O C U A R T O

S Í N T E S I S D E S U M A S P A R C I A L E S

D E S E R I E S D E F O U R I E R
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i
¿Ul Exposición del Problema.

En el capítulo anterior se han indicado los métodos

utilizados para conseguir señales sinusoidales sincronizadas

en el tiempo y además la manera de ajustar la fase de cada una

de estas señales» Sin embargo para lograr la síntesis de su-

mas parciales de desarrollos de Fourier, cada señal debe poseer

una frecuencia que sea un múltiplo entero de la frecuencia

del primer término. Se presentó una dificultad, ya que, como

ae expuso anteriormente, el fenómeno de sincronización tenía

lugar solamente si la frecuencia de la señal sincronizante era:

mayor que la del generador a sincronizarse. De este modo, lla-

mando f a la frecuencia de la señal sincronizante, se podía

obtener señales sincronizadas de frecuencias:

3¿- , JJ2_ , .... jc. , pero lo que se requería, eran
-2. ' 3 " n

señales de frecuencias: f , 2f , Jf f ... nf .o o o o

Además en algunos desarrollos se necesitaba términos

con signos alternados (véase por ejemplo la ecuación 1-92).

Finalmente era necesario ajustar la amplitud de cada señal al

valor correcto y por último quedaba pendiente el problema de

sumar las diferentes señales.
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La obtención de las frecuencias adecuadas fue logra-

da escogiendo relaciones convenientes entre la señal sincroni-

zante y las señales de cada generador particular, como se in-

dicará más adelante. Las otras dificultades expuestas fueron

resueltas utilizando amplificadores operacionales.

Amplificadores Operacionales*

Si se dispone de un amplificador de alta ganancia

conectado en un circuito adecuado se puede llevar a cabo opera-

ciones matemáticas, simulando analógicamente las diferentes

variables con señales eléctricas.

Considérese un amplificador de ganancia A con im-

pedancia de entrada de valor muy elevado conectado en el cir-

cuito indicado en la figura 4-1

1 v -
r±

Figura 4-
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La corriente "i" debe pasar por Z. y por 2 » de modo que

Pero los voltajes ep y e! están relacionados por la ganan-

cia del amplificador:

A =. ̂  (4-2)
e;

Eliminando ef entre las ecuaciones 4-1 y 4-2 se obtiene:

&

Si la ganancia A del amplificador es suficientemente grande,

tal que:

Se puede escribir la ecuación 4-3 con suficiente aproximación

Si las impedancias Z. y Z , denominadas de entrada y de

realimentación respectivamente, están constituidas por resis-

tencias de valores iguales se tiene: e» = - e_ y el
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conjunto de la figura 4-1 recibe el nombre de inversor.

. 2¿Si la relación — ¿- es igual a una constante K

.

se logra la multiplicación de la variable e. por dicha cons-

tante» Finalmente si se provee de varias resistencias R.

(véase figura 4-2)*

O

Figura k-2

Se puede conseguir la suma de varias variables, cada una de

ellas multiplicada por una constante.(Esta suma aparece cambia-

da de signo). Se habla entonces de un sumador* Estos disposi-

tivos se representan esquemáticamente de la manera ilustrada

en la figura 4-3»

Se empleó amplificadores operacionales para ajustar

la amplitud de cada señal al valor necesario y para realizar



la suma (con eventuales cambios de signo) de las señales

ponentes.

com-

;
Multiplicación por
una Constante

Sumador

Figura 4-3

A fin de poder llevar a cabo los diferentes ajustes

y conexiones de una manera cómoda se dispuso de un panel en el

que fueron montados potenciómetros para el ajuste de coeficien-

tes» interruptores a fin de poder conectar las diferentes seña-

les a voluntad y enchufes tipo banana para el conexionado a los

generadores y a los amplificadores operacionales. Este panel

fue instalado, como se puede ver en la figura 4-4, en la parte

central del rack que contiene en su parte superior los ampli-

ficadores operacionales. En la parte inferior se puede apre-

ciar la fuente de alimentación para los mismos*



Figura ¿i-*

Obtención de la Frecuencia Fundamental y de

Armónicas.

Puesto que cada generador quedaba sincronizado a

una frecuencia menor que la de la señal sincronizante, fue

necesario escoger los submúltiplos de dicha frecuencia de tal

modo que entre ellos exista la relación, adecuada de multiplici-

dad a fin de que puedan constituir términos de la suma parcial

particular a sintetizarse. A veces fue necesario sincronizar

algún generador con la señal de otro ya previamente sincroni-



zado. Así por ejemplo para obtener una frecuencia fundamen-

tal y su tercera y quinta armónica se utilizó la disposición

indicada esquemáticamente en la figura 4-5.

,
Jo

1 '

/o

5

fJo

3

V

f

, _>. r>

5Í,
, , _ _ — V-- — -O

Jo/5- . ? o

3

Figura 4-5

El diagrama indicado solo muestra la disposición bá-

sica para la obtención de las frecuencias requeridas. En la

figura 4-6 se puede ver el oscilograma de las señales resul-

e ,
tantes. (Todavía sin corrección de fase;.

Figura 4-6
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5*1 Generalidades*

En los capítulos precedentes se ha expuesto el tra-

bajo realizado a fin de obtener señales que puedan ser consi-

deradas como términos individuales de sumas parciales de de-

sarrollos de Fourier. A continuación se expondrá el montaje

experimental utilizado para cada caso particular y los resul-

tados obtenidos.

Puesto que la frecuencia de las señales no tiene

ninguna importancia para el propósito del experimento, no se

denominará a los argumentos de los diferentes términos con:

Cut , 2 cot , ... sino sencillamente con: x, 2x, 3x,...

Además ya que un cambio del valor del período de una función

periódica representa, según lo expuesto en la sección 1,4 ,

simplemente un cambio de escala para la variable independien-

te, se considerará dicho período igual a 2 *Tf para todos

los casos. Con el control de barrido horizontal del oscilosco-

pio ha sido posible obtener imágenes que permitan apreciar

adecuadamente la forma de las ondas resultantes.

5»2 Síntesis Experimental de una 6nda Triangular.

Se ha escogido esta forma de onda, ya que la serie
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de Fourier correspondiente converge muy rápidamente, (véase

la ecuación 1-92). Para la constante K se ha elegido el va-

lor ;!L i con lo que las sumas parciales a sintetizarse co-
-2_

rresponderían a la serie:

f(x) =
:TT

(sen x - 0,111 sen 0,040 sen 5x -..

(5-D

Se obtuvo en el laboratorio la suma de los tres

primeros términos de esta serie. Las magnitudes de la tercera

y quinta armónicas fueron referidas a la de la componente fun-

damental, tomada como unidad» El factor constante ._L , que
7f

afecta a todos los términos, se consiguió ajustando adecuada-

mente el control de sensibilidad vertical del osciloscopio.

••

El montaje completo se indica en el diagrama de .blo-

ques de la figura 5-1

Figura 5-1
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La señal sincronizante se obtuvo de un generador

modelo RCO-6K de la casa Oltronix. Esta señal, que tenía

una frecuencia f de 5 Kc/s., servía para sincronizar do»

generadores Hewelett-Packard modelo 200CD (G? y G-. en la

figura 5-1) a frecuencias f /5 y f /3 respectivamente.

A fin de evitar interferencias entre las señales de los gene-

radores mencionados fue necesaria la utilización de los inver-

sores A_ y Ap . La señal del generador Gp servía para

sincronizar el generador G. a una frecuencia f /lf? » (tam-
*T O

bien en este caso fue necesario el amplificador separador A_).

Llamando f a la frecuencia de la señal de salida del gene-

rador GJL , se tiene que las salidas de los generadores G

y Gt son 3f-, y 5Í-, respectivamente. Estas señales fue-

ron introducidas a redes F. , F_. , F , para el ajuste de

fase, (de acuerdo con lo expuesto en la sección 3»*0 • Final-

mente, las señales de frecuencias f_ » 3f-, t y 5f-, i con

la relación de fase correcta, fueron conducidas al sumador A_

a través de los interruptores S , S , y S • Las resis-

tencias de entrada de este sumador (véase la sección *t.2) es-

taban constituidas por potenciómetros, a fin de poder ajustar

correctamente la amplitud de cada señal. Los interruptores

S, , S, , y S,_ permitían la observación individual de cada
1 3 5
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componente o sumas de las mismas. El inversor A, tenía co-

mo finalidad la obtención del signo menos para el término co-

rrespondiente a la tercera armónica.

En la figura 5-2 se puede ver una fotografía del

montaje experimental completo.

HMII **«4 ^̂ í̂

dores G,

Figura 5-2

Sobre la mesa a la derecha se pueden ver los genera-

, G y G. » En la parte central se encuentran

las redes para la corrección de fase y a la izquierda el rack

que contenía los amplificadores operacionales. En el oscilos-

copio superior del lado izquierdo se obtenía la imagen de la

onda final resultante. Los otros osciloscopios sirvieron pa-

ra la determinación de las relaciones correctas de fase. El

generador que daba la señal sincronizante primaria se encon-

traba colocado sobre el rack de los amplificadores operacio-

nales*



En la figura 5-3 se muestra el oscilograma corres-

pondiente a la suma parcial de los dos primeros términos de la

ecuación 5-1*

Figura 5-2

La suma parcial de los tres primeros términos de la

ecuación 5-1 se puede ver en el oscilograma indicado en la fi-

gura 5-^-

Figura 5-
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Para la obtención de las fotografías 5-3 y 5-*f, se

ajustaron los controles del osciloscopio de tal manera que ̂ L

correspondiese a dos unidades del retículo de la pantalla del

mismo.

5-3 Síntesis Experimental de una Onda Cuadrada.

La función que describe esta onda es continua sec-

cionalmente (véase sección 1.6) y la serie de Fourier corres-

pondiente está dada por la ecuación 1-91 • ^e ha escogido la

constante K igual a "Ji_ t con lo que la serie queda:

f(x) = 2T (eos x - 0,333 eos 3x + 0,200 eos 5x - ...)
Z.

(5-2)

El montaje experimental utilizado para la síntesis

de sumas parciales correspondientes a esta serie es el mismo

que el empleado para la síntesis de una onda triangular y que

fue descrito en la sección 5-2 . Únicamente hubo que ajustar

adecuadamente la fase y la magnitud de cada componente.

En las figuras 5-5» 5-6 y 5-7 se pueden ver los

oscilogramas correspondientes al primer término y a las sumas

parciales de los dos y tres primeros términos de la serie in-



dicada en la ecuación 5-2

Figura 5-5

Figura 5-6

Figura 5-7
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Estos oscilogramas fueron obtenidos en un oscilos-

copio de dos canales, sin señal en el segundo canal para con-

seguir un trazo horizontal que represente el eje "x" . Tam-

bién en este caso dos unidades del retículo corresponden a —
2.

Síntesis Experimental de una Sinusoide Rectificada

en Media Onda.

La serie correspondiente a esta función está dada

por la ecuación 1-93 y a diferencia de las otras dos ante-

riores, incluye además un término constante. Para la cons-

tante K se ha escogido el valor 2 ̂TT i con lo cual la se-

rie de la ecuación 1-93 queda:

f(x) = 2 + 3,1̂ 2 sen x - 1,333 eos 2x - 0,26? eos kx -..

(5-3)

Para la obtención de armónicas pares se utilizó el

principio básico de sincronización indicado en la figura 5-8.

Figura 5-8



El ajuste de fase permitió la obtención de los tér-

minos coseno para las armónicas superiores y utilizando ampli-

ficadores; operacionales se consiguió los signos adecuados para

cada término.

Los potenciómetros en el sumador permitieron ajustar

la magnitud de los coeficientes al valor correcto. Para la ob-

tención del término constante se recurrió a la utilización de

una fuente de corriente continua, cuyo voltaje de salida fue

conectado al sumador*

En las figuras 5-9> 5-10, 5-H y 5-12 se puede ver

los oscilogramas correspondientes a las cuatro primeras sumas

parciales de la serie indicada en la ecuación 5-3»

Figura 5-9





En estos oscilogramas corresponde una unidad del re-

tículo a "T̂  para el eje "x" y a " 7f " para el eje "y" .,,
'•JL

5*5 Síntesis Experimental de una Sinusoide Rectificada

en Onda Completa.

La serie correspondiente a esta función está dada

por la ecuación 1-9̂  * Se ha escogido para la constante K

el valor *Tí_ con lo que la serie resulta:
4

f(x) = 1,57 - l|0*f eos 2x - 0,209 eos *fx - 0,089 eos 6x

- 0,05 eos 8x - ... (5-4)

En esta serie no existe término de frecuencia fundamental, en-

tonces se puede pensar la frecuencia del término eos 2x como

fundamental, de modo que las frecuencias de los siguientes tér-

minos serían la segunda, tercera y cuarta armónica de dicha

frecuencia. Para la obtención de señales con la relación de

frecuencias indicada se utilizó la disposición indicada esque-

máticamente en la figura 5-13»

Para el ajuste de los valores correctos de fase y am-

plitud, así como de signo de cada uno de los términos se proce-

dió según lo indicado en secciones anteriores de este capítulo,
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Figura 5-13

En la figura 5-1̂  se muestra el oscilograma correspon-

diente a la suma de los dos primeros términos de la serie indi-

cada en la ecuación 5-̂  • £* señal resultante, más los dos

términos siguientes se puede ver en las figuras 5-15 y 5-16.

Figura 5-



Figura 5-15

Figura 5-l6

tencionalmente el eje "y"

En estas últimas fotografías se ha desplazado in-

os unidades del retículo hacia

la izquierda a fin de permitir una apreciación mejor de las

formas de onda de las señales resultantes. Tres unidades

del retículo corresponden a *7f .
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5» 6 Conclusiones*

Habiendo terminado la exposición de los fundamentos

teóricos de las series de Fourier y habiendo descrito el expe-

rimento realizado cabe hacer algún comentario sobre los resul-

tados obtenidos.

La serie de Fourier correspondiente a la onda trian-

gular (ecuación 5-1) converge muy rápidamente ya que los coe-

ficientes decrecen de valor según el inverso del cuadrado de

los números impares. Entonces una suma parcial de dicha serie

*constituye una buena aproximación a la función, aunque se con-

sidere solamente pocos términos. Esto se puede apreciar muy

claramente al comparar las figuras 5-3 y 5-1**

En el primer capítulo se demostró que la serie de

Fourier de una función que sea continua seccionalmente da co-

mo resultado la semi-suma de los límites laterales de dicha

función en un punto de discontinuidad. Este hecho se ve veri-

ficado experimentalmente al lograr la síntesis de sumas par-

ciales correspondientes a la serie indicada en la ecuación

5-2, como se puede apreciar «1 comparar la serie de fotogra-

fías 5-5 hasta 5-7 •
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Al aproximar una función por sumas parciales de un

desarrollo en serie se consigue un error menor, si se conside-

ra un número mayor de términos. Esto puede ser apreciado de

una manera muy clara al comparar las series de fotografías 5-9

hasta 5-12 y 5-1**- hasta 5-16. La serie de fotografías co-

rrespondiente a la síntesis de una sinusoide rectificada en me-

dia onda muestra de una manera muy clara que si se suprimen

las componentes alternas queda solamente la componente conti-

nua (término constante) con una magnitud igual al valor medio

aritmético.

Se ha verificado pues con este trabajo» de un modo

experimental algunos hechos fundamentales concernientes a las

series de Fourier.
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