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PROLOGDO

El presente trabajo es el resultado de una idea
sugerida por el Dr. Enrique V€lez, experto de UNESCO, quien
durante su permanencia en el Ecuador y en cumplimiento de
sus labores en la Escuela Politécnica Nacional intentd lograr
experimentalmente la sintesis de ondas periddicas no sinusoi-

dales de acuerdoc con la teoria de Fourier.

La teoria de Fourier es de importancia fundamental
en el estudic de la Ingenierfa Eléctrica, pero al igual que
muchas ramas de la Matem@tica adolece de demasiada abstraccidn.
De ahi que muchas veces el estudiante de Ingenieria no llegue
a comprender cabalmente el alcance de dicha teoria. Para &1
constituye entonces una ayuda muy valiosa la verificacibén ex-
perimental de los conéeptos tedricos. Si bien es cierto que
es relativamente facil el analizar una onda periddica no sinu-
soidal,esto es, encontrar sus componentes individuales; el
proceso inverso, o sea lograr la sintesis de una onda periddi-
ca no sinusoidal, conociendo cuiéles deben ser sus componentes
individuales de acuerdo con la teorfa de Fourier ofrece algu-
nas dificultadesa. En el presente trabajo he intentado sinte-
tizar algunas formas de onda. Los resultados los expongo en

"forma de fotografias de oscilogramas que muestran las compo-
nentes individuales de cada onda y las ondas resultantes de

sumas parciales correspondientes a cada serie
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La teoria de Fourier, que en realidad constituye
un capfrulo bastante amplio de la Matemdtica Pura y Aplicada,
nacid al intentar la solucidn de algunos problemas fisicos
descritos matematicamente como ecuaciones diferenciales par-
ciales, sujetas a condiciones de contorno. Para el presente
trabajo consideraré sin embargo solamente lo concerniente u
las denominadas series de Fourier. De acuerdo con la teoria
de estas series, cualquier funcidn periddica que satisfaga
condiciones determinadas puede ser expresada en forma de una
serie trigonométrica, esto es, que sus términos sean funcio-

nes senc o0 Coseéno.

Empiezo el presente trabajo dando en el primer ca-
pitulo la base matemitica de las series de Fourier, esto es,
la motivacidn del prob;ema, el desarrollo propiamente dicho
de las series, una justificacidn de condiciones suficientes
que una funcidn periddica debe cumplir para poder ser descri-
ta en forma de una serie de Fourier y finalmente expongo el
desarrollo de algunas series de ondas usualmente encontradas
en problemas de Ingenieria Eléctrica, la sintesis de algunas
de las cuales constituirad el resto del trabajo. No pretendo
en este desarrollo utilizar el rigor de la Matemdtica Pura,
ya gque eso constituiria por si s0lo material suficiente para

@lgunos tratados. Asi por ejemplo no entro en consideracio-
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nes respecto de las condiciones necesarias que una funcidn
peridédica debe poseer para poder ser desarrollada en una se-
rie de Fourier. Unicamente expongo la base matemética necesa-
ria para la comprensidn y valoracifn correctas del resto del

trabajo.

Como mencioné anteriormente, una serie de Fourier
estéd constituida por términos que son funciones seno o coseno,
de ahi que para lograr la sintesis experimental de una serie
de este tipo, el primer paso serd el obtener funciones sinusoi-
dales representables fisicamente. De las diferentes posibili-
dades para conseguir este propdsito, quizé la mds cdmoda y flexi-
ble sea la utilizacidn de sefiales sinuscidales eléctricas, que
pueden ser visualizadas y medidas cuantitativamente en un osci-
loscopio. Por comodidad he escogido el rango de frecuencias
en el orden de kilociclos;, las cuales pueden ser logradas fa-
cilmente con generadores R-C. En el segundo capitulo descri-
bo brevemente la generacidn de é€stas sefiales. Hubiese sido
de mi agrado el construir los generadores necesarios, pero por
dificultades debidas & la falta de componentes especiales no
me fué posible, y entonces he recurrido a la utilizacién de

los generadores dispénibles en el laboratorio.
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Cada uno de los términos de la serie tiene que estar
en una relacién fija de fase con respecto al primer término.
Si bien es cierto que la generacidn de sefiales no constituye
un problema muy dificil, la sincronizacién de dos generadores,
o més afin de un nfimero mayor de ellos, ofrece algunos proble-
mas, la solucidn de los cuales me ha exigido algunos meses de
trabajo experimental. Los métodos empleados los expongo en

el tercer capitulo.

Disponiendo ya de sefiales sinusoidales de fpecuen-
ciass y amplitudes adecuadas y ademds sincronizadas en el tiem-
po, o sea disponiendo de algunos términos de una serie, solamen-
te restaria para la sintetizacidn de la misma, el sumar dichos
términos. Esto lo he llevado & cabo utilizando amplificadores
operacionales dispuestos para la operacidn de suma. En el
cuarto capitulo expongo brevemente la teorfa del funcionamiento
de dichos amplificadores y describo con algin detalle todo el
montaje experimental que fué necesario para llevar a cabo la
sintesis de algunas ondas. Especial #nfasis he puesto en la
descripcidn de los métodos empleados para lograr la sincroni-
zacidn de sefiales, lo cual lo ilustro con oscilogramas de fi-

guras de Lissajous que muestran la relacidén de frecuencia y
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la estabilidad de fase. Esto tltimo se puede apreciar cla-
ramente ya que los oscilogramas indicaban una figura estable
durante algunos minutos y en algunos casos, durante algunas -
horas. De esta manera no tuve mayores dificultades para la
realizacidén de las fotografias de dichos oscilogramas. Me
permito en este punto felicitar al laboratorio de Electrdnica:
por sus magnificos osciloscopios gue facilitaron enormemente
la realizacidén de este trabajo, esto es, la observacidn simul-
ténea de algunas sefialess En dos fotografias doy una idea del

montaje experimental realizado.

Como se pugde comprender facilmente, es imposible la
sintesis exacta de una serie, puesto gue ésta posee términos
en un nimero infinito. Lo que he logrado con mi experimento
eg solamente sintetizar sumas parciales de algunas series,

He escogido la correspondiente a una onda triangular porque
debido a su répida convergencia permite apreciar su forma con
bastante exactitud requiriendo para ello solamente de pocos
términos. Luego he realizado la sintesis de una onda cuadra-
d=, que a pesar de ser lentamente convergente, pertenece a l=
tlase de funciones denominadas continuas seccionalmente y per-
mite apreciar claramente el hecho gque una serie de Fourier de

una func¢ién que tenga puntos de discontinuidad, da como resul-



-6 -

tado la semi-suma de los limites de los valores laterales de
la funcidén en dicho punto. Sin embargo, a pesar de haber u-
tilizado pocos terminos, se puede apreciar la aproximacidén de
esta suma parcial a la onda verdadera. Finalmente he realiza-
do sintesis de sumas parciales de ondas sinusoidales rectifi-
cadas en media onda y en onda completa por parecerme que este
tipo de ondas tiene una importancia particular para los pro-
blemas de Ingenieria Electrica. Con el analisis de Fourier

de estas dos ultimas formas de onda es por ejemplo posible

una comprensidn mas objetiva del proceso de rectificacién de

una sefial de corriente alternsz.

He fotografiado los oscilogramas gue muestran las com-
ponentes individuales y las diferentes sumas parciales de ca-—
da. una de las cuatro formas de onda indicadas anteriormente.
Estas fotografias las expongo en el guinto capitulo y consti-
tuyen la muestra cbjetiva de todo el trabajo llevade a cabo en

este experimento.



CAPITULO

LAS

SERTIES

DE

PRIMERDPO

FOURTIER



1.1 Lac Motivacidén del Problema

Como mencioné en la introduccidén, muchos problemas
fisicos quedan descritos mateméAticamente en forma de ecuacio-
nes diferenciales parciales. Me referiré concretamente a 1l
determinacidn del potencial eléctrico existente en la regidn
del espacio definida por una cierta configuracidén de electro-
dos sujetos a potenciales constantes. Si en esa regidén no exis~-
ten cargas eléctricas, dicho potencial debe ser una solucién

de la ecnacidn diferencial de Laplace: '

N V=0 (1-1)

Donde ‘72}epresenta_el operador de Laplace gue puede ser es—
crito explicitamente en cualquier sistema de coordemadas y
equivale a la operacidén vectorial divergencia del gradiente.
Este operador aplicado =zl potencial eléctrico V debe ser igual
a cero. Existen infinitas funciones gque satisfacen esta ecua-
¢idn, lo cual esté de acuerdo con el hecho fisico que existen
infinitas configuraciones: posibles de electrodos. Para una
configuracién particular hay que especificar entonces las lls-

madas Yeondiciones de contormo!'.

FEscojeré el problema de la determinacidén del campo
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eléctrico existente entre dos planos paralelos de extensidn
semi-infinita sujetos a un potencial cero y un tercer plano
perpendicular a los dos anteriores. Refiriendo lo anterior
& un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, segin

le figura 1-1I

Sex el un plano: =z =0; y~0 . Con un potencial:

El otro plano: z = = ygzjo « Con un potencial:
V(x,y,a) = O (1-3)

El plano perpendicular a los dos anteriores seat

y=0; O0Zz<Le® . Con un potencial:

Vv = £f(=z) (1=k)



Donde por el momento f£(z) representa uns funcién arbitraria.

La consideracidn fisica del potemcial V a determinar-
se impone que éste sea acotado, esto es, que al extenderse en
el espacio indefinidamente en direccidn “x:”o’%ﬁ el potencial

dehe permanecer finito.

Se puede ver que el potencial es independiente de
l= coordenadaﬁxf entonces el problema a: solucionarse constitu-
ye la resolucién de la ecuacidén 1«1 en el sistema de coordena-

das rectangulares, con coordenadas: y,z2, 0 se&!

DV OtV

P - o 2z

= 0 (1-5)

sujeta a las condiciones especificadas en las ecuaciones 1l-2,

1-3, 1l-4% y ademés que el potencial sea acotado.

Se puede resolver la ecuacidén 1=5 por el método
de separacién de variables o también denominado método del
producto. Asumamos que el potencial V(y,z) sea expresado
come el producto de dos: funciones: cada una de las cuales: de-

penda solamente de”y”o solamente de”zf

Y(y,z) = F(y) G(=z) (1-6)
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A J*t =
A_dTE P (1-11)

= aLiaz -

Donde p es por el momento una constante indeterminada, esto
es, que puede ser ceros; Mayor gque €ero O menor que cero. Co=-
mo se ve, se ha logrado transformar el problema de la ecuacidn
1-5 &l de la resolucidn de dos ecuaciones diferenciales ordi-

narias.

Supongamos que p = O . Entonces de la ecuacidn

1-10 se tiene:

d 22 (1-12)

Una doble integracidén de esta ecuacidén da como resultado:
G =4z + B (1-13)

La condicidén expresada en la ecuacidén 1-2 exige que

la constante B = O, con lo cual:
G = A-E (l-lll')

Que con la condicién expresada en la ecuacién 1-3 resulta
A =0, o sea que la funcidén G es identicamente nula, o sem
que la posibilidad de que p sea igual a cero trae como con-

secuencia la solucidn trivial V =0
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Conaideremcs ahora la posibilidad que p sea mayor
que cero, seai: D =-h2 s entonces la ecuacidén 1-10 quedsa:
C‘-.

2 .
_( S el (1-15)
o 22

Esta ecumcidn tiene como solucidn general:

—hz

& = M € (1-16)

La condicién de la ecuacidén 1-2, esto es gque V tiene que ser

igual a cero para todo valor de = , exige que:
N = -M (1-17)

Con lo cual la ecuacidn 1-16 queda:
: - _hz -hz .
Geey =t (€75 €7 ) = 2H sl bz 118

La condicidn expresada en la ecuacién 1-3, esto es que el po~
tencial V tiene que ser igual a ¢ero cuando z es8 igual a 1 gl

para todo valor de y, exige que:i

O = 2M senh ha (1-19)

De donde resulta que la constante M tiene que ser cero, pero
segin la ecuacidén 1-17, resulta que N también tiene que ser
cero, o sea que se obtiene al igual que en el camo anterior

la misma solucidn trivial V= O . Queda por lo tanto {inica-



- 14 -

mente la posibilidad que la constante p sea un nimero nega-

tivo, digamos p = —k2 . Entonces la ecuacidn 1-10 queda:
5
&> z .
5[ : = [( 5 .
Az” (1-20)

Que tiene como solucidén general:

G = Cl sen kz + Ca cos kz (1-21)

La condicidén de la ecuacidn 1-2 exige que la constante 02 se=m

cerac. Con la condicidén de la ecuacidn 1-3 ge tiene entonces:

0 = C, Ben kmm

1 (1-22)

A fin de obtener unz solucidén distinte de V =0 , tiene que

cumplirse entconces que:

sen ka = O

(1-23)
Para que esto se cumpla es necesario que:
ka = mIr § m= 1;2.3,... (2-24)
0 ses:
K o= M (1-25)
(e

De modo que la solucidn para la funcidén G(z) est

G(z) = Cy sen!vtzf Z 3 mo=1,2,3...

(1-26)



- 15 -

Queda ahora por determinarse la funcidén F(y) . Segln la ecua-

cidn 1-11 se tiene:

2

dzfz - —p k- LﬁﬂTT - :;-k (1-27)
Via

A ua z B o

Llamando wiaa ;XPW

La solucién de la ecuacién 1-27 es:

BN . .
F=b e "Pypp,e? (1-28)
La consideracidén fisica que el potencial tiene que
gser acotado exige gue la constante B2 sea cero y= que de lo con-
trario al extenderse indefinidamente en direccidén "y" l& fun-
cién F y por lo tanto el potencial crecerian también indefi-
nidamente. De este modo se obtienen infinitas socluciones para
el potencial V . Segin las ecuaciones 1-6, 1-26, y 1=28:

—'Am ij,
Vin(y,2) = C € “stw T (1-29)

que satisfacen la ecuacidén de Laplace, las condiciones de con-
torno expresadas en las ecuaciones 1l-2 y 1-3 y la condicién
que V sea acotado. Queda sin embargo por satisfacerse la con-
dicidén de contormo 1-4, a saber que para y = O, el poten-

cial V tiene que ser una funcidén arbitraria de z:
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Iy

f(z) = C sen (1-30)

Este altimo requisito 86lo puede satisfacerse si la funcién

f(z) es una funcidn sinusoidal. Por ejemplo:
f(z) = 3 sen bz (1-31)

Sin embargo la realidad fisica del problema no per-
mite esta limitacién en cuanto a la funcién £(z) . Cabe en-
tonces hacer el siguiente raciocinio que puesto que la ecua-
cidén 1-29 es una solucién para cada valor de m , una suma de
dichss soluciones también es solucidn, ya que la ecuacidén de
Laplace es una ecuacidén lineal. Ahora biem, m puede tomar

todos los valores enteros desde uno hasta infinito. Entonces

la solucién més general sera:

. = = Ay » 2o
\J!(Vb,l) = 2_: C'v,‘ € 3,(/,& i '2 (l 32)

De esta manera se puede cumplir con la condicién de contorno

de la ecuacidn 1-4:
.o il ‘
T (z) = L Coan Mt 1’1’% Z (1-33)

Este Ultimo resultado constituiria el desarrollo de la fun-

¢ién arbitraria f£{(z) 0 £z La en forma de una serie
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cuyos términos son funciones sinusoidales.

En problemas andlogos al expuesto se obtiene que la
funcién f(z) quedarfa desarrollada en forma de una serie cuyos
términos serian funciones seno y coseno. Esto indujo a Fourier
a desarrollar su famos teoria, enpezando c¢on el problema del
desarrollo de una funci8n en forma de una serie trigonométri-
ca., Cabe agui indicar, haciendo referencia al problema expues—~
to, que esta funcidn arbitraria f(2z) solamente estd& definida
en el intervalo 0=z %a . Sin embargo, el problema hubiese
sido idéntico si se hubiese considerado el intervalo
a <z <2a , etc. De modo que se puede pensar en la funcién
f(z), como definida para todo valor de "z'", pero con la pro-
pledad de periodicidad, con perfodo "a'. Del desarrollo de
una funcidn en una serie trigonométrica se tratarf en 1lo

que continia.

l.2 Desarrollo de una Funcidn en Forma de una Serie

Trigonométrica

Sea por el momento f(x) una funcidn. definida en el
intervalo ~TM < x £97 y tal que: f(x) = £f(x + 277). Asu-

mamos que esta funcidén admita un desarrollo en forma de una



serie trigonométrica, a saber:

. . -2 4 i 1- l+
F(x) = aq+ 7 (@ wonx ¢ b, sinnx) a2y

W=

vy determinemos los coeficientes ab sy & 3 ¥b .« Para esto

recordemos que:

S ){ ¢ noF M ( )
| D MY m v = A4 1-35
_%L »wx dx i1 M o=
T o o W
A X Seuma X ely =
J ' ? T n o=y (1-36)
~
i
!
J St v x woom x ely = o (1-37)
~r
Ll i
f Al VX ﬁ[ x = f Loy v x 0( x = Q (1_38)
— —_ ﬁ'

Integremos los dos miembros de la ecuacidn 1-34 desde =i}

hasta T y teniendo presente las ecuacioness 1-38 se obtiene:
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ar T ’
j jE(_x) Ax = fé(u dx = 2T G, (1-39)
v S
De donde:
| ey
o = ZZ?HIT fxy ol x (1-40)

Multipliquemos los dos miembros de la ecuacidn 1-34 por
cos mx s donde m es por el momento umn nimero entero posi-
tivo fijo, e integremos los dos miembros deasde - ‘T hasts V.

ar
/j‘(x)énwxdx :Qaf(?va“mxd’x +
T (1-41)

-
( jiﬂﬂx CU)VHXO(X - 19 f S M X oo X (7{5()
¥ =4

Teniendo presente las ecuaciones 1=35, 1~37 y 1=38 resulta:

/ FCx) toom x ddx = A, (1=42)
i

De donde:

A /
K = - “
- e f(k) torn x ol X (1-43)

De una manera anadloga, para la determinacidén de los coeficien-
tes bn’ multipliquemos los dos miembros de la ecuacidn 1-34

por sen mx e integremos desde «~ ‘I hastas T{ , con lo cual
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tuye un capitulc muy profundo de la Matemética Tedérica. Sin
embargo es relativamente facil establecer condiciones sufi-
cientes, las asi llamadas condiciones de Dirichlet. Felizmen-
te la mayoria, por no decir la totalidad, de las funciones pe-
ridédicas que ocurren en problemas de ingenieria satisfacen es-

tas condiciones.

1.3 Demostracidén de la Convergencia de las Series de

Fourier para Funciones gue satisfagan las Condi-

ciones de Dirichlet.

Sem F(x) definida en el intervalo -1 <x £ 71 ,
con periodicidad 21 y ademas tal que F(x) y F'(x) sean con-
tinuas seccionalmente en dicho intervalo. Asumamos que la se-
rie indicada en el segundo miembro de la ecuacidén 1-45 conver-

j& uniformemente = un valor f(x) , nos toca entonces demos-

trar que:

JLC"‘) = % ‘{ F(x+to) + € (-x’-o')} (1-L48)

Para llevar a cabo esta demostracidén necesitamos esg-

tablecer primeramente que la serie de la suma de los cuadrados
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de los coeficientes de Fourier dados por las ecuaciones 1-46
¥y 1-47 es convergente. Para ello multipliquemos la ecuaciédn
1-45 por F(x) e integremos término a término desde ~ T has-
ta ¢fT « Esta operacidn es licita ya que se ha asumido la con-
vergencia uniforme de la serie del segundo miembro de la ecua-

cidén 1-45,

'TT 2 = ".Tr
- {chﬁ Ax = L2 /ch)fix +
- —
_ _ R (1-49)
i Z (6(14 j F(x) con v Xy lD-n j F(x) sewmx AXJ
n=- — -

Pero teniendo presente las ecuaciones 1-46 y 1-47, resulta:

™

ry 2 a* i
JAF o= S o ) (a4 pn) @0

i o=y

Puesto que el primer miembro de esta ecuacidn existe,
ya que F(x) y por lo tanto ;F(:)%Z- son continuas seccional-
mente en el intervalo --T<Lx < T , se deduce que la serie
del segundo miembro es convergente y tiene como suma la inte-
grel indicada en el primer miembro. 5i dicha serie es conver-
gente, sus términos tienen que terminar decreciendo indefini-

damente, esto es?

[ — 7 ; '
A A, = O p ;é»st b;, = G (1-51)

n - oL o oo
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Pero teniendo presente las ecuaciones 1-46 y 1-47, resulta:

(a)

it
/ZV‘-'V\- f Fotmnx dx = ©
N -2 s -
(1-52)

L

N Do gy

Estos dos dltimos resultados constituyen el denominado teore-
ma de Riemann. Debo sin embargo indicar que &l mismo tiene
validez bajo condiciones maés amplias para la funcidn F(x) que

las especificadas de Dirichlet.

Consideremos la suma parcial de los primeros M + 1
términos de la serie indicada en el segundo miembro de la

ecuacidén 1-45, o sea:

M
SHQ{) - C%:_ + L (aw Loy N X + Jg,,\ S hx) (1-53)
= A

Debemos ahora demostrar que el limite de esta suma cuando M

crece indefinidamente es igual al segundo miembro de la ecua-

cién 1-48, Segin la ecuacidén 1-46:

&c . A ﬂ— .
. IQTFL{T Fow) dar (1-54)
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Ademés seglin las ecuaciones 1-46 y 1-47:

i
o S .
a_“ Hoonx - lg,H Gl M XK = ( Th( _J-“F(AA.) Cas VoLl 6&/&.) (o M 4

W
R (1-55)
-+ (;ﬁ: :(Tr FO) s vian fi,u_) e W x

O sea:

‘ [\ B .
Ay toinx 4 b S0 nx = ;lj F(ee) Onhuamﬂx4—
R

7 : (1-56)
+ Sla L St 1f1x> cl an

w
F(w) tosm (u—x) dac (1-57)

i

[

R L0 MX 4 b, 3w X =

2

Reemplazando las ecuaciones l-54 y 1~57 en la ecuacién 1-53

se tiene entonces para la suma parcial Sm :

T v v
A 5 A4 —_
S :__L J Fla) gt & Z T JHM) Loy (- x) dag
M /’LTTF ~T T "‘Tr (l 58)

0 lo gque es lo mismo:

™M .

W
’ A . 4 N ‘
SM = ’i? ] F ) (2_—!— -{"L CcssV}(LL-—’)C)J d. AL (1-59)
~TT

n=A

Hagamos ahora el cambio de variable u - x =t , con lo cual

se tiene:
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%IF(,{_JTX) {_,f Z_Lm’ﬂt&&{i‘ (1-60)

=4

It

SP\
— -
Transformemos ahora la expresidn: i N
P -~ -4 L i
n=4
de la siguiente manera: Consideremos la expresiodn

cos nt sen 3t y sumémosla desde n=1 hasta n =M .

ix

mefau\_ t=4

naA

i Sen(n+4 )b~ sen(n- %){} (1-61)

=

= 4
Expresando la suma indicada en el segundoc miembro de una ma-

nera explicita se tiene:

i
A%V\%:t g;iﬂDT]t - %: { (SL“-%'t — San % ﬁ) .

+{sean 2 St t) -  See e 2Vt — o ‘(l-62?"'
(st 3B ) 4 (G s G ) |

0O sea:
— 4 .
i T P iy i : -
it 2 comt =5 {uM (M+di)t - “‘“%tj (1-63)
g
Dividamos los dos miembros para sen: 4t 4 con lo que:

M st (M4 4) L

J emt = - L (1-64)
n=xa 1 S—’t\/\, —;(?—_ t 2.

De donde finalmente:

001555
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MVL(M + = ) {j

(1-65)

Mk—*
! 1\/4*

. A

Reemplazando este resultado en la ecuacidén 1-60 se tiene:

- %
__1_ ' l‘"z)t’ 1
Sm“wjf(*“) Tt o £ (1-66)
._W)g

Puesto que el integrando tiene periodo 27T , estaz Gltima ex~

presidén puede ser escrita:

™
' S (M + % ) 4
SMZZQZ‘/F&+X) 41 At (=67
T e 2 3w E:t
0 lo que es lo mismo:
Q ( o
W st (M 444 i/, Sl g ) £ ~68
A (o )4 4 px VM E(1.68)
Sa 7 II (ke x) 2 sem &4 A+ Trjhr(t+x)2;i“g -&%
~F ©

Por otra parte, integrando la ecuacidén 1-65 entre los limites

-y 0,y 0 y U y teniendo presente que:

o q
Joatdt = [t dt = o
- (i)
Se tiene:
'0
A 1 sew (M+ L) F .
7 — / i At (1-69)

2 Situ g,i
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e también continua seccionalmente en el intervalo 0O <t <.
Flttx) - F (¥+0)

Ademés /ﬂ;ht existe ya que:

t‘_‘)0+ :2_ San L)_ t_
[ F(t+x)- F(x +0)
} Laa - =
&> o 2 sew A t
€= | (1-73)
e FLE+X)-FHro) T
t—» 07 & 2 st 3 E

S

Y el Iimite del primer factor del segundo miembro de esta 0l-
tima ecuacidén existe, puesto que la funcidn F'(x) es conti-
nua seccionalmente y por lo tanto tiene derivada finita a la

derecha. Ademés el limite del segundo factor también existe
Fltex) - Flx +0)
2 Sead A€

2

y es igual a uno. Entonces la funcidn

es continua seccionalmehte en el intervalo 0 <t < 7.

Haciendo tender a la varialble t a cero por valores
negativos, se puede demostrar de una manera andloga que esa
funcién es también continua seccionalmente en el intervalo

-TT4£t 40 . Siguiendo un razonamiento similar se puede de~
F(E+®) —F(x-0)

2 sem 2 €

mostrar que la funcidn

es continua seccionalmente en el intervalo =~ 7T 4t < 7, en-

tonces la ecuacién 1-72 puede ser escrita de la siguiente ma-
g
F(x+e)+Fix—-0) _L'Jf ( F&fx)“F(x+0)_r
Sn— Z =T 2 sim & €

neras

— T

Fltex)-F {x~0)
2 Siw :21 t

) siw (ML)t dE (1-74)
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Llevemos al limite cuando M crece indefinidamente, y teniendo

presente la ecuacidén 1-52b resultar

@un (SM B F(x+0) +F(x~0) - (1.75)

2

M= oo

0 lo que es lo mismo?

5 -

fi S - F{x+0) +F(x-0) (1-76)

“ =
M2 oo ' 2

Con lo cual queda demostrada la convergencia de las
geries de Fourier de funciones que satisfacen las condiciones
de Dirichlet. ZEsto significa que la serie correspondiente a
una funcidén F(x), tiene como suma el valor de dicha funcién
en cualquier punto de continuidad de la misma ya que en ese
caso los limites laterales de la funcidém son idénticos, esto

es que: F(x + 0) = F(x - 0) , o lo que es lo mismo:

Hion Flxt+e) = Avan Flx—g8) = F(x)

& w0 &=
Puesto que F(x) es seccionalmente continua, puede
tener puntos de discontinuidad, en este caso la serie correspon-
diente converge a y da como resultado la semi-suma de los 1li-
mites laterales de la funcidén en dicho punto de acuerdo con la

ecuacidén 1-~76.
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1.4 Desarrollo de Funciones com Periodo Arbitrario

Si en las ecuaciones 1-45, 1-46 y 1-47 hacemos el
siguiente cambio de variable: x = T #
i

se obtiene:

F(% JL) = ‘:{_23_ + Z(Cu Lm%f + b, St !'_l_fr {—) (1-77)

)

] "t T ;
b = = IF (F4) e 2 ddt s
—T

n = Oglgooo

b = L [ E(ED sz bar
T

f(t) es una funcidn seccionalmente continua,

Pero F( ;5 t)
definida en el intervalo ~T £t < T y periddica, con perio-
dicidad 2T, de modo que las ecuaciones anteriores constituyen
el desarrcllo de Fourier y los coeficientes correspondientes,
llamados de Euler, de la funcidén f(t). Lo anterior podemos re-
sumir de la siguiente manera:! es suficiente que una funciédn
£(t), tal que f(t) = £(t + 2T) satisfaga las condiciones de

Dirichlét para que admita un desarrollc en serie de Fourier de
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la forma:
'}(f): %" i ('M 0@“""2L+b ;u'."“t) (1-80)
Con coeficientes:
(1-81)

Qo :j:it‘_l }(,(') o> ‘[‘ At

n = 0,1,2,--.

-

b, =

_1y;

j ) sk N A AL (1-32)

En las dos tltimas expresiones los limites de integracidm
pueden ser cambiados de tal modo que permanezca un intervalo

de integracidon de amplitud 2T,

1.5 Simplificacidén del Desarrollo de Fourier para Funcio-

neg Pareg e Impares.

Se dice que una funcidn f(t) es par, si se cumple
que f(t) = f(-t) , por ejemplo: £(t) = cos nt . De la misma
manera se define una funcidén como impar si se cumple que
f{t) = - f(-t) , por ejemplo: f(t) = sen nt . Es de anotarse

que puede darse que ura funcidén no sea ni par ni impar, por
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ejemplo: f{(t) = 2 + sen t.

Teniendo presente que el producto de una funcidn par
por una funcidén impar da como resultado también una funcidn
impar 4, que el producto de dos funciones impares da como resul-

tado una funcidn par y que ademas:

(44
jf(x) dx = O (1-83)
8i es que-;?k) es una funcién fmpar,
O~ G
jt(z) dx = fo(x) dx (1-84)
- i

8i es que f(x) es una funcidn par, se puede simplificar el
desarrollo de Fourier indicado en las ecuaciones 1-80, 1-81 y

1-82.

Consideremos el desarrollo de una funcidén f(t) que

sea par, entonces los coeficientes bn dados por la ecuacidn

1-82 seran identicamente nulos puesto que\sen.hj? i‘ es

!

una funcién impar. Entonces teniendo presente la ecuacidn
1-84, el desarrollo de la funcidén f(t) solamente tendra tér-
minos coseno, cuyos coeficientes estarian dados por:

T

a = 2 [£(t) costT¢ gt (1-85)
n -—r 'T'

[
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Si por otra parte la funcién f(t) es impar los coe-
ficientes & del desarrollo de Fourier dados por la ecuacidn
1-81 serian identicamente nulos, de modo que el desarrollo de
una funcidn impar solamente tendria términos seno, que de acuer-
do con lo expuesto anteriorme;fe respecto del producto de dos

funciones impares y con la ecuacidn 1-84, estarian dades por:

T
b = 2z ff(t) sen M ¢ gt (1-86)
I i
a
1.6 Desarrollo en Serje de Fourier de algunas Funciones
Periddicas.

Como aplicacién de lo expuesto anteriormente desa-
rrollaremocs la serie de Fourier correspondiente a la funcidn:
K ;5 W oy 70
2 ]
f(x) = y tal que f(x) = f(x + 27)
i

- K 3 T Ly » 35
2 2]
véase la figura 1l-2.



.S
N | |
l e Tt x
| 2 ) ’ z
- - — ’
Figura 1-2

Esta funcidén es par, de modo que solamente hay que
determinar los eoeficientes & - Ademés el periodo es 2 U ,
de tal manera gque dichos coeficientes pueden ser determinados
utilizando la ecuacién 1-46, teniendo presente lo expuesto
anteriormente respecto del desarrolloc de Fourier de funciones

pares e impares.

T
x = Z f(x) cos nx dx (1-87)
n ar
D

Teniendo presente la definicidén de la funcidén f£(x)
se obtiene de 1-87 para los coeficientes a ¥
/sy 0 A
& = %% \jg cos nx dx + J[ (-K)cos nx dx (1-88)

n
0 T
Z
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9
Ckh = = {5— S M X E-SA.MY\'XI } (1-89)
i n T
:

Si n es un nlmero par, los coeficientes & dados

por 1-89 son cero. Si n es un nimerc impar se tiene de dicha

ecuacidn:

4K oo omT : D= 1,353,500
(1-90)

Entonces la funcidn f(x) tiene el siguiente desarrollo:

4w [ o wnsx .__-) (1-91)
QC('K)-—-—:{'("“?‘“ 3 + 5 t

Se puede ver gue la serie indicada en la ecuacidn
1-91 da el valor cero en los puntos de discontinuidad de f(x).
Este valor (cero) es la semi-suma de los limites laterales de
f(x) en dichos puntos. Se ve pues verificado con este ejemplo

lo demostrado en la seccidn 1-3.

De un modo analogo se puede encontrar el desarrollo
de Fourier de otras funciones, en particular exponemos los re-
sultados de las funciones indicadas en las figuras 1-3, 1-4 y

1-5.
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Figura: 1-3
Onda triangular.
f(x):.éii_(_ Se VAR e el e . S S
are ( oy 3 + 3% +zr St )
(1-92)

27

Figura 1-4
Ksen x ;3 0<% x <&

Grafico de la funcién f(x) =
o} MEx L2

-

(sinusoide rectificada en media onda)

vy que: f(x) = f(x + 27T ).
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El desarrollo de Fourier correspondiente estd dado por:

4 5 P 2K 4 (1-93)

Figura 1-5

Grafico de la funcidn: f(x) = Klsen xl 3 £(x) = £(x + 27T)

(Sinuscide rectificada en onda completa)

El desarrollo de Fourier correspondiente es:

Fooy = 1K ( 4 5 A { (1-9%)

e LML X — —— L) Y X — — -
TVZ 43 3.5 {

Los conceptos matematicos y los ejemplos expuestos
en este capitulo nos serviran para una mejor comprensidén de

los temas a desarrollarse en 1los capitulos siguientes.
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SEGUNDDO

GENERACION DE COMPONENTES
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2.1 Generalidades.

Como indiqué en la introduccién, he escogidc el ran-
go de frecuencias en el orden de kilociclos para la realizacidn
del experimento. Deseo entonces ahora indicar en el presente
capitulo los principios bésicos en los cuales se fundamenta
la generacidén de sefiales sinusoidales de este orden de magnitud
de frecuencia. No es sin embargo mi propdsito exponer exhaus-
tivamente la teoria de los generadores denominados ''de audio"

ya que es0 no constituye el tema central de mi trabajo.

Tratarp brevemente de la realimentacidén aplicada =
un oscilador R-C e indicaré el sistema general de un generador
de bajas frecuencias, esto es hasta unos 300 kilociclos aproxi-
madamente. En cuanto al oscilador mismo expondré el sistema
de red resistencia-capacidad en cascada, denominado también
oscilador por desviamiento de fase, como ejemplo para ilustrar
el hecho que es posible la generacidn de sefiales sinusocidales
utilizando circuitos constituidos por elementos pasivos conec-
tados adecuadamente a un amplificador. Ademés trataré breve-
mente del oscilador denominado "puente de Wien' a fin de
ilustrar problemas relativos a la estabilizacién de las osci=-

laciones producidas.
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2.2 Principios Basicos de un Oscilador.

Si la sefial de salida de un amplificador, eventual-
mente modificada en amplitud o en fase, o en ambos factores
se conecta a la entrada del mismo, se dice que hay realimen-

tacién.

Considérese un amplificador de ganancia 4, conecta-

do en un circuito de acuerdo com la figura 2-1.

!

+ e A
o=l ) =— A ———0
o = A } . o
4 | n,

! e

Figura 2-1
El conjunto puede ser considerado como un amplifica-~
. . I Ea
dor diferente e interesa conocer la ganancia total /\- T
4

La ganancia A esta definida por:

i = E2 (2-1)
67
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Pero en este caso:
e' = e % (5 e, (2.2)

Eliminando e' entre las ecuaciones 2-1 y 2-2 se obtiene

para la nueva ganancia:

Ale € - (2-3)
€. 1+ BA

Si el denominador de esta expresidén es mayor que la
unidad, la nueva ganancia serd menor que la original. Se habla
entonces de realimentacidén negativa que trae como consecuencia
entre otras cosas, una disminucidén de la distorsidém y un mejo-
ramiento de la estabilidad del amplificador. Por el contrario
gi dicho denominador es un numero menor que la unidad, la ga-
nancia A' es mayor que la original A y se habla de resalimenta-

cidén positiva o regeneracifn.,

En general el valor de {5 depende de la frecuencia
¥y puede darse el caso, que & algunas frecuencias exista reali-
mentacidén negativa y a otras regeneracién. Cabe considerar la
posibilidad que:

- A
[JJ = X A (2-4)
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En este caso el denominador de la ecuacion 2-3 es
ceroy, lo que significaria una ganancia infinita. Este hecho
se puede interpretar fisicamente en el sentido que habria una
gsefial de salida éz s 8in necesidad de la existencia de una

sefial de entrada e, . Se dice entonces que se tiene un osci-

1

lador, esto es un dispositivo capaz de generar seifiales.

Es posible dar una explicacién de este fendmeno, si
se considera que inicialmente alguna sefial, por ejemplo una
sefial de ruido esta presente a la entrada del amplificador A,
8i esta sefial una vez amplificada es introducida nuevamente
a la entrada del amplificador con la misma fase que la sefial
inicial, ser& nuevamente amplificada y reforzara la seiial de
salida. De este modo se obtendria a la salida una sefial que
contendria muchas componentes de frecuencias distintas y que
iria aumentando en amplitud hasta saturar el amplificador.

Es por lo tanto necesario proveer de algin circuito que per-
mita que las oscilaciones se produzcan a una sola frecuencia
y que discrimine las otras frecuencias. Ademis debe haber
circuitos que estabilicen la amplitud de las oscilaciones

producidase.

A fin de que la sefial de realimentacion esté en fa-

ge con la sefial de entrada, ®s necesario utilizar el signo +
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En la figura 2-3 se expone un circuito muy simpli-
ficado. Asi por ejemplo no se indica métodos para la polari-
zacidn de la grilla de control,etc. Sin embargo se debe re-
calcar que a frecuencias distintas de la dada por la ecuaciodn
2-7 no se cumple la condicidn de fase (180°) ¥ por lo tan-
to no se produce oscilacién. La sefial generada aumentaria sin
embargo en su amplitud hasta saturar el amplificador. S5i se
quisiese emplear dicho circuito para la generacién de sefiales
utilizables, habria que complementarlo con alguna forma de

estabilizacidén de amplitud.

2.l El Oscilador '"Puente de Wien'.

En este tipo de oscilador se utiliza el circuito

bédsico indicado en la figura 2-4
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El voltaje de salida se conecta a los puntos a-b
de la configuracién puente y el voltaje desarrollado entre los
puntos ¢-d Be aplica a la& entrada del amplificador. La
relacidén de fase y amplitud del voltaje c~3 respecto del

voltaje &a-b se muestran en las figuras 2-5 y 2-6.

] ec 7 i
Imﬁaé‘
) — i f
'TO
Figura 2-5

e ray

Ced.

Cot

Figura 2-6
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La frecuencia f_est# dada por: f_ = ﬁ;

° ° 29T RC
. Entonces &i el smplificador tiene una ganancia adecuada y no
ofrece cambio de fase (por ejemplo si estd constitufdo por
un niimero par de etapas en cascada), se producirdn oscilacio-
nes a la frecuencia fo .

La resistencia R, estd constituida generalmente

2
por el filamento de tungsteno: de una lamparita de incandes-
cencia. Inicialmente este filamento estd frio y el puente
est& desbalanceado, o sea el voltaje c=-d es relativa-
mente grande. Al aumentar la amplitud de las oscilacicones,

aumenta también la corriente a través de R, , lo cual trae

2
como consecuencia también un aumento del valor de dicha resis-
tencia: tendiendo & balancear el puente. El resultado final es
gque se establece un estado de equilibrio con el puente casi

balanceado y entonces la amplitud de la sefial generada se

mantiene constante.

Un ejemplo comercial de un generador basado en este
principio es el modelo 200 CD de la casa Hewelett-Packard.
Epte generador ha sido utilizado para obtener las sefiales com-
ponentes para la sintesis experimental de ondas periddicas.
Este desarrollo experimentai sera expuesto en capitulos poste-

riores.
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2.5 Control de Amplitud vy de Frecuencia.

Un oscilador R-C de los tipos expuestos anterior-
mente no puede ser utilizado adecuadamente. Entre otros fac-
tores, seria por ejemplo sensible a la carga que le sea conec-
tada. Por esta razdén es necesario reunir otros circuitos a fin
de obtener lo gue se denomina un generador de sefiales. la se=-
fial obtenida del oscilador debe ser amplificada a fin de inde-
pendizar el mismo de la carga. Ademas se debe proveer de un
atenuador calibrado a fin de poder controlar la amplitud de la

seifial de salida.

La: frecuencia varia inversamente proporcional a R
y a C , de modo que diseifiando el oscilador con estos elementos
ajustablea se puede controlar la frecuencia de la sefial genera-

da.

En la figura 2-7 se muestra un diagrama de blogques

de un generador R-C .
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3.1 Introduccidn.

Con generadores del tipo descrito en el capitulo an-
terior se dispondria de sefiales sinusoidales. Estas sefiales
podrian constituir términos individuales de sumas parciales de
desarrollos de Fourier de series determinadas. Sin embargo
dichos términos individuales ademés de ser de la frecuencia
adecusada, deben estar sincronizados en el tiempo, ya que en ca-
50 contrario no se obtendrf{a una imégen estable en la pantalla
del oasciloscopio. Entonces. disponiendo de generadores gue
produzcan sefiales sinusoidales de la frecuencia y amplitud
convenientes se confronta el problema de la sincronizacidn de

los mismos.

Constituye una propiedad de los osciladores R-C

gque se sincronizan con seflales inyectadas casi en cualguier
parte del circuito, segin lo mencionan casi todos los autores
que tratan de este tema. Dichas sefiales deben ser de la mis-
ma frecuencia del genersdor que se desea sincronizar, o deben
estar en relacidn arménica con ella. Sin embargo no he encon-
trado ninguba fuente de informacidn acerca de cémo sincronizar
generadores R-C . En este trabajo, dicha sincronizacién ha
sido entonces realizada de modo experimental. Al cabp de algu-

nos ensayos y pruebas llegué a la determinacidn del mejor si-
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tio del generador para la inyeccidén de la sefial sincronizante.
Me limito a exponer 1lo realizado experimentalmente con los re-
sultados obtenidos, ya que la sincronizacidén de generadores

R-C no constituye el tema central del trabajo.

3.2 Sincronizacién de Generadores: R-C .

Degpués de haber realizado algunos ensayos se consi-
guid Bincronizar la sefial de un generador Hewlett-Packard

modelo 200 CD con la sefial de otro generador del mismo tipo.

El generador mencionado esta basado en el primcipio
del puente de Wien, acoplado a un amplificador balanceado en
contrafase (push-pull). El diagrama de bdoque del mismo lo
muestro en la figura 3-1, tomada del manual de operacidn de

dicho generador.
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FEEDBACK

BLLANCED PUSH-PULL AMPLIFIER CRCUIT ‘

~
A

Vi

AVECFIER

STant

V3

POWER SU2P Y

US/230Y S -nn .

Figura 3-1

La primera etapa de amplificacidn de este genersdor
esta constituide por dos tubos 6 AU6 . En las placas de es-
tos tubos fue en donde determiné que la sincronizacidén se rea-
lizaba més féacilmente. La seflal sincronizante fue aplicada &
dichos electrodos a través de condensadores de papel, de 4700
= 47000 pF . El valor de la capacidad de estos condensado-
res no era critico y casi no se notaba diferencia al utilizar
uno u otro valor. El fendmeno de sincronizacidén sin embargo

exigka un minimo de magnitud de la sefial sincronizante. Si
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dicha sefial era muy pequefia no habia sincronizacidn y si por
el contrario era grande (alrededor de 100 mV.) daba lugar a

distorsién de la forma de onda de salida del generador.

41 llevar a cabo la sincronizacidén de un generador
he determinado el hecho fundamental que la frecuencia de 1la
sefial sincronizante debe zer igual o mayor gue la sefial del
generador. En el caso gue sea mayor, debe ser aproximadamen-

te un miltiplo entero de dicha frecuencia.

Comparando la sefial sincronizante con la del gene-
rador, llegué a la determinacién que entre las dos sefiales ha-~
bia un angulo de defasamiento. E1 control de frecuencia del
generador podia ser ajustado ligeramente sin producir un cam-
bio en la frecuencia de salida, pero afectaba al angulo de
defasamiento mencionado. Este fenémeno me ayudd posteriormen-

te para realizar ligeros ajustes de fase entre las diferentes

seflales.

Para la medicidén y determinacidén del fendémeno de sin-
cronizacidén utilicé el método de las figuras de Lissajous y

también la observacidén simultéanea de las dos sefiales en un

osciloscopio de dos canales, estando ambhos sincronizados para
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el barrido horizontal (tiempo) con la sefial del generador

(la sefial sincronizante).

Cuando los generadores estaban sincronizados se po-
dia observar en la pantalla del osciloscopic una figura de
Lissajous estable. Al observar simultaneamente las dos sefla-
les, se podia ver de una manera estable la correspondiente a
la sefial sincronizante, mientras que la del generador a sincro-
nizarse se deaplazaba lateralmente. Solo cuando habia aincro-
nizacidén, esta sefial quedaba también fija. En la figura 3-2
muestro una fotografia de un oscilograma que ilustra una figu-

ra de Lissajous con una relscién de frecuencia de 1:15 .

Figura 3=2

En la figura 3-3 expongo una fotografia de un osci-
lograma obtenidc en el osciloscopio de dos canales, que mues-

tra la sefial sincronizante en la parte superior y la sefial
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sincronizada en la parte inferior. La relacidn de frecuen-

¢ias eg de 5:1 .

Figura 3-3

Comparando las figuras 3-2 y 3-3 se puede apreciar
que en el primer caso existe un &ngulo de defasamiento entre
las dos. sefiales, mientras que en la Ffigura 3-3 dicho angulo es

CRI'O.

3.3 Medicidén de Relacidén de Frecuencias. Figuras de

Lissajous.

Si1 se dispone de un osciloscopio con entradas para
la deflexidn vertical y horizontal y se aplica a cada canal
una sefial de frecuencia distinta, se puede determinar la re-
lacién de frecuencias de las sefiales aplicadas de la figura

resultante. La imagen que se obtiene corresponde a lo que se
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denomina "figuras de Lissajous" . Llamando "x" a la deflexidn
horizontal y "y" a la vertical, entonces las ecuaciones para-

métricas de una figura de Lissajous son:

Asen(td,t + Y, ) (3-1)

b
i

B sen{ W, t + LPZ ) (3-2)

g
It

donde A y B son coeficientes constantes que dependen de la
smplitud de cada sefial y de la sensibilidad correspondiente
del osciloscopio. Puesto que la deflexidén "x" solo puede
variar entre - A y + A y la deflexidén "y entre -~ B

y + B, la figura resultante queda inscrita dentro de un

rectangulo de dimensiones 2A y 2B .

Si las frecuencias angulares WJq y (U, estén en
relacidn de nimercs enteros, la figura resultante es estable.
En casos sencillos se puede obtener su ecuacidén y = f(x)

eliminando el parametro '"t" entre las ecuaciones 3-1 ¥

3-2,

Suponiendo que la relacién de frecuencias es tal que
M _, siendo "n" y ‘*m" nimeros enteros. Entonces
22

durante el mismo tiempo en el cual la deflexidén "x" alcanza
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"m" maximos, la deflexidén "y" alcanza 'm" méximos. Pe-

ro estos maximos constituyen puntos de tangencia de la figura
resultante con los lados del rectangulo en que se encuentra
inscrita. Se puede entonces determinar la relacidén de frecuen-
cias de las dos sefiales contando el nimero de puntos de tan-
gencia de la figura de Lissajous con los lados horizontal y
vertical del recténgulo circunscrito a la misma. A4si por ejem-
plo se indica en la figura 3-4 la fotografia correspondiente

al oscilograma de una figura de Lissajous que se obtuvo con

una relacidn de frecuencias de 3:5,

Figura 3-4

Si la diferencia de fase entre las dos sefiales es
cero, esto es que para un instante determinado ambas sefiales
tienen valor cero, la figura de Lissajous tiene que pasar por
el origen de coordenadas. Como ejemplo de esto #ltimo se

ilustra en las figuras 3-5 y 3-6 los oscilogramas que se ob-
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tuvieron para una relacidén de frecuencias de 1:2 .

Figura 3-5

Figura 3-6

Ambas fotografias fueron obtenidas para las mismas
sefiales en dos omciloscopios y en la figura 3-6 se puede ver

claramente que no hay defasamiento entre dichas sefiales,
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Los términos correctos correspondientes a sumas
parcisles de desarrollos de Fourier son funciones sinusoida-
les cuyas frecuencias estam en relacidén de nimeros enteros y
cuya diferencia de fase debe ser nula. Se ha utilizado en-
tonces el método de medicidén de las figuras de lLissajous para
el ajuste correcto de estos factores. En la figura 3-7 se
puede ver el oscilograma correspondiente a una relacidn de

frecuencias de 2:5 <c¢on defasamiento nulo.

Figura 3-7

Z. b Correccidn del Angulc de Fase.

Se ha recalcado ya la necesidad de que todas las com~
ponentes, para lograr la sintesis de una suma parcial de un de-

sarrollo de Fourier, deben tener la misma fase, También se ha
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indicado que el control de frecuencia de un generador R-C ,
sincronizadc con la sefial de otro, afecta la fase de la seiial
de salida. ©Sin embargo al llever a cabo el trabajo experi-
mental se pudo establecer que las sefiales de los distintos
generadores quedaban sincronizadas con &ngulos de defasamien-
to diferentes para cada se#fal. La correccidn de fase posible
de obtenerse ajustando los controles de frecuencia de cada ge-
nerador no era suficiente para conseguir que todas las sefiales
tuviesen fase cero. Por este motivo fue necesario recurrir a
la utilizacidén de circuitos para corregir, o mejor para ajus-
tar de un modo sdecuado, el &ngulo de fase de cada sefial. Es-
te circuito debia permitir dicho ajuste sin afectar la amplitud
de la sefiale Fn la figura 3-8 se muestra la disposicién emplea-

da.

- } | :
a3 -
200 CD ’gc— e, dp——0
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S5i la impedancia de carga conectada a los terminales
de salida es despreciable, la magnitud del voltaje e, perma-
nece constante. Esta condicién se cumplia en el experimento,

ya gue la carga constitula la impedancia de entrada de un am-

plificador operacional.

Al variar la resistencia R , el extremo del fasor

correspondiente al voltaje e, describe una semicircunferencia.

Véase la figura 3-9

Figura 3-9
€ 7
El voltaje e gueda expresado por: e = .8
2 2 2
donde: (P = 2 arc:tg._flL___
wRC

De esta manera fue posible ajustar el angulo de fase

de cada sefial a fin de poder utilizarlas para el propdsito
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buscado. En algunos casos se necesitaba términos seno y cose-
no para un mismo desarrollo, pero la funcidén coseno puede ser
considerada como la funcidén senoc del mismo argumento méas un

angulo de defasamiento de 90o t cosx = 4 sen(x + %; ) .

Entonces la posibilidad de ajustar el angulo de fase
permitid la obtencidén de términos seno y coseno., Adenéds en
algin desarrollo podria ocurrir la existencia simultanea de
términos seno y coseno de un mismo argumento. (Eventualmente

con coeficientes diferentes). Pero es féacil establecer que:

JE—
Asenx + Beceosx = V A° + p° sen{x + p )

(3-3)

donde el angulo 90 esta dado por : tg Sﬂ = J%F)

De modo que el ajuste de la fase de cada sefial per-—
mitiria la obtencidén de términos de la forma dada por la ecua-

A fin de ilustrar la efectividad del control de fase,
considerese el caso de dos sefiales sincronizadas, con una re-=
lacién de frecuencias de 1:2 (por comodidad se ha escogido

amplitudes iguales para las dos seiales).
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Sea entonces:

x = A sencpt y = A gen 20 t (3-4)

eliminando el parametro 't'" entre las ecuaciones 3-4 se

obtiene:

2 b 2 4 xh

T AT

(3-5)

La figura de Lissajous correspondiente a la ecuacidn 3-5 se
muestra en la figura 3-5 con el cceficiente A =3 , Se
cambidé luego el &ngulo de fase para la sefial aplicada al canal

vertical del osciloscopic a fin de tener:

)
(3-6)

X = Asen )t 3 y = Asgen(20t -

N

De una manera similar a lo expuesto anteriormente, se obtiene

de esta ecuacidn:

y = = x -« & (3-7)

Esta es la ecuacidén de una parabola de segundo grado y la fo-
tografia del oscilograma correspondiente puede verse en la

figura 3-10.
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Figura 3-10

Teambién en este caso la constante A tiene el valor 3 ,

Finalmente para ilustrar la estabilidad de la sin-
cronlzacidn que se obtuvo en este experimento, se muesira en
la figura 3-11 el oscilograma simulténeo de dos figuras de

Lissajous con relaciones de frecuencia 1:3 y 1:5.

Figura 3-11
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En la figura 3-12 se muestra &l oscilograma corres-
pondiente & una sefial y su tercera armdnica. Ambas sefiales

tienen la misma emplitud y no existe defasamiento entre ellas.

Figura 3-12
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CAPITULO CUARTO

SINTESTIS D E STMAS PARCIALES

DE SERIES DE FOURIER
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b, Exposicién del Problema.

En el capitulo anterior se han indicado los métodos
utilizados para conseguir sefiales sinusoidales sincronizadas
en el tiempo y ademas la manera de ajustar la fase de cada una
de estas sefiales. Sin embargo para lograr la sintesis de su-
mas parciales de desarrcllos de Fourier, cada sefial debe poseer
una frecuencia gue sea un multiplo entero de la frecuencia
del primer término. Se presentd una dificultad, ya que, como
se expuso anteriormente, el fendmeno de sincronizacidén tenia
lugar solamente si la frecueancia de la sefial sincronizante ers
mayor que la del generador a sincronizarse. De este modo, lla-
mando fo & la frecuencia de la seflal sincronizante, se podia

obtener sgefiales sincronizadas de frecuencias:

j}L R Jo g eess éﬁ; s pero lo gque se requeria eran
Z 3 N

sefiales de frecuencias: fo ' EfO ' 3f° g see nfo .

Ademas en algunos desarrollos se necesitaba términos
con signos alternados (véase por ejemplo la ecuacién 1-92).
Finalmente era necesario ajustar la amplitud de cada sefial al
valor correcto y por ultimo quedaba pendiente el problema de

sumar las diferentes sefiales.
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La obtencidén de las frecuencias adecuadas fue logra-
da escogiendo relaciones convenientes entre la sefial sincroni-
zante y las sefiales de cada generador partiéular, como se in-
dicaréd mas adelante. Las otras dificultades expuestas fueron

regsueltas utilizando amplificadores operacionales.

L2 Amplificadores Operacionales.

S1i se dispone de un amplificador de alta ganancia
conectado en un circuito adecuado se puede llevar a cabo opera-
ciones matematicas, simulando analdgicamente las diferentes

variables con seflales elactricas.

Considérese un amplificador de ganancia A con im-
pedancia de entrada de valor muy elevado conectado en el cir-

cuito indicado en la figura 4=1

£y
1
1 _
P
O } A Ot
!
e'1 e H—-» s
O "?; ~_| I
T
Z::OO =
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La corriente "i" debe pasar por Zi ¥ por Zf v de modo que:

: €y — € g
Y —p— -t~ & (4-1)
£} &5

Pero los voltajes e, ¥ e' estén relacionados por la ganan-

cia del amplificador:

A = €. (4=2)
et

Eliminando e' entre las ecuaciocnes 4-1 y 4-2 se obtiene:

—

&, E,C[JI — %(.44

24
Z

2
R

J]: — 2,0, 3

Si la ganancia A del amplificador es suficientemente grande,

tal que?

A A ( L Zi |
e GRa— (b=t

Se puede escribir la ecuacidn 4~3 con suficiente aproximacidn:

€, = - + 54 (4-5)

Si las impedancias Zi y Zf , denominadas de entrada y de
realimentacidén respectivamente, estén constituidas por resis-

tencias de valores iguales se tiene: e, = - & ¥y el



- L

conjunto de la figura 4=1 recibe el mombre de inversor.

. P <
Si la relacion = es igual a una consiante K ,
4

ge logra la multiplicacién de la variable 2 por dicha cons-

tante. Finalmente si se provee de varias resistencias Ri

(véase figura 4-=2).

R/\ RJ_ 2 Rh

8e puede conseguir la suma de varias variables, cada una de
ellas multiplicada por una constante.(Esta suma aparece cambia-
da de signo). Se habla entonces de un sumador. Estos disposi=-
tivos se representan esgueméticamente de la manera ilustrada

en la figura 4-3.

Se empled amplificadores operacionales para ajustar

la amplitud de cada sefial al valor necesario y para realizar
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la suma (con eventuales cambios de signo) de las sefiales com-—

ponentes.,
! 4 K

(?4 ez 8" 9?_
e;_:—e4 ezz—Kea'
Inversor Multiplicacidn por

una Constante

£, O—:

GZO: - o Sumador

@-,,3 L K

o= KGO GG e Ky
Figura 4-3

A fin de poder llevar a cabo los diferentes ajustes
y conexiones de una manera c6moda se dispuso de un panel en el
que fueron montados potencidmetros para el ajuste de coeficien-
tes, interruptores a fin de poder conectar las diferentes sefia-
les a voluntad y enchufes tipo banana para el conexionado a los
generadores y a los amplificadores operacionales. Este panel
fue instalado, como se puede ver en la figura 4-4, en la parte
central del rack que contiene en su parte superior los ampli-
ficadores operacionales. En la parte inferior se puede apre-

ciar la fuente de alimentacién para los mismos.
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k.3 Obtencidén de la Frecuencia Fundamental y de

Armbénicas.

Puestc que cada generador quedaba sincronizado a
una frecuencia menor que la de la sefial sincronizante, fue
necesario escoger los submiltiplos de dicha frecuencia de tal
modo que entre ellos exista la relacidénm adecuads de multiplici-
dad & fin de que puedan constituir términos de la suma parcial
particular a sintetizarse. A veces fue necesario sincronizar

algin generador con la sefial de otro ya previamente sincroni-
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zado. Asi por ejemplo para obtener una frecuencia fundamen-
tal y su tercera y quinta armdénica se utilizd la disposicidn

indicada esquematicamente en la figura 4-5.

. : : 3}4
j‘o - é ' Sy — — e -Q
S I R
| I
— ~3. ; > —Q

Figura 4-5

El diagrama indicado solo muestra la disposicidém ba-
sica para la obtencidén de las frecuencias requeridas. En la
figura 4~6 se puede ver el oscilograma de las sefiales resul-

tantes. (Todavia sin correccidn de fase).

Figura 4-6
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5.1 Generalidades.

En los capitulos precedentes se ha expuesto el tra-
bajo realizado a fin de obtener sefiales gue puedan ser consi-
deradas como términos individuales de sumas parciales de de-
sarrollos de Fourier. A continuacidén se expondrd el montaje
experimental utilizado para cada caso particular y los resul-

tados obtenidos.

Puesto que la frecuencia de las sefiales no tiene
ninguna importancia para el propésito del experimento, no se
denominara a los argumentos de los diferentes térmihos con:

cut 3 2 Wt 4 e sino sencillamente con: x, X, 3Xyees
Ademés ya que un cambio del valor del periodo de una funcidn
periddica representa, segin lo expuesto en la seccidén 1.4 ,
simplemente un cambic de escala para la variable independien-
te, se considerara dicho periodo igual a 2 a7 para todos
los casos. GCon el control de barrido horizontal del oscilosco-
pio ha sido posible obtener imadgenes que permitan apreciar

adecuadamente la forma de las ondas resultantes.

5.2 Sintesis Experimental de una Onda Triesngular.

Se ha escogido esta forma de onda, ya que la serie
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de Fourier correspondiente converge muy rapidamente, (véase

la ecuacién 1=-92). Para la constante K se ha elegido el va-

lor T , con lo que las sumas parciales a sintetizarse co-
2

rresponderian a la serie:

f(x) = *é%.(sen x = 0,111 sen 3x + 0,040 gen 5x —e.cu.)
o
(5-1)

Se obtuvo en el laboratorio la suma de los tres
primercs términos de esta serie. Las magnitudes de la tercera
y quinta arménicas fueron referidas a la de la componente fun-
damental, tomada comoc unidad. ZEl1 factor constante é%., que
afecta a todos los térmiros, se consiguid ajustando adecuada-

mente el control de sensibilidad vertical del osciloscopio.

El montaje completo se indica en el diagrama de blo-

ques de la figura 5-1

f 3 _ novE . '

é e ‘l\ﬁ - T N e——

" 4 J o) - L,’/—
| S | — v

v T !
. s g L len ~;_,: ,

— Az — =

Figura 5-1
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La sefial sincronizante se obtuvo de un generador
modelo RCO-6K de la casa Oltronix. Esta sefial, que tenia
una frecuencia fo de 5 Kc¢/s., servia para sincronizar dom

generadores Hewelett-Packard modelo 200CD (G2 ¥ G3 en la

figura 5-1) a frecuencias fo/5 y f°/3 respectivamente.
A fin de evitar interferencias entre las sefiales de los gene-
radoresa mencionados fue necesaria la utilizacidén de los inver-

sores Al ¥y A2 + La sefial del generador G2 servia para

sincronizar el generador G, & una frecuencia f°/15 s (tam-

bién en este caso fue necesario el amplificador separador A.).

3

Llamando fl a la frecuencia de la sefial de salida del gene-

rador G4 y 86 tiene que las salidas de los generadores G2

y G son 3f1 b2 5f1 respectivamente. Estas sefiales fue-

3

ron introducidas a redes Fl ' F3 ’ F5 sy Dpara el ajuste de

fase, (de acuerdo con lo expuesto en la seccidén 3.4) . Final-

mente, las sefiales de frecuencias fl ' 3f1 ’

la relacidén de fase correcta, fueron conducidas al sumador A

¥ 5f1 , con

5

a través de los interruptores S1 ’ S3 sy ¥ S5 « Las resis-

tencias de entrada de este sumador (véase la seccidn 4.2) es-
taban constituidas por potencidmetros, a fin de poder ajustar
correctamente la amplitud de cada sefilal. Los interruptores

S, 8§

1 permitian la observacidén individual de cada

30+ Y 35
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componente o sumas de lag mismas. FEl inversor A4 ~tenia co-
pwo finalidad la obtencidén del signo menos para el término co-

rrespondiente a la tercera armdnica.

En la figura 5-2 se puede ver unma fotografia del

montaje experimental completo.

S

Figura 5-2

Sobre la mesa & la derecha se pueden ver los genera-
dores G2 . G3 ¥ (‘:‘r‘[\L e« En la parte central se encuentran
las redes para la correccidén de fase y a la izquierda el rack
gque contenia los amplificadores operacionales. BEn el oscilos-
copio superior del lado izquierdo se obtenia la imagen de 1a
onda final resultante. Los otros osc¢iloscopios sirvieron pa-
ra la determinacidn de las relaciones correctas de fase, _El
generador que daba la seifial sincronizante primaria se encon-

traba colocgdo sobre el rack de los amplificadores operacio-

nales,
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En la figura 5-3 se muestra el oscilograma corres-
pondiente a la sume parcial de los dos primeros términos de 1la

ecuacidn S5-1.

Figurs 5-3

La suma parcial de los tres primeros términcs de la
ecuacién 5-1 se puede ver en el oscilograma indicado en la fi-

gura 5-k.

Figura 5-4



~ 81 -

Para la obtencidn de las fotografias 5-3 y 5-4, se
ajustaron los controles del osciloscopio de tal manera gue i
Z
correspondiese a dos unidades del reticulo de la pantalla del

mismo.

53 Sintesis Experimental de una Onda Cuadrada.

La funcidn que describe esta onda es continua sec=
cionalmente (véase seccidén 1l.6) vy la serie de Fourier corres-
pondiente esté dada por la ecuacidén 1-91 . Se ha escogido la

constante K idigual a TTZ, con lo que la serie gueda:

f(x) = ‘7_;2 (cos x - 0,333 cod 3x + 0,200 cO8 5% = ea.)

(5-2)

El montaje experimental utilizado para la sintesis
de sumas parciales correspondientes a esta serie es el mismo
que el empleado para la sintesis de ﬁna onda triangular y que
fue descrito en la seccidn 5.2 . Unicamente hubo que ajustar

adecuadamente la fase y la magnitud de cada componente,

En las figuras 5-5, 5«6 y 5-7 se pueden ver los
oscilogramas correspondientes al primer término y a las sumas

parciales de los dos y tres primeros términos de la serie in-



dicada en la ecuacién 5-2 .

Figura 5-5

Figura 5-6

Figura 5-~7
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Estos oscilogramas fueron obtenidos en un oscilos-

copio de dos canales, sin sefial en el segundo canal para conw

seguir un trazo horizontal que represente el eje "x'" . Tam-

bién en este caso dos unidades del reticulo corresponden = %E

Sk Sintesis Bxperimental de una Sinusoide Rectificada

en Media Onda.

La serie correspondiente a esta funcidn esta dada
por la ecuacidén 1-93 y a diferencia de las otras dos ante-
riores, incluye ademds un término constante. Para la cong-—
tante K se ha escoglido el valor 2 , con lo cual la se-

rie de la ecuacidén 1-93 queda:

f(x) = 2 + 3,142 sen x - 1,333 cos 2x - 0,267 cos ix

(5-3)

Para la obtencidn de arménicas pares se utilizd el

principio bésico de sincronizacidén indicado en la figura 5-8.

b
N

So e

IS

=

Figura 5-8
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El ajuste de fase permitidé la obtencidén de los ter-
minos coseno para las armdnicas superiores y utilizando ampli-
ficadores operacionales se consiguid los signos adecuados para

cada término.

Los potencidmetros en el sumador permitieron ajustar
la magnitud de los coeficientes al valor correcto. Para la ob-
tencién del término constante se recurrid a la utilizacidn de
una fuente de corriente continua, cuyo voltaje de salida fue

conectado al sumador.

En las figuras 5-9, 5-10, 5-11 y 5~12 se puede ver
los oscilogramas correspondientes a las cuatro primeras sumas

parciales de la serie indicada en la ecuacidn 5-3.

Figura 5-9



- 85 -

Figura 5-10

Figura 5-12
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En estos oscilogramas corresponde una unidad del re-

ticulo @ T para el eje "x" ya " " para el eje "y"
1
5.5 Sintesis Experimental de una Sinusfide Rectificada

en Onda Completa,

La serie correspondiente a esta funcién esta dada
por la ecuacidén 1-94 .  Se ha escogido para la constante K

e

el valor con lo que la serie resulta:

z-i-
f(x) = 1,57 - 1,04 cos 2x = 0,209 cos 4x - 0,089 cos 6x

- 0,05 cos 8 - ... (5=4)

En esta serie no existe término de frecuencia fundamental, en-
tonces se puede pensar la frecuencia del término cos 2x como
fundamental, de modo que las frecuencias de los siguientes ter-
minos serian ls segunda, tercera y cuarta arménica de dicha
frecuencia. Para la obtencidén de sefiales con la relacidn de
frecuencias indicada se utilizd la disposicidn indicada esque-

méticamente en la figura 5=13.

Para el ajuste de los valores correctos de fase y am-
plitud, asi como de signo de cada uno de los términos se proce-

dibd segin lo indicado en secciones anteriores de este capitulo.
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Figura 5-13

En la figura 5-14 se muestra el oscilograma correspon-

diente a la suma de los dos primeros términos de la serie indi-

cada en la ecuacidén 5-4 . Ear sefial resultante, mas los dos

términos siguientes se puede ver en las figuras 5-15 y 5-16.

Figura 5-14
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Figura 5-16

En estas ultimas fotografias se ha desplazado in-
tencionalmente el eje "y" dos unidades del reticulo hacia
la izquierda a fin de permitir una apreciacidén mejor de las
formas de onda de las sefiales resultantes. Tres unidades

del reticulo corresponden & <[
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5.6 Conclusiones.

Habiendo terminado la exposicién de los fundamentos
tedricos de las series de Fourier y habiendo descrito el expe-
rimento realizado cabe hacer algiin comentario sobre los resul-

tados obtenidos.

La serie de Fourier correspondiente a la onda trian-
gular (ecuacidén 5-1) converge muy rapidamente ya que los coe-
ficientes decrecen de valor segin el inverso del cuadrado de
los nQmeros impares. Entonces una suma parcial de dicha serie
constituye una buena aproximaciém a la funcidn, aunque se con-
sidere solamente pocos términos. Esto se puede apreciar muy

claramente al comparar las figuras 5-3 y 5-i,

En el primer capitulo se demostrd que la serie de
Fourier de una funcidén que sea continua seccionalmente da co-
mo resultado la semi-suma de los limites 1ateral§s de dicha
funcidén en un punto de discontinuidad. Este hecho se ve veri-
ficado experimentalmente al lograr la sintesis de sumas par-
ciales correspondientes a la serie indicada en la ecuacidn
5-2, como se puede apreciar al comparar la serie de fotogra-

fias 5-5 hasta 5-7 .
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Al aproximar una funcidén por sumas parciales de un
desarrollo en serie se consigue un error menor, si se conside-
ra un numero mayor de términos. BEsto puede ser apreciado de
una manera muy clara al comparar las series de fotografias 5«9
hasta 5-12 y 5-14 hasta 5-16. La serie de fotografias co-
rrespondiente & la sintesis de una sinusoide rectificada en me-
dia onda nmuestra de una manera muy clara gue sl se suprimen
las componentes alternas queda solamente la componente conti-
nua (término constante) con una magnitud igual al valor medio

aritmético.

Se ha verificado pues con este trahajo, de un modo
experimental algunos hechos fundamentales concernientes a las

series de Fourier.
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