UN CAMINO HACIA EL CAOS

N

RESUMEN

Se estudia en forma experimental un oscila-
dor electrfnico y un modelo matemdtico que
poseen regimenes de oscilacifn periddicos y
regimenes de oscilacidén ruidosos, aperib6di-
cos, cabticos e impredecibles. La transicidn
hacia el caos ocurre por duplicaciones suce
sivas del perfodo de oscilacidon. Este estu
dio tiene relacién con los conceptos de tem
peratura, entropfa, disipacidn, irreversi-
bilidad, e incluso con la asimetria entre
pasado y futuro (a pesar de la simetria de
las leyes fisicas respecto de la inversidn
temporal).

1.- INTRODUCCION.

En la figura 1 se observa la transicidn de
un régimen laminar, ordenado, determinista,
a un régimen ruidoso turbulento, cabtico e
impredecible. Debido a su complejidad es po
co 1o que sabemos acerca del estado turbu-
lento. Describir una sefial cadtica median
te una funcidn analitica es en general impo
sible y adn indtil. ET1 régimen turbulento
se caracteriza por un crecimiento "mds o me
nos exponencial” de los "errores". En conse
cuencia el resultado de la simulacidén de la
turbulencia en un computador digital depen
de por completo del nﬁmer? 9e digitos con
que se realiza el cdlculol?). E1 resultado
de un experimento con un sistema turbulento
es impredecible y adn irrepetible: el cam-
bio mds leve de un pardmetro del sistema o
de una condicidn inicial altera completamen
te el resultado del experimento si este tie
ne suficiente duracion. Por ejemplo la fo-
tograffa en la figura 1 es irrepetible.
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F1£. 1.- Transicidén de flujo laminar a
flujo turbulento.
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En la década de los setenta se descubris(??
que a medida que se varia un pardmetro de
ciertos sistemas oscilatorios el perfodo de
la oscilacién se duplica sucesivamente has
ta hacerse infinito. Entonces ocurre una
transicién a un estado cadtico aperiddico.
Curiosamente este mecanismo de transicidn
mue?tra ciertas caracteristicas universa-
les{2,3) y se ha observado(?) en sistemas
tan diversos como poblaciones biolégicas (en
especial insectos), osciladores ruidosos me
cdnicos, eléctricos y quimicos, en flujo de
fluidos viscosos, en flujo de superfluidos,
en junturas ruidosas de Josephson y en cavi
dades Opticas biestables.
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FIG. 2.- Oscilador electrénico. E1 amplifi-
cador operacional y las resisten-

cias R1, R2 y R3
ductancia no-lineal
se indica.

R1 = 4.7 KQ, R2 = 4.7 K,
R3 = 10 K@, C3 100 pF,
L =-9.3 mH, C2 2200 pF.

generan una con
negativa como
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Dos sistemas relativamente simples que pre-
sentan.la transicidén al estado cadtico por
dupticaciones sucesivas del periodo de osci
lacidén son el osc?]aﬂor electrdni efiala-
do en 1a figura 2(*) y el modelo(?®) de po-
blacién de insectos en un medio limitado de
finido por la ecuacidén de diferencias

X = A Xy(1-%4). (1)

A B

X; es la poblacidon en el afio j y el pardme-
tiro A es la fertilidad. Hemos estudiado(s)
en forma experimental ambos sistemas. Los
"experimentos"” con poblaciones de 1insectos
fueron realizados con un computador digital.
En este artfculo presentamos algunos de los
resultados obtenidos.

2.- TRANSICION HACIA EL CAOS EN UN OSCILA-
DOR_ELECTRONTCO.

En 1a figura 3 se indican los resultados co
rrespondientes al oscilador electrénico. Ca
da fila de la figura corresponde al valor in
dicado de la resistencia A. En la primera
columna se presenta la tensién vi(t) en ré
gimen permanente. En la segunda columna se
indican diagramas en el "plano de fase" en
régimen permanente con vi(t) en el eje ver-
tical y vo(t) en el eje horizontal. En 1la
tercera columna se presenta el espectro de
frecuencia (o médulo de la transformada de
Fourier) de v, (t).

Para A < Ao el circuito no oscila (Tos valo
res de An y A'n se resumen en la tabla 1).

TABLA 1
Circuito Modelo de

Electrénico Poblacién
Ao 16.3 Ko 1
A1 24.9 K@ 3
X2 27.2 KQ 3.4
As 27.7 KQ 3.54
Ay 3.56
A2 28 K@ 3.59
AL 28.5 Kq 3.67

—_—

FIG. 3.- Varias sefiales en régimen permanen-
te correspondientes al oscilador e-
lectrénico. Cada fila corresponde al
valor indicado de la resistencia A.
Primera columna: v,(t).

Segunda columna: v,(t) en eje verti
cal vs. v,(t) en eje horizontal.
Tercera columna: espectro de frecuen
cia de vy(t). -
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Ao < A< A

A= 23.7 K@

A1 <A< Ay

A =26 Ko

A2 < A< A3

A= 27.4 KQ

Az < A< Ay

A =277 KR
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Para Ao < A < A; el circuito oscila con un
periodo T = 1/f = 1/35 KHz; en el pnlano de
fase se tiene una "G6rbita simple"; y en el
espectro de frecuencia se observa una compo
nente a la frecuencia f (y alas frecuencias
"arménicas" 2f, 3f,... que en adelante no
mencionamos). Para A1 < A < A, el perfiodo
se ha duplicado a 2T; en-el plano de fase
se observa una "6rbita doble"; y en el espec
tro de frecuencia aparece uha nueva compo-
nente a la frecuencia f/2. Para X; <A< A;
el perfodo se duplica nuevamente a 4T; en
el plano de fase se tiene una "6rbita de or
den 4"; y en el espectro de frecuencia apa
recen nuevas componentes a f/4 y 3f/4. Para
X3 <A<y, el periodo se ha duplicado nueva
mente a 2°%T; la 6rbita en el plano de fase
es de "orden 8"; y aparecen nuevas componen
tes de frecuencia a f/8, 3f/8, 5f/8 y 7f/8.
En general para Ap < A < Ap+; el periodo es
2nT. Enm A_ = A el perfodo se hace infi
nito, la sefial 'se vuelve aperiddica y ocu
rre la transicidon al régimen turbulento.
Para A% < X < Ay la sefal es aperiddica;en
el plano de fase se observa una 6rbita con
4 "bandas"; y en el espectro de frecuencias
parece "ruido" ademds de las componentes de
frecuencia a f/4, f/2 y 3f/4. Para A <\ <
A1 la sefial es aperiddica; en el plano de
fase se observa una 6rbita con 2 bandas; y
en el espectro de frecuencias hay ruido ade

mds de las componentes a f/2 y f. Para
A1 < XA la sefial es aperidédica; en el plano
de fase se observa una 6rbita con una sola

banda; y en el espectro de frecuencias se
observa ruido ademds de la componente a la
frecuencia f. En general la 6rbita en el
plano de fase tiene 2" bandas si Mn+1 < A <
xh. Es interesante mencionar(s que el pun
to en el plano de fase recorre las 2" bandas
en un orden bien determinado, y este orden
resulta ser el mismo que en el caso de pe-
riodo 2NT., Sin embargo la sefial es cadtica
en el sentido de que no es posible predecir
la trayectoria dentro de una banda con unos
pocos ciclos de anticipacidén. Esta indeter
minacién se debe al "crecimiento de errores"”
que describiremos mds adelante.

3.- UN MODELO MATEMATICO CON TRANSICION
HACIA EL CAOS.

Consideremos ahora la ecuacién (1). En la
figura 4 se ilustra el caso A = 3.3 con la
condicidn inicial Xo = 0,7. Se observa un
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At <X < A

A =28.2 K@

M x <Ay

A = 28.6 Ko

Continuaci6n Fig. 3.

FIG. 4.~ Xj en funcidon de j para » = 3,3 y
Xo = 0,7.

Note el "régimen transciente" has-
ta j * 20 y el "régimen permanente

para j » 20.
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"régimen transciente” hasta j z 20
y luego un "régimen permanente" de
perfodo 2T (donde T corresponde al
incremento de j en una unidad). La
existencia de un régimen permanen-
te indica que los "errores" decre
cen.

Para A > A_ los "errores" crecen y
no existe un régimen permanente pe
riédico. En ja figura 5 se indica
el comportamiento del sistema para
varios valores del pardmetro A.

En la primera columna se indica Xj
en funcién de j. En la segunda co
lumna se indica Xj+; en funcidn de
Xj en régimen permanente. En la
tercera columna se indica el espec
tro de frecuencia en régimen perma
nente (hasta una frecuencia f/2 =
1/2T ya que el "perfodo de mues-
treo” es T). Para A < A; se tiene
Xj = 0 en régimen permanente (los
valores Ap y Apn se resumen en la
Tabla 1).

Para Ao < A < A1 Xj es constante

en régimen permanente. Para Ap <

A < Apn+1 el perfodo es 2NT. Para
41 < A < Ah  hay 2" "bandas".

En la figura 5 se indican casos en
que el perfodo es 2°T, 2'T, 22T,
2°T y 2*T. También se indican los
casos en que hay 2' y 29 ban-
das.

ET comportamiento del sistema en
régimen permanente se resume en el
gréfico X5 = f(A) en 1a figura 6.
En esta f%gura notamos que a A =
3,84 se tiene una oscilacifn de pe
riodo 3T que es inestable en eT
‘'sentido indicado en la figura 7.

Esta curiosa osciltacion de perfodo
3T parece ser otra caracteristica
universal de este mecanismo de tran
sicién hacia el caos, ya que tam-
bién se logrd observar en el osci
lador electrdnico como se indica
en la figura 8. En la figura 6 tam
bién se observa una oscilacién de
perfodo 5T a A = 3.74.

—

FIG. 5.- Varias sefiales correspondien
tes a la ecuacién (1). Cada
fila corresponde al valor in
dicado de A.

Primera columna: Xj en fun-
cién de j.

Segunda columna: Xj+1 en ver
tical vs. Xj en horizontal,
en régimen permanente.
Tercera columna: espectro de
frecuencia de Xj.
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En 1a figura 9 se ilustra como de-
crecen los "errores" en el régimen
determinista con A < X En 1a fi
gura 10 se 1nd1ca el cFecimiento
de los "errores" en el régimen caf
tico con A > A ITustramos el cre
cimiento de 1os errores en el caso
A =4, En este caso 0 < Xj < 1.
Si la condicién inicial X, se al-
tera en tan s6lo una parte en 10
el error crece hasta hacerse del
orden de 1 en unos 33 pasos.

Feigenbaum(z) descubrid que en el
1imite n - «» el cuociente

(An+1 - An) / (Ap+2 - An+1) tiende
al nimero 4,6692016... que es iin
dependiente del sistema! Para eT
oscilador obtuvimos

(A2 - A1)/ (A3 - A2) = 4.6, Tam

bién ex1sten otros nimeros univer-
sales(3,5),

En la referencia (5) se estud1aron
Tos sistemas Xj41= AXy (1-X;)"con

n=2,3y4. En estos sistemas

el mecanismo de transicién hacia
el caos es el mismo que ya hemos
descrito. También se estudié el
sistema Xj+1 = XA sen? (27Xj) aque
es especialmente interesante ya que
presenta una transicién hacia el
caos correspondiente a cada médximo
de la funcidn sen? (2 mXj) (ver fi

aura 11
gura

117,

Esta observacién indica que la tran
sicién hacia el caos estd relacio-
nada con los mdximos de la funcién
f(Xj) en Xj+1 = A f(Xj), de manera
que es un fendmeno no-lineal. Pa
ra evitar la oscilacién ruidosa de
un oscilador deben evitarse las
"no-1inealidades con mdximo".

En esta seccidn presentamos algunas
interrogantes que se desprenden del
estudio de la ecuacién (1).

Reservamos nuestras conc]usionesge
nerales para la seccidn final.

A medida que aumenta j se pierde

informacidn respecto del valor de

Xo; en este sentido el sistema es
irreversible. &Hay relacién con
el concepto de entropia?

E1 ruido en régimen turbulento no
tiene origen térmico, éo si? iNo
estd siempre el concepto de tempe
ratura relacionado con un proceso
cadtico?

En régimen cabtico, dado Xg ( con
un cierto error), -no es posible
predecir Xj si j es suficientemen-
te grande.” Una medida de Xj “fija
el estado del sistema" y permite
predecir Xj+1 (con un cierto error)
iHay alguna relacidn con la mecdni
ca cudntica?
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FIG. 6.~ Xj en funcidn de A en régimen per

manente. En X =
rre la transicién

Ao = .5699 ocu

hacia el caos.

En la figura 4 hemos visto la transicidn de
un rég1men transciente a un régimen perma-

nente sin que el sistema incluya un mecanis

mo de disipacién, (o si?
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FIG. 7~ XJ en func1on de j con A = 3,857,
%7 Hay intervalos de oscilacign+-de
~ pérfodo 3T e intervalos cadticos.

E1 futuro nos parece cualitativamente . dis-
tinto del pasado a pesar de la simetria de
las teyes ffisicas respecto de la inversién
temporal. (Encontraremos la clave de = este
misterio en un sistema tan s1mp1e y <omple
jo como el descr1to por la ecuacién (1)?

5.- LAS NO-LINEALIDADES DE LA NATURALEZA.

En mecdnica cldsica un sistema lineal aisla
do estd .descrito por la ecuacibén de Isaac
Newton MX = F = -kx. Mu1tip11cando alaiz
qu1erda por la matriz M se ‘obtiene ¥X=
-M"Ykx. Las matrices constantes M y k son
reales, la matriz M es diagonal (si x son
coordenadas cartecianas), y la matriz k es
simétrica (por el principio de accibén y__re
accién). En- consecuencia ‘la matriz M 'k
es hermitiana y puede diagonalizarse median
te_una transformac1on ‘de similitud: C =
SM™'kS™! donde $°' =S Los elementos dia
gonales de C son w} donde w;j son Tlas fre
cuencias propias _del sistema. Obtenemos
asi la ecuacidn U = -Cu  donde u = SXx son
las coordenadas normales. Cada coordenada
normal uj satisface la ecuacidn de un osci
lador arménico desacoplado: Uj = -wj uj.
La solucion general es uj = Aj cos wjt +
Bi sen wjt. Dado uj y @j en un instante, 0b
tenemos uj para todo t en el futuro y en eT
pasado. En este sentido el sistema es de
terminista. La teoria es invariante respeg
to de la inversién temporal t -+ -t. La in-
formacién contenida en los valores iniciales
de uj y Uj no se pierde con el transcurrir
del tiempo hacia el futuro o hacia el pasa
do. No existe un mecanismo para transferir
energfa de un osciladorra otro. Por lo tan
to en un sistema 1ineal aislado -los oscila
dores arménicos no pueden Tlegar a equ111
brio térmico entre si. Para estos sistemas
no existen los conceptos de temperatura y
entropia.

En mecé&nica cudntica un sistema lineal ais-
lado también es un conjunto de osciladores

JIEE, Vol. 6, 1985
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FIG. 8.- Oscilacién de perfodo 3T en el osci
Tador electrénico con A =40.8 Q.
a) V](t .
b) vi(t) en vertical vs. v,(t) en
horizontal.
c) Espectro de frecuencia de vi(t).

s sistemas

arménicos desacoplados. E
cién de un

acaniema da
no existe un mecanismo de

estado cudntico a otro.
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w

o
-0

n
tr i

En teorfa cudntica de campos se estudian
sistemas continuos. Si el sistema es ]i-
neal y aislado se obtienen infinitos osci-

JIEE, Vol. 6, 1985

FIG. 9.- Se ilustra el decrecimiento de
"errores" en régimen determinista.
En este ejemplo A = 3,5668, (o sea
Ay < A < Xs) y "error" = Xi ( con
Xg = 0,51) - Xj (con X4 = 8,

015 +
T ‘4&
0 ettt
*o . s
e
FIG. 10.- Se ilustra el crecimiento de

"errores" en régimen caético.
En este ejemplo A = 3,58 (o0 sea

My < A <2,) y "error" = Xj
(con Xo =0,5005) - Xj (con’X, =
0,5000).

lTadores arménicos desacoplados. En este ca
so es conveniente escribir la solucién de
las ecuaciones de onda como una superposi-
cidn de ondas planas. Estas ondas planas
describen partfculas que no interactdan en
tre si. Hay simetria respecto de la inver
sién temporal: las partfculas en el espa-

cio - tiempo se propagan hacia el futuro (]
hacia el pasado (en este G1timo caso seles
11ama "anti-partfculas"). La fisica no-tri
vial es precisamente la interaccién entre
particulas, y esta interaccidn estd determi
nada por los términos no-lineales de las
ecuaciones de onda.
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FIG. 11.- Se indica Xj en funcidn de A en
régimen permanente correspond1en
te a la ecuacidn Xj+; = A sen?

(2 nxj). En el intervalo grafiza-
do "0< x < 1,5 se observan tres

transiciones hacia el caos.

La naturaleza es no-lineal. Los sistemas
lineales son modelos aproximados. Las no-
linealidades de la naturaleza causan 1la
transferencia de energfa entre osciladores,
Ta transicion entre estados cudnticos, 1las
reacciones quimicas, la interaccidn entre
particulas, el equilibrio térmico (1o que
permite definir la temperatura y entropfa)
Ta pérdida de informacidn, el ruido, la di-
sipacién (roce, res1stenc1a, amortiguador),
la existencia de regimenes cadticos, las on
das de choque, las ondas solitarias (solito
nes), la asimetria entre pasado y futuro (@
pesar de la simetrfa de las ecuaciones de la
naturaleza respecto de 1a inversidn tempo-
ral), y mucho md&s. En las no-linealidades
de la naturaleza hemos de buscar el miste-
rio de la vida.

Algunas de estas conclusiones han sido suge

ridas por el nresente trabajo de investiga-
cién.
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