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RESUMO

Neste trabalho utiliza-se o método dos ele
mentos finitos para estudar a distribuigio
de potencial elétrico na &rea de influéncia
da malha de terra de uma subestagfo. A formu
lag3o é tridimensiocnal, mas sfic também admi
tidos elementos bidimensionais e unidimensio
nais, que s3o Gteis para representar tubula
¢des ou caminhos metalicos da instalag@io. O
método de solugdco descrito tem a vantagem de
utilizar uma té&cnica de manipulagdoc de matri
2es esparsas, gue ndo obriga & obteng3oc de
matrizes de banda, como é tradicional no Mé
todo dos Elementos Finitos, E apresentado um
exemplo, de caso real, onde s8o mostradas as
curvas equipctenciais calculadas.

LISTA DE SiMBOLOS

Grandezas Vetoriais

E: vetor campo elétrico {(V/m)
J: vetor densidade de corrente (A/m®)
3 > a - L
v = T i +W 3 +* oz k: operador gradiente
Matrizes
Ke: matriz do elemento (k x k) .
K : matriz global (NN x NN)
K : matriz global modificada {NN x NN)
P : vetor coluna dos termos conhecidos {NNx1)
® : vetor dos potenciais dos nés (NN x 1)

Grandezas Escalares

A : Area do elemento bidimensional
tar (m®)

: condutfincia do elemento unidimensional (S)

: comprimento do elemento unidimensicnal (m)

: numero do elemento

: fungfio de forma do elemento

triangu

nimerc de nés

poténcia dissipada no elemento (W)
» R, e R_: residuos de aproximagdio

5 resis%ﬁncia de aterramento {ohm)
= S1 + Sz: fronteira do dominio &
g vglume do elemento tetraédrico {m?)
Wl, W2: fungdes peso; m=1, 2, ..., NN
b, Cys di: coeficientes genéricos
nimero do e - ésimo elemento
condutividade superficial (85)
nimero de nés (ou vértices) do elemento
dominio em estudo
coeficlentes genéricos
potencial do wvértice {ou nd) i (V)
potencial do ponto de defeito (V)
funcio potencial (V)
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1. INTRODUQRO

A rede de apoio, constituida por uma linha de
tubulagfes metalicas ("pipe-rack")} que percor
re a planta industrial, estara sujeita a po
tenciais adversos quando da ocorréncia de um
defeito para a terra em uma subestagio préxl
ma, bem como em um cabo cuje leito estéruapré
pria rede.

A obteng8o da distribuigfo de potenciaisem to
da a extens3o da rede de apolo, -e  na regifo
que a circunda, n#c terd valor confiavel se
néoc: forem consideradas as peculiaridades ine
rentes de um aterramento elétrico, quails se
Jam:

- ndo uniformidade do solo;
- efelto de malhas de aterramento prdéximos.

Os métodos analiticos de anAlise de sistemas
de aterramento ndo s8¢ suficientemente precl
SOos para assegurar um resultado ccnfidvel, de
vido & complexidade do sistema de aterramento
em quest@io. HA a necessidade, portanto, de lan
gar-se mio de métodos numéricos que permitam
levar em consideragfico todas :as propriedades
j& citadas, sendo que o Método dos Elementos
Finitos se apresenta, no momento, comoc a fer
ramenta mais poderosa, em vista da sua preci
sfo, e facilidade de implant&-la em computado
res.

2. METODC DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1 — DelimitacZc da Regifo a ser Estudada

A andlise dos sistemss de aterramento pelo Mé
tode dos Elementos Finitos inieia-se delimi
tando a regifio a ser estudada, que “é& fungfio
das dimensSes do sistema de aterramento em
questio. A figura 1 mostra um dominio tipico,
onde as dimenades do mesmo est3do indicadas em
fungiic das dimensdes do sistema de aterramen
to.

© Apds a delimitagdoc do dominic do problema, o

dominio é subdividido em pegquenos sub-domi
nios chamados elementos, sobre os quais sao
aplicados as equagdes de campo. Tais sub—domi
nios s#o tridimensicnais, tetraédricos, quan
do & discretizado o sub-soclo, bidimensiondis,
triangulares gquande se discretizam tangues me
télicos presentes na regifio do sistema de ater
raméente, e finalmente elementos unidimensio
nais quando s#o discretizadas as hastes cons
tituintes das malhas de terra e tubulagles me
tédlicas. A concentragBo desses elementos no do
minio n#o & uniforme, devendo-se locar uma
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guantidade malor de elementos onde se espera
uma malor variagio do potencial; tais regiSes
s3o aquelas prdximas As malhas .de terra e
aterramentos naturais.

Q

l/ =

Jefarto
«
i &,
G {F=r0)
=

Fig. 1 — Dominic tipicc de um estudo de aterramento
pelo Método dos Elementos Finitos

2.2 - EquagBes de Campo

A obtencdo das distribuigdes de potenciais 3
decorrente da equagfio da continuidade das cor
rentes estaclonarias:

-
v.] =0 {2.1)
-+ * -
Como J = oE, E = -9¢, a equaglo (2.1) pode
ser escrita como segue:
v.{av@) = O {(2.2)

A expressfic (2.2) & a equagdoc de Laplace nao
linear, que deve ser obedecida em todc o do
minio do problema.

Na regifioc mais afastada do sistema de aterra
mento o potencial & tomado como nulo, e no
ponto onde Ocorre o© defeito o potenclal atri

buido & fixado num valor nfo nule, de modo
que se pode escrever:
-9 em 5, (2.3)

onde a vale zerc na regifoc mails afastada, e
tem valor conhecido no ponto do defeito.

A outra parte da frontelra (SZ), onde hd - a
interface solo/ar, a derivada de @ normal a

5, é nula, ou seja:
)
an = 0 em Sp (2.4)

0 problema consiste em resolver a equag#o di
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ferencial (2.2), a qual esta sujeita as condl
¢Bes de contornos expressas em (2.3) e (2.4).

Como o solo & ndo homecg@neo, e o sistema des
provido de gqualquer simetria, a solugédo de

(2.2) sé é possivel numericamente.

2.3 - FungBes de Interpolagdo

0 sub-solo, como foi citado, é discretizado |
em elementos tetraédricos. A figura 2 mostra
um tetraedro genérico, com seus vértices nume
rados (localmente) de 1 a 4.

Fig. 2 - Tetraedrc genérico

O valor do potencial num ponto gualquer no 1in
terior desse tetraedro sera expressc em fungio
dos potenciais em seus vértices, através de
uma interpolag@co linear do tipo:

Y+ a,z

Plx,y,2z) = ol+ a. X +a a

2 3 (2'5)1

0s coeficlentes a_(r = 1,2,3,4) séo obtidos em
fungio dos potenciais nos gquatro vértices do
referido tetraedro, a partir da solugio do
seguinte sistemas de equagdes:

+ o,z (2.6)

¢i= a, + 6, X, +4a 4%

1+ %%y T %Yy

onde P, & o potencial do vértice i, cujascoor
denadas s#o:

(%5 ¥y z, )y 1 =1,2, 3,4

Resulta para os o uma expressdc do tipo:

1
a =gy (a8 +b8,+c8y+d,.0,]

Por substituig@io dos a's em (2.5) o potenclal

num ponte gualquer no gnterior do tetraedro
resulta expresso per:
8 y = 2 one (2.7)
Re¥aZ) = 42, ¥y .
onde:
N =—1—[a +b . x+c,y+4d, 2] (2.8)
i 6V i i i i °

As expressdes dos coeficientes a, ., bi’ ci. d1

e V s3o apresentadas no Ap&ndice.
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Notar que,N1 terd a expressd@oc acima indicada
para qualquer ponteo pertencente aoc tetraedro
considerado. Para os pontos fora deste tetra
esdro, Ni & sempre nulo.

A presencga de chapas metélicas, como agquelas
utilizadas na construgdc de tanques de ccm
bustivel, sfio discretizadas em elementos bi
dimensionais triangulares {outras formas pg
der#io ser utilizadas). A figura 3 mostra um
elemento triangular genérico, com seus vérti
ces numerados {(localmente) de 1 a 3.

Y 1‘ (:>

®

®

Fig. 3 - Elemento bidimensional triangular

x

Supondo-se, por simplicidade, que o tri&ngu
lo estéd situado nc planc =xy, o potencial num
ponto gualquer ne interior desse elemento se
rd expresso em fun¢do dos potenciais em seus

vértices, através de uma interpolag@o linear
do tipo:
Plx,¥) = a (2.9)

1+a2x+33y
Onde os coeficlentes ao!s s8c obtidos em fun
g¢ao dos potencials nos trés vértices do tri&n
gulo, a partir da resolugdio do seguinte sis
tema de equacgdo:

”1 = ay + agx, + oagy. (2.10)
onde ¥, & o potencial do vértice i, cujas
ccordenadas s&o:

(x,o w3 1 =1,2, 3
Seguindo-se o mesmo procedimento utilizado

no caso tridimensional, resulta para o poten
clal no interior do elemento a expressdot

3

Px,y) = I N.B

com:
N, = —= [a, + b,x + eyl (2.11)
i 2A 1 i i *

Neste caso, também, a funcgdo N, acima indica
da & valida apenas para os ponitos pertencen
tes ao elemento, sendo nula para os pontes
externos. AS expressdes para ¢ cilculo de A
e dos a,, b1 e c, sdo dados ne Apéndice.

As tubulagdes metédlicas enterradas no seolo se
rdo representadas por elementos unidimensig
neis {segmentos de reta), onde o poctencial no
interior do referido elemento & expressc por
uma interpolagdo linear do tipo:
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P{x) = o, + a_x,

1 2 (2.12)

na hipbétese do elemento estar situado paralg
lamente aoc eixo x.

Seguindo procedimento id&ntico acs itens an
teriores, o potencial no interior desse elg
mento & expresso em fungdo dos potenciais em
seus extremos através da expressfo:

B(x) - £ N®

15, Nu %y (2.13)

onde

N =%(x —x);N2=%{—x + x) (2.14)

1 2 1

é o potencial do extremo i de abscissa

e @

xy fi =1, 2}).
Aqui também, N, sb6 & definida para ©s pontos
do elemento, sendo nula para os pontos exter

mos a0 mesmo.

2.4 — Método dos Residuos Pesados

Apb6s a discretizag@io do dominio {sub-divisdo
em elementos tetraédricos, triangulares e
unidimensionais) serid procurada uma scluglio
aproximada para os potenciais em todos os vér
tices de todos os elementos. A diferenga en
tre esta solugfio aproximada © a exata & cha
mada Residuo. E claro que a socluglo aproxima
da é tanto melher quante mencres forem os Re
siduos. Para minimizé-los, existem vAarios
critérios. O critério que serd aqui wutiliza
do é o Método dos Residucs Pesados [4], cuja
formulagd8io & feita como se segue. i

Seja ¥ a sclugdoc aproximada procurada, a sua
substituigfo em (2.2), (2.3) e (2.4) fornece
os seguintes Residuos de aproximagéo!

Ro = ¥.(ov@) em

R1 =9 - @ em S1
3P
Ry = 3n o0 35
No método dos Residuocs Pesados, impde-se a
condigfo, a ser satisfeita pela aproximagio

@, gque a soma das integrals em A, S e s
dos Residuos Pesados por 3M fungdes conve
nientemente escolhidas, seja nula, isto é:

3 r

r
Row’:m+ Ilef;d5+|n2wf;ds=o (2.15)
I ? J
s s, s,
m=1, 2, +.., M.

Com o processo de discretizacBo, a expressdo
anterior deve ser escrita como segue:

r r r
e]\g]‘. |Rgdgd‘“ I'Bel‘qu**lRa"f;dS -

s (-]
A bl s,

(2.16)



e =1, 2, ..., NE.

No Método dos Elementos Finitos, toma-se M
igual ao nimerc de nés {ou vértices) de to
doc o dominic, ou seja, M = NN, e também; exi
ge—-se gque a equagio dos Residuos Pesados
{2.15) seja satisfeita em cada elemente se

paradamente, de modo gque se pode escrever:
’ r
[Row’:du R W) as + \Raw‘; as=0
’Ae & ’Se

1 2

Impde-se ainda que a solu¢fio ¥ procurada sSg

ja exata sobre 5., de modo gue R, = 0O iden
ticamente, resul%ando: 1 -
f r
]v.(ava)vf; as + %Ew‘;ds=o {2.17)
i
2% S:
Considerando-se as identidades:
v.(ufg av@) = W V.(o%) + oW 98 (2.18)
r r .
v (W] a99) as-= vi;‘a—:ds (2.19)
s+
e escolhendo ailnda wh o= —oW" sobre s e W

- e o
tal que seja nula sogre Sl. resulta apenas:

r
cvW .¥¢ ds = O
o

1
e
A

{2.20)

A escolha das fungoes w" & efetuada agora,
seguindo o Metodo de Ga?erkin, no gual se
adota!l

(2.21)

onde N_ sac as fungées de forma expressa em
(2.8), (2.11) e {2.14), as quais satisfazem
a condilgao:

m

e
wo = O sobre S, {2.22)
Lembrando qQue:
k
¢ =3 N % (2.23)
onde:
4 para elementos tetraédricos
kK =

3 para elementos triangulares
2 para elementos unidimernsionais

substituinde (2.21) e (2,23) em (2.20) re

sulta:

¢idA=O m=1,2, ...,k (2.24)

Nota-gse gque a expressdo (2.24) constitui-se
num Sistema de Equagdes de ordem k, © gqual
deve ser montadco para cada elemento. Teremos
portanto NE sistemas de equagfes (2.24) para
todo o dominio.

2.5 - Formulag#io Metricial

A expressfo {2.24) representada matricialmen
te & escrita como segue:

K¢ .¢%=0; e=1,2, ..., NE (2.25)
or:de
i
e
(X )13=1a\mi.mjda 1,5j=1,2,...,k (2.26)
e
A
o gqual assume diferentes valores para cada

tipo de elemento. Note que a referida matriz
& simétrica, pois:

e €
(K5 g = Ky,

a.) Elementos Tridimensionais Tetraédricos

&) - [bib +c,c

1176V 4% j+d1dJ]; i,3=1,2,3,4

k.) Elementos Bidimengionals Triangulares

2 -2 _
(X )ij'u[bibj" cicj} i,j=1,2,3

Em casos praticos, a condutividade superfi
cial g pcde ser obtida pela expressio:

g = oh (8)

onde o & a condutividade da chapa condutora,
e h & a espessura dessa chapa.

¢.) Elementos Unidimensionais

(k%) (-t g 1,3=1.2

J

onde G & a ccndutfincia do elemento.

Em casos prétices, & ccndutfincia G do condy
tor de sec¢do reta S, cocmprimento L, e cujo
material tem ccndutividade o, é dado por

G = oS/L (8).

2.6 — Montagem dc Sistema Global de Equsgdes

As NE equagdes matriclals (2.25), de dimen
s#io k x k, s@o expandidas em NE equagdes ma
triciais de dimens@io NN X NN usando-se a ta
bela de correapondéncia entre a numeragio 1o
cal e a numeragdo global, ccmo segue:

Para os elementos,tridimensionais tetraédrl
cos (figura 4}, seus gquatro vértices s#Ho nu
merados de duas formas: na numerag@io local,
seus vértices s#o numerados de 1 a 4; na nu
meragdo global, devido & numeragéo sequer

JIEE, Vol. 8, 1987
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cial de todos os vértices do dominio de 1 a
RN, o= mesmos vértices terdc nimeros p, q,
r, 8, gerando, por exemplo, a seguinte tabe
la:

Numerag3ico Local 1 2 3l 4

Numeragdc global al|lp ris

Tab. 1 - Correspond@ncia entre a rumeragiio
local e global

Ow

P e (?) @m

L (:)(H

Fig. 4 - Numerag@o local e glokal no tetraédro

Dessa forma, a matriz Ke (4 x 4 para elemen
tos tetraédricos), para um e fixado, € ex
pendida numa matriz NN x NN, terd os seguin
tes elementos:

e e e e
K =K K =K K = K =K
PO 22 qq 11 T l%.':l ss &
e -3 e
= . =K = K =K =
Pq qp 12 qr rq 13 rs ST Kjﬁ
e e
=K =K K =K =K
pr rp 23 qs sq 14
e
K = - K

0s demais elementos s#o nulos.

Para os elementos bidimensionais e unidimen
sionais, procede-se de forma semelhante. Re
si:lta que nos casos de elementos bidimensio
nais e unidimensionais, as respectivas ma
trizes expandidas ter@oordem {3 x3)e (2 x2)
respectivamente, e terdic 9 e 4 elementos,
respectivamente.

De acordeo ccm (2.16), a Mztriz Global resul
tante K &€ obtida a pertir da somatéria em
relagio dc Indice e, das Matrizes dos ele
mentos expandidos K, resultando numa Gnica
equaglo mztricial, gque representa um siste
mz de equagles lineares NN x NN, comc segue:

K.¢ =0 (2.27)

Esse sistema é indeterminado (a matriz X
singular), mas & claro que ainda falta i
troduzir as condigdes de contorno, ¢ que 1
vantarad a indeterminagio.

&
n
=

De fato, nc sistema (2.27) algumas varié
veis 01 tem wvalor ccnhecido, e devem ser
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consideradas na solugdo. Tals variaveis s3c
05 potencilals dos vértices dos elementos so
bre a fronteira S, . Apds introduzida estacch
dig3o em (2.27), por manipulagBo algébrica,
resulta o sistema de equagSes de ordem NN:

K. = P

A solugdo de (2.28) fornece os pctenciais de
todecs oz outros vértices do dominio.

2.7 ~ Método de Sclugio d¢ Sistema de
sdes

Egua-

Por sua prdpria natureza, a matriz glcbal é
sempre carregada de elementos nulos. A enge
nharia tem se validc dessa caracteristica na
sclugdo numérica dos sistemas lineares de
equagdes dscorrentes ds aplicag3o dc¢ método
dos elementos finitos. Se o8 ndés dc dominio
forem adequadamente numerados resulta uma ma
triz de banda, resclvida per métodos cléssi
cos. Tradicionalmente essa numeragfo tem exi
gido certa dose de habilidade, psciéncia e,
n&oc raro, multo tempo das eguipes de téeni
¢cs: a banda deve ser a mals estreita pessi
vel.

Este trabalhc apresenta um ncveo enfoque: a
matriz global é armazenada e manuseada como
matriz esparsa ccocmpactada, precedimento fami
liar aos engenheiros de sistemas de pcté&ncia.
Fol utilizado o método de listas concatena
das: trés vetores de dimensfo igual ac nGme
ro de elementos nio nulos da matriz (mais o
nimero dos gue deixarem de ser nulos no de
correr do processo numerice) armazenam o va
lor de cada elemento da matriz global e cddi
gos gue pesasibilitam ldentificar seu posicio
namento. Mais tr&s vetores de dimensdo igual
ao nimero de nés pessibilitam o céalculo numé
rico, com a seguinte sequéncia de operagdes:;

1.) separag¢fio dos ndés envolvidos ccm as cen
di¢des de contorno;

2.) ordenag#do dos nds;

3.) triangularizagio da matriz;

4.) coerregdo dos termos ccnhecidos;

5.) substituigsic de tras para frente.

Com tal tratamentd, elimina-se o problema
prévio da numeragfio dos néds, pcis isso tor
na-se indiferente. HA grande economia de me:
méria, habilitando o uso de microcomputado
res. Uma aplicag8o em um dominiec dividido em
720 nés (720 equagdes a 720 incdgnitas) fol
realizada em microcomputador tipc PC com
64C KB de meméria a custo muito baixo, viabi
lizando © estudo de muitas alternativas,

3. INFORMAGOES OBTIDAS POS-PROCESSAMENTOS

3.1 - Tragado das Equipotenciais

Os potenciais de real interesse no estudo des
sistemas de aterramento sfio agueles des nés
situados na superficie do solo, a partir dos
quais é possivel extrair as linhas equipoten
ciais. O otjetivo final & avaliar os valores
dos potenciais de passo e de toque na lnstalagdio.
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Suponhamos que na figura 5 sdo representa
dos os vértices de um trifngulo na -=superfi
cie do seclo, onde sdc ccnhecideos os valores
dos poctenciais.

“Uow

woVv

Fig. 5 — Poterciais na superficie do solo

Casc se deseje obter um trecho da equipoten
cial de 200 V, ont&m-se 2 pontos nas arestas
dc referido trifingulo, pcr interpelagdo 11
near, que sdo unidos pcr um segmentc de re
ta. Procurando todos os pcntos de 200 V, se
guinde o procedimento citade, e ligando-os
pcr segmentos de reta, obtemos a eguipoten
cial de 200 V desejada.

deve-se
passo

Com o tragado das eguipotenciais,
avaliar os pctenciais de togue e de
nas regides onde ha uma maior concentrag8o
das referidas linhas, permitindo assim teo
mar decisdes locais para a solugido do pro
blema.

3.2 ~ Determinagdoc da Resist@ncia de Ater-
ramento

A Resisténcia de Aterramento da Instalagdo €
obtida a partir do cédlcule da poténecia dis
sipada por efeito Joule em csada elemento
constituinte da discretizacgio.

Nes elementos tridimensionsis e bidimensio
neis, calcula-se inicialmente, o campo elé
trico no interior do elemento através da ex
presséc:

-

E = -v@ (3.1)

-

Lembrando gque, nesses elementos, § € repre
zentado através das fungdes de aproximagdo:
= % 3.2

g - % N (3.2)

onde: k 4 pzra elementos tetraédricos
k = 3 para elementcs triangulares,

]

resulta pzra os elementos tetratédricos:

1 4
B = - 6v il 9%
1 4
Ey = - &v 1&1 S1%
{3.3)
1 4
E, = -8y ii1 a,8,
E* = E2 + E* + E?
x ¥ z

e para os elementos triangulares:

By =~ 2a 121 21%
1 3
Ey = = aa 121 %1% ot

E* = E® + E?
x ¥

A poté&ncia dissipada em elemento tridimensioc
nal de indice €, de volume V, é dado por:

e

P~ = o E* ¥V (W) {3.8)
A poténcia dissipada em elemento bidimensio
nal de indice e, de area A, & dado pcr:

e 2

P =g E° A (W) {3.6)
Para os elementos uridimensionais, tal poté&n
cia é calculada pela expressio:

P® - Glp, - @,)° (3.7

- 1 2 )

A scmatéria das pcectBEncias dissipadas em to

des os elementos fornece a potfncia total dig
sipada por efeito Joule no deminio em estu
do, a qual se relaciona com a Reslsténcia de

Aterramento Rat através dz expressdo:

R Sl

¢2
m
at T W e -8
e=1

onde Gm é o pctencial nc ponto de occorréncia
dc defeito,

4. EXEMPLO DE APLICAGAC - CONCLUSAO

Foi preparado um programa auxiliar ne estudo
de uma situagio especifica: calcule dcs po
tenciais de pesso € de togque em uma subesta
gdc industrial de 88 kV, e em suas vizinhan
gas, Perto da subestagdo ha uma caldeira elé
trica ligada a umes pcnte metélica {"pipe~
rack") que distribul vapor ac psarque indus
trial, © sclo scb as instalagdes & ccnstitul
do pcr trés estratos com condutlvidades dife
rentes, conforme ectd mestrado na filgura 6.

Fig, 6 - Estratificegéc dc sclo

Foi selecionado um dominio de 300 x 20C m,
com profundidade de 25 m, com a marcagic de
720 nds, discretizado em 2310 elementos te
traddricos e 25 elementos ' untdimensiocnais.
0s elementos uridimensionais representaram
o "pipe-rack" e as hestes da malhz, scmando,
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no total, cerca de 14000 dados de entradsa, Pa
re auxilliar o trakelho fol desenveolvida uma
rotina alternativa que prepara automaticameg
te a maloria des dadoe (gerzgfio parcial auto
matica de elementos). O problema recaiunare
sclug@o de um sistema linear de 720 equagdes
a8 720C incégnitas. Os cuitdados ccm a compacta
¢8o da matriz e manutencgdo de sua esparsida
de permitiram o processamento em microcompu
tador tipo IBM-~-PC com 64C KB de meméria, a
custo muito baixo, viabllizando o estudeo de
varias alternativas.

A figura 7 apresenta as equipotenciais scbre
a superficie dc sclo, obtidas pela aplicagéo
do procedimento agqui exposto. A partir das
equipotenclals foil possivel estimar-se os pC
tencials de pesso e de tcque em toda a area
considerada. Tals pot&ncias determinam a se

guranga das pessoas gue caminhsam na regidio e
que tocam em partes metélicas.

100V
SO0V _ Malha de Terra
500V
700V ﬂ
So0V / I
— ‘
PIPE ~ RACK
!

Figura 7 - Mapa das equipotenciais ra
superficie dc solo

5. APENDICE

5.1 - Coeficientes ds Expressian (2. R)
; *1 Yy %
6V = det | X2 Y2 23
L X3 ¥3 %3
s Y4 %4
x5 y2 Z, 1 ¥y 2y
a1 = det x3 ya 23 a2 = —det |1 y3 23
X4 ¥4 2, 1y, 2,
1 x, 2 1 x ¥
2 72 11
ag = det |1 xy 24 By = ~det (1 X5 y2|
1 Ky Zy 1 Xy ¥y
X, ¥, 2 1y
11 71 1"
bl =-gdet Xy ¥q Zg b2 = det |1 Yy 24
*a Y %4 Y4 24
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5.2

6,

[t]

[2]

(2]

[a]

=]

(6]

1 z, i x1 ¥
ba = —det i x5 24 b4 = det i L
X,y 2, X4 Yaq
X ¥V, x 1y, 2
171 ™ 17
c1 = det X5 ¥y Z, e,y = —det i ¥y 25
¥4 Y4 Zq 4 %4
1 x =z 1 x, ¥
1 ™ 171
Gy = det i o 25 T, = —det 1 X, ¥5
X4 %4 g Ya
x ¥y, Z 1y, =z
17171 1 ™M
d1 = —~det :2 y2 zz d2 = det ; yz 22
3 Y3 %3 Y3 23
1 x, = 1 x ¥
171 1 71
d3 = —det i Xy 2y d4 = det i x2 ¥a
*3 23 *3 ¥3

- Coeficientes da Expressao {(2.11)

= Yp T ¥3

7S

o]
[A )
I

]

|

by = Xgyy - %¥5 by
G = ¥g¥p = X¥y Cp =¥y — ¥,

T¥s TN
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