LAS ESTRELLAS ENANAS BLANCAS

RESUMEN

Se realiza un estudio mec&nico - estadistico
de la estabilidad de los sistemas estelares
y se aplica el modelo del gas de Fermi dege
nerado, extendiéndolo al caso particular de
las estrellas denominadas enanas blancas.

1.- INTRODUCCION.

La densidad de gas de Fermi degenerado es
proporcional a la presién. La ecuacién de
estado nos dice que la presifn es proporcio
nal a la energfia interna por volumen. Por
lo tanto, una densidad alta implica una e-
nergfa interna alta (gue para un gas ideal
es energfia cinética).

Si la densidad del sistema en consideracién
es muy alta, entonces la energia cinética de
las particulas es muy alta y puede ser com
parable o mayor qgue la energia de reposo de
las particulas. En ese caso necesitamos u
sar la din&mica relativista y la conexidn en
tre energia (energia total) y momentum estd
dada por

E? = ¢?p® + m’c* (1)

Veremos que es suficiente tratar el caso de

degeneracién completa. E1l nfmero de elec-
trones por volumen V estd& dado por
Pp
N=2" gy Fap == L pg’ (2)
h’ 3 hnt
o
Introducimos la variable
p Pp
X = — 3 = —-—
mc Xp mc
y obtenemos
N _ 8n me V' 3
V=3 (-h—} Xe 3
[}
1/
h 3N 3
=— — (4)
Xp me (BTTV)

para la energia cinética debemos calcular

Ep

Ecin = (e -mc?) ple) de =
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P
=87y Vot + mic® - me?} p? 5
== p m?c* - mc?} p* dp (5)
h o]
o en términos de la variable X
Xp
Ecin :8_:mc2 )’ S{fﬁ_x'z—l}xzdx (6)

v h
(o}

después de la integracién parcial

i 2 2 4
M:sism“cs{xF(/1+xF—1)—f X ax }
e}

v 3h VI4K2

(7)
introduciendo X = senh#6 ;
V1+X2 = cosh @ (8)

obtenemos después de dos integraciones par
ciales

6 (XrF)
3
j senh* 0 a0 = [senhicoshe
© - 8 (XF)
—ésenhe cosh8+28
8 8
[o]
(9)
Ahora podemos escribir
Eeln _ T et [8 Xp (V1+%p-1) -
v 3h®
-
- Xp (2% -3) Y1+X, -3arcsenhX,  (10)
lo cual escribimos
Ecin _ T 4.5 g (Xp) (11)
v 3h®

la funcién g(x) tiene las siguientes formas
asintdticas:
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(a) Limite no relativista Xp << 1: Hacemos
una expansibén en términos de Xp y obte
nemos:

I > 0) =8 1+ 1x-1y-

3 2 1 4
- @ XF_3XF)(1+%XF_§XF)

1 3 3 5
- 3(XF-ﬁXF+—————-2.4'5 XF)

= Xp (12)

(b) Limite relativista extremo Xp >>1: Aqui
notemos que para Xy grande arc senh Xg*®
Log (2 Xg) el cual se puede despreciar
comparédndolo con Xp*

g (Xp > ) =8 X" -8 Xp® -2 Xp"* +3 X2

14

6 X' -8 Xp® (13)

Hablemos ahora de la teoria de la estructu
ra estelar. Una estrella es un gran s1ste
ma en equilibrio. Para s1mp11f1car supon—
dremos gue la estrella no gira y que el sis
tema es esféricamente simétrico.

Entonces calculamos la masa de la esfera de
radio r

r

m(r) =f 4r o y'? ar' (14)
o
P(r) es la densidad de materia estelar. La

energia total de tal sistema puede ser glo
balmente escrito como

M M
E?Jetemdm—cj &3—@ (15)
o o

"

masa total de la estrella
rm = energfia térmica por unidad de masa
constante gravitacional

D\

]

M
€t
G

Dado que m es funcién de r, podemos también
tomar a r como funcién de m.

Para un sistema ligado (que mantiene su vo
lumen finito sin paredes), debemos tener
E < 0, y para un estado de equilibrio la e
nergia debe tomar un valor minimo.

Buscamos "la condicién de minimo" por una
variacién de E. Si ahora
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introducimos el "volumen especffico"
av _ , dr
V=g = L ™ (17)

y escribimos para la variacién de la ener-
gia termodindmica

N AS _ ae) a sv
“term-(a*v)s‘s‘"(w s Tam (18

Suponemos aqui cambios adiab&ticos y mante-
nemos la masa constante (lo que significa
l6gicamente que la densidad P cambia).

De la termodindmica pdv + de = Tds (19)

donde todo es por unidad de masa, de aqui
que

(3_€)S=_p (20)

v

y podemos escribir

M M
‘5jitemdm:j $ €rerm dm =
[e] [o]
M
-f p%(4ﬂr2 6r) dm (21)
o

gue nos da después de una integracién par-
cial

M M
55 ctermdm = j P 47 5r) dn (22)
o o

%

Donde hemos usado el hecho de que en el cen
tro de la estrellar =0 (m = 0) v en 1la
superficie p = 0 (m = M)

Asi obtenemos para la variacién de la ener
gia total

M
oE = (arr2 B+ M) sram (23)
dm r?
o

O para una variacién arbitraria $r

Gm
4mr*

glg

(24)
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si usamos ahora (14);
dm = 4mp r?dr (25

obtenemos la condicifn de equilibrio

%E“;—.:p (26)

El gradiente de presifn (la fuerza que tien
de a difundir el sistema), tiene gue ser
balanceado por una atraccién gravitacional
de la misma magnitud.

Procedamos a derivar un teorema del virial.
Multipliquemos (26) por el volumen

G ,
vdp = - —% p V dr {27)
r
e integramos sobre la estrella

jp%? dm (28)

una integracién parcial al té&rmino de 1la
izquierda da

3dep=- == 4npr’dr-=-

{vap =- [pav (29)

puesto que V = 0 al centro y p = 0 en la
superficie de la estrella. De este modo
tenemos el teorema del virial

-3dev=-fG‘;‘dm =EG (30)

donde EG es la energia gravitacional.

Para un gas cl&sico perfecto (no relativis
ta) tenemos

P €term (31)

e}

]
wln
<la

[}
wl N

y el teorema del virial tiene la forma u-
sual

2 Etérmica = - EG (32)
Para un gas relativista se encuentra
E térmica = - Eg (33)

puesto que aqui la presién estd dada por

1
P=?p€térm (34)

72 -

Asi E total para (32) es % EG, pero para el
caso ultrarelativista Etotal = 0, y por lo
tanto el sistema no es estable. En reali
dad se encuentra un valor .intermedio entre
estas dos situaciones limites.

Probaremos (34) para el limite relativista
extremo de nuestro gas de Fermi totalmente
degenerado. Aqui la energia cinética es ca
si la energia total (XF >>1 6 PF > mc) vy
escribimos combinando (11) y (13)

Etérmica = i—g m* ¢S XF Vv (35)

Asi la presién va a estar dada por

o

P=m?f Log Z{c) P(e) de =
0
w p+mc?- €
=/Log(1+e e e (36)

donde € se relaciona con p a través de (1).
Introducimos nuevamente la variable 6

9=arcsenh(—p— = cosh®
mc

) €
! mc?
y escribimos

mc 3
—_— = —_— x
KT ( )

p+me? u+mc” (1-cosh )

flog (1+e . KT

agqui integramos por partes y obtenemos

“)senh?8 d(senh 6)

(37)

8T  mec 3

=5 () mc? x
[+
senh’ o de (38)
.e—(u+mc2 (l1-cos h 6)) /KT 1

[¢]

y aqui pasamos al limite totalmente degene-
rado poniendo T=0. En ese caso

8 me ?
P == (——) mc?

3 J senh" 6 do (39)
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Esta integral va ha sido calculada y nos da
en el limite Xr >> 1 y después de comparar
la con (34)

1 E térmica
Xp = — ——— 40)
P 3 v (

de ese modo se comprueba (34).

2.- ENANAS BLANCAS.

Los astrénomos clasifican las estrellas de
acuerdo a su lugar en el diagrama de Hertz
prung - Russell donde la luminosidad (el es
plandor como se le parece a un observador
en la tierra), es dibujado contra el color
predominante (frecuencia de radiacién) de
la estrella. Es una regla empirica que pa
ra la mayoria de estas estrellas estas can
tidades son proporcionales (se dice que 1la
estrella es de secuencia principal)

Luminosipan

{ GGANTES
ROTAS

ENANAS
8LAncas )/

Fig. 1.- Diagrama de Hertzprung - Russell.

» COLOR

Pero hay excepciones a la regla. Se encuen
tran estrellas muy brillantes pero gue emi
ten frecuencias relativamente bajas. Se
ha concluido que la brillantez debe prove
nir de un tamafio excepcionalmente grande
(de aqui el nombre de gigantes rojos). Por
otro lado se encuentran estrellas muy te-
nues que emiten luz de alta frecuencia v
gue se les da el nombre de enanas blancas.

La evolucidén de una estrella se da crudamen
te en cuatro etapas:

1) La contraccién gravitacional de masas
de gas eleva la temperatura, se estable
cen reacciones nucleares (esta etapa du
ra de 10" a 10° afios de acuerdo a la ma
sa) .

2) Etapa de quemado de hidrégeno: el hidré
geno se convierte en helio (el sol se
encuentra en esa etapa). Duracién 107
a 10'? afios de acuerco a la masa.

Ahora bien, las estrellas menos masivas
viven més, puesto que debido a la baja
energia gravitacional, ellas no se con
traen tan répidamente, de agui que la
temperatura se eleva mis lentamente v
las reacciones nucleares no se estable-
cen tan fuertemente.
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3) El1 hidrbgeno se comienza a agotar. El
Helio se acumula (debido a su peso) en el
centro y se contrae calentando de este
modo la parte interior. La temperatura
del interior aumenta, las masas de los
gases circundantes se expanden y de ese
modo se enfrian. La estrella se convier
te en una gigante roja.

4) Cuando casi todo el combustible se ha
consumido la estrella se contrae nueva-
mente creando enormes temperaturas y
densidades hasta que eventualmente al-
canza un nuevo equilibrio. Esta es la
etapa de la enana blanca.

Lomimosiomp

CooR

Fig. 2.~ Ciclo de vida de una estrella en
el diagrama H - R.

Como dato tipico tomemos la densidad de u-
na enana blanca como 107 gr/cm3 y su tempe
ratura en el centro de 10’ ° K, temperatura
de superficie de 10"°K; la temperatura en
el centro corresponde a una energia térmi
ca de KT x 1000 eV, lo cual significa gque
los &tomos estin completamente ionizados.
En lo cue sigue consideraremos un gas de e
lectrones. De la densidad anterior encon
tramos (con una masa nuclebnica igual 1,7
x 107%%gr. y la superposicién de un elec
trén por dos nucleones, lo cual es cierto
para el helio) una densidad electrénica

N , ar 1 nucledn

=107 2= ~ .

v crm® 1.7x107%% gramo
1electrbn . 3 x 10%° elecgrén
2 nucleén cm

Esta densidad corresponde al momento de Fer-

3 N .
- 5) LS (41)

de aoui vemos gue a esta densidad los efec
tos relativistas comienzan a hacerse impor
tantes. Puesto gue el nfmero anterior es
una densidad promedio, es claro que en el
interior de la estrella, donde la densidad
es mavor, los electrones deben ser tratados
como un gas de Fermi altamente relativista.

La energia del sistema (correspondiente al
caso no relativista) estd dado por



EF = ('/1+XF2—1) mc? = 0,8mc?=0.4 MeV (42)

y la correspondiente temperatura de Fermi
= 4x10% °K (43)

De este modo la temperatura actual del gas
es mucho mis baja gue la de Fermi y podemos
tomar el gas del electrdn de una enana blan
ca como un gas de Fermi totalmente degene-
rado.

Si escribimos el teorema de virial para el
caso relativista

EG = - E térmica {44)

o usando (11) y (13) para la energia té&rmi
ca

N

-GRL=3—;‘Fm“c5(s Xr' - 8 X¢®) . V (45)

donde M y R son masa y radio de la estrella.

En la ecuacién (41) tenemos Xy expresado
en términos de la densidad del ntmero de
particulas {electrones) N/V. Puesto que ya
hemos supuesto un electrdn por dos nucleo~
nes, podemos expresar Xr en términos de M
vy R.

M= (m+ 2mp)N = 2 mpN

donde m es la masa del electrdn y mp la ma
sa del nuclebn o protén. Por lo tanto

M 1
N_ 7 (46)
v 2mp 47 p3
3
Yy
2 4 1
/s / /.
h 3 M %1 am”’?
Xp = — (= —_— — =9 __
F mc(8n) (mp) R ® (47)
de ese modo (45) se convierte en
2 Y,
el JaM® amMm 3
= =2 —_— - "= )R 48
R ( R R3) (48)
donde
2r  m'c®, 4mr _, 1 m 2
A= ( —) — == =
3 () 7 g pc (49)

luego de resolver (48) para R obtenemos

1/3 _

4AR = 3aA M GM (50)
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gue nos da R en funcién de M (A es una cons
tante positiva) y de la diferencia vemos
que hay un limite superior de M (el radio
no puede ser negativo)

% _3ah

G (51)

M

debe ser vdlida para que el radio estelar
sea una cantidad positiva.

La base de nuestras consideraciones fue el
teorema del Vvirial el cual es vdlido para
sistemas en equilibrio. De este modo (51)
es otra condicién de equilibrio posible
(en la etapa 4) debido al gas de Fermi de
electrones, pero solamente si la masa total
de la estrella es m&s pequefa que M.

3aA ;&

(—— =

G

]

A Y

3 1 30
(gr) () 1 =1,18x10Kg

Al

=
= [8

E
Q=

M 1.2 masas solares.

Un andlisis mds detallado de Chandrasekhar,
basado en equilibrio hidrodin&mico, da 1.4
masas solares.

Para una masa mds grande la presidn del pun
to cero del gas de electrones degenerado
no puede balancear la interaccién gravita
cional, por lo gue en es0s casos la contrac
cibn no puede ser detenida y termina en un
desastre.

NOTA: Este andlisis no ha tomado en cuenta la teo~
ria de la relatividad general. La relativi-
dad especial da (34). De modo que desde un
punto de vista de la relatividad especial se
plede deducir una condicibn de condensacién
infinita en la muerte de una estrella. (Hue
COSs negros) . -
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