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Resumen

En el presente trabajo se analizan distintos aspectos del
control de sistemas de estructura variable (VSS) con
accion integral. La técnica de asignacién de polos en
modo deslizamiento (SM) es estudiada en vista a evitar
un comportamiento de no minima fase en la accién
integral, ¢l cual da origen a sobrepasos no descados en
las variables controladas. Los grados de libertad,
generados con la reduccion del orden del sistema cn
SM, son empleados a los efectos de evitar dicho
comportamiento. Se estabiecen cotas para el calculo del
vector de rcalimentacién, y se estudia <u influencia
sobre ¢l rango de operacién en modo deslizamiento. El
trabajo se orienta al control de servosistcmas.

Abstract

In this paper a variable structure control system with
integral action is analyzed. Pole assignment in sliding
mode (SM) is studied in order to avoid non minimum
phase behavior of the integrator, which is responsible of
output overshoots. The proposed tuning technique uses
the degrees of frcedom rendered by the reduction of
order of the system in SM. Besides, bounds for the
computation of the state feedback vector are provided.
while their influence over the operational range is
studied. The paper is oriented to servo-system control.

1. Introduccifn

Las estratcgias de control de estructura variable por
modo deslizamiento tienen como propiedades més
atiactivas la rcduccién del orden del sistema y la
robustez antc perturbaciones y cambios dc pardmetros.
Si bien desde el punto dc vista teérico se realizan
suposiciones duras (p.e. frecuencia de conmutacion
infinita para el actuador), las estrategias por modo
deslizante son una poderosa herramienta para el anilisis
y disefio de sistemas de control que emplean actuadores
operando como laves [1][2]. Numecrosos trabajos
empleando estrategias por modo deslizamiento se han
reportado en temas como robdtica, control de motores,
control de conversores de potencia, control de procesos,

servomecanismos, etc [3](4]

Una de las técnicas convencionales para el control de
sistemas por modo deslizamiento es la de asignacién de
polos. La misma es similar a la empleada en Ia
asignacién de polos en sistemas por realimentacién de
estado convencional (SREC). Sin embargo, en ¢l caso de
control por modo deslizamicnto surgen tantos grados dc
libertad, en la seleccién de las ganancias dc
realimentaci6n, como acciones de control y superficics
existan. Esta diferencia es debida a la reduccién dcl
orden del sistema introducida por dicho modo de
funcionamiento(2].

En SM, a! igual que en los SREC, la accion conjunta de
los estados integrales y la realimentacion de estados
puede dar origen a sobrepasos no deseados. Para SREC
han sido propuestas “estructuras modificadas™ [5][6] a
los efectos de evitar estos sobrepasos. En el presente
trabajo se demuestra que para sistemas trabajando cn
SM dicho inconvenicnte puede ser climinado empleando

‘los grados de libertad que surgen de la reduccion del

orden, obteniéndosc de esta forma condiciones
adicionales para la seleccién de las ganancias en la
asignacién de los polos de lazo cerrado. En la seccién §
se analiza c6mo las ganancias de realimentacién que
resultan del método propuesto influyen sobre ¢l rango de
operacion en SM, verificdndose una mejora cn la
robustez del sistema al requerir una accion de control
equivalente inferior. En la seccién 6, se encueniran
restricciones  adicionales para ¢l vector dc
rcalimentacién en base a consideraciones de rango de
operacién limitado para el amplificador del estado
integral. Si bien las ideas dcl presente trabajo pucden
considerarse generales, el mismo sc ha desarrollado en
tomo al control de servosistemas.

2. SM en sistemas lineales. Generalidades.

Los sistemas de estructura variable consisten en un
grupo de subsistemas continuos y en una légica propia
de conmutacién, lo cual se traduce en una accién de
control discontinua funcién de los estados, sefiales dc
referencia y perturbaciones, si éstas son medibles.
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La idea bésica de las estratcgias de control por modo
deslizamiento es forzar a las variables de estado a
alcanzar una superficie s=0 definida en cl espacio de
estados, conocida como superficie de deslizamicnto.
Una vez alcanzada la superficie, la estrategia de control
obliga a los estados a evolucionar sobre ella sin
abandonarla, mediante una adecuada conmutacién de la
sefial u. Una vez establecido este modo dc
funcionamicnto la superficie de deslizamiento impone la
nueva dindmica del sistema.

Considérese el sistema lineal

x=Ax+Bu
y=Cx

(8))

dond= los vectores de estadlo x(f), de control u(t), de
variables controladas y(t) y las matrices A, B, y C tienen
dimensiones consistenles.

El disefio de una estrategia de control por modo
deslizamiento abarca dos etapas fundamentales:

(1) Asegurar que la trayectoria dc los estados alcance la
superficie de conmutacién s=0. Esto es garantizado si se
verifican las condiciones (2) y (3).

ds .

—<0 si s>0 )
dt

ds .

—>0 si §<0 3)
dt

Si s=0 es de la forma:

s=r—kTx=0 @

donde k es el vector de ganancias dc realimentacién de
los estados, resulta:

ds_s' i+§—is—T—Ax+£Bu+i- 5
- x ot ox Jx ©)

La expresion (9s"/9x).v, donde v coincide con Ax o Bu,
es por definicién la derivada de Lie (L.s) y rcpresenta la
derivada de una funcién s en la direccion del campo
vectorial v.

Geométricamente las ecuaciones (2) y (3) establecen que
el vector de campo (ds'/9x).Bu controlado por u debe
apuntar hacia Ia superficie en cada uno de sus lados [8].
Ambas expresiones pucden ser resumidas en una:

s.s<0 (6)

A partir de ésta y suponiendo que la accién de control

puede tomar dos valores (Unin Y Umax) Surge como posible
ley de control:
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e Winin s.signo[kTB]>0 &
Yyriax s.signo[kTB] <0

(2) Una vez alcanzada la superficie, la accién de control
discontinua u debe forzar a los estados a deslizarse sobre
la misma. El término deslizar es empleado en el sentido
que los estados evolucionan confinados en la superficie.

Una técnica para  determinar  condiciones de
funcionamiento en modo deslizante, como asf también
para determinar la dindmica del sistema bajo este modo
de operaci6n es €l método del control equivalente [9].

Alcanzada la superficie, el establecimiento del modo dc

deslizamiento implica que se satisfacen
simultdneamente las condiciones:

s=0 ®
s=0 )
ambas igualdades constituyen la condicién de
invariancia.

La condicién de invariancia expresa el hecho que,
idcalmente, la trayectoria evoluciona sobre la superficic
de deslizamiento con derivada nula respecto de la
direccién definida por el vector de campo controlado por
la conmutacién de la sefial u.

La técnica de la accién de control cquivalente consiste
cn swponer que el deslizamiento sobre la superficie $s=0
es debido a una scfial continua ficticia u.q, cuyo efecto
sobre los estados dcl sistema es el mismo que el de la
sefial discontinua de control u. Es decir que u., verifica:

ds_os' A +aST Bu+i=0 (10
—=——Ax+—Bu+i=
dt  ox ox s

Para que el modo de deslizamiento exista, localmente,
sobre s(x)=0 es necesario y suficientc que el
correspondiente control equivalente verifique:

Umin<Ueq<Umax (11
con

as’ _[os”
Ueq =(—-¥B) ! ?AX-H- (12)

Obviamente una condicién necesaria para que el modo
deslizamiento exista es:

B ™
*S;—B;t() (13)
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conocida con el nombre de condicién de transversalidad.

3. SM en sistemas con accion integral

Si se contempla que el sistema (1) estd sometido a
perturbaciones p en los estados, el nuevo modelo resulta:

x=Ax+Bu+Pp a4
y=Cx

con x, u, p e y de dimensiones (nx1), (mx1), (jx1) y
(mx1) respectivamente; y A, B, C y P con dimensiones
consistentes.

Se supone también que a los efectos de evitar errores de
cstado estacionario debidos a perturbaciones y cambios
de referencia constantes es necesario expandir el sistema
con m estados integrales q:

q=j(;(y— r) dt (15)
luego,
M
y=Cx

Eligicndo como superficic de deslizamicnto

s:r—[kg k:]xezo 7

siendo fos n elementos de k;, y los m elementos de k, las
ganancias de realimentacién de los estados x y g

respectivamente; y Xe =[xT qT] los estados del sistema
expandido.

Dado que en SM sc verifica:

s=0 (18)

luego,

-1 A .
u°q=[k;B] [—kT[C]x+kIf+r—kgPp} (19)

expresion que reemplazada en 1a ecuacién (16) permite
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calcular la dindmica equivalente del sistema:

x(s) = [s1-11)~! {B[kgB]_l [(k: +sl)r(s)

(20)
kT Pp(s)] + Pp(s)}
q(s) =s"'[Cx(s) - r(s)] @n
siendo los autovalores de la matriz
-1
T T T
H=A—B[kpB] [kpA+kqC] 22)

los responsables de la dinfmica de lazo cerrado del
sistema en SM.

Cabe acotar que la dinimica cquivalente del sistema
funcionando en SM corresponde a un sistema de orden
n, mientras que el del sistema expandido dc lazo abicrto
es n+m, esto implica m grados de libertad en la
determinacion de las ganancias de realimentacién para
la asignacion de los polos de lazo cerrado [2].

4. Conirol de posicion (Motor DC)

Las ecuaciones

|l [-r, /L —k/L ofig ] [/L] o
o=l k13 —bs1 oo [Ho i
' 0 1 ofe | lo 0

0 |

y=[0 0 l]x (23)

responden al modelo clésico de un servocontrol de
posicién con motor de DC, siendo: i, la corriente de
armadura, o la velocidad angular, 8 la posicién angular,
J el momento de inercia, k la constantc de cupla
coincidente con la constante de velocidad, R, y L la
reststencia e inductancia de armadura.

A los cfectos de asegurar error de estado estacionario
nulo ante perturbaciones de cupla constantes resulta
necesario la expansién del sistema con un estado
integral q.

Elegida una superficie de conmutacién de acuerdo a la

expresién (17) y rcemplazando (23) en (20) y (21)
resulta:
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[s(mnxms/k,,,)
s(B+s/kpp)k /)
(B+s/k )k /I
x(s) = A r(s)+
(24)
~(s20L, + 5003 +P) /)
52/1
s/J
o A p(s)
ko, +b o3—-1/kp
s 4 s(—E—)+k ; )
q(S) == A f(s) +(25)
]
F——p(s)
k+b k k
A=s? ¢ 2T b oy —+ P (26)
J B |
pl
azz——— (27)
Kpi
k
2 (28)
pl
k
p=—1 (29)
pl

El determinantc A de orden tres pone en evidencia la
reduccién del orden del sistema cuando éste opera en
modo deslizamiento. Los ires auiovalvies pucdcn SOF
asignados con los cocficientes o, o, y fi. es decir existe
un grado de tibertad en la eleccién de las ganancias de
realimentacion.

Se consideran los siguientes pardmetros para ¢l motor
DC: L=001Hy; J=068Kgm’ k=1.69; R.=1.43Q;
b=.006Nms, y una asignacién dc dos polos dominanics
en:

s12=-104§10 3
$;=-100 (

Debido al grado de libertad, 1a misma asignacitn pucde
conseguirse para distintos vectores de realimentacién, A
continuaci6n se analizan tres casos, dependientes de la
ganancia de realimentacién kg, del estado x,=6.

A los efectos de realizar un estudio comparativo del
sistema en SM, y sin pérdida de generalidad, para el
andlisis se ha supuesto:

-la sefial de referencia cambia entre valores constantes
con una pendicnie de variacién finita. Esta suposicién
permite que ¢! sistema pueda verificar, para accién de
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control Lo, 1a ecuacién (10), es decir que ¢l sistema
no salga de SM. Sin embargo, la pendiente de cambio
ha sido clegida para que, teniendo presente la dinfmica
asignada, la cxcitacién propucsta pueda considerarse
como un cscalén.

-s¢ dispone de una accién de control (Ui, Umex) Para
ascgurar ¢ modo deslizamicnto durante todo el
transitorio

0)) kp3<‘

La figura la mucstra la respuesta 6(t) del sistema en
funcionamiento en modo deslizante. Se obscrva que a
pesar de la asignaci6n de los polos dominantes L=.707).
1a variable controlada presenta un sobrepaso importante.
Este fenémeno puede ser ficilmente comprendido a
padir del an4lisis de la evolucién del estado integral
(figura Ic), en la cual se ponc de manifiesto un
comportamicnto de no mfnima fasc. Efectivamente, ante
el cambio de la sefial de referencia, el estado integral
cevoluciona con polaridad contraria a la que corresponde
a su cstado estacionario. Lucgo, una disminucién del
|q(t)| y posteriormente un cambio de su polaridad solo
es posible si existe un cambio en el signo del error
(figura 1b), y por consiguiente un sobrepaso en la

w
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Figura 1.

Respucsta en SM con polos dominantes en -104§10. Cero
de q(s)/r(s) en el semiplano derecho (kp=0.7).
(a) Posicion v(N=6(t). (b) Error: y(t)-r(t). (c) Estado integral.
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Respuesta en SM con polos dominantes en -101j10. Cero de
q(s)/r(s) en el semiplano izquicrdo cerca del origen
v .—1985)

ARpIT e

(a) Posicion y(1)=6(t). (b) Error: y(t)-r(t). (c) Estado integral.

variable controlada. Este sobrepaso serd de mayor
magnitad cuanto més importante sea el comportamiento
de no minima fase.

El cero responsable de este comportamicnto queda
claramenic de manifiesto en la ecuacién (25), donde
puede observarse gue es necesario que 0> Ik, ed.
ke3> 1 para que no exista un cero de no minima fasc.

Como la condicién de no minima fase depende sdlo de
la ganancia k., pucde seleccionarse esta ganancia,
empleando ¢l grado de libertad, para evilar que exista
un cero en ¢l semiplano derecho.

(2) Del andlisis previo suge eédmo se puede clegir kpy
para evitar ¢l comportamicnto de no mfpima fase. Sin
embargo restriccioncs mas facrtes son neeesarias sobre
kpy para evitar que otro fcnémeno de distinta naturaleza
pucda dar un efecto similar sobre 1a variable controlada.
Efectivamente, es conocido el hecho que la componente
derivativa dc un cero localizado en la region de
dominancia de los polos da lugar a sobrepasos [10][11].
Si ky3 es clegido de forma tal que esta condicién sc
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Figura 3.
Respuesta en SM con polos dominantes en -101j10. Cero
de q(s)/r(s) en el scmiplano izquierdo lejos del origen
(kp=10).
(a) Posicion y(t)=6(t). (b) Error: y(1)-(t). (c) Estado integral.

verifica en la transferencia entre ¢l estado integral y la
referencia, se manifestard un sobrepaso importante en la
variable ¢(t). Esto implica una sobreintegracién del
error con respecto a su valor de cestado estacionario.
Luego, para que el estado integral disminuya en médulo
es necesario un cambio de signo cn el crror, lo cual
implica un sobrepaso e¢n la variable controlada. Esta
situacién puede observarse en la figuras 2a, 2b y 2c,
ellas corresponden a 1a misma asignacién de polos que
en ¢l caso anterior, pero ta ganancia kp3 es ahora igual a
1,25, resultando el cero en -0,15.

(3) kp>>1. Las figuras 3a, 3b y 3c muestran ahora la
respucsta de la variable controlada, del error y su
integral para cl caso e que la misma asignacién de los
polos es realizada cont ysa ganancia kgy que ascgura que
el cero de transferencia qfs)/r(s) se encuentre cn el
semiplano izquierdo y alejado de la zona que
corresponde a los polos dominantes. En 1a respuesta de
q(t) no se observa ni comportamicnto dec no minima
fase. ni sobrecarga excesiva, lo cual s¢ naduce cn una
respucsta sin sobrepaso apreciable.
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Figura 4.
Polos dominantes en -104j10. Cero en el SPI Iejos del origen
(k=10). Curva A sin saturacién en el amplificador del
integrador. Curva B el amplificador satura en £15V.
(8) Posicién: y(t)=6(t). (b) Salida del amplificador: kq.q(1).

5. Relacién entre k,, y el rango de operacién en SM

El funcionamiento en SM queda asegurado si:

1 A .
um,,,<[kIB] [—k‘{c}nk:r“-kgpp]«.m (32

Para un scrvocontrol de posicién lkTB]"=L/k,,|. luego
dche verificarse:

A r
Upnin < L K Cx+\‘cqr+k

—x:Pp Clpax B3

! ]
donde
K" =k K=l a2 o3 B (34)

Para una dada asignacién de polos, 0. a3 y B son
constantes, y por consiguiente si se varfa kps
manteniendo dichas relaciones, el tinico termino de la
ecuacién (33) que varfa es:

(35)
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Por consiguiente, en la medida que aumenta kg;, sc
reduce la accién de control equivalente necesaria para
mantener el sistema en SM. En otras palabras, para un
mMiSMO Par {Umu.Umne]). Si S8 aumenta koy. también se
aumenta la capacidad para rechazar perturbaciones y
para seguir referencias m4s exigentes sin salir del modo
de operacién SM.

6. Cota superior para la eleccién de las ganancias.

Del andlisis previo surge 1a necesidad de clegir k.,
grande a los cfectos de evitar sobrepasos en la variable
controtada. Una cota supcrior en la eleccién de ke
pucde ser hallada a partir de un anilisis de estado
eslacionario. Con esta finalidad pucde calcularse Ia
salida del amplificador de realimentacién del estado
integral, evaluando (17) en estado estacionario:

qus,=(l—kp3)r (36)
que supuesta la condici6n ky3>>1 se reduce a:
quss =—kp3f an

Luego. elegir k,; excesivamente grande puede llevar a Ia
saturacién a dicho amplificador.

En la figura 4 pucde verse el cfecto de Ia saturacién de
dicho amplificador kg sobre la respuesta temporal de 1a
vasiable controlada. La curva A corresponde al caso
analizado en la figura 3 en la cual se considera que el
amplificador k, no ticne saturacién, mientras que la
curva B corresponde al mismo sistema donde ahora sc
considcra que el amplificador Y, satura en *15v. Es
importante recalcar que en ambas curvas sc han
cmpleado los mismos valores u,,, Y U, para el actuador
de polencia, razén por la cual el error de estado
cstacionario no es debido a falta de accién de control,
sino a que la superficic de deslizamiento  est4
imponiendo la condici6n:

sal(qu)—r

(38)

ss
—kp3

donde, teniendo en cuenta la relacién de polaridad en
eslado estacionario entre las variables 0 Y q. sat(k,q)
debe considerarse negativo si r s positivo.

Del anflisis previo, Surge como cota supcrior en Ia
eleccién de la ganancia k,y:

sat(qu)

r

k

p3 39)
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Conclusién

Se han analizado distintos aspectos del control de
sistemas con accién integral operando en modo
deslizante. Se ha demostrado que la reduccién del orden
del sistema permite elegir el vector de realimentaci6n
para evitar un comportamiento de no mfnima fase y/o
sobrecarga en los estados integrales, fenémenos que se
traducen en una respuesta subamortiguada m4s alld de
la asignaci6n de polos reaiicada. El criterio propuesto
para la seleccién de las ganancias se condice con una
mejora en la capacidad del sistema para operar en modo
deslizamiento. Una cota mixima para el célculo de las
ganancias en base a um andlisis dc saturacidn en el
amplificador del estado integral.
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