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Resumen– En este trabajo se desarrolla un 
controlador basado en el modelo dinámico de un 
robot móvil tipo uniciclo utilizando métodos 
numéricos.  El modelo del robot móvil se aproxima 
mediante los métodos numéricos y luego, mediante 
la utilización de la teoría de sistemas de ecuaciones 
lineales, se obtienen las señales de control y las 
condiciones para tener un error mínimo. En el 
modelo dinámico del  robot móvil PIONEER 3DX, 
se han considerado fuerzas externas y 
deslizamientos de las ruedas. Se presentan 
resultados experimentales que muestran una 
metodología de diseño diferente en el campo de la 
robótica, con un desempeño óptimo del sistema. 

Palabras claves – robot móvil, métodos numéricos, 
seguimiento de trayectorias, posicionamiento, 
modelo dinámico, control basado en modelo. 

I. INTRODUCCION

La búsqueda de un controlador que abarque varias 
tareas de navegación para robots móviles es uno de los 
principales problemas de control en robótica. En 
general, el objetivo es calcular las acciones de control 
necesarias para que el robot móvil alcance una 
posición (x,y), con una orientación preestablecida ψ en 
cada instante de muestreo. Para lograr este objetivo se 
dispone de dos variables de control: la velocidad lineal 
u y la velocidad angular ω del robot. 

En la bibliografía se presenta varias propuestas que 
tratan el diseño de leyes para el control del robot 
móvil basadas tanto en el modelo cinemático 
(Kanayama et al., 1990; Secchi, 1998; Lee et al., 
1999; Hedjar et al., 2005; Künhe et al., 2005; 
Dongbing et al., 2006) como el modelo dinámico 
(Zhang et al., 1998; Yang et al., 1999; Brennan et al., 
2002; Albagul et al., 2004; Dong et al., 2005; Shuli, 
2005; De la Cruz et al., 2006), para el seguimiento de 
trayectorias, dependiendo de la velocidad operativa 
del robot y de la precisión del modelo utilizado. Uno 
de los primeros resultados de investigación para el 
problema de seguimiento fue tratado en Kanayama et 
al. (1990), en el cual se utiliza la teoría de Lyapunov 
para el diseño del controlador de seguimiento. En 
Brennan et al. (2002), se utiliza más de un controlador 

para mejorar el rendimiento del robot durante el 
seguimiento de la trayectoria, mientras que en Hedjar 
et al. (2005), Künhe et al. (2005) y Dongbing et al. 
(2006) se trata de encontrar un controlador óptimo 
para el seguimiento de trayectorias a través del control 
predictivo basado en modelo, pero al final solo se 
presentan resultados de simulación. Trabajos como el 
de Hedjar et al. (2005) han utilizado parcialmente los 
métodos numéricos para la resolución de problemas 
de seguimiento de trayectorias. Todos los trabajos 
anteriores muestran buenos resultados, pero la 
implementación de sus controladores puede 
convertirse en una tarea no tan sencilla, debido al 
conocimiento previo que se debe tener para su 
programación. 

En este trabajo se presenta una metodología para el 
diseño de controladores, basada en métodos 
numéricos y en álgebra lineal. Como resultado, se 
presenta un controlador efectivo para la navegación de 
robots móviles. El controlador propuesto calcula la 
acción de control óptima (según el método de 
mínimos cuadrados) que permite al robot móvil pasar 
del estado actual al estado deseado. La 
implementación del controlador diseñado es sencilla, 
lo cual es una ventaja sobresaliente de la metodología 
propuesta. Además, se demuestra que los errores de 
posición están acotados en función al error en los 
parámetros del modelo. El controlador exhibido 
muestra un buen desempeño para las tareas asignadas, 
aún en presencia de errores de modelado. Trabajos 
como el de Rosales et al. (2006a, b, c) y Scaglia et al. 
(2005a, b, c, d) muestran que los métodos numéricos 
son una herramienta de alto potencial con resultados 
satisfactorios. 

El trabajo está organizado de la siguiente manera: en 
la sección II se hace una introducción a la solución 
sistemas mediante los métodos numéricos. En la 
sección III se presenta el modelo dinámico del robot 
móvil. En la sección IV se describe el diseño del 
controlador propuesto, mientras que en la sección V 
hace un análisis del error. En la sección VI se presenta 
los resultados de experimentación utilizando un robot 
móvil y en la sección final se dan las conclusiones del 
trabajo. 



II. SOLUCIÓN DE SISTEMAS MEDIANTE 
MÉTODOS NUMÉRICOS  

 
Considérese la siguiente ecuación diferencial,   

 
 ( ) ( ) 0,  con 0y f y,u t     y y′ = =  (1) 
 
donde, y representa la salida del sistema a controlar, y’ 
la primera derivada, u la acción de control y t, el 
tiempo. Los valores de )(ty  en el tiempo discreto 
t kTo= , serán llamados ky , donde To  representa el 
periodo de muestreo, y { }0,1, 2,3,k ∈ L . Luego, si se 
desea calcular el valor de 1ky +  conociendo el valor de 

ky , se deberá integrar la Ec. (1) sobre el intervalo de 
tiempo ( 1)kTo t k To≤ ≤ + ,  
 

 ( 1)

1 ( , , )
k To

k k kTo
y y f y u t dt

+

+ = + ∫  (2) 
 

Existen muchos métodos de integración numérica, 
cada uno de ellos con sus correspondientes algoritmos 
para realizar el cálculo de 1ky + . Por ejemplo, puede 
hacerse una aproximación con las Ecs. (3) y (4),  
 
 ( )1  , ,k k k k ky y To f y u t+ ≅ +  (3) 

 ( ) ( ){ }1 1 1 1 , , , ,
2k k k k k k k k

Toy y f y u t f y u t+ + + +≅ + +  (4) 

 
donde el valor de 1ky +  en el lado derecho de la Ec.(4) 
no se conoce pero puede ser aproximado con la Ec. 
(3). En el área de métodos numéricos, estas 
aproximaciones son llamadas los métodos de Euler y 
Runge-Kutta de 2nd orden, respectivamente.  
 

El uso de los métodos numéricos en el cálculo de la 
evolución de sistemas, se basa principalmente, en la 
posibilidad de aproximar el estado del sistema en el 
instante de tiempo 1k + , si el estado y la acción de 
control en el instante de tiempo k  son conocidas. 
Entonces, el valor de 1ky +  puede ser sustituido por la 
trayectoria deseada y luego de ello, calcular las 
acciones de control necesarias para hacer que la salida 
del sistema vaya de su valor actual, ky  a su valor 
deseado.  
 

III. MODELO DINÁMICO DEL ROBOT 
 

Se considera un robot móvil tipo uniciclo detallado 
y validado experimentalmente con robots PIONNER 
3-DX en De la Cruz et al. (2006). Un modelo 
resumido se muestra en la Fig. 1 y se presenta en la 
Ec. (5).  

 
El punto que define la posición del robot es 

[ , ]Th x y= , el cual está ubicado a una distancia a 
delante del centro del eje que une las ruedas traseras 
del robot, u y ū son las velocidades longitudinal y 
lateral del centro de masa, ω es la velocidad angular 
del robot y ψ  es el ángulo de orientación del robot, G 
es el centro de gravedad, B el centro de la línea de 

base de las ruedas, E es el punto de ubicación de le 
herramienta de trabajo y C es el punto de ubicación de 
la rueda castor. 

 
Figura 1: Modelo del robot móvil PIONNER 

 
A partir del modelo de la Fig. 1, se obtiene el 

siguiente modelo dinámico del robot móvil tipo 
uniciclo (De la Cruz et al., 2006): 
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donde, los parámetros del robot móvil son , 
 

1 2 3

4 5 6

0.24089       0.2424               0.00093603
0.99629       0.0037256      1.0915

θ = θ = θ = −

θ = θ = − θ =
 

 
La Ec. (5) puede escribirse de manera compacta 

como se muestra en la Ec. (6), 
 
 ( ) ( )( ) ( )( )t t t= +x f x g v&  (6) 

 
donde, ( ) [ ]ψ ω Tt x y u=x  es el vector de estado 

del sistema y ( ) [ ]ω T
c ct u=v  es el vector de control. 

 
IV. DISEÑO DEL CONTROLADOR 

 
Se discretiza el modelo dinámico del robot móvil 

mediante la aproximación de Euler (Ec. (3)). De esta 
forma el modelo dinámico discreto del robot móvil 
puede ser expresado como se muestra en la Ec. (7).  

 
Luego se sustituye el vector de estados  
 

[ ]1 1 1 1 1 1ψ ω T
k k k k k kx y u+ + + + + +=x  

 
por el vector de estados deseados (trayectoria 
deseada), 
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Además, se define a la matriz B y al vector e como, 
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A partir de las Ecs. (7), (8) y (9) se tiene,  

 
 [ ]Tk kuc cω =B e  (10) 

 
La Ec. (10) es un conjunto de cinco ecuaciones con 

dos incógnitas, cuya solución óptima (según el método 
de mínimos cuadrados) está dada por (Strang, 1980), 
por tanto, 
 
 [ ] †T

k kuc cω = B e  (11) 
 
donde, †B  es la matriz pseudo-inversa (Strang, 1980), 
por tanto,  
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La Ec. (12) representa el controlador propuesto, el 
cual es función de 1kud +  y 1kdω + .  

 
Ahora, el objetivo es encontrar 

1kud +
 y 

1kdω +
, de 

manera que el error de seguimiento sea mínimo. Para 
cumplir este requerimiento el sistema de la Ec. (10) 
debe tener solución exacta. Por tanto, el vector e debe 
pertenecer al Espacio Columna de B, ( )ECB∈e B , es 
decir, que el vector e debe ser una combinación lineal 
de los vectores columna de la matriz B (Strang, 1980); 
una base del Espacio Columna de la de la matriz B 
está dada por, 
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Para que el sistema (Ec. (10)) tenga solución exacta 

se debe satisfacer que 1 2v v= α +βe , donde ,α β ∈ℜ . 
Por tanto, 
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A partir de las Ecs. (9) y (13) se pueden establecer 

las relaciones de la Ec. (14), 
 

 
( )
( )
( )

cos sin

sin cos
k k k k

k k k k

k

x To u a

y To u a

To

⎧Δ = ψ − ω ψ
⎪⎪Δ = ψ + ω ψ⎨
⎪Δψ = ω⎪⎩

 (14) 

 
donde, 
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La Ec. (14) se puede expresar de la forma =Ax b , 
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Por tanto, la solución óptima (según mínimos 

cuadrados) está dada por (Strang, 1980), 
 

 [ ] †T
k ku ω = A b  (16) 

 
El lado derecho de la Eq. (16) corresponde a las 

velocidades lineal y angular que el robot móvil 
debería tener al instante  k , de tal forma que el 
sistema (Ec. (10)) tenga solución exacta, por tanto se 
propone usar estos valores como los valores deseados 
al instante 1k + ,  
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El controlador propuesto está completo mediante las 

relaciones encontradas en las Ecs. (12) y (17). 
 

V. ANÁLISIS DEL ERROR 
 

Dado el sistema de la Ec. (6) utilizando la 
aproximación de Euler, y reemplazando 1k+x  por 

1kd +x , está dado por, 
 
 ( ) ( )1k k k kd To+ = + +⎡ ⎤⎣ ⎦x x f x g v  (18) 

 
la ley de control propuesta tiene la forma, 
 

 ( ) ( ) ( )1
1 ˆ

k k k kd
To += − −g v x x f x  (19) 

 
donde, ( )ˆ

kf x  es la matriz f estimada, función de 
estados los estados del sistema. Luego, se tiene que, 
 

 ( ) ( ) ( )1
1ˆ

k k k kd
To += − −f x x x g v  (20) 

 
La Ec. (20) que representa la estima del modelo en 

el instante k y además, la mejor estima del modelo 
estará dada por el valor de la matriz de funciones en el 
instante anterior, es decir, 
 
 ( ) ( )1

ˆ
k k−=f x f x  (21) 

 
Entonces, a partir de la Ecs. (18) y (21), se tiene 

que, 
 

 ( ) ( ) ( )1 1
1ˆ

k k k kTo − −= − −f x x x g v  (22) 

 
Por tanto, al reemplazar la Ec. (22) en la Ec. (19),  

 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2k k k k kd

To + − −= − + +g v x x x g v  (23) 

 
Ahora, la ecuación en lazo cerrado del sistema, 

incorporando la ley de control de la Ec. (23) estará 
expresada por, 
  

( ) ) ( )(1 1 1 1
1 2k k k k k k kTo d

To+ + − −
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Luego, mediante la agrupación de términos y 

definiendo al error de estado por, k k kd= −e x x , se 
sigue que, 
 
 ( ) ( ) ( )1 1 1  k k k k kTo To+ − −= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦e x x g v f x  (24) 

 
Por tanto, a partir de las Ecs. (22) y (24), el error del 

sistema estará dado por, 
 
 ( ) ( )1

ˆ
k k kTo+

⎡ ⎤= −⎣ ⎦e f x f x  (25) 

 
es decir, que el error del sistema no es acumulativo y 
depende de la aproximación del modelo solamente en 
el instante k.  
 

VI. RESULTADOS EXPERIMENTALES 
 
Tomando en cuenta que la distancia entre ruedas del 

PIONNER 3-DX es aproximadamente 0.4[m], se 
escoge un valor de a = 0.2[m] (Ver Fig. 1). Se utilizó 
un tiempo de muestreo de To = 0.1[s].  

 
La primera trayectoria de referencia proporcionada 

al sistema, fue un círculo definido como, 
 

( )cosr ux k r k tω= , ( )sinr uy k r k tω=  
 
donde, r +∈ℜ  es el radio del círculo, y las constantes 

uk  y kω  dependen de la velocidad de referencia 
máxima. Se escogió r = 0.6[m]. Las condiciones 
iniciales utilizadas fueron: ( ) [ ]0 0 0 0 0 0 Tt =x .  
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Figura 2: Trayectoria circular a 200[mm/s] 

 
La Fig. 2 muestra la trayectoria realizada por el 

robot móvil al seguir la primera referencia a una 
velocidad de 200[mm/s]. Mientras que en la Fig. 3, se 
muestran las acciones de control del sistema para esta 
tarea. 
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Figura 3: Acciones de control para 200[mm/s] (a) uc (b) wc 

 
En la Fig. 4 se presenta la trayectoria realizada por 

el robot móvil al seguir la misma referencia circular, 



pero esta vez a una velocidad de 400[mm/s]. Se puede 
observar que ha pesar de haber duplicado la velocidad 
de seguimiento, el rendimiento del sistema es muy 
bueno.  
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Figura 4: Trayectoria circular a 400[mm/s] 

 
En la Fig. 5, se muestran las acciones de control del 

sistema para una velocidad de 400[mm/s]. 
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Figura 6: Evolución de xreal(t) y xd(t) para 200 y 400[mm/s] 

 
En la Fig. 6, se muestra que los estados del sistema 

siguen de manera precisa la trayectoria de referencia 
luego de un tiempo finito, para ambas velocidades 
probadas.  
 

La segunda trayectoria de referencia aplicada al 

sistema, fue una curva en forma de 8 definida como, 
 

( )sin 2r ux k r k tω= , ( )cosr uy k r k tω=  
 
donde, r +∈ℜ y las constantes uk  y kω  dependen de 
la velocidad de referencia máxima aplicada. Se 
escogió r = 0.6[m]. Las condiciones iniciales 
utilizadas fueron: ( ) [ ]0 0.5 0 0 0 0 Tt =x .  
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Figura 6: Trayectoria en ocho a 200[mm/s] 

 
La Fig. 6 muestra la trayectoria seguida por el robot 

móvil con la segunda referencia a una velocidad de 
200[mm/s]. Mientras que en la Fig. 7, se muestran las 
acciones de control del sistema para esta tarea. 
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Figura 7: Acciones de control para 200[mm/s] (a) uc (b) wc 
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Figura 8: Trayectoria en ocho a 400[mm/s] 



 
En la Fig. 8 se ha aumentado la velocidad del robot 

móvila a 400[mm/s]. Se puede observar que ha pesar 
de haber duplicado la velocidad de seguimiento, el 
rendimiento del sistema es muy bueno.  
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Figura 9: Acciones de control para 400[mm/s] (a) uc (b) wc 
 

En la Fig. 9, se muestran las acciones de control del 
sistema con la trayectoria en forma de 8 a una 
velocidad de 400[mm/s]. 

 
VII. CONCLUSIONES 

 
Se ha resuelto el problema de conducir un robot 

móvil a través de una trayectoria previamente 
calculada mediante un controlador basado en el 
modelo dinámico del robot y los métodos numéricos, 
como algoritmo de navegación del robot.  
 

Se han probado diferentes tipos de trayectorias para 
el controlador propuesto, consiguiéndose un buen 
desempeño del sistema de control, a través de una 
metodología distinta a las comúnmente utilizadas en el 
área de la robótica.   
 

Se han realizado experimentaciones tanto a 
200[mm/s] como a 400[mm/s], las cuales muestran un 
muy buen rendimiento del controlador propuesto aún 
cuando la velocidad del sistema fue incrementada. 
Además, se muestra que el error del sistema no es 
acumulativo y que tan solo es dependiente de la 
aproximación del modelo en el instante actual de 
tiempo. 
 

Los resultados experimentales reflejan el buen 
rendimiento del controlador propuesto. La 
metodología utilizada logra que el controlador 
encontrado tenga un mínimo error y sea relativamente 
sencillo de implementar, lo cual constituye una 
ventaja sobre otros controladores. 

 
Actualmente se está incorporando al controlador 

propuesto, estrategias para la evasión de obstáculos 
(estáticos y dinámicos), así como también se trabaja 
en la extensión de los métodos utilizados a sistemas 
multirobot y la incorporación de un análisis 
estocástico para el modelo del robot y su entorno. 
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